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SULL’EQUAZIONE DIFFERENZIALE NON LINEARE
DEL TERZO ORDINE
DI UN CIRCUITO OSCILLANTE TRIODICO

Memoria (*) di Giuseppe CovLoMBo (a Padova).

Premessa. — In una conferenza tenuta alla Brown Univer-
sity (1) il signor Levinson tratteggiava sommariamente un metodo
di discussione dell’equazione a cui conduce lo studio di un cir-
cuito oscillante triodico che si incontra nella tecnica. Poiché
nessun altro scritto ho potuto rintracciare, posteriore alla confe-
renza citata, su questo argomento (2), mi sono provato di siste-
mare la questione che era stata appena toccata nelle linee gene-
rali dal Lrvinson stesso, il quale poi aveva lasciato di discutere,
per ragioni di brevita, dei particolari essenziali. Ho ottenuto cosi i
risultati che espongo in questo lavoro, (**) risultati che se non sono
del tutto completi, sono almeno rigorosi e mi sembrano interes-
santi oltre che per quanto riguarda 1'applicazione anche per il
metodo con il quale sono stati conseguiti, metodo che differisce
sostanzialmente da quello usato da Levinson, nella sua conferenza,
pur ricollegandosi come quello al metodo di PoiNcare - BIRkHOFF (3).

Equazioni del terzo ordine del tipo di quella qui studiata,
o pit in generale sistemi del terzo ordine non lineari, si incon-
trano oltre che in radiotecnica anche in meccanica, quando si

(*) Pervenuta in Redazione il 18 ottobre 1949.

(**) Questo argomento ed altri, sempre di meccanica non-lineare, sono
stati oggetto di alcune conferenze tenute nel maggio scorso presso il Sem,
Mat. della Universitad di Padova.

(1) Non-linear mechanies by K. O. Frieoricus, L. Le CoreeLLiEr, N.
Levinson, 1. L. Sroxer [Brown University. Advanced instr. and res. in Me-
chanics. Vinter semester, 1942-43. Providence R. I.] p. 3.

(2) Neppure un lavoro di O. K. Frieoricus che il signor Lrvinson cita
nella conferenza stessa, senza darne le indicazioni bibliografiche.

(3) Povcan: H., Oeuvres, t. 1, p. 167. Biknorr G., ynamical Sy-
stems [Am. Math. Soc. Coll. Publih, Vol. IX], chap. VIII, p. 209.
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considerino sistemi Hamiltoniani in due gradi di liberta oppure
sistemi dissipativi con due gradi di libertd e con sollecitazioni
indipendenti dal tempo aventi una coordinata che potremo dire
ciclica, nel senso che essa non compare nel sistema, ma vi en-
trano solo le sue derivate prima e seconda (*). Una questione
fondamentale in tuiti questi problemi, come in quello che qui
tratteremo, & la ricerca di soluzioni periodiche e lo studio del
loro carattere in relazione alla stabilita.

La discussione che qui faccio, come ripeto, non & completa;
mi limiterd infatti a dimostrare !’ esistenza della soluzione perio-
dica ed a dedurne qualche caratteristica. Mi riservo di comple-
tare prossimamente questo studio sotto il punto di vista della
unicita e della stabilita.

1. — Posizione del problema.

L’ oscillatore rappresentato in fig. 1 ha il circuito oscillante
inserito nel circuito di griglia. L’unico elemento non lineare &
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Fig.1 E

il triodo. Se denotiamo con / I intensita della corrente di placea
con v, e rispettivamente r, i potenziali di placca e di griglia,
con p il fattore di amplificazione, si ha

(%) Frang Pu. Mises R., Die Differentialyleichungen und Integral-
gleichungen der Mech. und Plysik. Braunschweig 1930, II T., p. 149.
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i = (04 po,) .

La funzione ¢, che & la caratteristica del triodo, ha un an-
damento rappresentato in fig. 2; la sua inversa la denoteremo
con ¢, onde potremo scrivere

(1) Vp+ WV =g ('L)

Se denotiamo, ora, con K, e rispettivamente con K le forze
elettromotrici di griglia’e di placca, con ¢, /, 7 la capacitd, I’ indut-
tanza, la resistenza del circuito di griglia, con L, R Pinduttanza

1=0(Vp 1)

VD +/AVg =g (i)

Fig.2

e la resistenza di quello di placca, con 7,,7, 1'intensitd delle cor-
renti che attraversano la resistenza e I’induttanza di griglia ed
infine con M la induttanza mutua dei due circuiti, si stabiliscono
senz’ altro,Ttrascurando la debole corrente raddrizzata che circola
nel circuito di griglia, le equazioni seguenti
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. di
!\ zfg:ng——rileg—l%—:i—M-J%
dv . .
(2) dtg = +1’2
dz, d1
v—————Mdt —L—4+ FE—11¢

Se eliminiamo tra le (2) e la (1), ¢, ¢, v,, v, si perviene
alla

M & MA] d*:
(L-— )3 t§+[R~Lq(z)+ ( ——I—)]d—tﬁ+

R 1 di
(3) +g”()( )+[ +g +7;(L—-M1)]d_’t+
E—l"'Eg

T =0.

1 . .
+ i [Ri+ o0 -
Se si pone E—p E,~>0 e si considera I’ equazione

Ri+g()=E—pE,

(uesta ammette una soluzione unica ¢, perch¢ ¢ (¢) & monotona
crescente e nulla per 2 =0 ed B & essenzialmente positiva.

Da cid si deduce che la (3) ammette una soluzione costante
¢ =14,. Se si opera allora con la seguente sostituzione:

x=1—1,, f(x)={(z +io)R+g(x+io) — Rty — g7,
sulla (3) stessa, questa si riduce alla

(p=F)i+lrw + (e =T )f+res+
¥ + [ 10 — 45 @M=D) s + o) =0,
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ove la 7{z), che & definita per — iy << << Iy (fa>>0, [,>>0) ed
ha derivate infinite agli estremi, ha un andamento rappresentato in
fig. 3. Essa non &, in generale, séminetrica rispetto all’origine,
perd noi la supporre-
mo tale perché quests :
ipotesi c¢i permettera y:f (x)
di semplificare le no-
stre  considerazioni.
Facciamo presente che
questa ed altre ipotesi
che faremo sulla f(z)
non tolgéno niente
dell’ interesse che la ¥
questione pud avere,
perché esse non sono
essenziali ma  sola-
mente semplificative.
Studiare il cir-
cuito rappresentato in )
fig. 1 significa stabi- l Fig.3
lire le condizioni sotto
le quali il circuito
oscilla e studiarne le oscillazioni. Analiticamente queste problema
equivale a stabilire le condizioni atte ad assicurare I esistenza
di soluzioni periodiche stabili nella equazione (4). Nei prossimi
numeri risolveremo in parte questv problema.

2. - Considerazioni generali.

L’ equazione (4) si puo scrivere nella forma

T (af(0) + b7 +af(z)7, + abf (@) —a)z+

5
R +Bf () = 0.

. . . M3
Infatti, basta osservare che il coefficiente & = L — - che
caratterizza 1’ accoppiamento dei due circuiti, & necessariamente
maggiore di zero, e basta porre
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Notiamo che la quantita @, b, B sono essenzialmente positive;
niente si puo dire in generale di a il cui segno dipende dal
grado dell’accoppiamento dei due circuiti e dal fattore di ampli-
ficazione del triodo, ma 1ot qui lo supporremo pure positivo per
motivi di semplicita, facendo con cid implicitamente 1’ ipotesi che
I’ accoppiamento tra i due circuiti sia sufficientemente stretto in
maniera che risulti

pM—L>0.

Come abbiamo accennato nel numero precedente faremo
sulla f(x) le seguenti ipotesi, di cui alcune semplificative:

Is) f(x) é nuna funxione definita continua e derivabile
due volte per ogni valore della z e la derivata se-
conda é continua .

O myro=0 fE>0, f'@=0;

I lem I= =

r~—>

Inoltre supporremo che per i coefficienti della (5) siano
soddisfatte le sequents disuguaglianze

) a(af'(0) 4 6) (6f'(0) —a) — Bf'{0) <O

8) w
1Y) ah®—4B%0.

In queste ipotesi dimostreremo che I’equasione (5) ammette
almeno una soluxione periodica.
Si facciano le posizioni

y=z+af@), r=y;

I’ equazione (5) equivale allora al sistema
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. |
r=y—al@

dy
(9) Fr i

dz
t

=—bx+taay—(aa®+ B)f(x).

Y

Atteso il teorema di esistenza e unicitd, assegnati i valori
Toy Yoy %oy by, OVE Ty, Yo, %, DON sono tutti e tre nulli, esistono
tre sole funzioni x =z ((,8), y=y(¢t,%), 2 =13(t, &) che
per ¢ = {, assumono rispettivamente i valori wy, o, %, Queste tre
funzioni definiscono nello spazio , y,z una curva che intende-
remo orientata nel senso delle ¢ crescenti., Questa curva non di-
pende dal valore scelto ¢, poiché nelle (9) non compare esplici-
tamente la variabile ¢. Resta cosi definito uno spazio di traiet-
torie per il quale !’origine & 1’unico punto singolare; infatti solo
nell’ origine si annullano contemporaneamente i secondi membri
delle (9). Ricercare una soluzione periodica per I’ equazione equi-
vale a ricercare traiettorie chiuse nello spazio di traiettorie con-
siderato piu sopra. La dimostrazione dell’ esistenza di questa
traiettoria chiusa sara fatta nei prossimi numeri secondo lo schema
seguente: nel n. 3 studieremo il comportamento dello spazio di
traiettorie nell’intorno dell’origine; lo studio ‘“‘in grande,, di
questo spazio sara fatto nel n. 4; nel n. 5 si dara un criterio
di stabilita per le soluzioni di (5); nel n. 6 trarremo le conclu-
sioni dell’esistenza di una soluzione periodica.

3. - Analisi del punto singolare.

Il comportamento delle traiettorie nell’intorno dell’ origine
si fa studiando il sistema lineare della prima approssimazione,
corrispondente al sistema (9); sistema lineare che assume la
forma :
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dx

S =y—azf (0)

dy
(10) at = 7%

\ g—;: —hx 4 aay—(rat+ B)xf'(0).

All’origine delle coordinate, unico punto singolare, corri-
sponde evidentemente per il nostro sistema uno stato di equili-
brio; affinché possano sussistere soluzioni periodiche, ciod affinché
il sistema, che & dissipativo, oscilli periodicamente intorno a questo
stato, sara necessario assumere |’ipotesi che I’origine sia per il
sistema (10) un punto singolare instabile. Noi supporremo percid
che 1’ equazione di terzo grado in A

(1) A4 @f'(0) +b) M+ a(bf'(0) —a)k + Bf'(0) = 0

abbia, oltre alla radice reale negativa, due radici reali positive
oppure due radici complesse coniugate con parte reale positiva.
Per questo basta che sia soddisfatta la condizione I+) (8); basta
infatti ricordare un noto criterio di Hurwirz (3) che assegna come
condizioni necessarie e suftivienti affinché 1I’equazione

(12) a2+ a2 + a;x + a; =0
abbia radici tutte con parte reale negativa, le condizioni
(13) a, >0, a0, —aya; >0 | a; >0 .

La prima e la terza delle condizioni (13) sono sicuramente
soddisfatte per 1’equazione (11) e cid risulta dalla natura dei
coefficienti e dalle ipotesi fatte sulla f(x). Imponendo che sia

(5) A. Huewirz, On the conditions under wich an Equation has only
roots with negative real part. [Math. Ann. Vol. 46 (1875)], p. 273.
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verificata la prima delle (8) noi imponiamo che le tre radici
non abbiano parte reale negativa poiché quest’ ultima condi-
zione equivale a negare la seconda delle (13), onde I’equazione
(11) oltre ad una radice reale negativa avra sicuramente, nelle
condizioni in cui ci siamo posti, o due radici complesse con parte
reale positiva, oppure due radici reali positive, non potendo
averne due di negative giacche il prodotto delle 3 radici & ne-
gativo ed essendo escluso che abbia due radici immaginarie pure,
sempre per la stessa condizione posta.

Premesso questo, esaminiamo separatamente, nei due casi
suddetti, il comportamento nell’origine, delle traiettorie del sistema
approssimante (10).

Io caso. - Le tre radici sono —A <0, p>0,v>0.
L’origine & allora secondo la nomenclatura di PoiNcarf (8) un
colle. Chiameremo singolari le traiettorie che tendono per ¢ — +- o
o a — o all’origine 0. Le soluzioni

c=Ke M, y= —aKe M4 Kae~)'t/'(0) )
(14) _ _
r= KN M AEe M F(0)

tendono all’ origine per ¢ — -+ 2. Eliminando ¢ si ottengono le
equazioni cartesiane della traiettoria singolare ¥

(15) y=(@f'@®—Nz, F=XIr.

La semplice infinita di traiettorie, corrispondenti alle solu-
zioni

=K'+ K.,e'', y = p.K,e"'—}- vKlew +af(0),

(16) t v )

2= Kipze' + K,v2e +af'(0) (y —axt'(0))
tende dall’origine per ¢ tendente a — oo e giace nel piano = di
equazione

(%) Vedi memoria citata in (3).
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) iy +ef (0) (w+v4af O)f —

' —@+v+ef (0)y+3=0.

In questo piano il comportamento delle traiettorie & nodale
(nodo instabile).

Per esaminare 1’andamento delle altre traiettorie del sistema
lineare nell’intorno dell’ origine conviene operare nel sistema (10)
con una trasformazione reale affine. Nell’ipotesi in cui ci siamo
posti al riguardo delle radici della equazione caratteristica del
sistema (10), il trastormato assumera la forma

, dz dy_v dr )z
(109 a7 = T a1 =% a1 —hE

Il suo integrale generale & ovviamente:

vi

_~ll’-‘ — o a M -
z=1Lle" , y=me" , z=me

La traiettoria singolare che tende all’origine per { — 4 o
& Passe z, (!l =0, m =0); le altre traiettorie singolari che

tendono all’origine per ¢ — — o sono le traiettorie, giacenti nel
piano xy, (» = 0), di equazione

() -

Le traiettorie non singolari sono infine di equazione
x"x":h, y)‘xv=k.
Consideriamo ora la regione cilindrica dello spazio
22 4 yi<r? R< h?;
si ha senz’altro che le traiettorie che «penetrano al crescere di ¢»

in essa sono quelle che passano pei punti interni alle basi del
cilindro, quelle che da essa «escono al crescere di £» sono quelle

9
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che passano dalla superficie laterale, sempre intendendo esclusi i
bordi. 8i ha infatti, dalle (10’), che seguendo una traiettoria
qualunque &

-‘_it.z2=_2xz2<0.

L@ty =20 + vy >0,

Esaminato, come abbiamo ora fatto, il comportamento delle
traiettorie del sistema (10) vediamo cosa si pud dire in generale
per il sistema (9). Anzitutto esiste una traiettoria singolare y che
tende all’origine per ¢ — 4 oo, essa ha nell’origine per tan-
gente la retta di equazione (15); come per il sistema (10)
si hanno poi infinite traiettorie che tendono all’ origine per
{ —— o ed esse sono nell’origine tutte tangenti al piano = di
equazione (17). Con la stessa trasformazione affine con la quale
si riduce il sistema (10) alla forma (10’) si ridurra il sistema
(9) alla forma:

dx
(9" H’-—‘-P’x‘i‘sn

<

dtz:"")\x"i'e:iy

=VY + &, (l

~

ove ¢, &, & sono fanzioni di x, u, z infinitesime, per z, y, x
che tendono a zero, di ordine superiore o uguale a quello della
funzione x® 4 42 4 x2. Considerato ora che si ha:

d \
g7 @+ PR =2 (e +vy?) + 2 (2 + y2)

d s
(—ﬁxz =—2A3%+ 235,

si potra sempre scegliere un r >0 tale che per ogni punto P
soddisfacente alla z2 4 y2 4 22 << 2 sia

d d
— (12 2 —_z2

Si riconosce quindi che ogni regione cilindrica definita dalle disu-
guaglianze



125

_ 72 ’ 73
" 2 1 2 2 ., <k
9™ x+y£?‘<4 z__h£4

gode della stessa proprieta di cui godeva la regione cilindrica
considerata pilt sopra, rispetto al sistema (10),

Ritornando ora al sistema (9) resta assodata la possibilita
di determinare un intorno R dell’ origine delle coordinate, di
forma cilindrica, con le generatrici parallele alle rette di equa-
zioni (15) e le cui facce opposte sono parallele al piano di equa-
zioni (17), che gode della seguente proprieta: le traiettorie che
penetrano in B sono quelle che passano dai punti interni alle facce
piane, quelle invece che escono da R sono le traiettorie che pas-
sano dai punti della superficie laterale di R stessa esclusi i punti
del suo contorno. Detta regione sara la trasformata della regione
definita dalla (9") nella trasformazione inversa a quella che porta
dalla (9) alla (9').

IIo caso. - Le tre radici sono — A\, p 4 3v, w—z¢v. L’ analo-
gia col primo caso ci dispensa dal ripetere le considerazioni svolte. Ci
limitiamo ad osservare che il comportamento delle traiettorie dif-
ferisce solamente per quanto riguarda le traiettorie singolari
uscenti dall’ origine che hanno, in questo caso, nell’ origine stessa
un fuoco. Il punto singolare si dice in questo caso colle-fuoco.

4. — Analisi del comportamento in grande delle traiettorie.

Premettiamo alcune notazioni che renderanno pit agevoli le
argomentazioni che seguiranno. Se si considerano le tre superficie
di equazioni

y—af(x)=0, z2=0, b74+aa?/—(aa2+ﬁ)/(x)=0a

superficie che denoteremo rispettivamente con s, Se, 83, 81 rico-
nosce senz’altro che s, & una superficie cilindrica a generatrici
parallele all’asse » e di direttrice la curva del piano z y di equazione
Yy =af(x) e che s; ¢ ancora un cilindro, a generatrici parallele
aa

alla retta del piano y z di equazione x = 5

¥, che ha per di-
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rettrice la curva, del piano 2z =0, di equazione z = (a +

+ a—pﬁ) f (x) . Denoteremo con 7,, ¥., s rispettivamente le tre

curve.
z2=0
n=
' y=(a+;p;)f(x).
_jy=af(=) _(x=0
= —bxs 4+ aay— (a22+ B)f(x)=0, —;y=af(x).

E facile riconoscere I’andamento di queste curve illimitate
passanti per I’origine e simmetriche rispetto all’origine stessa;
ricordando le ipotesi fatte sulla f(z), si deduce allora subito che
esse sono a due a due prive di punti comuni fuori dell’origine.

Indicheremo con 7{", 7§ rispettivamente i rami della curva
%: , corrispondenti ai valori di  maggiori o minori di zero, in
cui la curva 7, stessa viene divisa dall’origine O; inoltre indi-
cheremo con (19, %) ¢=1,2,3; ;7=1,2,3; r=1, 2;
s=1,2, regione infinita di quella delle tre superficie s,,
8, Sg cui appartengono 7, e 7¥;, delimitata dai rami ¥, 7
e che non contiene nessuno degli altri rami di curva; infine
con (Y, ¥, 1¥) la regione infinita di spazio delimitata dalle
regioni superficiali (v, ), (v %) (1%, ¥\"), che non contiene
nessun altro ramo di curva. In tig. 4 sono rappresentate assono-
metricamente le superfici e le curve definite pit sopra.

Premesse queste notazioni, cominciamo col far vedere che
le traiettorie che passano dai punti (esclusa I’origine) della su-
perficie delimitante la regione S' = (7}, 73, 7s), escano al cre-
scere di ¢ da S’ stessa. Si consideri infatti un punto P di
(¥, v®) non appartenente a 7i; in questo punto risulta, come
si vede subito,

d

|5

S

- = —bs +aay — (aa® 4-¢) f (x) <O,
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Fig. 4

onde al crescere di ¢ la curva che passa per P attraversa (74!, 1)

ciog¢ il piano xzy da sopra e sotto, e quindi uscendo da §'.
Analogamente si consideri un punto qualunque di (7, 1%

non appartenente a 73, la traiettoria che passa per esso ¢ tale

che in quel punto risulta

dr dy__f_ (l'z_ .
(_l_t"‘.l/_af(x)<0’ ﬂ—"‘zoy ﬂ—oy

e quindi mentre .« decresce, y non decresce onde basta esaminare
la configurazione di (v, 1¥'), nei confronti della tangente alla
traiettoria nel punto considerato, per riconoscere che la traiettoria
la attraversa, al crescere di #, uscendo da §'. Resta da ultimo
da considerare la regione (v, 7¥) nei punti non appartenenti a
19 In questo punto si ha

dz
=y —af (@<,

e quindi si riconosce ancora che le traiettorie passando dai punti
di (19, ") escono, sempre al crescere, di ¢ da S.

¢ .
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Ricordando ora la simmetria dello spazio di traiettorie, si
pud concludere che attraverso le supertficie delimitanti le regioni
spaziali (1§, 4%, 1§"), che abbiamo denotato con S', e la sim-
metrica rispetto all’origine (11", 7", ¥§"), che denotiamo con §"',
le traiettorie escono da queste regioni per entrare nello spazio
complementare che denoteremo con S.

Ricordiamo ora dal numero precedente che le due traiettorie
singolari simmetriche che per ¢-— -+ o tendono all’origine,
hanno ivi per tangente la retta di equazioni (5). Ora si rico-
nosce agevolmente che ¢ af'(0) — A< 0. Infatti si ha, rispet-
tivamente nei due casi di radici tutte reali, oppure no,

— @O +b)=—rtp+v, —@f(O)+b)=—r+2p,
e quindi, ancora rispettivamente nei due casi, &
af'(0) ~A=—b—p—v<0, af'(0) —h=—b—2pn<0,

come si era detto. Quindi la tangente di equazione (15) & contenuta
in 8 ed §”, e le traiettorie singolari del sistema (9) che tendono
all’ origine per ¢t — + o provengono da 8" ed 8" e quindi giac-
ciono tutte in queste regioni.

Si prenda ora nelle disuguaglianze (') un 7 cosi piccolo, che
diremo 7%, in rapporto ad %, per modo che la regione R* che resta
definita in conseguenza abbia le facce piane opposte appartenenti
completamente ad S” e ad S . La possibilita di una tale deter-
minazione discende immediatamente dal considerare che 1 asse
della regione R* & la retta (15) e che questa giace in S’ ed S'.
Ripetiamo per maggior chiarezza che cosi si ¢ determinato un
intorno R* dell’ origine che gode delle seguenti proprieta: le tra-
tettorie che passano per i pimti interni alle facce piane opposte
penetrano nella regione R* quelle che passano dar punti della
superficie laterale esclusi @ punti del suo contorno escono da R*,
Osserviamo inoltre che nessuna traietioria chiusa pud essere conte-
nuta in R* giacché della proprieta di cui gode questo intorno gedono
tutti gli intorni omotetici interni ad esso, rispetto all’ origine O.

Se denotiamo ora con §* la regione di S che si ottiene to-
gliendo ad S i punti interni ad [{*, si traggono da queste prime
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considerazioni le seguenti proprieta caratteristiche per lo spazio
di traiettorie definito dal sistema (9):

I2) Se di una traiettoria y fa parte un punto P di S*
fa parte di S* anche tutta la semitrazettoria y*(P) di .
1) Gli eventuali cicli sono contenuti in S*.

La I proprieta & subito dedotta dal fatto che nessuna tra-
iettoria esce, al crescere di ¢, da S* La II» proprieta discende
dall’ osservare che in §'(S”) la z e la » si mantengono mono-
tone non crescenti (non decrescenti) e la y non decrescente (non
crescente), e che le traiettorie che hanno punti in R* finiscono,
al crescere di ¢, per uscire da R* stessa.

5. - Teorema di stabilitd per le soluzioni del sistema (9).

In questo numero daremo un criterio di stabilita per le so-
luzioni del sistema (9).
Il sistema (9) si pud scrivere nella seguente forma

e Bk
18) g+os+-—y & <K=m+%)
t=y—af()

Ricordando la ipotesi seconda delle (8), supponiamo dap-

prima che sia ab? — 48>0 e siano — A;, — Xy (A, > )) le so-
luzioni dell’equazione in A

B _
(19) A2 b+ -a—-O.

Dalle prime delle (18) si trae allora la conseguenza

t
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e da queste, se si pone uguale ad z, il valore di x per { =0,

si hanno successivamente le

- — —2 — X3
y=Ae lll-{—Be 121_*_)_\_]_(_10&(0/ ”—e _l)+
17 Ne

(20) K ¢ ¢
+)\ —Y [)qe_)"’fwe)"'dt —k,e—)‘?'fxglzldt],
1 2 0 s
y =_)\1Ae_)‘ll__)\2Be-)~2l+
K= -2 . )
(21) o ne ) K
K ‘ g
““X—T’[—)\Te_lllfxexl'dt +)\§e—7‘2"/:¢e;""dt] .
—
0 I

Consideriamo ora la soluzione del sistema (9) oppure (18),
soddisfacente alle condizioni iniziali

2(0)=90)=0, y©0) =95

dovremo allora assumere relativamente ad una tale soluzione quali
valori delle costanti A e B i valori

_"‘layo _ A Yo
A=5 Fe i

Si consideri ’intervallo 01 ¢ della variabile ¢ e sia 7 (¢) il
massimo di |z (¢)] in detto intervallo.
Tenendo conto che valgono le seguenti disuguaglianze

— Xt — st
e "t —e 7F

AN— Ay

— %t !
A2 —Ne A

MN— A

1
<5

M—Ah

<lI,

’)\,e
|
i

si deduce dalla (20) con facili caleoli:
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Kle| 2Kz
|
(22) ""<|""I+x—x T
e quindi, poiché #=lx,|, si ha

3Kx
(23) I'/l<lr/oh“k N

Sia ora § (v) la soluzione dell’ equazione in

3Kz
24) VT = el)

contenente il parametro v_> 0. Questa equazione ammette cer-
tamente una ed una sola soluzione reale per ogni valore di v
maggiore di zero, come si riconosce subito se si ricordano le ipo-
tesi fatte sulla f(x). Inoltre abbiamo che questa soluxione sod-
disfa alla relazione

M _q.

(25) lim —=
v — i ® v

Infatti, tenendo conto che § (v) soddisfa I’ eQuazione (24) per
ipotesi, si ha successivamente

1 . 1
lim e—vl):—. lim TR = lim IR =0.
v -+ +@o Vst g — §— t+® ' _
o O—= of O — %
essendo lim  §(v) = 4+ = | lim v =+ % el inoltre
V- 4 o E->+
lim /78 =+ =
E oo

®

Per Ia (25) si potrd sempre scegliere un v tale che

(26) i, TS
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Si consideri ora una qualunque soluzione del sistema (9)
o (18) soddisfacente alle condizioni iniziali

(27 Ty <E(V), Y=V, 0=0;

una tale soluxione soddisfa, come ora vedremo, per ogni valore
di t >0 alle relazioni

(28) lz]<<&(v) , x <M,
ove M ¢ un certo numero positivo finito, ed inolire si ha
(28') max lim |y | <1< v .

Infatti, procedendo per assurdo, supponiamo dapprima che
|#| possa superare £ (v) e, ricordato che la = & funzione con-
tinua di ¢ e che = (0) <C&(v), sia ¢ il pid piccolo valore positivo
di ¢ in cui « assume il valore £(v) . In questo istante Z dovrebbe
necessariamente essere & (f) =0, poichd & x <) per ogni
0<t 57, invece si ha, ove si tengano presenti la seconda equa-
zione delle (10) e la disuguaglianza (23)

P O=y@—af @ <T+ T —af €6,

e da questa si trae subito, essendo nullo I’ ultimo membro della
disuguaglianza in quanto v e £{v) risolvono le (24), che
@ (f) < 0; il che & assurdo.

«

Analogamente, se ol primo istante in cui x assume il
valore —&(\7), poiché allora &, per ogni 0 < t<~_ft=, a:>——&(\7),
dovrebbe essere necessariamente Jv(?_.)go; al contrario, essendo
f(—&@) = —FE(v), sard anche

=y @ —af @@ >~7 - = af ¢,

sempre tenendo presenti la seconda di (18) e la (23); e quindi,
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risultando nullo I’ ultimo membro dalla disuguaglianza, si ha
|€(t)|>>0; il che & ancora assurdo.
Si pud allora concludere intanto che |z (f)| si mantiene co-

stantemente inferiore a §(v) e che |y| si mantiene inferiore a
- 3KE( - -
vy + )\—E()\’) ; ma di piu, se si tien conto che

| —

— Aqt

Kz,

M | 2KED)

— Agf
+ Be .

[y <<|Ae

+

si ha subito, ricordando le (26), che

max lim y|<g—lﬂ)<n<;.
t+ 4w —h—A T

Infine dalle (21) si deduce con facili calcoli

3N —N

[l=13] < KE0) 3

e se si assume M eguale al secondo membro di questa ultima
disuguaglianza risulta senz’altro dimostrato 1’ asserto.

Si supponga ora ab® — 4 <0 e siano — A+ ¢p. le due ra-
dici della equazione (19). Si avra allora come conseguenza la

Y =Ae—“cospt+Be_“senp.t—

At ¢ i
o cosp.tfj; e“senp.tdt +-§ e““senpt/ze“cos;xtdt,
0

0

e da queste si ottiene, con una integrazione per parti, la ana-
loga della (20).
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y:Ae~wcostlt+Be—“senpt—i— Kx,,e-)‘lse"l"l
p'
(20") ol senuwz ! !
+ Ke “[_s_e%l.t_’x(eu COSP't),dt—COSP‘tjx(e)"senp.t)'dt :
6 0

da questa poi e da quella che si scrive derivando la stessa (ana-
loga alla (21°)) si ottiene, ponendo ¢ =0,

y(0)=4 y(0)=3(0)=—\4d + uB.

Consideriamo ora una soluzione soddisficente alle condizioni
z (0) = zy, y(0) = 1,, +(0) =0 e denotiamo con Z il massimo
in 0H ¢ di |z(¢))| abbiamo

[20] =

|y|§1yu|e_l’|cosp,t+-»:;‘—senp.t]+—K —p‘—'e -+

Kz

2
+

|sen .t cos i+ %ﬁre_)‘ﬂsen wil

e quindi a maggior ragione

M, KT

i<y
(Y1 ] m

Sia ora & (v) la unica soluzione reale dell’ equazione, nella
incognita = e contenente il parametro v ,

v)\—i—p._i_ 4Kz

m m =af(x)’

(24

e si scelga v, come & sempre possibile fare, puiché anche in

AT 4\ . . N
questo caso & lim —(72 =0, in maniera che risulti

V- -

2KE0)

—n <Y
m <]
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allora una qualunque soluzione del sistema dato, soddisfacente
alle condizioni (27), soddisfa ancora alle condizioni (28).

Si pud quindi concludere che anche nel caso che sia
ab® — 4B <C0 si ha un teorema di stabilita analogo a quello che
si ha nel caso ab2 — 48> 0. O’ infine da osservare che quando
a b* — 48 tende a zero tanto v che &(;) tendono all’ infinito,

Concludendo, si riepiloga quanto sopra esposto nel seguente
teorema di stabilita :

Se per i coefficienti a, b, B del sistema (18), e quind:
anche del sistema (9), é soddisfatta la 1= delle (8), esistono un v
ed un M tale che ogni soluzione, soddisfacente alle condizioni
tniziali (27) soddisfa anche alle (28), ove si prenda per & (v) la
unica soluzione reale rispettivamente della equazione (24) o (24")
a seconda che ab® — 48 20, considerata per v = v .

Osskrvazione. — Scende immediatamente che le soluzioni del
sistema (18) sono stabili anche in senso ordinario, ciod nel senso

che, fissati i valori iniziali per la soluzione generica, & sempre
possibile determinare un ¢ >0 tale che 22 + 424 22<e,

6. - Esistenza di almeno una soluzione periodica.

Ritorniamo ora a ragionare mnello spazio di traiettorie, di cui
abbiamo studiato il comportamento nell’ origine nel n. 3 ed il
comportamento in grande nel n. 4.

Denotate rispettivamente con z = P (W), = ¢,(y) le fun-

zioni inverse delle funzioni y = a @), y=a+ £f (),

si_consideri la regione o, del piano zy definita dalle disugua-
glianze :

y<o0, P (y) << @ (y), z=0

e si indichi con of la regione di 6, che fa parte di $* (vedi
fig. o), ed infine con of il luogo dei punti di o per cui &
0<y<

Le regioni simmetriche di s,, o], oF rispetto all’orlgme sa-
ranno inoltre denotate con g, 5, oF. Abbiamo evidentemente

8, Do D of.
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Sia ora 2 un punto qualunque di of, la traiettoria v (P)
che esce da P all’istante ¢ == 0 penetra attraverso il piano z =0,
al crescere di ¢, nella regione S¥ di 8* appartenente al semispazio
z>0. Per la semitra-

iettoria ¢+ (P) possiamo y : :
dire che essa appartiene Vo peeeee \\\\'
tutta a S* per quanto & N
stato detto nel n. 4 e o

quindi puo avvenire che
essa o appartenga tutta a
S* oppure che ad un
certo istante ' essa pe-
netri in S* (regione di S* 0 X
appartenente al semispa-
zio 2 <0) attraverso un
punto del piano z = 0 che
sara necessariamente di
o; giacch® solamente nei

fidio, 8 2<0 R
punti dio, & -~ <0. \\
Dimostriamo ora che ~ FSSSSN-------1 -V

la prima eventualita (yH(P) &
appartiene tutta ad S¥)
non pud verificarsi. In- Fig. 5

fatti se fosse z >0, per

ogni {>0, y sarebbe crescente per ogni valore di ¢, come ri-
sulta dalla seconda equazione del sistema (9), onde esisterebbe il
limite di y per ¢ > 4 o e detto limite ! sarebbe certamente
finito, atteso il Yeorema del n. precedente 1’ insieme limite positivo
di 7, A*(y) (?), apparterebbe ad un piano y = p e sarebbe limitato
in questo piano giacchd restano limitati anche |y|e |Z|. L’in-
sieme A*(y) d’altronde non pud ridursi ad un punto unico, giac-
chd questo sarebbe un punto singolare e quindi, poichd il sistema
(9) non ha punti singolari fuori dell’ origine, esso dovrebbe coin-
cidere con I’origine stessa. Ora poiché I’ unica soluzione che tende
assintoticamente per ¢ —> oo all’origine & una soluzione che non

(7) Vedi Lerscuerz S., Lectures on differential equations [Annales of
Math. Studies, n, 14], p. 162.
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proviene da 5% la traiettoria considerata pit sopra non pud ten-
dere verso |’origine. Escluso cosi che A+ (1) si riduca ad un
punto singolare, supponiamo che di A* (1) faccia parte un punto
ordinario. Se P ¢ un punto ordinario di A(7) si sa che tutta
la traiettoria y passante per P appartiene a At (y) onde neces-

sariamente y giace tutta nel piano y = p, cioé essa & piana.
Basta esaminare il sistema (9) per essere portati ad escludere
I’ eventualita dell’ esistenza di una soluzione del sistema che com-
porti y = costante. Si conclude allora che & assurdo supporre
che v+ (#) appartenga tutto ad S¥. La semitraiettoria 1+ () at-
traversera quindi il piano z= 0 una prima volta in un certo
istante ¢ >0, in un punto P della regione o]. Con ragiona-
mento perfettamente analogo si riconosce ancora che in un certo
istante ¢* >>¢' la v* (P’) attraversera per la seconda volta il piano
=0, non potendo appartenere tutta ad S*, in un punto P*
di o].

Si consideri la trasformazione di o¥, che si oftiene asso-
ciando ad ogni punto P di o] il punto P* in cui 7, (P) riin-
contra per la prima volta of . Denoteremo cosi P* = T (P) detta
trasformazione topologica (8). :

Dimostrare 1’ esistenza di una soluzione della equazione (2)
periodica semplice (intendendo con cio dire che in un periodo
la z si annulla con la sua prima derivata solamente due volte)
equivale a dimostrare Iesistenza di un punto unito in <, Per
questo facciamo anzitutto vedere che la <C gode della seguente
proprieta :

Esiste un N tale che per ogni n>> N si ha " (o¥) C oF.

Per provare quest’ultimo asserto osserviamo intanto che, per
la dipendenza continua dei valori iniziali, per le traiettorie uscenti

dai punti di o}, esiste un 7 tale che per ogni ¢ > T'si ha |y|<_;,
e cid per il teorema di stabilita dimostrato nel n. precedente.
D’altro canto il tempo t trascorso tra due intersezioni consecu-
tive di una traiettoria con of & limitato inferiormente. Infatti sono
limitate inferiormente le lunghezze degli archi di traiettoria con-

(8) Che la t sia biunivoca é conseguenza del teorema di unicitd per le
soluzioni del sistema (9); e che t sia continua & conseguenza del teorema
di dipendenza continua dai valori iniziali delle soluzioni di 9).
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tenuti in S* delimitati da due intersezioni consecutive con 6,
ed & limitata superiormente la velocitd di P su ogni traiettoria
che passa per punti di of e che quindi si mantiene limitata.
Queste limitazioni sono poi uniformi relativamente a tutte le tra-
iettorie dei punti di oF, si conclude che esiste un T tale che per
ogni traiettoria uscita da punti di o¥ il tempo trascorso tra due
intersezioni conclusive con o) & limitato inferiormente da <.

Associato a T esiste un N uguale alla parte intera di T/7
tale che una qualunque traiettoria uscente da un punto di of,
dopo N intersezioni col piano z =0, che possono cadere in
punti, esterni a s*, ma appartenenti a o, interseca successiva-
mente il piano z = 0 in punti che cadono tutti internamente a
o¥, poichd per t > T &|y|<v. Resta dunque provato |’ asserto.

Non rimane per concludere che ricordare un teorema recente
di Levissox — Masskra (?) sulle trasformazioni topologiche piane,
teorema che generalizza quello di Broxwkr:

Una trasformazione topologica <C del piano in sé, per cui
esista una 2—cella K ed un N tale che per ogni n > N risulti
T(K) C K, ammette certamente almeno un punto unito.

Questo risultato applicato al nostro caso (1°) ci assicura che

esiste in o almeno un punto P tale che %’(13) = P onde la tra-

iettoria uscente da P & un ciclo, anzi un ciclo semplice nel senso
che la traiettoria gira una sola volta in $* attorno alla regione
R*. Quest’ultima proprieta ci assicura senz’altro che z(¢) e
x' (¢) si annullano solamente una volta in un periodo; infatti il
piano yzx & attraversato solamente due volte in un periodo
da un ciclo siffatto e cosi la superficie s,. Le intersezioni del
ciclo con s, danno poi con le loro coordinate x,, z,, i valori
massimi e minimi di x (¢).

Osskrvazionk In = Non occorreva invocare il teorema di

(") N. Lewinson: Trasformation Theory of Non - Linear Differential
Equations of the Second Order, Ann. of Math., 45, 1944, pp. 723 -737.

I L, Massera: The Number of Suharmonics Solutions of Non Linear
Diff Equations of the Second Order, Ann. of Math., 60, 1949, pp. 118-126.

(%) Veramente la © da noi resta definita solo in ¢* ma ¢ noto che
essa pud estendersi in tutto il piano. Vedi ad es. V. KrerixjArrod: Vorle-
sungen iiber Topologie, Berlin 1923, Cap. II, § 2. '
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Levixsoy - Massera per stabilire 1 esistenza di una soluzione pe-
riodica uella accezione pitt generale della parola, bastando al-
I’wopo il teorema di Brouwkr. Infatti il teorema di Brouwer
applicato alla €€ mi assicura ’esistenza di un punto unito in
oF rispetto a <C™, cioé l'esistenza di un ciclo, che perd si chiude
dopo n giri attorno ad R e quindi I’esistenza di una soluzione
periodica non semplice. '

Osservazione II+ - Facendo intervenire essenzialmente la
ipotesi che la f () sia funzione dispari di x, si pud dimostrare
I’esistenza di una soluzione periodica semplice dispari. Infatti
basta considerare la trasformazione <C* che fa corrispondere ad
an punto P di o¥, il simmetrico rispetto all’origine T* (P) di quel
punto P’ in cui ¥t (P) incontra per la prima volta o¥, 1l teorema
di Levinson — Masskra assicura I'esistenza di un ciclo semplice
simmetrico rispetto all’origine e quindi di una soluzione semplice
dispari.

Osservazioxe 1II+ - La dimostrazione dell’ esistenza di almeno
una soluzione periodica stabile e pit ancora di una unica solu-
zione di tale tipo comporta a prima vista difficolta che sembrano
insormontabili ; sopratutlo per la varietd dei casi che si pcssono
presentare. La questione si semplifica se si fanno ipotesi che, se
hanno una giustificazione fisica, sono gratuite dal punto di vista
matematico, Ci riserviamo di ritornare su questo argomento in
un lavoro suceessivo.

7. - Considerazioni finali sul cireuito.

La limitazione trovata, nel teorema di stabilita che abbiamo
date nel n 4, permette di avere una limitazione superiore per
I'ampiezza di oscillazione, ciod per 1'intensitda massima di cor-
rente che circola nel circuito di placca, solamente se a b2 — 4840
cioé se

19/ 1

14
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Con il metodo qui seguito non sono riuscito ad eliminare
questa condizione che probabilmente dipendera solo dalla maniera
in cui si & dimastrato il teorema di stabilita. D’altra parte in
pratica sara estremamente improbabile che il sistema non soddisfi
ad essa.

Osserviamo in fine che dalla prima ipotesi delle (8), che da la
condizione essenziale aftinch® il circuito oscilli, si ottiene la se-
guente limitazione per le caratteristiche del cireuito

(pre+ K) (pKe—r(wM— L)) —p K212 <0,

ove si & posto f* (0) = p (resistenza interna della valvola).
Affinché sia verificata, basta, per es., che sia

pKl—r(wM—L)<0,

ciod che I’accoppiamento sia sufficientemente stretto o che » sia
sufficientemente grande.



