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UN’OSSERVAZIONE SU DI UN TEOREMA

DI SCORZA DRAGONI

Nota (*) di MARIO VOLPATO (a Ferrara).

Fra i criteri forniti da G. SCORZA. DRAGONI (1) per l’esistenza
di punti uniti nelle trasformazioni topologiche di un cerchio fi-

gurano i seguenti :
I) La trasformazione topologica t del cerchio G, de-

limitato da g, nell’insieme r, delimitato da ï, ammette

almeno 1tn puntt~ unito, se G e r hanno punti interni

comuni e se le immagini, nella t , dei punti interni ad

uno qualunque m degli (eventuali) archi massimi di g
so ttesi a y non appartengono mai all’ insieme U - m ,
dove U ~ l’ insieme limitato, deliinitato dalla curva sem-

plice e chiusa costituita da m e dall’arco massimo di y,
sotteso a G, corrispondente ad nz
e

Il) La tras formazione topologica t del cerchio G, de-
limitato dalla circonferenza g, nell’ insie~ne F, delimitato
dalla curva 1, ammette almeno un punto unito, se esiste
un punto 0 interno a G e r , tale che le immagini dei
punti interni ad uno qualunque n degli (eventuali) archi
massimi di g suttesi alla curva 7 rispetto ad 0 non ap-
partengono mai all’ insieme U - n , dové U è l’ insienae

(*) Pervenuta in Redazione il 7 Maggio 1949.
(1) (~. ScoRZ~ DRAGONI: Oriteri per l’ esistenxa di punti uniti in tra-

sformaxioni topologicho del cerchio e loro applicazione. Le Annali di Mate-
matica pura ed applicata », serie ~v, tomo XXV ( 1946), pagg. 43-65).
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limitato, delimitato dalla curva semplice e chiusa costi-
tuita da n e dal corrispondente arco massimo di ~, sotteso
a g rispetto ad 0 (2).

Le ipotesi di questo II) teorema assicurano anzi che (al-
meno) un punto unito è contenuto nell’ involucro di J o r -

d a n di G e r rispetto ad 0 .
Nella presente Nota dimostro che il teorema II) è una con-

seguenza del teorema 1), nel senso che l’ involucro di JORDAN di

G e r, rispetto ad 0 , ed il suo trasformato soddisfano alle ipo-
tesi del teorema I).

Nelle nostre considerazioni possiamo escludere che sia

G (_ ~ o r C G perchè in tali casi i due teoremi sono manife-

stamente identici.
Sia allora l’ involucro di JORDAN di G e r rispetto ad O ;

j quello di g e 1 rispetto ad O ; j è una curva semplice chiusa
che delimita ~T . Siano poi n2 , .... gli archi massimi di g
suttesi a 1, rispetto ad 0 ; essi costituiscono dei sottoarchi di j .
Diciamo vi 1’ arco di y sotteso a g , rispetto ad 0, corrispondente
ad n,; poniamo v, e indichiamo con U, l’insieme

(chiuso) limitato delimitato dalla curva semplice e chiusa u,. Ricor-
diamo che per ipotesi 1’ insieme U; ~a~ non contiene punti
interni a t (n.) .

Consideriamo il trasformato t (J) di J ed osserviamo che

esso può essere contenuto interamente in J oppnre no. Se t (J) C J
si ha il caso analogo di r C G~. Se questo non si verifica si

osservi allora che t (J~) non può nemmeno essere contenuto inte-
ramente in un insieme Ui . Infatti se ciò fosse, detto Up l’insieme

’ 

U~ che contiene interamente t (J), atteso il fatto che nessun punto
interno ad np può essere il trasformato di un punto interno ad

n, (perchè il trasformato di ogni punto di g deve appartenere a

y), si avrebbe che le immagini dei punti interni ad np apparter-
rebbero ai punti interni di vp e quindi a Up p contraria-
mente all’ipotesi. Ne consegue che se non è t (J) C J, t (.I ) ha

(2) 1 due teoremi I) e 11) sono rispettivamente il V e il VI del loc. cit.

in ( 1). Per la bibliografia sull’ argomento, cosi pure per il significato dei
termini che vengono usati in questa Nota rimando alla Memoria di SCORZA
DRAGONI Cit. in (1).
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e dei punti interni a J e dei punti esterni a J. Questi ultimi

però, dovendo essere t (J) C T, appartengono agli insiemi U, .
Sia allora L un punto della frontiera 1 ( j) di t (J) , esterno

a J, ed appartenente per es. a U,.. A partire da L percorriamo
in un determinato verso fino a fermarci al primo punto Q

comune a t ( j) e g . Poi, sempre a partire dallo stesso punto L
di t ( j) , percorriamo t ( j) nel verso contrariò al precedente fino
al primo punto P comune a t ( j ) e g . Sia ~J., 1’ arco di t ( j ) di
estremi P e Q, contenente L . Poiché ~L" in quanto arco di

t (j), non può tagliare y, si ha che i punti interni a IL, appar-

tengono tutti à U,., e che i punti P e Q di g appartengono ad
n,. e quindi a j . Inoltre i punti Q sono certamente distinti.
Ne segue che di t ( j ) è un arco sutteso a j rispetto
all’ infinito del piano. Sia ms 1’ arco di j sotteso a t ( j) , rispetto
all’ infinito, corrispondente a (1" e sia Ys l’insieme (chiuso) limi-
tato e delimitato dalla curva semplice e chiusa v, = ~,s -E- m,.
Dal ragionamento precedente si ha :

Ma, per le ipotesi del teorema, i punti interni ad es-

sendo anche punti interni di n,. , I non vengono mai portati da t

in U,. n,.. Ne segue che le immagini dei punti interni ad ms
non appartengono mai all’insieme V,2013~, come appunto pre-
scrivono le ipotesi del teorema I).


