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SUI PROBLEMI AI LIMITI RELATIVI AD UN’EQUA-
ZIONE DIFFERENZIALE ORDINARIA DEL PRIMO
ORDINE E DIPENDENTE DA UN PARAMETRO

Nota (*) d¢ Feperico Carikro (@ Napols).

I problemi ai limiti relativi ad un’equazione differenziale
ordinaria del primo ordine, dipendente da un parametro, posti e
studiati da K. ZawiscuHa (1) e da 8. Takamascmr (2), sono stati
recentemente ripresi in esame da G. Zwirner (3), che ha dato
teoremi di esistenza e di unicita in ipotesi notevolmente piu ge-
nerali di quelle dei citati Autori.

Il problema di K. ZawiscHa & stato anche oggetto di studio,
per la estensione alle equazioni differenziali di ordine superiore
al primo e dipendenti da un parametro, in una interessante Me-
moria dovuta ad E. MacenEs (4).

{¥) Pervenuta in Redazione il 4 Aprile 1949.

() K. Zawiscaa, Ueber die Differentialgleichung y' = kf (z,y) deren
Lisunghurve durch xwes gegebene Punkte hindurchgehen soll. «Monatsh.
fiir Math. und Phys.» 37 (1939), pp. 103-124.

(2) S. Tagauascai, Die Differentialgleichung y' = kf (z,y). « Tohku
Muth. Journal ». 34 (1931), pp. 249-256.

(M G. Zwirner, Sull’ equaxione y' = Xf(z,y). «Rendiconti del Semi-
nario Matematico dell’ Universitd di Padovaw. Vol. XV (1946), pp. 33-39.
Alcunt teoremi sulle equaxions differenxiali dipendenti da wun parametro.
« CEDAM » Padova 1947. Un criterio dt esistenza e di unicita per gli in-
tegrali dell’ equaxione y' = Af (x, y) passanti per due punti assegnati.
« Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana». Serie 1II, Apno III (1948),
N. 1, pp. 15-18.

(8) E. Magenes, Problems di valors al contorno per Uequazione diffe-
renstale Y™ = Af(@,y,y ,...,y " V). «Annali di Matematica Pura ed
Applicata ». Serie IV, tomo XXVII (1948), pp. 39-74.
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Su tale questione, notevole & anche il contributo apportato
da una osservazione dovuta a G. SrampaccHIa (5).

In questa Nota mi occupo ancoru dei suddetti problemi ai
limiti, relativi ad un’equazione differenziale del primo ordine e
dipendente da un parametro, per fare osservare come si possa
pervenire ai teoremi di esistenza mediante un semplice ragiona-
mento per assurdo che sfrutta la semicontinuita, rispetto al para-
metro, dell’integrale superiore ed inferiore dell’equazione diffe-
renziale in esame, e per studiare il seguente nuovo problema:

?/ll(x) = f(z, yl(x)a y)

I
@ yl(xl) =0, ¢ (¥, (xa),\) =0
nelle incognite A.e y, (z).

Il problema (I) contiene sia quello di K. Zawiscra, che
quello di 8. Taxasascai1.

Infatti, nel problema (I) si particolarizzino ¢ (A) e ¢ (y, A)
ponendo :

PN =un, $(H,N=y—1.

Il nostro problema consiste allora nel determinare un valore
di A in modo tale che 1’equazione y' = f(x, y, \) ammetta un
integrale passante per i punti (2, 7)) ed (24, ys). E questo il
problema di K. Zawiscma.

Nel problema (I) si particolarizzino ¢ (A) e ¢(y, A) ponendo:

(P()‘)-__"yl, ¢(y,l)= 7 (., y,\) — K

dove K & una costante assegnata.
1l nostro problema consiste allora nel determinare un valore
di A in modo tale che 1’equazione ¥’ = f (=, y, \) ammetta un

(%) G. StrampAccHIA, Un’osservaxione sut problems di valort al contorno
per U equaxione y™ = Af(z,y,y’,...., ¥ ). In corso di stampa sul
« Bollettino della Unione Matematica Italiana ».
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integrale passante per il punto (z,, y) ed avente in z, un’asse-
gnata derivata K (¢). E questo il problema di S. TakaHAscHI

Analogamente, lasciando invariata nel problema (I) la prima
condizione e ponendo :

b, N=y—xM,

si ottiene un problema di ZawiscHa generalizzato [punti (z,, (X))
e (2., Y (A)) variabili con A], gid esaminato (7).

Per lo studio del problema (I) mi metto dapprima, per sem-
plicita, nell’ipotesi che f(x, y, A) sia definita in uno strato.

I teoremi di esistenza nel caso che (z, y) vari in un dominio
normale rispetto ad y si possono dedurre con ormai noti proce-
dimenti da quelli stabiliti nel caso che (z, y) vari in una striscia.
Mi limito percido a segnalarne soltanto qualcuno.

Enuncio infine, omettendone per brevitdi la dimostrazione,
alcuni teoremi di unicitd relativi al problema in esame.

1. - Premettiamo il seguente teorema, essenziale per la
nostra dimostrazione del teorema di esistenza relativo al pro-
blema (I).

Sia f(z, y,\) definita nello strato:

S: x[SwS-’Dg, ——°°<y<+°°, ”<)\<p;

tvi misurabile rispetto ad x e continua rispetto ad (y,\).
Soddisfi inoltre in S alla limitaxione :

lf(x,y,)\)ISQ(z,)\),

con q (x, N\) non negativa e sommabile (secondo Lebesgue)

(8) Se le soluzioni dell’ equazione y’ = f(x, y, A) sono intese nel senso
di Cararufonory, si suppone che la f(z, ¥, 1) soddisfi a condizioni che ne
assicurano la derivabilita in z,. B appena il caso d’avvertire che, a tale
scopo, basta supporre f(z, y, A) continua per ogni A nei punti (z,, y).

(?) F. Carigro, Su wun problema ai limiti relativo all’ equaxione
@' =f(x,y, ). «Giornale di Matematiche » di Rattaglini, serie 4, vol. 77
(1947), pp. 145-163.

16 #
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rispetto ad x in I:2,<<x<<x3 € monotona rispetto a :
per a <A<B.

Allora UV integrale superiore (inferiore) (%) dell’ equa-
zione integrale in y:

(a) .y=9(k)—ff(t,y,l)dt Ty,

con ¢(\) continua per a <A< B, & semicontinuo superior-
mente (inferiormente) rispetto a .

In altri termini, detti G,(z,\) e g, (z, A) rispettivamente
I’integrale superiore ed inferiore dell’ equazione (a), per ogni
valore X, di A, fissato un ¢ >0, si pud determinare un numero
positivo K in modo tale che risulti:

(2) go(”)‘o)_'<9o(x7)‘)$Go('”,)\)<Go(z’)‘o)+e

per [A—)|<<K e per z, <z <2,.

La dimostrazione del teorema enunciato, noto (°) nell’ipotesi
che f(z, y,\) sia continua, 8i consegue agevolmente con un ra-
gionamento per assurdo (1°).

(8) Nelle ipotesi del teorema enunciato tali integrali esistono e sono de-
finiti in tutto I. Cfr. F. Carmro, Sut teorems di unicitd relativs ad un’e-
quaxione differenxiale ordinaria del primo ordine. «Giornale di Matema-
tiche » di Battaglini, vol. 78 (2¢ della serie 43), fasc. Is, 1948, pp. 10—41.

(9) E. Pu, Sulla continusta degls integrals dell’'equarione y' = f (2,y,7)
rispetto ai valors sniziali. « Rendiconti dell’ Istituto Lombardo di Scienze e
Lettere ». Serie II, vol. LXIII (1930), pp. 531-534. —~ E. Bajapa, Confronto
e dipendenxa dai parametrs degls integrali delle equazions differenxiali.
Nota II. « Rend. Acc. Naz. Linc. », serie 8, vol. III (1947), pp. 265-371.

(19) Accenniamo qui, per maggior chiarezza, alla dimostrazione seguendo
il ragionamento di E. Pini.

A tale scopo neghiamo la semicontinuitd superiore di G, (x,2) rispetto
a A per il valore A di A. Esiste allora un ¢ >> 0 in corrispondenza del quale
si pud determinare una successione { A, | tendente a 9 in modo tale che si
abbia :

*) Go(z,2n)> Go(z,2o) + ¢ (n=1,2,...)

in qualche punto di I.
Le funzioni della successione | Gy (#,2n)}, per I'ipotesi fatta sulla
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2. - Passiamo ora allo studio del problema in esame. A
tale scopo dimostriamo il seguente:

TeorEMA DI ESISTENZA. — Sia f(z,y,)N) misurabile rispetto
ad x, continua rispetto ad (y,\) nello strato S ed ivi
soddisfi alla limitazione (1) (A1),

Dette () e ${y,\) due funzioni continue rispettiva-
mente per a < A<B e per (y,\) in:

Sii—ely<+ o, alAIB,

supponiamo che si possano determinare due integrali,
yxl(“) ed Yy, (x), della equazione:

@) y=?(l)+ff(‘,y,k)dt,

relativi rispettivamente ai valori \, e A di A, soddisfa-
centi alle limitazioni :

3 9 (yll(xl)) N <O0, ¢ (?/12(“’:), M=0.

monotonia di ¢ (z, A) rispetto a A, sono egualmente continue ed egualmente
limitate o quindi da questa se ne pud estrarre una, | &(z,1,.)| unifor-

memente convergente verso una funzione ylo (x) che, com’é immediato verifi-

care, & un integrale della (a) relativo al valore Xy di A. Cid prova 1’as-
surdo della (*), poiché essendo per ogni z di I e per » maggiore di un
certo indice v:

I G (x) 1f‘”) —ylo(-"’) I < g b
tenuto conto che:
G (@, ) > ¥, @ a<z<b,
risulta a fortiori :

G @, ) — G, 2)<e

per ogni z di I e per » > v, contro il supposto.
(11) SBalvo esplicito avviso la funzione ¢ (x,}) sardi sempre supposta
sommabile rispetto ad z in I e monotona rispetto a A per a <A <B.

16
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Esiste allora almeno una soluzione [X, Y5 ()] del pro-
blema (I) con N appartenente all’intervallo (A, ) ‘ed
iy (x) assolutamente continua (12).

Supponiamo, per assurdo, che per A appartenente all’inter-
vallo (A, ;) non esista alcuna soluzione assolutamente continua
del problema (I).

Allora ogni soluzione y, () dell’equazione (a’) per A, <<A <),
deve soddisfare ad una delle due seguenti limitazioni :

(4) $(yr (@), M) >0, $(y, (x), V<O,

Naturalmente tutti gli integrali dell’equazione (a') relativi
allo stesso valore di A (A, <<\ =C\,) debbono soddisfare alla me-
desima limitaziome e ciod o tutti alla prima o tutti alla seconda
delle (4). Infatti, in caso contrario, per quel valore di A\ esiste-
rebbe, contro 1’ipotesi, almeno una soluzione assolutamente con-
tinua del problema (I) (13).

1) B appena il caso d’ avvertire che y—i(a:) soddisfera quasi ovunque
all’ equazione y’ = f(z, y, A).
(13) Ed invero, se esistessero due integrali y;)(a;) ed y;)(a:) della (a'),

relativi al valore X di A, soddisfacenti alle limitazioni :
(1) - ®) -
4’(yi(”2),7')>0 ’ 4’(1/—1- (xg), V<O,
supposto, per fissare le idee,
(1) (@) > (2) @s)
.'I-i Vi' )

a causa della continuitd di ¢ (y, A) esisterebbe almeno un valore ; di y
soddisfacente alla limitazione :

-
yf—:-, (ﬂfz) y <Y< .'I;- (z3)

o tale che: o
$(y,2)=0.

Ma allora il problema (I) ammetterebbe almeno una soluzione [A, yx @)]
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Cio posto, indichiamo con E I’insieme dei valori di X ap-
partenenti all’intervallo (A, ;) e conducenti ad integrali della
(a') soddisfacenti alla prima delle (4). Il complementare E di E
su (A, A;) & allora I’insieme dei valori di A appartenenti all’ in-
tervallo (A, A;) e conducenti ad integrali della (a’) soddisfacenti
alla seconda delle (4).

Per la (3) nessuno di tali insiemi & vuoto, ma allora si
perviene subito ad un assurdo poich® gli insiemi E ed E, come
andiamo a dimostrare, sono entrambi chiusi.

Sia infatti A, un punto di accumulazione di £ e supponiamo
che non appartenga ad E. Tale valore A, di A appartiene allora
ad K e quindi ogni integrale della (a’) relativo al valore A, di
A\ deve soddisfare alla seconda delle (4).

In altri termini, detti G,(x,\) e g, (x,\,) rispettivamente
I'integrale superiore ed inferiore della (a’) per A= 1,, deve
risultare :

$(y, N) <O per g, (z:, M) S Y<Gi(22, M)
e quindi, per la supposta continuitd in S, di ¢ (y, ), anche:

9 (24, M)_asySGl(xz,)\n) + 8
N—O0<A<\+38

$(y, ) <<O per

dove & & positivo ed opportunamente piccolo.

Ma quest’ ultima limitazione esclude, contro 1’ipotesi, che A,
sia un punto di accumulazione di E.

Infatti, fissato &, per la semicontinuitd superiore rispetto a
A dell’integrale superiore della (a’) e la semicontinuitd inferiore

con yi- (r) assolutamente continua, poiché esisterebbe almeno un integrale
della equazione :
x
y=1v+[rt, v at
Te

assumente in z, il valore ¢ (A).
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dell’ integrale inferiore, si pud determinare un intorno di
Xy — K, A + K), con K< 8, in modo tale che risulti:

Fi(z, M) — 89 (@) < Gy(z,h)+ 3

per A appartenente al detto intorno di Ay e per z <zr<uw,
(cfr. la (2)).

L’ insieme E & quindi chiuso. Poichdé in modo analogo si
dimostra che anche E & chiuso, il teorema enunciato & di-
mostrato.

3. - L’esistenza di integrali dell’equazione (a’) soddisfacenti
alla (3) si pud assicurare se, ad esempio, si fanno le seguenti
ipotesi :

i) La funszione ¢ (y, N) soddisfa alle limitazioni :

@, M) <O per y<K,, ¢(y, )=0 per y=K,.

ii) 8% possono determinare due funzioni continue in
Iiz,<z<u, 5,(x) ed sy(x), soddisfacenti alle limita-
zioni ;

(5) si@m)=9), si(z)< K,

(6) sr(z) =38, (§) +]f(t, s, Ndt y<ft<zr<w,
g

() () <<p), &) =K,

(6) 83 (2) < 5 (§) +]f(t, s(8), &) di xlsESw;<_w,.
3

Infatti por un noto teorema di confronto ('4), dalla prima

(1%5) E. Baiaoa, Confronto e dipendenxza dai parametrs degli integrals
delle equaxions differenxiali. Nota I. « Rend. Acc. Naz. Lincei», serie 8,
vol. III (1947), pp. 268-263.

F. Careno, Su due teoremi di confronto relativi ad un’equazione dif-
ferenziale ordinaria del primo ordine. « Bollettino della Unione Matematica
Italiana », serie 1II, Anno III (1948), N. 2, pp. 124-128.



247

delle (5) [(5)] e dalla (6) [(6")] discende che I’integrale inferiore
91 (x, \) [superiore @G, (z,A;)] dell’equazione (a’) per A=A
[A = A;] soddisfa alla limitazione :

@, N)=s(), [ (z, M) =58()] 2, <2<,
Per la seconda delle (5) [(5")] si ha dunque:
g @, M) < Ky, [Gy (22, M) = K]
e per la i) anche:

$ (91 (ze, M), M) <O, [§(Gi(2s, M), M) >0].

E cid dimostra quanto asserito (15).

4. - Mettiamo ora in luce alcune semplici condizioni, che
si deducono dalle ipotesi i) ed ii), atte ad assicurare anch’esse
I’esistenza di integrali della (a’) soddisfacenti alle (3).

Coxpizione 1. — Ferma restando 1’ipotesi i), si sup-
ponga :

f@ v, ) =p@, [@ 9,425,
dove p,(x) e ps(x) sono sommabili in I e soddisfano alle
limitazioni :
x. &x

o) + () de < K, ?(h)+fp=(w)dr2Kz-

1

(15) Allz condizione i) puo¢ sostituirsi una delle seguenti :

1) ¢(y,21) <0 per y>K,, ¢$(@y,29>0 per y<K,
2) $@,2)<0 per y<K;, ¢, 2>0 per y<K,
8) $@, ) <0 por y>K;, ¢, 2)>0 per y>K,.

Naturalmente, nelle limitazioni delle ii), 1l verso delle diseguaglianze
dovra essere in corrispondenza opportunamente cambiate.
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L’ipotesi ii) & allora certamente verificata. Basta porre:

5(2) = 9 (&) +f () dt, 5 (@)= p0h) +[p.<t>dt

LT .

Conpizione II. — Ferma restando I’ ipotesi i), si scelga
¢ (X) ¢n modo da soddisfare alle limitazioni:

2,

qo(x,)+fq (e, dr< K, , <p(x2>—fq(x,x,)dx2Ks-

'

Anche in questo caso 1’ipotesi ii) & verificata, Basta osser-
vare che per la (1) risulta:

f(zl yv)‘l)SQ(x’ )‘l)i f(xy Y, )‘S)Z_Q(x3 )‘2)

e che quindi sono verificate le ipotesi della condizione I (16).

Connizione III. - La funzione ¢ (z, \) soddisfi alle limi-
tazioni .

$(FM=<0, $(#,M20 —oJy<+o.

In tale ipotesi ogni integrale della (a') relativo al valore A,
[A] di A soddisfa alla prima [seconda] della (3).

5. - Come abbiamo avvertito nella prefazione, i teoremi di
egistenza nel caso che (z, y) vari in un dominio normale rispetto
ad y, in particolare in un rettangolo, si possono ottenere, con
ormai noti procedimenti, da quelli gid stabiliti nel caso che
(¢, y) vari in una striscia. Ci limiteremo quindi a segnalarne
qualcuno,

(18) Condizioni analoghe alla I e II si ottengono se invece della i) si
suppone verificata una delle tre ipotesi enunciate in nota (15),
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Dimostriamo dapprima il seguente:
Sia F (z,y,)\) definita in:

Ay <zx<z, 0 ,N)<ysoy(A), a<A<B,

con w;(A\) ed &, (N) [0, (A) < wy(N)] continue per a<h<f,
toi misurabile rispetto ad x e continua rispetto ad (y, \).
Soddisfi inoltre alla limitazione :

(1) |F(z,y,\)|<q, ),

con q (z.)\) non negativa, sommabile rispetio ad x in I e
monotona rispetto a X per a <A< f.
Detta ¢, (y, \) una funzione continua in:

Ani«h(l)S?/$‘°z()~), a< A8,

ed indicata con @ (\) una funzione continua per a<A<B
e tale che:

(M CIOES IO BTN a<AZB,

supponiamo che siano soddisfatte le seguenti condizioni:
1) La funzione F (x,o,M),)) (¢ =1, 2) &, per ogni \
appartenente all’ intervallo (A, N) [a <<\ << A <B], quasi
ovunque in I:z, <5 x <<z, di segno costante (V") (dipendente
da X\ e da i).
2) Risulta (18):

(8) h(@@), =<0, ¢(2), ) =0 (M<A))

(9) Fl,y,N)<n:(7), F(z,y,M) >p:(2)

(17) Piu in generale, non negativa o non positiva.
(18) Alle limitazioni (8) si possono sostituire le seguenti:

$1(01),2) >0, ¢, (02,1 <0 23 <A <2
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dove P, (@) e py(x) sono sommabili in I e tali che:
g

(10) o (h) + fpl (@) do < o), ® ) + [ps (@) d2 > @n (hy).

Allora il problema :
% (@) =F(z,9, @),
I
Y (@)=92M), $ (?/1 (z), )= 0

ammette almeno una soluzione [\, Y3 ()] con X apparte-
nente all’intervallo (A, Ay) e y, (x) assolutamente continua.

Accenniamo alla dimostrazione. A tale scopo introduciamo
una funzione ausiliaria f (£, y,\) definita in:

Sz, <2<z, —olyl + o, a< A8,

ivi misurabile rispetto ad #, continua rispetto ad (y, \) e sod-
disfacente alle limitazioni (1°):

(11) f(z,9,0)=F(z,y,)) per (z,y,\) CA
(D [f(z,9,M)|<gq(z,)) per (z,y,NCS

(12) @y, N)<p1(), [(x,y,2) 2 D:()
@m<Se<m, —oy<4 o).

Indichiamo poi con ¢ (x, ) una funzione continua in:

Sit—elyl+ o, al AP

(19) A cio basta porre:
F(,y,» per (z,9,2)CA
f@,y,2) = F(?,MIO\),X) per y<<o;Qd)
F(z,03@),1) per y> wy()
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o tale che (20):
(13) $(y, N =¢:(y,N) per (y,)) CA,

(14) ¢(y,2) <O per y < (M), $(y,\) >0 per y > (N
MhsAssh),

Cid posto, osserviamo che per le (8), (13) e (14) risulta:
$ (3, M) <0 per y<w(h), (4, ) =0 per y=>0;(M)

e che quindi per le (10) e le (12) sono soddisfatte tutte le con-
dizioni che assicurano 1’esistenza di almeno una soluzione

[yz @), A] del problema (I) con A appartenente all’ intervallo
(A, M) ed yy (x) assolutamente continua (cfr. condizione 1 del
N. 4).

Dimostriamo che [y3(x),A] & anche una soluzione del pro-
blema (I').

Infatti, essendo y5 (z;) = ¢(A), per la (7) si ha:

(15) o (2) < g3(@) Senld).
Inoltre, essendo:
¢ (s (@), X) =0
ed appartenendo A all’intervallo (A, \y), per la (14) si ha:

a o (A) <93 (2) <o (3).

(29) A tale scopo basta ad esempio definire ¢ (y, A) nel seguente modo:
$1 (¥, per (z,))CA;

Py, A)=1{ &1 (#8104 2) — (2,) —y) per ¥ <ow,Q)
Pi (@), 1) + (@3() —9) per y> wa(d)
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Ma allora per I'ipotesi 1), tenendo conto delle limitazioni
(15) e (16), per noti teoremi di confronto (1), si deduce:

o () <95 (@) < @ ()

e quindi per le (11) e la (13) y; (=) & anche una soluzione del
problema (I').

6. - Segnaliamo anche il seguente teorema di esistenza re-
lativo al problema (I').
Sia F (x,y,\) definita in:

Az, <z<m,, c<y<d, alA<B,

ivi misurabile rispetio ad x, continua rispetto ad (y,))
e soddisfacente alla (1') in A con q (x,\) non decrescente
rispetto a N e sommabile rispetto ad x in I.

Allora, supposto ¢ (\) continua per a < A<PB e tale
che (3%):

(1) c+fq(z,k)dxs?(x)gd—fq(x,wz

(21) Cfr. Lavori citati in nota (14), Cfr. anche lavoro citato in nota (7).

(p. 146).
(22) Naturalmente si suppone verificata la condizione :

Ty

d—
[o@ 10 de <250
1

implicita nella (17).
Avvertiamo poi che ¢ (z, A) si pud anche supporre non decrescente ;
alla (17) bisogna allora sostituire la seguente :

3, L)

0+[9(’J~1)"”_<_‘P0)Sd—f’q (=, 1y) dz [f;(“?;ll)d"'ﬁg‘;_c] .
! *

d |
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e ¢(y,)\) continua in A:e<y<d, a<AB e tale che:

(18) ‘Pl(.’/,h)SO, '#n(y,)a)Zo ‘1<)~1<)‘z<3,

il problema (I') ammette almeno una soluzione [yi(x),i]
con \ appartenente all’ intervallo (A, X)) ed y;(z) assolu-
tamente continua.

Introdotta la funzione ausiliaria f(z, y, A) definita in 8, ivi
misurabile rispetto ad z, continua rispetto ad (y, \) e soddisfa-

cente alla (11), per (z, y, A) in A, e alla (1), prolunghiamo la
definizione di ¢, (y, \) nella striscia S, ponendo:

¢:1 (9, per (y,)) C4
1’(3/))‘): 1’1(0,1) per y<ec
¢ (d,\) per y>d.

La ¢ (y, \) risulta ovviamente continua in S; e per la (18)
soddisfa alle limitazioni :

!P(y,ln)SO, ‘P(y,)»x)ZO _m<y<+w'

Cio basta per concludere (cfr. condizione III del N. 4) che
il problema (I) ammette almeno una soluzione [y3(x), A] con A
appartenente all’intervallo (A, A,) e y3(x) assolutamente con-
tinua.

Dimostriamo che tale soluzione & anche soluzione del pro-
blema (I').

Infatti, essendo ¢ (z, A\) non decrescente rispetto a A e risul-
tando A <), si ha:

f.q (t, %) dtgfq(t, ) dt

17
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e quindi per la (17) anche:
p®—[atTarze, o + [q, <.
1 |

.Quest’ ultima limitazione, per la (1), porta alla conclusione :

ce<yr(x)<d,

che dimostra quanto asserito.
Osserviamo che alla condizione espressa dalla (18) si pud
sostituire la seguente :

Risulta :
. (Pl(C,)\n)SO, 4)1 (d,lz)ZO “<)\1<)~z<p

F(z,y,M)<p(2), F (x’ Y M) =1 (x)

dove p,(x) e p.(z) sono sommabili in I e tali che:
52 xg
PO+ [0 d<e, 90+ [m@ dr 2 4.
%1 1

La dimostrazione si consegue agevolmente ragionando ana-
logamente agli altri casi gid esaminati.

7. - Enunciamo ora alcuni teoremi di unicit relativi al pro-
blema (I), dei quali per brevita omettiamo la dimostrazione.

Sia f(x,y,)) definita nello strato S, misurabile ri-
spetto ad 2 e, per ogni X interno ad (a, B), continua wuni-
formemente rispetto ad y in ogni porzione limitata della
striscia :

S:, <2<z, —0ly<+ .

Soddisfi inolire alla limitazione:
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[F(=, 9,0 [<q(@@, N

con q (x, \) definita in S, e sommabile rispetto ad x in I
Supponiamo poi che siano soddisfatte le sequenti con-
dizioni :
1) Per ogni coppia N <\’ di valori di )\ si pud de-
terminare un funzione 1 (y)<<O0 [q(y) > 0] in modo tale
che:

f(xa Y, )")—f(z? 3/,1")3"1(!/)<0
[f@,y,N) —flz,y,N)=71(9)>0].

2) La funzione ¢ (\) é non decrescente [non crescente]
per a < A<B e la funzione ¢ (y, \), definita in S,, é non
decrescente [non crescente] rispelto a y e crescente [de-
crescente] rispetio a \.

Allora non pubd esistere che un sol valore N di \ in
corrispondenza del quale il problema (I) ammetta una

soluzione [X, y5 ()] con y3 (z) assolutamente continua
in I (28).

Nelle ipotesi del teorema enunciato, 1’eventuale soluzione
[x, y5 (r)] & univocamente determinata da X se, ad esempio, 1’ e-

quazione (a’) ammette un’ unica soluzione per A = X. K allora
naturale chiedersi se, nelle ipotesi del teorema enunciato, esistano
dei valori di X in corrispondenza dei quali le soluzioni dell’e-
quazione (a’) siano univocamente determinate dal valore ini-
ziale.

Orbene, si dimostra, e qui ci limitiamo ad annunciare il ri-
sultato (24), che: nelle ipotesi del teorema di unicitd enun-

(23) La ¢ (y, ) pud anche essere supposta crescente (decrescente) ri-
spetto ad ¥ e non decrescente (non crescente) rispetto a A.

La dimostrazione del teorema enunciate si ottiene ragionando analoga-
mente & quanto abbiamo fatto nella dimostrazione del teorema N) del lavoro
citato in nota (7) (pag. 162).

(24) La dimostrazione sarid esposta in un prossimo lavoro.
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ciato, gli integrali della equazione (a') sono univocamente
determinati dal valore iniziale per tutti i valori di A\
interni ad (a, B) escluso al piv un numero finito od una
infinitd numerabile di essi.

Enunciamo ora un altro teorema di unicita.

Sia f(x, y, \) definila nello strato S, ivi misurabile
rispetto ad x, continua rispetto ad y e soddisfacente alla
limitazione:

[f=y,N|<q,N,

con q (z,\) non negativa e sommabile rispetto ad x in I.
Siano inolire soddisfatie le seguenti condizioni:

1) La funzione f(z,y,)) & non decrescente rispetio
a \, la funzione ¢ (\) non decrescente e la funzione ¢(y, A
crescente (decrescente) rispetto ad y e non decrescente
(non crescente) rispetto a .

2) Le soluzioni delle equazioni :
[ J z
y=¢0 +ff(t)y$)‘)dt, y=yo+ff(tayvl)dt
! ]

sono univocamente determinate dai valori iniziali per
ogni \ interno ad (a, B) ed ogni y,.

Allora non pud esistere che una ed una sola funzione
assolutamente continua in I soddisfacente al problema (I).
Tale eventuale soluzione pud perd corrispondere a piu
valori di \ (2%).

(25) Nelle ipotesi del teorema enunciato, se esistessero due valori A’ e
A’’, di A conducenti all’unica eventuale soluzione y(z) del problema (I), do-

vrebbe risultare :
f@,y@,x)=7(z, y@),1") . )":Fl”

quasi ovunque in (z;, 2,).

Se si esclude che cid possa avvenire, si ha ovviamente anche I’ unicitd
rispetto a A per il problema in esame.

La dimostrazione del teorema enunciato si ottiene facilmente seguendo
lo stesso tipo di ragionamento fatto a proposito del teorema L) stabilito nel
lavoro citato in nota (7) (pag. 161).
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Osserviamo che all’ipotesi 1) pud sostituirsi la seguente :

1') La funzione f(x, y,\) é non crescente rispetto a
X, la funzione o (\) non crescente e la funzione ¢(y,\)
decrescente (crescente) rispetto ad y e mon decrescente
(non crescente) rispetto a \.

Relativamente al secondo teorema di unicitd enunciato fac-
ciamo ancora la seguente osservazione:

Ferme restando le altre ipotesi, all’ipotesi 1) si sosti-
tuisca una delle segquenti :

a) La funzione [(x,y, ) é crescente rispetto a \, la
funzione ¢ (\) non decrescente e la funzione ¢(y, \) cre-
scente (decrescente) rispetto ad y e non decrescente (non
crescente) rispetto a \.

b) La funszione f(x,y,)) & non decrescente rispetto
a N, la funzione @(\) crescente e la funzione ¢ (y,\) cre-
scente (decrescente) rispetto ad y e non decrescente (non
crescente) rispetio a \.

¢) La funzione f(x,y,\) é non decrescente rispetto
a X\, la funzione ¢ (\) non decrescente e la funzione ¢ (y,\)
non decrescente (non crescente) rispetto ad y e crescente
(decrescente) rispetio a \.

Allora il problena (I) non pud ammettere che una
unica soluzione [X, y3(@)], con y3(x) assolutamente con-
tinua.

Osservazione analoga pud farsi se al posto della ipotesi 1)
del secondo teorema di unicitd enunciato si sostituisce la 1').



