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TEORIA DEI NOMOGRAMMI A PUNTI ALLINEATI
ED A SCALE RETTILINEE, DAL PUNTO DI VISTA
DELLE CORRISPONDENZE PLURILINEARI TRA
FORME DI PRIMA SPECIE (*)

Memoria (**) di Epmoxpo Moraantini (@ Padova).

E a tutti nota I’importanza che la nomogratia ha assunto
negli ultimi decenni in tutti i rami della tecnica. Abachi e no-
mogrammi sono da tempo entrati nella pratica e ben pochi sono
coloro che non abbiano avuto occasione di servirsi di essi. Par-
ticolarmente familiari 1i ha resi ad es. il largo uso che se ne fa
per risolvere sistematicamente alcuni problemi topografici e di
tiro delle artiglierie.

Amplissima ne & la letteratura (1), a carattere essenzial-

(*) Questo lavoro fu iniziato dall’A. durante il suo richiamo alle armi
(1939-43), quando ebbe 1'incarico dal Comandate del 20° Regg.to Art. « Pigve »,
col. Tmerio TiBerI di costruire un nomogramma a punti allineati per il ra-
pido ealcolo delle distanze. Fu poi redatto, in una forma che differiva da
questa solo per qualche ritocco formale, al ritorno dell’ A. a Padova dopo I'S
settembre 1943. .

(**) Pervenuta in Redazione il 29 Ottobre 1945.

(1) Un’ amplia bibliografia correda ad es. tanto I’ articolo di R, MruMxe
« Numerisches Rechnen », quanto il suo rifacimento a cura di M. D’ Ocaexr
« Caleus numériques», rispettivamente nclle edizioni tedesca (1902) e fran-
cese (1909) della Encyclopaedie der mathematischen Wissenschaften, 1¢* Bd.,
2er Teil, F, pagg. 941-1076 (Tome I, 4me Vol., 2me ot 3me fasc., nella edizione
francese, che in seguito indicheremo brevemente con A). In essi un ampio
capitolo (A, nn. 49-57) ¢ dedicato alla nomografia ed in particolare al metodo
dei punti allineati (A, n. 53).

Un’ esposizione pitt recente, concisa ed interessante per le sue vedute ge-
nerali & quella di M. D’ Ocaexg, contenuta nel Fasc. IV dei Mémorial des
Sc. Math. « Esquissc d'ensemble de ja Nomographie » (Paris, Gauthier-Villars,
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mente applicativo in Italia, ove si eccettuino poche opere
scolastiche (2).

Classico in argomento il trattato del D’ Ocaene gid citato 1).

Tra i nomogrammi offrono particolare interesse per la loro
praticita quelli a punti allineati, specialmente se a scale rettili-
nee. Della loro teoria questo lavoro vuol dare una rielaborazione
originale, ponendosi dal punto di vista geometrico della conside-
ragione delle corrispondenze che nascono tra i sostegni delle
scale, qualora sia fissato il tipo del nomogramma.

Che io sappia tale punto di vista ¢ nella questione essen-
zialmente nuovo, ed apporta alla teoria una unitd ed una conci-
sione notevoli.

Durante la trattazione sono esaminati anche altri concetti gia
noti, sotto punti di vista che credo originali e convenienti.

Cosi (nell’introduzione) si suppone in generale proiettivo il
riferimento dei sostegni delle scale.

Tale ipotesi, insieme alla considerazione della corrispondenza
trilineare (3), rende particolarmente semplice ed elegante la tratta-

1925), alla tine del quale viene aggiornata anche 1'ampia bibliografia conte-
nuta nel classico « Traité de Nomographie » (Paris, Gauthier-Villars, 1°r ed.
1899, 2¢ ed. 1921). Nell’ « Esquisse . ..» (che indicheremo in seguito con E)
il cap. III & dedicato ai nomogrammi a punti allineati; nel « Tradté....» i
cap. IIT e VI.

(?) Notissimo ad es. il libro di G. Prscr « Cenns di nomografia» (2% ed.
Livorno 1901).

Nel grosso volume di G. Cassinis « Calcols numerici grafici e meccanici»
(Pisa, Tip. Ed. Mariotti-Pacini, 1928) il cap. IV & dedicato ai metodi grafici
di calcolo (pagg. 63-134). Di questo la sez. D) parla dei nomogrammi a punti
allineati, limitandosi — come dice 1’Autore (pag. 98) — «a tr:ttare alcuni casi
particolari semplici, che hanno importanza nelle applicazioni .

Una breve esposizione degli elementi della « Nomografia», si trova anche
in una conferenza di O. Caisini, pubblicata nel vol. VI (1932) dei Rendiconti
del Seminario Matematico e Fisico di Milano.

Recentemente pei tipi della R. Accademia Navale di Livorno & apparso
il volume « Nomografia» di A. Aeostint (Livorno, 1942) che contiene anche
un breve elenco dei migliori trattati recenti sull’ argomento.

() Un ampio cenno bibliografico ed una esposizione elementare della teo-
ria delle corrispondenze trilineari per le forme di prima specie sono contenuti
nella monografia di E. Morcantint « Teoria delle corrispondenze trilinear:
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zione della teoria dei nomogrammi a punti allineati con tre scale
rettilinee (cap. I), permettendo di ritrovare naturalmente e per
altra via i risultati giad conseguiti dal D’Ocaexk. Ad es. la no-
zione di punti critici (4) si identifica con quella di punti singolari
della trilinearita; si ritrova il tipo piu generale di equazione
suscettibile di tale interpretazione nomografica, ecc.

Nel capitolo II si confronta la nozione di abaco a curve
concorrenti con quella di nomogramma a punti allineati, sta-
bilendone i legami e precisando la generalita che pertinge al
secondo concetto. Si definisce la nozione piu generale di nomo-
gramma a punti dipendenti e si precisa la nozione di equiva-
lenza di fronte a certi gruppi di trasformazioni (dei sostegni e
del piano del nomogramma) che generalizzano in particolare 1’ a-
namorfosi rettilinea di L. Laranye e quella di J. Massav (5},

Si passa quindi a trattare nel capitolo III dei nomogrammi
a scale rettilinee ed a punti allineati per quattro o piu variabili,
introducendo la nozione di prodotto di prima specie di due trili-
nearita con due sostegni in comune.

Nel capitolo IV la cousiderazione del prodotto di seconda
speeie di due trilinearita serve di guida per la costruzione dei
vari tipi di nomogrammi a quattro scale rettilinee, doppio alli-
neamento a cerniera rettilinea.

tra formne di prima specie » in Rendiconti dol Sem. Matematico della R. Uni-
versita di Padova (Padova, Cedam, 1938), che indicheremo in seguito con T.

Dopo la pubblicazione di T sono venuto a conoscenza .— per avermene
I’ Autore gentilmente inviata una copia — di una nota di A. Duscurk: « Fine
Abbildung der bindrem Trilinearform » (Jahresbericht d. Deutschen Mathem.
Vereinigung, XXXII (1922), p. 234). In essa Egli fa vedere, 1spirandosi ai
lavori di C. Seerm citati nella successiva nota ('), come lo studio della cor-
rispondenza equivalga a quello della configurazione quadrica rigata-fascio di
piani dello spazio ordinario.

Colgo 1’ occasione per ricordare che della teoria della corrispondenza tri-
lineare recentemente si & anche occupato E. A, Wriss, morto il ¥-2-42
durante la 22 guerra mondiale. I.’elenco completo dei suoi lavori si trova
alla tine dell’articolo commemorativo di K. SrruBkcker in Dewtsche Mathe-
matik, Anno 70 (1943), p. 254 -298.

(4) Confronta E, pag. 29.

(5) Confr. A, pagg. 367-372; E. psg. 16.



Per assegnare il tipo piu generale di equazione in quattro
variabili d’ordine nomografico quattro suscettibile di tale inter-
pretazione nomografica, si premette nel capitolo V un cenno sulla
classificazione proiettiva delle corrispondenze quadrilineari tra
forme di prima specie, tratta in parte da un noto lavoro di.
C. Sgere (8).

(9 C. Seure: « Sulle corrispondenze quadrilinears tra forme di prima
specie e su alcune loro rappresentaxiont spaxziali» in Anuali di Matematica,
(3) XXIX (1920), pagg. 105-140. Cfr. anche C. Seere: < Un principio de
ridussone nello studio delle corrispondenze algebriche» in Rend. Accad.
Lincei, () XXVIII? (1919), pagg. 308-312. In questo lavoro 1’ autore enuncia
le idee generali che poi nell’ altro applica al caso particolare delle quadrili-
nearita tra forme di prima specie.



INTRODUZIONE

Secale funzionali - Nomogrammi e corrispondenze.

.

1. - Premessa.

La nozione generale di scala funzionale () si basa sulla rap-
presentazione geometrica di una variabile reale dipendente o no
sui punti di una curva piana. Infatti essa dipende dalla possibi-
lita di istituire una corrispondenza biunivoca e continua tra i
numeri y di un intervallo 4 del campo reale ed un arco di curva
C. Com’¢ noto tale possibilita esiste sempre, appena C sia una
linea semplice ed aperta di Jorpax.

2. — Scale funzionali rettilinee: scelta del riferimento.

Sia A Uintere campo reale, C una retta, chiusa, nel senso
deila geometria proiettiva (2). Basta introdurre sulla retta un si-
stema di ascisse o pit in generale un sistema di coordinate proiet-
tive .

Ogni altro riferimento y biunivoco senza eccezioni ¢ continuo
dei punti di C ai numeri di 4 genera, qualora si associno punti
aventi la stessa coordinata, una corrispondenza = biunivoca senza
eceezioni e continua della retta in se (un legame funzionale
y =1 (z) qualora si associno le coordinate » ed y di un mede-
-simo punto, dove ! & univoca e continua ed il suo dominio 4
coincide col suo codominio). Quindi appena / sia suscettibile di
rappresentazione analitica, = & una proiettivita (/ ¢ una funzione
lineare fratta).

+) Cfr. A, n. 42, pag. 325; E, pag. 2.

(-) Specialmente nel caso dei nomogrammi a punti allineati, dovendost
costruire i punti incogniti mediante una catena di proiezioni e sezioni, ¢ op-
portuno considorare i sostezni delle ssale dal punto di vista della geometria
proiettiva.



Dunque il nuovo riferimento & ancora un sistema di cour-
dinate proiettive,

Scelti i punti fondamentali ed il punto unitd si pud costruire
linearmente ogni punto razionale (3), quindi in pratica (cio¢ con
I’ approssimazione che consente il disegno) ogni punto reale.

3. - Nella pratica, data una retta, si presuppone sempre dato
su di essa un sistema di ascisse x, a meno del verso pusitive e
della scelta dell’origine, in quanto si conviene ad es. di misurare
le lunghezze in millimetri. A partire da tale sistema, per costruire
un qualunque sistema di coordinate proiettive » si pud pro-
cedere:

a) per via grafica, mediante proiezione da un centro oppor-
tuno del sistema di ascisse di una retta ausiliaria;

b) per via numerica, avendo preventivamente costruitu una
tabella delln funzione lineare fratta y = I ().

In un caso e nell’altro si pl'u‘) sempre fare in modo che un
certo segmento corrisponda ad un dato intervallo del campo reale
(pitt precisamente che tre punti dati abbiano coordinate assegnate).

D’ora in poi supporremo sempre che sui sostegni delle scale
rettilinee che si considerano sia prefissato un sistema di coordi-
nate proiettive. Se del caso preciseremo i punti fondamentali del
riferimento ed i punti unitd, oppure assegneremo le coordinate di
tre punti.

4. - Definizione.

Dopo di cid possiamo precisare che cosa intendiamo per scala
funzionale rettilinea : ‘

Sia data una funzione reale y = f(z), definita in un certo
intervallo del campo reale I = (@ H b) (pit in generale in un
aggregato semplicemente infinito). Supponiamo che in tale in-
tervallo essa sia univoca assieme alla sua inversa, sebbene in
molti casi sia sufficiente supporle tali da poterne considerare se-
paratamente i vari rami univoci nell’intervallo dato.

(®) Cfr. ad es. A. Comgssarti, Lexioni di geomelria analitica e proiet-
tiva, (Padova. Cedam 1931) p. 1I. pagg. 103-104.
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Su di una retta (sostegno della scala) sia fissato un sistema
di coordinate proiettive y. Associamo ad ogni punto y il valore
x di I tale che sia f(x) = y nel ramo che si & preso in esame
della funzione /. Mettiamo cio in evidenza graficamente scrivende
a fianco dei punti corrispondenti ad opportuni (4) valori di « la
loro «quota» z. Cosi procedendo () per I’intero intervallo {
considerato si viene a costruire la scala funxionale reitilinea delle
funzione y = f'(z), relativa al sistema di coordinate proiettive
considerato.

5. - Esempi.

Casi particolari notissimi sono i seguenti, in cui il sisteme
di riferimento y ¢ un sistema di ascisse:

a) La f(x) & lineare ed intera y = ax 4 h; si ottiene le
seala uniforme o metrica.

- , ar b

b) La f(z) ¢ lineare fratta y = ————; si ottiene la scale

cx —|— d
protetiiva.

c¢) La funzione ¢ y = log z: si ottiene la scala logariimice.

6. — Scale funzionali eurvilinee a sostegno razienale.

Sia A I'intero campo reale e C una curva razionale (¢), data
mediante le sue equazioni parametriche in un sistema cartesiavo
ortogonale X, Y:

N=X(@ , ¥Y=Y(.

La funzione da considerare sia y = f(z), definita in un certo
intervallo I = (v 4 h).

(*) In relazione al significato di z. Di solito x & la misure di una quan-
tita fisica. Converra allora segnare le quote corrispondenti a multipli e sottn-
multipli convenienti della unitd di misura, tenendo conto della precisione
grafica ¢ della possibilita di interpolare a vista con una certa esattezza.

() Ad os. avendo preventivameate costruito una tabella della funzione
f(x), oppure sfruttando una costruzione geometrica sistematica che permettt
di costruire gralicamente il punto di coerdinata » data la sua quuta z.

(%) Come nel caso delle scale rettilinee conviene considerare auche i
punti impropri dellx curva ¢ (Cfr. nota (%)).
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Anzitutto scegliamo su C un sistema di riferimento, pren-
‘lendo su di essa come coordinata del punto corrente il para-
metro ¢ o pitt in generale una qualsiasi sua trasformata proiet-
tiva t. Si possono cosi far corrispondere ai valori di un intervallo
contenuto in 7 i punti di un arco prescelto della curva data. Piu
precisamente a tre valori assegnati di x si possono far corrispon-
dere tre punti dati. Dopo di che si procede come per la costru-
zione della scala rettilinea, assumendo come quota del punto
il valore di 2 tale che sia f(z) = r.

7. — Nomogrammi a punti dipendenti e corrispondenza tra
i sostegni delle seale.

Dalle considerazioni precedenti risulta eliminata 1’ artificiosa
nozione di « modulo» 1), in quanto che la scelta del modulo non
& che un particolare della scelta del sistema di riferimento sul
sostegno della scala.

L’ opportunita di presupporre sulla retta un riferimento proiet-
tivo, ancorché i sistemi di misura grafica che si usano in pra-
tiea siano metrici, risulta dalla convenienza che si rendera sempre
pitt manifesta col procedere dell’esposizione di basare lo studio
dei nomogrammi a punti allineati su quello delle corrispondenze
«enerate tra 1 sostegni dall’ allineamento. '

In altre parole la costruzione di un nomogramma a' punti
allineati e piut in generale @ punti dipendenti (nel senso che i
punti corrispondenti delle varie scale appartengano ad una curva
variabile in un sistema o"; cfr. n. 20) non & altro che la in-
terpretazione di un sistema di equazioni in » variabili come equa-
sioni di una corrispondenza tra i sostegni di un certo numero di
scale funzionali. D’altra parte si cerca non gia di costruire un
tipo diverso di nomogramma per ogni legame funzionale, ma piut-
wsto di ricondurre il maggior numero possibile di legami funzio-
nali diversi allo stesso tipo di rappresentazione nomografica.

Fissato quindi il tipo del nomogramma a punti: dipendenti
rimane fissato il tipo della corrispondenza tra i sostegni delle
scale. Ora lo studio di tali tipi di corrispondenze ad es. tra rette o tra

curve razionali & stato gia fatto o sara opportuno farlo dal punto
di vista della geometria proiettiva, classificandole sia di fronte alle
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trasformazioni proiettive reali dei sostegni, sia di fronte alle tra-
sformazioni proiettive reali del piano.

Di qui in particolare 1’opportunita di un riferimento proiet-
tivo anziché metrico e pit in generale 1’ opportunita di basare la
nomogratia a punii dipendenti oltre che sullo studio dei legamni
funzionali in questione, anzitutto sullo studio delle corrispondenze
relative, in quanto la loro classificazione fornira utili indicazioni
sul tipo piu generale di legame funzionale suscettibile di una data
interpretazione nomografica e (dato un legame funzionale siftatto)
suggerira gli accorgimenti necessari per la costruzione delle rela-
tive scale.



CAPITOLO PRIMO

Nomogrammi a tre scale rettilinee, a punti allineati

8. - Generalita.

Rimandando al capitolo Il (n. 19) un’analisi piu detta-
gliata del concetto generale di nomogramma a punti allineati,
converra qui precisare che cosa s’ intende per ‘‘nomogramma a
punts allineati, a tre scale rettilinee., di una equazione

F(aagvA(\'——“O-

E una rappresentazione grafica delle sue soluzioni ottenuta
distendendo le tre variabili a, B, 7 rispettivamente su tre rette
(in generale distinte: i «supporti» x y x delle <«scale»), per
modo che i punti P; P, Pg immagini di tre valori ag, 85, 7,
costituenti una soluzione della F' = O risultino allineati, e vice-
versa tre punti allineati (uno per ciascuna scala) corrispondano
a valori o, By 7, scluzioni di F = 0.

La corrispondenza che si ottiene fra i tre sostegni (dove
supponiamo siano fissati tre sistemi di coordinate proiettive
« y %) associando tre punti P, P, P; appartenenti alla stessa
retta (fig. 1) & com’ & noto una corrispondenza trilineare (alli-
neata), parabolica od iperbolica a seconda
che le tre rette date passino o no per un
medesimo punto, ih particolare semplice-
mente degenere se due delle scale hanno
lo stesso sostegno (1).

D’ altra parte di fronte alle trasformazioni proiettive reali
dei sostegni, tutte le trilinearitd iperboliche o rispettivamente
paraboliche od ugualmente degeneri sono fra loro equivalenti (*).

") Cir. T, nn. 64-67, pag. 70 e seg..
(*) Cfr. T, n. 19, pag. 19; n. 46, pag. H0.
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Cid significa che data~ una corrispondenza trilineare di
equazione (in coordinate omogenee) :

(1) Yag xy, =0 (4, k1=12),

dove le ay; sono costanti reali, se essa & tale che il suo discri
minante (3) A (a) sia maggiore od uguale a zero, si pud sempre
scegliere la posizione ed il riferimento proiettivo dei sostegni in
modo che la corrispondenza risulti allineata. Fa eccezione il
caso che essa sia doppiamente degenere, che d’ altronde non ha
interesse nomografico. .

Se A(a) > 0 la posizione dei sostegni & arbitraria. colla
condizione che non passino per un medesimo punto.

Se A(a)==0 i tre sostegni debbono passare per uno stesso
punto (in particolare possono essere paralleli), e due di essi
debbono coincidere se la trilinearita & semplicemente degenere.

La scelta del riferimento proiettivo dei sostegni & legata
alla considerazione dei punti singolari della corrispondenza (%),
che nel caso della trilinearita allineata debbono necessariamente
cadere nei punti d’intersezione dei sostegni, ed & vincolata dalia
condizione ulteriore (necessaria e sufficiente perché tutte le terne
di punti corrispondenti risultino allineate (°)) che:

se A(a) >>O0 risultino allineati i punti di una terna gene-
rica (non contenente gli elementi singolari);

se A(a) = 0 risultino allineati gli elementi di tre terne
generiche, in particolare quelle di una sestupla associata (8);

infine, se la (1) & semplicemente degenere, che la proietti-
vitd fondamentale si riduca all’ identita ed il punto fondamen-
tale della terza scala cada nell’ intersezione col sostegno comune
delle altre due.

9. - Scelta del riferimento nel caso iperbolico.
Sia A (a) > 0. Determiniamo (?) le coordinate »' »"” s" s

(3) Cfr. T, n. 12, pag. 11.
(*) Cfr. T, n. 11, pag. 10.
©) Cfr. T, n. 68, pag. 73.
) Cfr. T, n. 47, pag. 50.
() Cfr. T, nn. 10-12, pag. 9. 1.

2
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¢ t'" dei punti singolari e supponiamo di aver scelto le nota-
zioni in modo che essi si accoppino secondo lo schema della
fig. 2.

Siano inoltre """ s’ t""" le coordi-
nate di una terna di punti corrispondenti. rroosm v
Allora il riferimento sni tre sostegni deve @ >%<
essere preso in una delle due maniere
indicate negli schemi delle fig. 3-4: a $r

Rimangono arbitrarie le posizioni della retta o= (R, S, T)
e delle tre scale. ‘

Di tale arbitrarieta conviene di solito approfittare per:

a) scegliere due delle scale parallele ed a distanza opportuna;

b) giustapporre gli intervalli utili (8) delle relative gra-
duazioni; ' :

c) disporre le scale in modo da diminuire gli errori grafici
di intersezione con la retfa «indice» a;

d) dilatare gli intervalli utili delle tre scale allo scopo di
rendere pilt facile e precisa la lettura.

Questi accorgimenti evidentemente vanno studiati casc per
caso.

10. - Osservazione.
Se nel riferimento presistente sui tre sostegni le coordinate
omogenee dei punti X YZ R ST (fig. 3-4) erano rispettivamente :

(®) Cioc quelli in cui si prevede oscillerauno le variabili «, B, ¥ in re-
lazione all’ impiego previsto del nomogramma. Non hanno percid di solito
relazione con gli intervalli di definizione delle (2) n. 11 se non in quanto
vi sono sempre contenuti.
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! ! n " " r / 7’ " n " ”n 7! Ay o e
PiP:s Pr P2 Py P2 5, 010 G, 0 G G , T Ty T3 Ty T Ts

le relazioni bilineari che fanno passare dai vecchi riferimenti
§n L ai nuovi x y x sono ovviamente del tipo:

s Il
L e & Ty G Zy & g &y i
: |
A4 J o r o’ A i
rypy r1pPs 7s 7e Pa E 0
P S W77 NI - )
i "1 1 71 P Ty Ty Da (
RN Wi S R
1M 7y Pe Ty P Ty Pe ‘
1
1
dove —;- =", ecc..
7y

11. - Tipo generale dell’ equazione a nomogramma iper-
holico.

Da quanto precede consegue che possono essere rappresen-
tate mediante un nomogramma a punti allineati, a tre scale
rettilinee non concorrenti, tutte e sole le equazioni F (2, 8,7) =0
in tre variabili & B ¢ riducibili al tipo (1), quando _il discrimi-
nante della (1) & positivo (%) e dove:

@) o= =f(0), y=——=12(f), += Al'='<l»(*:),

Ty Y Xs

sono rami univalenti (nella stessa accezione del numero 4) di
funzioni reali delle variabili «, 8, 7, definite in opportuni (1¢)
intervalli del campo reale.

Scelti i sostegni e su di essi il riferimento nella maniera
<1t opportuna, seguendo il procedimento gia descritto, le (2)
farniscono le graduazioni delle scale.

() Cfr. E, n. 15, pag. 30. D’ Ocacyg chiama di <«genere» zero i nomo-
grammi a punti allineati e con le tre scale rettilinee comunque disposte nul
piano (cfr. E, n. 14, pag. 29). Una equazione F («, 3, v) =0 che wediante
le (2) possa scriversi sotto la forma {1) & da lui chiamata con Sork
«nomograficamente razionales o di «ordine nomografico» tre (E. n. 7.
pag. 13).

(1 Uno di essi ¢ deteiminato dagli altri due e dalla F = 0,
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Se :
(3) f=a , oe@=8 , s0=7,
ad:
(4) | F(a,B7) =afyr—1 ,
oppure :
(5) F(a,3Y)=2p—71 ,

la equazione della corrispondenza associata assume la forma ca-
nonica ¢ y x = 1, oppure zy = z, e lo schema del nomogramma
relativo per la (4) & uno dei due delle fig. 5-6:

Per la (5) & uno dei due che si ottengono da questi scam-
biando nel riferimento della scala delle z lo zero con I infinito.
In tal caso conviene scegliere due scale parallele (fig. 7-8) per
modo che su di esse le coordinate proiettive divengano ascisse.

I=4
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Il riferimento proiettivo sulla terza scala puo otrenersi
rispettivamente :

a) proiettando dal punto unita dell’ asse y il riferimento
metrico dell’ asse x:

b) proiettando dal punto unita dell’asse « il riferimento
metrico dell’ asse x.

13. - Caso parabolico. Accenno al caso che la ftrilinearita
sia semplicemente degenere. Scelta del riferimento.

Determinati gli elementi singolari (11) » s ¢ e quelli prin-
cipali e secondari di una sestupla associata (6) »' s' ¢, »"' s 1",
il riferimento sui tre sostegni deve essere scelto come & indicato
nella fig. 9, rimanendo arbitraria la posi-
zione delle scale (purché concorrenti in
un punto P) e quella delle rette @ b ¢
(purche 1 loro punti di intersezione
A B C cadano rispettivamente sugli assi
vy 3.

Di tale arbitrarieta si approfittera
anche ora per:

@) scegliere eventualmente le tre scale
parallele ed alla distanza pitt conveniente una dall altra:

) giustaporre gli intervalli utili delle rispettive graduazioni;

) dilatare gli intervalli utili delle scale, in modo da ren-
dere pin facile e precisa la lettura e da diminuire gli errori
erafici.

Come prima (n. 10) si procede per passare dal riferimento
preesistente a quello occorrente per la graduazione delle scale.

Intine se la (1) & semplicemente degenere e la proiettivita
fondamentale intercede fra y e 2, il riferimento su una di esse
» © arbitrario, nell”altra (il cui sostegno s deve coincidere con y)
¢ determinato, dovendo ad es. nei punti fondamentali di y ca-
dere i tre loro omologhi i, ¥, 23 nella proiettivita fondamentale.
La terza scala = ha posizione e riferimento generici, purché al

{+'j Come nel caso iperbolico. Cfr. T, L c¢..in (7).

2 *
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punto di intersezione col sostegno delle altre due competa la
coordinata z, dell’ elemento singolare.

E evidente che in questo caso basta per la rappresentazione
nomografica costruire la scala funzionale della proiettiviti che
lega y e 3z, non occorrendo affatto segnare la scala delle x,

14. - Tipo generale delle equazioni relative.

Sono pertanto suscettibili di rappresentazione mediunte, un
nomogramma a punti allineati ed a scale rettilinee e con-
correnti tutte e sole le equazioni (°) F (a,B,7) =0 in tre va-
riabili =, B, ¥, riducibili al tipo (1), quando il discriminante
A (a) della (1) & nullo, purche la trilinearita (1) non sia doppia-
mente degenere, e dove come al n. 11 z, y, £ son legati ad
a, B, 1 dalle (3), che conservano il loro significato.

Anche ora scelti i sostegni e su di essi il riferimento se-
guendo il procedimento testé descritto, le (3) forniscono la gra-
duazione delle scale.

15. - Esempio.

. Sia:
(6) Fa, B1)=aa +bB +cv;

posto x =a, y =B, x =7, la equazione della corrispoudenzs
assume la forma: :

(6") ax+by+ei=0.

Punti singolari sono i punti oo del riferimento, per modo
che prese le scale parallele su di esse z y z hanno significato
di ascisse. Inoltre alla corrispondenza appartiene la sestupla as-

sociata con gli elementi principali in 0, — b , 0 e quelli secon-



dari in L, 0, 1 (12), Pertanto lo sche- %= ¥ g
a ¢ A
ma del nomogramma & quello della fig. 10. -+ :0
Apparentemente esso non rispecchia fe ’/5\\ 1 y=p
la simmetria della (6), ma diviene sim- SN
metrico appena si segnino sulle scale an- 2=y’ R4
L °
cheipuntix:—%,y:—é—,z:——% ‘
xze i o e si mettano in evidenza le terne for-
‘?; N mate da essi e dai punti gia consi-
: ;’; VoA derati. Cosioper @ =0 == 1 si ha
@5 A lo schema della fig. 11.
P ,/,:,/ \\:'," Y In questo caso supponiamo un
Lz":; £ :’ - preesistente comune riferimento metrico
D) delle tre scale ad es. in millimetri (co-

me accade se esse son tracciage su di un
foglio di carta millimetrata parallelamente ad uno dei lati della
quadrettatura, di cui I’ altro lato sia parallelo ad A ) con i
versi concordi a quelli segnati sulla figura. Allora le misure
assolute A, p, v in mm. dei segmenti unitari (i moduali delle
graduazioni) sone legate alle mutue distanze d; 4, d; delle scale
(1 + d3 = d,) dalla relazione di proporzionalita :

. 1 1 1
AtV = e o e
® A dy oy
che fornisce una comoda indicazione per la scelta delle mutue
distanze delle scale in hase all’ ampiezza degli intervalli utili
delle graduazioni.

16. - Osservazione.
L’ esempio precedente acquista un particolare signiticato
qualora si pensi che il nomogramma relativo ¢ suscettibile di

(#2) In T a pag. 49, 5-ultima riga. si deve leggere:
«. .. ad es. del tipo:

4
| T = G20 &y \ Yo ey | A] = ey 3,

’ i ’
)a‘z=:;rg )yé:y,: (:;:zz
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rappresentare, entro certi limiti dipendenti dal grado di appros-
simazione che si desidera (ossia considerando come intervalli
utili opportuni intorni del punto 0 delle tre scale), qualsiasi
legame funzionale fra tre variabili a, B, t, purché esso soddisfi
ai seguenti requisiti :

a) sia definito implicitamente da una equazione :

(O F(o,8,7)=0;

b) sia F (6,0, 0) =0. A questo caso si riconduce 1’altro
pilt generale in cui F(ag,Bq,Yo) =0, con le posizioni :

a’=a—a0 ) B,zp—ﬁo ) 7’=7_'70;

¢) la F(a,B,y) sia sviluppabile in serie di Mac-LavriN in
un intorno del punto (0,0,0).

Allora infatti a meno di infinitesimi di ordine superiore ri-
spetto ad a, B, 7 (*¥) si pud ritenere sia soddisfatta la (6) in
un intorno del punto (0,0,0), essendo :

oF oF oF

= b._—_——

b
0% |go0 B looo

17. - Altro esempio.
Sia:
F(a7pa'f)5a+p+7_l-'

Posto x=a, y=f, =1, la equazione della corrispon-
denza associata diviene:

z4y+t+ez=1

Anche ora (1%) gli elementi singolari sono impropri, per
modo che conviene scegliere le scale parallele, e su di esse le

(13) Supposti «. g, v dello stessv ordine, com’ & lecito in prima appros-
simazione.
(14) Cfr. T. a. 47, pag. H0. .
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coordinate hanno il significato di ascisse. Inoltre alla trilinearita
appartiene la sestupla associata con gli

elementi principali nel punto O dei rife- vy
rimenti e gli elementi secondari nei punti P
unitd. Lo schema del nomogramma relativo ' i E !
e pertanto quello della fig. 12. Tra le mu- do
tue distanze delle scale ed i moduli delle s
gruduazioni intercedono le stesse relazioni °{¢F "7 " 747°
gid considerate per lo schema della fig. y;/i

11, @)

A
!
[




CAPITOLO SECONDO

Abachi a curve concorrenti ¢ nomogrammi
a punti dipendenti.

18. — Dcfinizione di abaco a curve concorrenti.

Rimandando ai capitoli successivi 1’esame di altri tipi di no-
mogrammi a punti allineati con quattro o pilt scale rettilinee an-
diamo ora a rivedere, confrontare ed eventualmente ampliare
alcuni concetti gia noti.

Un abaco del tipo pit gene-
rale (1) a curve concorrenti, im-
magine di una equazione in tre
variabili o, B, 7:

(1) F(egv)=0,

si ottiene cosi procedendo (fig. 13):

I) Si considerino tre sistemi oo!
di curve piane X, %, X, di parametri
x y %, tali che in una certa regione R
del piano per un punto P passi un numero finito di curve di
ciascun sistema, tra quelle circoscritte dalle limitazioni relative
al parametri (2):

(2) HESEST ., NZY=Yr, HST T

II) In questi intervalli z y % siano funzioni reali univalenti
nel senso del n. 4 delle variabili reali a,f,7:
(3) r=f@, Y=z 2= $(1);

() Cfr. E, n. 9, pag. 14.

(2) Dalla condizione II) risulta che di tali limitazioni la terza & conse-
guenza delle prime due per tramite della (1) e delle inverse delle (3).
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111) Le (3) siano tali che la dipendenza tra a, B, espressa
«<alla (1) si traduca geometricamente nel passaggio per uno stesso
punto P di R di tre curve le cui quote a, £, 7, soddisfino alla (1).

I tre sistemi X, X, ¥; possono anche coincidere in un unico
sistema X, nel quale = y % sono tre riferimenti in generale di-
versi, ma che in particolare possono essere anche loro parzial-
mente o totalmente coincidenti. In quest’ultimo caso la corrispon-
denza tra i parametri x y x di tre curve concorrenti & sim-
metrica (3). A

Ad un abaco dello stesso tipo si perviene:

a) Cambiando il riferimento su X, 3, ¥; covariantemente ri-
spetto alle (1), (3) ed alla condizione di passaggio per un punto.

b) Trasformando il piano punteggiato dell’abaco in un altro
piano punteggiato, per modo che ad R corrisponda una certa
regione R'.

La modalitd ) comprende la a), giacché se ad es. X, X, X,
sono distinti e per un punto P di B passa una sola curva di
ciascun gistema, pensate z y x come coordinate curvilinee (sovrab-

bondanti e percid legate dalla relazione F(z y x) = O che si ot-
tiene sostituendo nella (1) le funzioni inverse delle (3)), ogni
cambiamento del riferimento pud anche pensarsi come una cor-
rispondenza tra R ed un’altra regione R". Linee coordinate ri-
mangono in questo caso sempre quelle dei sistemi X, X, X;, mentre
in gonerale la trasformazione b) cambia addirittura la natura dei
sistami X, £, 5, potendo in particolare trasformarli in un unico
sistema X. .

L’ anamorfosi rettilinea di Lavaxxe (cfr. nn. 1, 25) & appunto
un caso particolare della trasformazione b), in cui X, e %, riman-
gono immautati, mentre cambia sostanzialmente il sistema Z;.

(') Se ¥ ¢ algebrico e di ordine 7 tale corrispondenza simmetrica e di
indici [n—2, n-—2, n—2] & associata alla g2 dei gruppi di curve Z
per un punto generico del piano (assieme all’identiti ¢ ad ol corrispondenze
degeneri che si ottengono ad es. associando al parametro x =y di una curva
~ di T 1 grappi di quelli 25,..., %, delle carve di I per un punte gene-
rico di ¥).
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19. - Definizione di nomogramma a punti allineati.

Analogamente si perviene alla nozione generale di nomo-
gramma (%) a punti allineati:

I, II) Siano 6, 5,0, tre curve piane (ad es. razionali), sulle
quali « y v sono rispettivamente i parametri del punto corrente,
legati ad a, B, 7 dalle (3) (fig. 14).

III) Nell’intorno di un punto e, B, 7o [F (o, {30 ) = 0] in cui
la (1) definisce il legame funzionale tra
a, B, 7, tale legame si traduca per tramite
delle (3) nella condizione di allineamento

dei tre punti di o, 5, o, corrispondenti a tre z\i\@\a
\ ¢ F)

valori di «, B, v soddisfacenti alla (1). '

La eventuale condizione che per un , B o,
punto P di R passi una sola curva di 4 o)
2, 5, %, tra quelle i cui i parametri sod- @,

disfano alle limitazioni (2) corrisponde al )
fatto che su ogni retta di allineamento p (fig. 14) si trovi un
solo punto di 6, 5, 6; tra quelli corrispondenti a valori di = 7 :
soddisfacenti alle limitazioni (2).

Le tre curve s, 6, 6, possono anche coincidere in un’unica
curva 6, (ad es. razionale) sulla quale ¥ 2 sono tre riferimenti
in generale diversi, ma che in particolare possono essere anche
loro parzialmente o totalmente coincidenti. In quest’ultimo caso
la corrispondenza tra i parametri = 4 r di tre punti allineati o
simmetrica (%),

Introdotto un sistema di coordinate proiettive sul piano del
nomogramma, Siano x,: % : 5, Y, - Ys: Ys, X1 % 23 le coordinate
omogenee del punto corrente su g, 5, 55, funzioni rispettivamente
di » y v. Allora la corrispondenza allineata fra le tre curve ha
per equazione:

{¥) Cir E, n. 18, pag. 37.

{7) Se o1 ¢ algebrica e di ordine »n tale corrispondenza simmetrica o
di indici [n —2, #—2, n—2] ¢ associata alla g% dei gruppi di punti
tagliati su o123 dalle rette del piano (assieme all’identita ed alle x ! coiri-
spondenze degeneri che si ottengono associando ad es. ad un punto z =y
di ojg3 tutti i gruppi di punti x,,...,x, tagliati su ojes dalle rette el
piano per x == y.



25

by omy g
1’ [eys) =¥ 02 ys = 0.
[ 4e 23

Quindi com’¢ noto (4) condizione necessaria ¢ sufficiente
perch® se ne possa costruire un nomogramma a punti allineati ¢
che la K abbia la forma (1’), dove le z; y, 3, sonv funzioni ri-
spettivamente di «, 8, 1 per tramite delle (3). La scala relativa ad
una variabile sara rettilinea se una combinazione lineare degli
elementi della riga corrispondente del determinante (1) & identi-
camente nulla rispetto a quella variabile. Sara invece ad es. 3,
una curva razionale di equazioni parametriche:

(4) parr=x (£) , pry= 2, (x) , pry = 24 (2) ,

Se .ry xr, 3 sono polinomi in w«.
Inoltre o, coincide ad es. con 5, se le equazioni:

(B) P =y Y . Y=y, pyYs= ysy).

rappresentano la stessa curva o), rappresentata dalle (A).

Anche ora si perviene ad un nomogramma dello stesso tipu:

a) Cambiando il riferimento su 6, 6, 6; in modo perd che
per tramite della (3) la (1) equivalga sempre alla condizione d'
allineamento di tre punti.

b) Trasformando il piano rigato in un altro pianv rigato, in
modo che all’insieme % delle rette p corrisponda un insieme
w? di rette ed a g, 5, 65 tre curve o, o; ; distinte o coincidenti.
Tra gli archi utili la corrispondenza deve potersi rendere biuni-
voca, restringendosi eventualmente a considerarne solo tratti op-
portuni.

In particolare in @) rientra la trasformazione proiettiva del
riferimento su o, o, (0;), quando queste son curve razionali; in b)
rientra la trasformazione proiettiva del piano.
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20. - Nomogrammi di tipo piu generale, a punti di-
pendenti. :

Dalle considerazioni precedenti risulta chiaramente come da
un nomogramma a punti allineati si possa passare ad un nomo-
cramma «<a puniti dipendenti», con uno dei due procedimenti
seguenti, che generalizzano quelli descritti in @), 4) e quindi in
particolare generalizzano I’anamorfosi di Laranyg:

A) Cambiando il riferimento su g, 6, 6, in ‘modo che per
wamite delle (3) la (1) equivalga alla condizione perché tre punti
appartengono ad una stessa curva «indice», yariabile in un si-
stema  oo%.

B) Trasformando il piano del nomogramma in un altro pianv,
in modo che all’ insieme descritto dalla retta p nella rete delle
rette corrisponda un sistema oo? di curve, ed a o, 6, 63 tre curve
(distinte o coincidenti) a; 5, o3.

Siamo cosi implicitamente venuti a definire che cosa inten-
diamo per «nomogramma a punts dipendenti» per le equazioni
del tipo (1).

Ma & chiaro che con un nomogrammd a punti dipendenti
pussono interpretarsi anche equazioni con un numero qualunque
di variabili, del tipo:

(4) F(a,Bv...,8)=0.

E cid a prescindere dalla loro utilita pratica, dipendente dalla
facilitd con cui si possa costruire la curva indice.

Le rispettive scale abbiano per sostegni »n curve 6, 5,...5,
ad es. razionali (in particolare rette) del piano, sulle quali
le graduazioni si ottengono ponendo in corrispondenza biunivoca
entro opportuni intervalli i valori dei parametri r » ... 7 con
a B 7...5 mediante le relazioni funzionali:

O e=f@), y=¢@). + =9, ... ==0).

Perché sia possibile costruire il nomogramma oceorse e hasta
che mediante le (5) la (4) si muti in una cquazioze:

(6) feyx...)=0.
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che rappresenti la corrispondenza che si ottiene tra ¢, o,...0,
segandole con le curve di un’sistema "' A di curve piane,
tali che entro gli intervalli utili ogni scala sia tagliata in un nu-
mero finito di punti dalle curve di A:

Come caso particolare rientrano in questa categoria gli abachi
ad allineamento multiplo ed a cerniere e scale rettilinee (v. n. 35).
Per essi le curve di A si spezzano in un certo numero di rette
che si intersecano su rette fisse.

21. - Osservazioni ed esempio.

Nel caso dei nomogrammi a punti allineati la eventualita che
ad es. 6, e o, (e addirittura anche a,) coincidano & interessante
solo quando 5,, non ¢ una retta, mentre pud esserlo anche in
questa circostanza in un nomogramma a punti dipendenti la cui
linea indice non sia retta.

Sia nel caso di tre come in quello di piu variabili, fissato il
tipo del nomogramma (cioé la natura e gli eventuali legami gra-
fici delle scale, il tipo del loro riferimento e quello del sistema A
delle curve indici), risultera corrispondentemente fissato il tipo
della equazione (6) della corrispondenza e quindi per tramite delle
(5) il tipo piu generale di equazione (4) suscettibile di tale rap-
presentazione nomografica.

Cosi, tissando solo il sistema A delle curve indici (cerchi
del piano), con le stesse notazioni del n. 19 e convenzioni ana-
loghe si ha ad es. che la forma generale delle equazioni in quattro
variabili F (a7 8) = 0 rappresentabili con un nomogramma a
punti in circolo é:

2 2 " . P
x7 + 3 X, Z4 Sy Tg &y

yi+v Yy Y2 Ys Y3 0

2 |

ALt 2 KAy Za%s A3 ‘
b+6 hty L 8|
In particolare la scala delle o sara rettilinea se:

az (o) + bz, (o) + cz; (a) =0;

pil in generale sarad razionale se la composizione delle funzioni
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x; per tramite della « = x (a) & tale che le z, siano dei poli-
nomi in .r,

Naturalmente in pratica non & facile riconoscere se il primo
membro di una equazione nota possa mettersi sotto forma di un
dato determinante.

Gia per i nomogrammi ad allineamento in tre variabili (il
problema & stato risolto da GRONWALL (®)) si incontrano notevoli
difficolta.

Conviene fissare anche la natura delle scale e su di esse il
tipo del riferimento, perché il problema si particolarizzi ancora.
Ad es. nel Cap. I le scale si suppongono rettilinee, e su di esse
il riferimento proiettivo.

In generale accadra che una medesima equazione sia suscet-
tibile di piti interpretazioni nomografiche.

Cosi ad es. prendendo come sostegni delle scale tre rette di-
stinte; una retta ed una conica; od una medesima cubica piana
razionale ed assumendo sulle scale il riferimento come speciticato
al n. 6, la corrispondenza generata dall’allineamento tra i sostegni
x yx & sempre una trilinearitd reale, che pud essere parahelica
od iperbolica nel primo caso, wnche ellittica nel secondo e nel
terzo (7).

(%) Cfr. E, pag. 39.
(7) Cfr. A, pag. 390. Ad ex. per la trilineariti ellittica di equazione:

ry+yx 4+ =1

in cui gli elementi singolar calono su ciascuna forma nei punti di coordi-
nate +¢ ed in cui si corrispondono 1 tre elementi x del riferimento (Cfr. T,
pag. 32), la fig. 23 fornisce uno schema di

nomogramma conico-lineare. Come sostegno "ff}f .
della scala delle z si ¢ preso I’ asse non tras- v
verso di un’iperbole equilatera, sostegno S PN i
comune delle altre due scale. La figura di- S N
mostra come sono stati scelti i riferimenti 0

per far si che la trilinearitd risulti alli-
neata e le coordinate z ascisse.

In genorale data una trilinearita per
costruirne un nomogramma conico-lineare i
basta :

1. = Ksaminarne il diseriminante per
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Anche per un nomogramma a punti dipendenti avra luogo
la considerazione di due procedimenti analoghi a quelli descritti
in 4) B) al n. 20, che permettono di ottenere altri tipi di no-
mogrammi per lo stesso tipo di equazione.

22. - Rappresentazioni nomografiche «equivalenti».

Ritorniamo alla considerazione di una equazione del tipo (1)
che sia interpretabile mediante le (3) con un nomogramma a
punti allineati ed a scale rettilinee. Conosciamo il tipo generale
(cfr. nn. 8, 11) delle equazioni suscettibili di tale interpretazione
nomografica per un riferimento proiettivo delle scale. Mediante

riconoscere se sia parabolica, iperbolica od ellittica e determinare le coordinate
degli elementi singolari.

Q. — Scegliere ad arbitrio la retta e la conica. purché siano rispettiva-
mente tangenti, secanti o non secanti a seconda che la trilinearitd ¢ para-
holica. iperbolica od ellittica.

3. - Scegliere sulla retta e sulla conica un riferimento proiettivo reale,
e determinare nei riferimenti suddetti le coordinate dei punti di interse-
zione.

Owindi su ciascuna scala occorre seegliere un nuovo riferimento ponendo
nei punti di intersezione le coordinate degli elementi singolari. con le oppor-
tune cautele perché nel caso ellittico od iperbolico si accoppiino convenien-
temente (cfr. cap. I, per le scale rettilinee). Dopodiche :

A} Nel caso ellittico ed iperbolico hasta determinare le coordinate dei tre
elementi di una terna e fissare definitivamente il nuovo riferimento sulle tre
scale in modo che gli elementi aventi quelle coordinate risultino allineati.

B) Nel caso parabolico basta determinare i sei elementi di una sestupla
associata e fissare definitivamente il nuovo riferimento sulle tre scale in
modo che le tre terne relative risultino allineate (cfr. cap. I, n. 13).

Delle arbitrarieta consentite nella scelta dei supporti delle scale ¢ su di
esse del riferimento si approfitteri come al solito per rendere quanto pii
possibile pratici e precisi la costruzione e 1'uso del nomogramma.

Ne! caso ellittico si deve ricorrere ad una trasformazione di coordinate
determinata (su ciascuna scala) da tre coppie di punti corrispondenti di cui
le prime due immaginarie e coniugate. Ma poiche a calcoli fatti i coefficienti
della trasformazione lineare risultano reali, cié non porta alcun inconveniente.

Analogamente si procede per la costruzione di un nomogramma cubico
(ciné -on le scale sovrapposte ad una stessa cubica piana razionale, nodata, cu-
spidata o con un punto doppio isolato a seconda che la trilinearita & iperbolica,
parabnlica od ellittica).

3
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uno dei procedimenti A), B) (o combinandoli opportunamente) si
passi ad una rappresentazione nomografica di un tipo piu generale,
a punti dipendenti.

Sia @ il gruppo di trasformazioni che dalla corrispondenza
trilineare allineata fra le tre rette a,(x) 6,(y) o5(2) fa passare alla
corrispondénza [ relativa al nuovo tipo di nomogramma e ta-
gliata su tre curve (ad es. razionali o («') o; (y') o3 (z') da un
sistema oo? di curve A.

Tale nuova rappresentazione nomografica (tale tipo di nomo-
gramma) si dira « equivalente » a quella a punti allineati .ed a
scale rettilinee rispetto alle operazioni di G.

Le operazioni di @ inducono su o} o; o5 un tipo di riferi-
mento . y z tale che per esso equazione di I' & la stessa (1)
del n. 8.

Siano z' y' 2’ i riferimenti pitt naturali di s 5; o3, come il
riferimento proiet‘tivd delle scale lo & per i nomogramini a punti
allineati ed a scale rettilinee: '

Sia @, il gruppo delle omogratie del pianv del primo nomo-
gramma (che mutano le rette in rette subordinando una corri-
spondenza proiettiva fra i sostegni delle tre scale) di fronte al
quale tutti i nomogrammi a punti allineati ed a scale rettilinee
della nostra equazione sono equivalenti. Se (7] & il gruppu tra-
sformato di G, vispetto a (, il riferimento pit naturale r' 3" 3’
sara quello che conserva il suo signiticato per le operazioni di (.

Per le operazioni di (F sara caratterizzato il tipo delle rela-
zioni che legano = y x ad =’ y' '

(7) g(xx’) =0, g(yy) =0, g@zx)=0.

Eliminando = y « tra le (7) e la f (zyv) = 0 si avra l'equa-
zione della corrispondenza fra le scale del nuovo nemogramma:

[ (& 9 ') =0, e questa, quando z’ y' 1+’ si pensino come fun-
zioni di «, B, ¥ per tramite delle (7) e delle (3), fornird il tipo
piu generale di equazione suscettibile della nuova rappresentazione
nomografica per il riferimento z' »' x'.
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23. - Esempi.

I) Sia G il gruppo delle omografie del piano. Un nome-
gramma a punti allineati si muta ancora in un nomogramma a
punti allineati, le cui scale sono proiettivamente equivalenti alle
scale date.

II) Si parta da un nomogramma a punti allineati ed a scale
rottilinee non concorrenti. Sia G il gruppo delle trasformazioni
qnadratiche con due punti fondamentali fissi /,.J. Allora si of-
tiene un nomogramma le cui scale hanno per supporto tre
coniche per i due punti fissi IJ e per un terzo punto /'
Il sistema degli indici & la rete delle coniche per I, .J. I’

In particolare se I, J sono i punti ci-
clici # & il gruppo delle trasformazioni per
raggi vettori reciproci, di fronte al quale
risultano equivalenti i nomogrammi a punti
allineati ed a scale rettilinee, ed i nomo-
grammi a scale circolari e punti in circolo,
quando tanto il circolo indice quanto le
scale passano per un medesimo punto /’
(fig. 15).

Se le scale rettilinee sono concorrenti,
i cerchi sostegni delle tre nuove scale ap-
partengono ad un fascio.

In particolare di fronte al gruppo delle
trasformazioni per raggi vettori reciproci col
polo nel punto di concorso delle scale, un
nomogramma a punti allineati con le scale
rettilinee e concorrenti & equivalente ad un
nomogramma a scale rettilinee e concorrenti e punti in cireole,
nel quale il circolo indice passi costantemente per il punto di
concorso delle scale (fig. 16).

24. - Dualizzazione dell’ abaco cartesiano.

Senza dubbio i nomogrammi a scale rettilinee ed a punt
allineati sono i piu pratici e i pitt precisi. Percid, avendo trovais

che una data equazione di tipo (1) & suscettibile di essere rup-
presentata mediante un nomogramma a punti dipendenti, sars
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opportuno cercare con gli accorgimenti di cui in 4), B) al n. 20
di passare ad un nomogramma equivalente. ma a punti allineati
¢ possibilmente a scale rettilinee.

A tale scopo si pud invertire il procedimento seguito nella
seronda parte del n. 22, ma si possono fare anche le seguenti
2onsiderazioni partendo dallo schema

dell’ abaco cartesiano. ! @
Con un abaco cartesiano si pud 1:_
interpretare nomograficamente qua- J;—P ; "-] z
. . . s ) AN Ao - 2
lunque equazione di tipo (1). Basta RN
porre: S
- R SRR 8
o 1l X=xp! oo
o =x B=y T=7, b x
z

pensare z y 2+ come coordinate car-
tesiane ortogonali.e proiettare nel piano xy le linee di livello
della superficie f{xys) =0 (fig. 17) (¥ ’

. Mediante una reciprocita trasformiamo il piano = dell’abaco
cartesiano nel piano ', e siano o, ¢ 5, le puntergiate omologhe
dei fasci £, e I, delle rette parallele agli assi. Su di esse ced y
conservano il significato di coordinate proiettive. mentre assumono
yuello di coordinate di retta ne! piano =’. Alla retta impropria,
«he in ciascuno dei due fasci ha o come coordinata corrisponde
il punto di-intersezione I di s, e s,. Percio, preso [ improprio

(*) Senza ledere la generalita possiamo supporre che f = 0 sia una
¢'juazione algebrica. Perche cid accada di selito basta scegliere opportunamente
il legame funzionale tra z,y, x ed «, B, y. Altrimenti, supposto che la F'(a 8 y)
sia sviluppabile in serie di Taylor, basta porre al posto di F il polinomio
m «, B, v che si ottiene trascurando i termini di ordine abbastanza elevato
del suo sviluppo (ed in pratica cié si pud sempre fare).
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{3, e 5, parallele), £ ed y hanno su di esse significato di ascisse
e nel piano quello di coordinate parallele di retta-(3). Al punto
P = (xy) corrisponde la retta p che interseca s, e o, nei punti di
ascisse z, y. Alla curva di equazione f (x,y, 2) = O corrisponde
"inviluppo che ha la stessa equazione (figg. 18, 19).

Quindi in generale trasformando per dualitai un abaco del
tipo cartesiano-si ottiene un nomogramma di tipo misto, i cui
sistemi quotati sono due punteggiate 5, e 6, ed un sistema oot
di inviluppi di rette, s;. Sono corrispondenti il punto z di o,
quello y di s, e 1inviluppo % cui appartiene la retta ry, nel
senso che f(x yx) = 0.

Si ottiene in particolare un nomogramma a punti allineati
quando ciascun inviluppo x di o; si riduce ad un certo mumero
di punti, di cui la curva luogo costituisce la terza scala.

25. - Problema di trasformazione. - Esempi.

Pertanto il problema della costruzione di un nomogramma a
punti allineati per una equazione di cui si sappia costruire un
abaco cartesiano pud porsi in questi termini:

Determinare le trasformazioni:

a) del riferimento nei due fasci di rette I, e X,,

b) del piano dell’ abaco,
tali che nel complesso mutino Z, e ¥, in due sistomi ool di
rette e ciascuna curva di X, in un gruppo di rette.

Se ¢ sufficiente solo la trasformazione del piano generata
dalle trasformazioni a), si ricade nell’anamorfosi rettilinea e si
ottiene un nomogramma a punti allineati con due scale rettilinee.

Cosi si perviene facilmente ad un nomogramma a punti al-
lineati con due scale rettilinee quamdo ¥; & un sistema algebrico
! di coniche con due punti base nei centri A, B di ¥, e 5,
che si possa pensare contenuto in una rete di coniche con due
punti base in A, B. Basta riferire proiettivamente le coniche della
rete alle rette del piano |trasformazione [2,1], razionale (?}).

(') purché i relativi segmenti unitd siano equipollenti (V, Comrssarrr,
Lextond, II. p. 149). Cfr. E, nn. 3, 14,

(") Cfr. ad es. ¥. Severi, Irattato di Geometria Algebrica, Vol. I,
(Bologna, Zanichelli, 1926), pag. 298.

3+



Se la rete & omaloidica (cioé se ¢’¢ un terzo punto base),
allora la trasformazione & birazionale (quadratica) e per ottenerla
basta cambiare il riferimento proiettivo in X, e X, (19),

Ad es. nell’abaco per la molti-
plicagione (11), rappresentativo della
equazione:

Ty =z,

Y, & il fascio delle parallele all’asse v,
di equagione xz = h; I, & il fascio
delle parallele all’asse z, di equazione
y=Pk; 3; & il fascio delle iperboli
aventi per asintoti gli assi: ry =1/
(fig. 20).

Y, ¢ contenyto con X, e X, nella
rete:

azyt+brte=0

che riferiamo proiettivamente (per
uguaglianza dei parametri) alla rete
delle rette:

aX+bhbY 4+ 6c=0.

Tra i due piani nasce la trasfor-
mazione quadratica :

X==2y r=1Y Y

(r.0
4Y tfp-========= i =

Y =T Y= Y D P'__/;,
=X
Quindi X[ ¢ il fascio Y = £} 1 |! X
. .Y e T
s © il fascio X =k; X, & il fascio o Kezexy
X=1 (fige. 21, 22). &

(10) Ctr. ad es. Severi, 1. c., pagg. 303, 308 (generazione di Sr.Ypswirz),
oppure E. Brrrini, Complementi di Geometria Proiettiva, (Bologua. Zani-
chelli, 1927), pagg. 179 e segg.

(11) Cfr. A, n. 51, pag. 365.
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Per costruire un nomogramma a punti allineati ed a scale ret-
tilinee basta passare con una reciprocitd dal piano " ad un altro
piano 7'’ (cfr. n. 12)., Naturalmente in questo caso conviene addi-
rittura applicare i procedimenti del cap. L.

Pitt in generale supponiamo che della equazione considerata
si sia costruito un abaco a curve concorrenti algebriche, che pos-
siamo supporre del medesimo ordine 7 (basta percid aggiungere
alle curve dei sistemi dati una parte fissa). Perche la stessa
equazione si possa rappresentare mediante un nomogramma a
punti allineati & suffictente che i tre sistemi quotati X, %, X; ap-
partengano ad una medesima rete.

Per ottenere il nomogramma basta allora considerare il piano

immagine della rete in uno Sy (N = ﬂ%ﬂ) dove le curve

algebriche di ordine » siano rappresentate proiettivamente dai
punti. Su quel piano X, X, ¥; hanno per immagini tre curve
6, G, 6, € tre curve concorrenti dell’abaco hanno per immagine
tre punti allineati, dovendo essi appartenere alla traccia dell’ iper-
piano rappresentativo della condizione di passaggio per quel
punto.



CAPITOLO TERZU

Nomogrammi a punti allineati a quattro o piu scale
rettilinee

26. - Generalitd. - Prodotto di prima specie di due tri-
linearita.

Si dice che il legame funzionale esistente fra quattro varia-
bili a, B, 7, 8 ed espresso da (almeno) due equazioni

F(d,p,7,8)=0 ¢(1137776)=0

€ interpretabile con un «nomogramma a punti allineati, a
quatiro scale retttlinee» quando, distese opportunamente quelle
variabili su quattro rette (in generale distinte: i «sostegne»
x y x ¢t delle «scale»), la condizione di allineamento di quattro
punti P, P, P; P,, scelti ciascuno su di una scala, equivale
all’ essere i valori ay, By, 79, O loro corrispondenti legati dalla
relazione funzionale suddetta.

La corrispondenza che si ottiene fra tre dei quattro sostegni
(dove supponiamo siano fissati quattro sistemi di coordinate
proiettive « y x ) associando tre punti appartenenti alla stessa
retta & sempre una corrispondenza trilineare allineata, reale
(Cap. I, n. 8). Pertanto le coordinate

di quattro punti appartenenti alla stessa retta » dovranno soddi-
sfare alle relazioni trilineari a cofficienti reali:
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(1) Yd, 2y 3, =0,
(2) Yoot =0,
3) Shy iz, =0, (¢ k0 =1,2),
) Yaytinny =0,

due qualunque delle quali son conseguenza delle due rimanenti,
e tali che il loro discriminante A (a), A (), A(c), A(d), sia
maggiore od uguale a zero.

Ognuna di queste trilinearita puo pensarsi come il « prodotto»
di due delle rimanenti. Le quatiro forme diconsi brevemente
trilineari. Diremo «di prima specie» un tale prodotto di due
trilinearitd aventi due sostegni in comune.

Due trilinearitd con due sostegni in comune danno luogo a
due prodotti di prima specie, che nel nostro raso sono ancora
due trilinearita.

27. - Condizioni necessarie e sufficienti perché quattro
rette siano trilineari.

Supponiamo il nomogramma gia costruito, in modo che nes-
suna delle scale sia sovrapposta ad una delle rimanenti, ed esa-
miniamo due delle trilinearitd indipendenti relative, ad es. la (1)
e la (4). A seconda della diversa posizione delle scale possono
darsi i seguenti casi essenzialmente distinti:

a) sono entrambe iperboliche (fig. 24);

b) una & parabolica, I’ altra & iperbolica (fig. 26):

¢) sono entrambe paraboliche (fig. 27).

In ogni caso esse hanno, sui due sostegni comuni, wuna
coppia singolare in comune, costituita da elementi reali.

Viceversa tale condizione ¢ anche sufficiente perche le trili-
nearitd {1) e (4) - necessariamente non ellittiche — rappresentino
la corrispondenza allineata tra i sostegni delle scale. Infatti hasta
scegliere sui sostegni delle scale il riferimento proiettivo come
ora diremo (e cid & sempre possibile) perché la corrispondenza
che ha per equazioni la (1) e la (4) risulti allineata., In parti-
colare I’ avere una coppia singolare in comune & percio anche
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condizione sufficiente perche i due prodotti di prima specie delle
due trilinearita considerate siano ancora trilinearita (allineate).

Distinguiamo 1 casi seguenti, supponendv dapprima che né
Ja (1) neé la (4) siano degeneri :

28. - Scelta del riferimento nel caso iperbolico-iperbolico.

a) La (1) e la (4) sono iperboliche.

Siano p p’' q ¢’ r#»' le coordinate degli elementi singolari
della (1) rispettivamente su r y x; e siano pp” ¢ ¢’ s's”
quelle della (4) rispettivamente su x y ¢, cosi che sia p ¢’ la coppia
singolare comune. Allora :

I) Se p'+p", q9%4q", la posizione delle scale & arbitraria
¢ su di esse il riferimento ¢ determinato, dovendo (perche la (1)
¢ la (4) risultino allineate) al
loro punti d’intersezione A B C
D E F, che devono essere distin-
ti (fig. 24), corrispondere rispet-
tivamente su v, 4, 2, t le coor-
dinate p p”’ p’, ¢ g ¢, r » ¥,
s s's, essendo s I’ omologo di
p" q" nella (1) ed »”' I’ omologo
di p’ e ¢’ nella (4).

Quindi anche i due prodotti
di prima specie della (1) e della
(4) sono corrispondenze allineate, trilineari ed iperboliche. I loro
elementi singolari cadono rispettivamente in D K F, B C F.

II) Se p’ = p" (oppure ¢ = q"), allora le scale della ¢ e
della v devono concorrere in un punto della scala £ (B= C = F).

Il riferimento va scelto come prima attribuendo ai punti
A B D E rispettivamente le coordinate p p'. q ¢" ¢, ro', 8" §'
e si determina ulteriormente sulle scale di x 2 ¢ attribuendo ai
punti Py P; P, in cui una retta generica « incontra gli assi
z z . rispettivamente le coordinate p’' ¢ s, essendo p' arbi-
travia ed »”, s determinate dalle (1), (4) per x=p" y =gq",
dove "' ¢ la coordinata della intersezione P, di » con 1’ asse y.

Dopo di che la corrispondenza posta tra le scale dalle (1),
(4) risulta allineata. Quindi risultano trilineari ed allineati anche
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i due prodotti di prima specie. Inoltre uno di essi (la (3), op-
pure se ¢ = ¢'' la (2)) & una trilinearita parabolica. A prescin-
dere da uno scambio di variabili questo caso non & percid es-
senzialmente distinto da quello trattato al numero seguente in
b; (fig. 26).

1) Se p' =p", ¢ = ¢, allora le due scale + e ¢t deh-
bono essere sovrapposte, e la (2)
e la (3) degenerano (semplice-
mente).

Nel riferimento ai punti d’in-
tersezione 4 B D dei tre soste-
gni delle quattro scale = y x ¢
(la cui pusizione & arbitraria ;
fig. 2b) debbono competere ri-
spettivamente le coordinate p p', ¢’ ¢, » #' ed s” s’. Inoltre, scelte
arbitrariamente le coordinate 2’ y' di due punti generici P; e
P, delle scale . y, al punto P; = P, intersezione della loro
congiungente « = (P, P;) con x = ¢ devono corrispondere ri-
spettivamente le coordinate :

x= 21 Myob= b =1,
Xg ty
.. fl:l ' 1 ,
vhe si ricavano dalle (1), (4) per «x = —=— =z1', y ==L = .
: Ty Y2

29. - Scelta del riferimento nel caso parabolico-iperholico.

b) La (1) é parabolica, la (4) é iperbolica.

Siano p ¢ r le coordinate degli elementi singolari della (1)
rispettivamente su z y x. Quelli della (4) avranno su x y ¢ ri-
spett. per coordinate p p’ q q' ss (coppia singolare comune
la p q).

La posizione delle scale ¢ arbitraria, purch¢ quelle delle
« y s concorrano in A, distinto da B, C, D (fig. 26).

Ad 4 B D debbono competere vispettivamente le coordinate
PrY,qq,r ss (sux y i, t). Al punto d’ intersezione C di
. e { deve competere su « la coordinata »' che si ricava dalla
(1) per z =p', y =¢".



40

1l riferimento si determina com- \t v
pletamente sugli assi z 4 x sceglien- ¢

do su y arbitrariamente la coordi-
nata y' di un punto generico P,
ed attribuendo alle intersezioni P,
e P, delle P,C, P, D con gli assi
z e + le coordinate z' e i’ che si
ottengono dalla (1) per =y e
rispettivamente x = ', z = p’.

Infine sull’ asse ¢ al punto C deve competere la coordinata
s'" che si ottiene dalla (4) per z = z', y = y'.

Dopo di che la corrispondenza posta tra le scale dalla (1)
e dalla (4) e allineata, ecc..

La (2) e la (3) risultano iperboliche.

-~

30. - Scelta del riferimento nel caso parabolico-parabolico.

¢) La (1) e la (4) sono paraboliche.

Siano p ¢ r, pgs le coordinate degli eclementi singolari
rispettivamente su » y 2, z y ¢ (p ¢ ¢ la coppia singolare co-
mune). La posizione di tre delle
scale, ad es. x y &, & arbitravia,
purché concorrenti in A (ftig. 27).

Su di esse si possono scegliere
arbitrariamente le coordinate p’ ¢’ »’
di tre punti P’ @' R', dopo di che
il riferimento & completamente in-
dividuato, dovendosi attribuire ai
punti P” Q" R come coordinate
x y x i valori che per esse si ri-
cavano dalla (1) rispettivamente per y=¢'. v+ =17¢": 1 =/,

z=pie=p,y=4.

Pounendo nella (4) = p”, y =4 si otterra ¢ = ', « per
t==s" 2z =p siotterra y = q'"'. Sia Q' il punto della scala
y avente tale coordinata. La scala delle ¢ & determinata dovendo
passare per A e per il punto di intersezione S’ di Q' /",
Q" P'. Su di essa il riferimento & pure determinato, dovendo

ad A competere la coordinata s, ad § quella " ed al punto S
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di intersezione con la ) P’ la coordinata s che si ricava dalla
(4) per x=7p', y =¢.

Stante |’ ipotesi della non degenerazione delle (1) e (4),
Q"' non pud coincidere con 4 o con Q', ma pud coincidere
con Q7. In tal caso le scale della : e della ¢ risultano sovrap-
poste e la (2) e la (3) degenerano (semplicemente). Altrimenti
anche la (2) e la (3) sono paraboliche e non degeneri.

31. - Se una delle trilinearita di partenza é degenere.

Non abbiamo finora considerato il caso in cui una od er-
trambe le trilinearita di partenza siano degeneri (semplicemente,
ché fra le trilinearitd allineate non ne figurano di doppiamente
degeneri). Sia ad es. degenere la (1). Allora le due scale tra
le quali intercede la proiettivita fondamentale debbono risultaie
sovrapposte e su di esse i riferimenti debhono essere zcelti in
modo che coincidano i punti corrispondenti in quella proiettivits.
Sulla terza scala il punto singolare deve cadere nell’ intersezicns
col sostegno comune alle altre due.

Eseludiamo che la proiettivita fondamentale interceda tra le
due forme x y comuni alla (1) ed alla (4), nel qual caso per-
ché sia possibile il nomogramma anche la (4 deve essere de-
genere con la stessa proiettivita fondamentale, e pertanto svani-
scono la (2) e la (3) ed il nomogramma stesso non ha significato.
Interceda quindi la proiettivita fondamentale della (1) ad es. tra
y e i3 allora occorre che 1 elemento simgolare p della (1) su r
sia singolare anche per la (4). Tale condizione & anche suffi-
ciente per la costruzione del nomogramma, e rientra nell’ ennun-
ciato generale (n. 27).

Si osservi che singolare vuol dire qui come in T (n. 10)
che forma coppia (neutra o) singolare con un altro elemento.
Ad es. in una trilinearita semplicemente degenere debbono con-
siderarsi come singolari tutti gli elementi delle due forme tra
cui intercede la proiettivita fondamentale, le cui coppie sonw
tutte neutre per la corrispondenza.



32. - Scelta del riferimento nel caso precedente.

Conviene distinguere i seguenti casi:

d) La (4) ¢ iperbolica.

Se ne costruisce come al Capitolo I il nomogramma, po-
nendo in A la coppia singolare contenente il punto x = p. Dopu
J4i che basta scegliere il riferimento 2
sullo stesso sostegno y in modeo che
la projettivita fondamentale della (1)
divenga I’ identita, perché¢ la corri-
spondenza posta tra le scale dalle (1),
:4) coincida con la corrispondenza al-
lineata (fig. 28).

Delle altre due trilinearita la (2) & degenere (con la stessa
projettivita fondamentale) ¢ la (3) & iperbolica. La (3) e la (4)
si trovano nella condizione gia considerata in a, III) per la (1)
2 la (4) (n. 28).

g) La (4) ¢ parabolica. N @)

Se ne costruisce come al n. 13 il
nomogramma ¢ come in d) si sceglie il
riferimento & (tig. 29). y;

Delle altre due trilinearita la (2) & =7
degenere come in d) e la (3) & parabolica,

La (3) e Ja (4) si trovano nella condizione gia considerata
in ) per la (1) e la (4) (n. 30).

f) La (4) ¢ degenere (semplicemente), e la relativa proietti-
vita fondamentale intercede :

I) tra e t.

L’ elemento sinzolare su « deve essere lo stesso tanto per
i (1) quanto per la (t). Le scale di y, ¢ e » debbono essere
sovrapposte: il riferimento y & arbitrario, quelli 2 ¢ ¢ sono de-
rerminati dovendo le rispettive proiettivita fondamentali ridursi
all’ identita. Su z ad 4 deve competere la coordinata p dell’ ele-
miento singolare comune,

La (2) svanisce, la (3) & ancora degenere (semplicemente).

La sua proiettivita fondamentale & il prodotto delle altre
-jue, 1’elemento singolare su z & ancora p. Questo caso non ¢
somograficamente interessante.




11) tra r e &. .

La scelta del riferimento su x ed y e limitata dalla condi-
zione che in A4 cadano gli elementi singolari p e ¢ della (1) e
della (4). Issi costituiscono la coppia singolare che ora la (1)
e la (4) hanno sempre in comune.

Dopo di che son determinati il riferimento : e quello ¢
(le scale omonime debbono essere sovrapposte rispettivamente a
quelle r e y) dalla condizione che le proiettivitd fondamentali
della (1) e della (4) si riducano all’identita.

La (2) e la (3) sono anch’esse degeneri e si trovano nelle
stesse condizioni della (1) e della (4). Anche questo caso &
privo di interesse nomografico.

1) tra z ed y. ,

Questo caso come s8i & gia osservato si deve escludere.

33. - Accorgimenti da usarsi nella scelta del riferimento.

1n ugni caso si approfittera dell’ arbitrarieta consentita nella
scelta delle scale e del riferimento su di esse, per rendere la
costruzione ¢ 1’uso del nomogramma pit comodi e pil esatti '
che sia possibile, analogamente a quanto & stato gia esposto nel
Cap. 1. In particolare nel caso:

4. I} Si possono scegliere impropri A4 ed F, oppure D e I},
oppure C ed E. con che le quattro scale risultano parallele «
due direzioni arbitrarie.

Pint in generale si-pud mandare all’ = una retta qualunque
del piano del nomogramma diversa dalle scale. Cio converra parti-
colarmente quando la coordinata che deve competere ad alcuni
dei punti in cui essa incontra le scale sia oo, dopo di che le
coordinate proiettive relative a guelle scale assameranno il signi-
ficato di ascisse, Lo stesso dicasi per gli altri casi.

a, TIT) Si pud scegliere come retta impropria una retia
arbitraria per 4, o B, o C. con che due scale divengano pa-
rallele.

h) Si puo scegliere la retta impropria per A, con che tre
scale divengono parallele, e per il punto oo della quarta scala,
dove le coordinate divengono cosi ascisse {cid & possibile solo
e tale punto non coincide con B. C, oppure D).
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¢) Si possono scegliere le quattro scale parallele.

Se sulle scale si presuppone gia dato un sistema di coor-
dinate proiettive, come al n. 10 si determineranno le relazioni
che fanno passare dal vecchio al nuovo sistema di eoordinate.

34. - Tipo generale delle relazioni suseettibili dells rap-
presentazione nomografica considerata. - Estensione al caso di
pitt variabili.

Da quanto precede consegue che sono rappresentabili me-
diante un nomogramma a punti allineati con quattro scale retti-
linee tutte e sole le relazioni fra quattro variabili «, B, ¥, &, che
mediante opportune posizioni del tipo:

t= ——;l- = x(9) .

R

dove le f, v, 4, % sono rami univalenti di funzioni reali delle
quattro variabili « B¢ & definite in opportuni intervalli (cfr. n. 4),
si riducano essenzialmente a due equazioni del tipo (1). (4),
col discriminante maggiore od ugunale a zero, e dalle quali con-
seguano le (2), (3).

Se le (2), (3) non svanisconv cid si veritica svlo quando
le due corrispondenze trilineari (1) e ‘ (4) hanno una coppia
singolare itn comune, costituita da -elementi reali.

Scelte le scale ¢ su di esse nel modo gia visto il riferimento
con le avvertenze di cui al numero precedente, le (5) forniscono
la graduazione delle scale stesse.

E immediata I’ estensione al caso di pit variabili a, &, ¥, ... 8.
Perché n—2 relazioni indipendenti fra di esse si possono in-
terpretare con un nomogramma a punti allineati ed 7 scale ret-
tilinee occorre e hasta che, scelta opportunamente la graduazione
delle scale relative x. y. x, ..., quelle relazioni si riducano ad
7 — 2 trilinearitd :



“
Yapziy 2, =0

Yoo 2y t, =0

n —

. 2 S . .
tali che i loro 2( ) prodotti di prima specie non svani-

scanb e tali da avere una medesima coppia singolare in comune,
costitnita da elementi reali.



CAPITOLO QUARTO

Nomogrammi a quattro scale rettilinee,
a doppio allineamento e cerniera rettilinea.

35. — Generalita.

Un «nomogramma a quatéro scale rettslinee, a doppiv alli-
neamento e cerniera retlilinea» rientra nella categoria di quelli
che in generale abbiamo chiamato a punti dipendenti e pud in-
terpretare graficamente un’equazione in quattro variabili:

(1) F(aa 81,8 =0 i

Cid accade qu;mdo, distese le varia- \;\/_
bili a, B, 7, & su quattro rette (in gene- //f_://%'
rale distinte: i sostegni & y x ¢ dellescale), — 77—
la relazione funzionale posta tra di esse S !
dalla (1) equivale alla condizione grafica @)

che le congiungenti i punti P(a) e Q(f),

R (1) ed S (9) si taglino in un punto =, variabile su di una
retta fissa &: la cosidetta «cerniera» (fig. 30) (1).

36. - Quadrilinearita prodotto di seconda specie di due
trilinearita.

Scegliamo come al solito su ognuna delle scale un sistema i
coordinate proiettive x y x ¢, le rispettive graduazioni essende date
dalle relazioni funzionali:

(2) z=—t=l), y=-T-=90.

4
p=—=10I(), ‘=-t—'=*(3)-

o 2

() Cfr. A, n. 53, p. 391; E, n. 19, p. 40.
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Tra i sostegni delle scale x e la cerniera (dove si pens:
ad un riferimento proiettivo §) nasce una corrispondenza trilineare
allineata reale iperbolica o parabolica (in particolare semplicemente
degenere se due delle tre rette z y § coincidono), qualora si associac
tre punti come P Q & appartenenti alla stessa retta (n. 8). La
sua equazione & del tipo:

(3) Sap iy & =0 (/R h = 1,2},

dove le a;, sono costanti reali, ed il cui discriminante A (@) ¢ == C.
Analogamente sara:

i4) by +ith§ =0 (¢, k, 1 =1,2)

la equazione della trilinearita allineata in cui ~i corrispondui.
=, R ed S, dove le by, sono costanti reali tali che sia A (b) = 0.

Pertanto la corrispondenza che intercede fra i sostegni deil~
scale quando si associno le coppie PQ ed RS di punti ow-
loghi nella (3) e nella (4) al medesimo punto = della cernieru
ha per equazione:

X, Yag, s "

ikt Ti Y = Qe X, Y ..

(5) l - . =0 (LRI m=12.
‘ DY 78 Sbua it

La diremo prodotto «di seconda specie» delle due trilinea-
rita (3) e (4) aventi il sostegno comune §: & una corrispondenz:
quadrilineare (%), di equazione:

(5,) z Ciiim Ly Yu %y tm (7" k) l, " o= 1,2) )

dove:

Coxtm = gy Dy — iyg by

Viceversa un’ equazione (1) che mediante le (2) si riduca
al tipo quadrilineare (5') & sempre suscettibile di essere inter-

(%) Sulle corrispondenze quadrilineari e sulle notizie hibliografiche ¢h-
ricuardano la loro teoria ¢’& un cenno esauriente al n. 5, p. 1812 dell’ arti-
colo di L. Brrzovswri: «.llgebraische Transformationem wund Korrespon-
denzen», nella Enc. dor Mathem. Wissenschaften, Bp. 1II, 2, 2, B (1933,
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pratata mediante un nomogramma a scale rettilin-e a doppic al-
lineamento a cerniera rettilinea, purche la quadrilinearita {5)
pussa pensarsi come il prodotto di seconda specie i due trilinea-
rita reali (3) e (4) (iperboliche o paraboliche v semplicemente
degeneri) aventi un sostegno in comune.

Infatti nei numeri succossivi & dimostrato come in tale ipo-
esi si possa sempre costruire un nomogramma del tipo suddetto
della "equazione data.

Se in particolare almeno una delle due trilinearita ¢ dege-
nere, la rappresentazione nomografica della (1) si pud ulterior-
mente semplificare e ridurre a quella di una trilinearita e di una
proiettivita od addirittura a quella i due proiettivitd, che a loro
volta pussono anche (una od entrambe) essere degeneri. Questy
ultimo caso accade quando almeno una delle due proiettivita fon-
damentali della (3) e della (4) non interessa Ia cerniera. Vedremo
al capitolo successivo (n. 54) che cid si pud prevedere a priori
dall’esame diretto della (5') e che si possono direttamente rica-
vare le equazioni delle proiettivita in discorso.

. 37. - Premessa.

Supponiamo momentaneamente di aver gia dissociato la (1)
nelle (3) e (4), dove x y x ¢ son legate ad a 3y & dalle (2), ri-
servandoci di dare poi un procedimento che permetta di ricono-
scare se tale dissociazione & possibile e fornisca ‘il modo di ef-
fetluarla (n. 54).

Conviene allora distinguere i seguenti casi e sottocasi, che
-onducono ad altrettanti tipi di nomogrammi, distinti di fronte
alle proiettivitd reali dei sustegni.

38. — Scelta del riferimento nel easo iperbolico-iperbolico.

a) La (3) e la (4) sono iperboliche.
La posizione dei sostegni di due scale, ad es. z y e della

cerniera ¢ arbitraria (fig. 31).
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Siano pp' ¢’ kk'; ri’ ss'y hb'
le coordinate degli elementi sin-
golari della (3) e della (4) rispet.
tivamente su « y&esu sté Su
z y & il riferimento si sceglie come
al cap. I in uno dei due modi
possibili, per modo che la (3) ri-
sulti allineata. Con c¢i0 rimane
arbitraria I’ assegnazione delle co- -
crdinate pertinenti ad un punto
ad es. i £ e di r. Conviene distinguere 1 seguenti sottocasi (nel
senso del n. 37). a seconda che h ed »' sono o no diversi
da kR, k'

a. I) b, W' £k, R

Rimane arbitraria la scelta del punto di & di coordinata &, dopo
di che risulta determinato quello di coordinata k'. Per essi debbono
passare 1 sostegni delle scale x e £, la cui posizione & arbitraria
€ sui quali il riferimento va scelto come al
r. 9 perché anche la (4) risulti allineata.

a, II) h= k. W xR

Allora uno dei due punti D, E deve coin-
cidere con quello tra 4 e B che ha la coordi-
nata k. L’altro & arbitrario, purché distinto da
A. B, ¢ la sua scelta determina il riferimento su &.
Per il resto si procede come prima. Supposto
ad es. (fig. 32) che B =1, si puo addirittura
prendere lo stesso sostegno per la scala delle ¥
e delle £ (o della » e della ). Cid potra con-
venire ad es. quando gli elementi singolari delle
due scale y e ¢ che si accoppiano con £—=k% bhanno la stessa
coordinata, potendosi allora costruire la graduazione delle due
scale sovrapposte a partire dallo stesso riferimento proiettivo.
Scelto tale riferimento (cioc scelto F = C) e quello di § (con la
scelta di E), risultano determinati quelli di = e 1.

a, IlII) h =k, ¥ = 1.

Allora D ed F debbono coincidere con A. B (o rispettiva-

mente B, A).

4 x 4



Dopo di che si procede come prima. CVFec

Anche ora pud convenire (fig. 33) pA
scegliere un sostegno unico per le scale -\ @
dizez(zet)hediyet (yex), ¢ fasp \Br o=
particolarmente quando su 4+ e ¢ gli x:/z' s“
elementi singolari che .si accoppiano [
con h, b’ hanno la stessa coordinata di R/’”' ¥ :\t

quelli analoghi di z ed 4 e special-
mente se hanno la stessa cogrdinata anche quelli di x et, ye :
che debbono cadere in ¥ = C.

Allora si puo addirittura prendere su due scale sovrapposte
lo stesso riferimento proiettivo (ad es. z = x). Sulle altre due di
solito ¢i0 non sara possibile: ad es. al punto P dovra competere
una coordinata x diversa da quella z.

Infine si potrad scegliere lo stesso riferimento proiettivo anche
sul sostegno comune delle altre due scale, quando la (3) e la (1)
non differiscono che per lo scambio delle variabili z, y con
quelle %, ¢ (o ¢, x).

39. - Accorgimenti particolari nella scelta del riferimento.

Delle arbitrarietd consenfite nella scelta dei sosteeni delle
scale e del riferimento su di essi, conviene come al solito ap-
profittare per migliorare le qualita di precisione sia nella co-
struzione che nell’uso del nomogramma, tenendo particolarmente
conto degli intervalli utili delle scale.

In particolare pud convenire di scegliere opportunamente, nel
piano degli schemi gia visti, la retta impropria 7 del nomogramna
per fare in modo che alcuni sosteeni delle scale (quelli che pu~-
sano per uno stesso punto di 2} divengano paralleli, e su.aleuwi
di essi le coordinate proiettive assumano il significato di aseisa

Del riferimento proiettivo che abbiamo supposto . esistents
sulla cerniera nen ovcorre in pratica fare usv, salvo che nel primo
caso, dove basta per altro scegliere A BDE in modo che il
birapporto (ABDE) sia uguale a quello delle coorlinate che a iore
competono : (kk'hh’) oppure (kk'R'h).



fsempi :

Nel caso a, I) scegliendo Ced F
impropri e coincidenti, lo schema
del nomogramma diviene quello della
fig. 34, adatto ad es. per la quadri-
linearitd di equazione:

(6) azz+ yl — (@l + yx) = 0,

con a1, che pud pensarsi come il prodotto delle due tri-
linearita:

(0 wb=y, +{§ -a)="L0%—1),

o delle altre due che si ottengono scambiando nelle (7) @ con
e contemporaneamente i con f.

La (6) pud anzi considerarsi come 1’ equazione canonica de!
caso a, 1).

Infatti si pud sempre supporre che - premessa una proietti-
vita su ciascuno dei sostegni x 7 ¥ £§ - le (3), (4) assumano la
forma (7), dove gli elementi singolari hanne le coordinate:
p=0,p = w0;9=0.9 = 0ih=0,k - 2;r=0,1"= o;
s=0,8"= ®; k=1, k" = a. Inoltre che si corrispondano ri-
spettivamente le terne z-=1, y=1,{=1: 1 =" I=1.{ = .

Se a=0. B := F ¢ «i ricade nel caso a. IN, quando I'==C,
Risultano sovrapposte le scale y e {, sui sostegni delle quali s
pud addirittura scegliere lo stesso punto unita e quindi o stes<o
sistema di ascisse.

Infine nel caso a, 1II), mandando C=F all’ oc. io schema
del  nomogramma  diviene quello della
He, 35, relativo alla quadrilinearita :

" s =zt , 5 v-
.. Cop i
che pud pensarsi il prodotto delle due § =
tilineariti : N3-E
y=t 1 e\

“0) .l‘&:’—'y, JE:/.
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40. - Caso iperholico-parabolico ed iperbolico-degenere.

b) La (3) ¢ iperbolica la (4) parabolica (in particolare
semplicemente degenere).

Gome gia sappiamo dal cap. I si costruisce il nomogramma
della (3), scegliendo arbitrariamente la posizione delle scale x, y
e «della cerniera §. Dopo di che occorre distinguere i seguenti casi :

b, I) La coordinata dell’elemento singolare della (4) su &
é diversa da quella dell’ elemento singolare della (3).

Allora & arbitraria la posizione
dei sostegni delle due scale x e ¢,
purché si incontrino in un punto D
di ¢ diverso da quelli 4 e B (fig. 36).

Su di essi si sceglie come al Cap. I
il riferimento, in .modo che la (4) ri-
sulti allineata.

In particolare, se C e D sono s
impropri, lo schema del nomogramma
assume 1’aspetto della fig. 37, adatto
per la quadrilinearita :

(1) (g—2)(x+H+r=0, e,
N

che pud pensarsi come il prodotto delle ©. B8 £ 'w
due trilinearita: '

Deo o1 z
1 LT
(12) zé=y, s ~t+ 3 =0, t g .

§—1

di cui la seconda (cfr. n. 15) & parabolica, con gli elementi sin-
golari nei punti z=+¢= o0, £=1 ed in cui ld sestupla asso-
ciata con gli elementi principali in + =0, { =0, §=0 ha gl
“elementi secondari rispettivamente in 1 =1, f =1, §= .

Se poi la (4) é degenere (semplicemente), conviene distin-
guere due casi:

b, I, 1) La proiettiviti fondamentale intercede fra § e x

{0 fra cel).

In questv caso tutto si riduce u rappresentare con un nomo-
gramma a punti allineati la trilinearita (3) ed a costruire sul
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sostegno & la scala funzionale della proiettivitai fondamentale
della (4).

Infatti ad una coppia generica .y corrisponde perla (3) un
determinato elemento &, ed a questo per la (4) (e quindi ai primi
due nella (5)) corrispondono infinite coppie x#: quelle con ¢ ar-
bitrario e x omologo di § nella proiettivita fondamentale della (4).
oppure quelle con x arbitrario e ¢ uguale all’elemento singolare.
Viceversa ad una coppia x {, se (& generico corrispondono tutte
le coppie «y della proiettivitd associata nella (3) all’elemento §&,
omologo di : nella proiettivita fondamentale della (4). Se + ¢
I’elemento singolare della (4), alla coppia ¢ corrisponde una
coppia di elementi qualunque zy.

b, I, 2) La proiettivita fondameniale intercede fra = e f.

In questo caso la rappresentazione nomografica della (1) «i
riduce alla costruzione delle scale fanzionali (3) di due proietti-
vita: quella fondamentale della (4) (ad ogni coppia della quale
corrisponde un elemento arbitrario di § e quindi due elementi
arbitrari di z ed y) e quella corrispondente nella (3) all’elemento
singolare della (4) su &, ad ogni coppia della quale corrispondon
due elementi arbitrari di x e .

b, II) L’ elemento singolare della (4) su & cotncide ron
uno di quells della (3).

Allora deve essere I) = A oppure D= B, dopo di che Ia
posizione dei sostegni delle scale v e ¢ & arbitraria, e come al
solito su di esse si sceglie il riferimento.

In particolare se A= D si pud scegliere lo stesso sostegno
per le scale di z e di x (o di #). Se 4

& improprio, lo schema del nomogramma y T"'
assume l'aspetto della fig. 38, relativa alla cl . xez
quadrilinearita ® 4 L DA
xy+ati=1, <~
che pud pensarsi come il prodotto delle . ; @'
due trilinearita: B '
ry=23, i4-++t=1

{3} o al an’altra qualunque rappresentazione graifica.
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Sui sostegni delle scale £ = :, ¢ e sulla cerniera ¢ le coordinate
sono ascisse, su quello della scala delle y sono coordinate bari-
centriche con i punti fondamentali in B e C.

Dei due sottocasi che si ottengono supponendo la (4) dege-
nere, uno non & distinto da quello b, I, 1), I’altro b, II, 2) &
un caso particolare del b, 1. 2).

-Anche per il caso b) valgono avvertenze analoghe a quelle
dichiarate per il caso a) al n. 39. In particolare anche ora basta
soltanto sapporre il riferimento proiettivo della cerniera &.

41. - Casi parabolico-parabolico, parabolico-degenere, o
doppmmenw degenere.

<) La (3) e la (4) sono paraboliche (in particolare seni-
plxu,meute degeneri) :
1) Gli elementi singolary della (3) e della (4) su &
<0N0 dwtmtz

Allora ia posizione dei sostegni delle
scale & arbitraria, purché quelli x ed y @
concorrano in A (fig. 39) e quelli », ¢ in
B (AB =¥§).

Su di essi si sceglie il riferimento
come al solito, tenendo sempre conto che
su & il riferimento & unico per le due tri-
linearita.

Cosi ad es. per la quadrilinearita:

c+uG+8—:t=0,

che puo pensarsi il prodotto

2
delle due trilinearita para- \
boliche : ES < o

rly+E=0, 4 \\>“23 _
o) P *
E(x+ 4+ 3t=0. -~ //" §
mandando A all’ e si possono 7 P 7 ¢
scegliere i riferimenti {ascisse) AL

come nello schemadelfa fig. 40,
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¢, II) GUi elementi singolari della (3) e della (4) su &
~nincidono.

Allora A =B'e per le scale di x ¢ : (zet) ed y ot
(4 ¢ %) si puo assumere lo stesso

~ostegno. Scelto 4 = B impro- , @
prio. lo schema del nomogramma Ax”Px i -
assume 1’ aspetto della fig. 41, Y
r.lativa alla quadrilinearita di e BT g
2quazione : . SN :
S/ N0 :
y=t + o

r+y=x-+t,
zhe pud pensarsi come il prodotto delle due trilinearita:
r+y4£=0, s +t+£=0.

Tale schema & particolarmente conveniente appunto quando
ja (3) e la ’4) non differiscono che per lo scambio di nome delle
variabili, dato che allora il riferimento proiettivo dei sostegni
i2lle scale sovrapposte & il medesimo.

In particolare pud accadere che:

c, I, 1) =c. I, 1) La (4) ¢ deyenere e la proiettivita
fondamentale opera s & e ad es. sn .

Anche ora, come nel caso b, I, 1) la’ rappresentazione no-
miografica della (1) si riduce alla costruzione del nomogramma 2
ounti allineati della (3) ed a quel]zi, sul sostegno §, della scala
funzionale della preiettivith fondamentale della (4).

Se invece la proiettivita fordamentale lega » e t (casi
o, L, 2) e c. 1. 2. come al caso b, I. 2) la rappresentazione
nomogratica della (1) si riduce alla costruzione delle scale fun-
sinnali di due proiettivita.

c. IIT) Tunto la (3) che la (1) sono semplicemenle degeneri:
‘a rappresentazione nomografica della (1) pud allora semplificarsi
anvhe di pit. Ii precisamente:

c. IIL, 1y Le due proiettivita fondamentali legano « ed y,
=~ f. Allora basta costruire le scale funzionali delle proiettivits.

.

‘ondamentaii della (3) e della (4), giacch¢ ad ogni coppia di ele-
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menti omologhi in una di esse corrisponde una coppia qualunque
di elementi omologhi nell’altra.

e, 1L, 2) Una delle due proiettivita fondamentali, ad es.
quella della (1), interessa la cerniera. Allora basta costruire la
scala funzionale della proiettivita fondamentale della (3), ad una
coppia della quale la (1) fa corrispondere valori arbitrari di
z et

¢, 1, 3) Le due protettivita fondamentali interessano lu
cerniera. Siano ad es. quelle tra x ¢ § e tra £ e :. Allora basta
rappresentare la proiettivita prodotto delle due fondamentali che
lega e z, ad ogni coppia della quale la (1) fa corrispondere
valori arbitrari di y e ¢.



CAPITOLO QUINTO

Digressione salle corrispondenze guadrilineari
tra forme di prima specie

42, - Rappresentazioni tridimensionali di una quadrifi-
vearita.

Una yuadrilinearita tra quattro forme di prima specie .+
5 1, dove .y @y, Yy Ya, A1 g, & &, Sono coordinate proiettive
csnogenee, ¢ una corrispondenza di equazione :

1) X @i £i Y it =V (6, & lym=12) ,

dove le ag,, sono costanti complesse.

Com’ & noto (1) essa si pud rappresentare in tre modi di-
versi, riferendo proiettivamente le quattro forme date ai sistem:
delle generatrici di due quadriche §) e ' ed associando i punti
di @ e @ coniugati in una reciprocitd dei due spazi ordinai’
Sed S che le contengono. Infatti, se ad es. X; X; Xj; X, son
coordinate proiettive omogenee ‘di punto in § ed analogamente
Y, Y, Y; Y, inS' ese le due quadriche son quelle di equazioni

parametriche:

(') Confronta la memoria di U. Skeri: «Sulle corrispondenie quodri-
lineari, ecc.» gia citata nella prefazione, n, i6, pag. 116, In seguito ind -
cheremo brevements tale lavoro con la lettern S. In esso si trova espost-
detragiliatamente la classificazione delle (quadrilirearita qui riassunta nei numen:
42-45 e 47. 1l caso che a noi maggiormente interessa delle yuadrilinearit.
neile cui tre rappresentazioni almene una delle corrispondenti reciprocita sia
deyvenere di seconda specie vi ¢ solo hrevemente accennato, come comportava
lo scopn che si era piefisso il Seare e da Ini dichiarato nella introduzionc
(=, pag. 105-106).



Xy==z4 Yy=1314
) Xy =11, Yo= 10
Xy = a9, Yy =11
Xy =9 Y, =%t

la (1) si scrive, tenendo conto delle (2):

3) £8,X. Y, =0 (rs==1,234)

dove
frs=1,2,3,4
br.v = Qigim ) . 3
ik, lme = 11, 12, 21, 22

¢ la (3) ¢ appunto la equazione bilineare che lega le coordinate
di due punti eoniugati in una reciprocita tra S ed §".

Se la quadrilinearita data ¢ reale, cio¢ se le @y, sono pro-
porzionali a numeri reali, oltre alle due quadriche, risulta reale

anche la reciprocitd (3)
1

43. - Criteri generali per una parziale classificazione
proiettiva.

Consideriamo il gruppo G delle trasformazioni proiettive
non degeneri che operano su z y x ¢{. Esse generano per tramite
delle (2) due gruppi G, e G, di trasformazioni omografiche
operanti sulle quadriche Q e €', e quindi due gruppi di trasfor-
mazioni omografiche di S ed 5" in se, caratterizzati dal lasciare
invariate le due quadriche e, su di esse, le rispettive schiere
rigate.

La prima parte & evidente, in quanto una trasformazione
proiettiva sulla » ed un’altra sulla y generano una proiettivita
in ciascuna delle schiere cui .« ed y sono riferite dalle (2} e
quindi un’ omografia sulla quadrica, subordinata da una ber
determinata omogratia dello spazio ambiente.

Viceversa un’omografia dell’ ambiente che muti ad es. la
quadrica @ in st senza scambiare le due schiere di rette, indi-



54

vidua una proiettivitd entro ciascuna delle due schiere e quindi
uina proiettivitd in ciascuno dei due sostegni x ed y.

In altre parole i regoli di () e (" sono le varieta fonda-
mentali (2) dei due spazi 5 ed S rispetto a (7, G,, per modo
e volendo classiticare rispetto alle proiettivita dei sostegni una
selie tre immagini (3) della quadrilinearita. bastera considerare:

«) il tipo proiettivo della reciprocitd (3) tra S ed §:

h) i suoi legami proiettivi con Q e ¢

44. - Vie da seguire nei vari- easi.

Finche la (3) non ¢ degenere, b) ha questo significato: la
{3) muta @ in una quadrica inviluppo I di S'. Si tratta di
<tabilire quale sia il legame proiettivo tra 1" e Q. In questo
senso lo studio delle quadrilinearita coincide con quello di una
qoppia di quadriche (3).

Quando invece la (3) & degenere di prima o di seconda
~vecie, cio® si riduce rispettivamente ad una reciprocitd non de-
wenere tra due stelle di centri X, ¥ o ad una proiettivita non
dexenere tra due tasci di piani di assi » ed », b) ha il se-
suente significato :

Si hanno tipi diversi di quadrilinearita a seconda:

bh. 1) dei diversi legami proiettivi rispettivamente con @, (¢
degli elementi «singolari» N ed Y (» ed ') ;

b, 2) dei diversi legami proiettivi con Q, ¢ della proiet-
tivita non degenere tra le stelle (fasci) aventi per sostegni gli
2lementi singolari.

Quando infine la reciprocita (3) & degenere di terza specie,
08¢ si riduce alla condizione che almeno uno di due punti co-
niugati appartenga ad un piano fisso 6 o o' di ciascuno spazio,
h) riguarda la posizione relativa di ¢ e @, 5" e . In questo
~aso due -punti di Q e @' sono corrispondenti appena uno di
25¢i appartiene ad una delle due coniche (s, Q), (5", @').

() Secondo le vedute espresse da F. Kurix nel «Z’rogramma di Kr-
vingen» [1872), trad. ital. di G. Faxo in Aunali di Matematica, Serie I7,
T XVIT (1889-90). pag. 306 e ser.

(v) Cir. 8. pag. 103, 116-117, 125-154 .
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45. - Caso in cui la reciprocita é degenere di prima specie.

In particolare se la (3) si riduce ad una reciprocita non de-
genere fra due stelle coi centri X ed Y esterni alle quadriche,
tra e Q si ha una corrispondenza che alle coppie della in-
voluzione di pole X fa corrispondere le coniche tagliate su @
dai piani della rete Y (e viceversa).

- Alle coppie coincidenti della involuzione di polo X (punti
del contorno apparente q di @ da X) corrispondono le co-
niche tagliate su ' dai piani di un inviluppo conice 5" col
vertice in Y, e viceversa.

In questo caso b, 2) signitica riguardare al tipo proiettiva
della coppia di coni guadrici 1" e 4" col vertice in Y (¢ & i
cono tangente a () col vertice in Y). In questo senso lo studio
di una quadrilinearita si riduce allora a quello di una coppia
di coniche complanari (%).

Se X cade su Q, 7" degenera in un fascio di piani- (con-
tatn due volte) ed allora la classificazione dipende dai legami
di appartenenza di un punto e di una conica complanari (o
dualmente di una retta e di una conica).

Se X appartiene a () ed Y a @', la classificazione dipen-
de dal legame tra la retta omologa del piano tangente a ¢ in
X ed il piano tangente a ' in Y.

46. - Caso in cui la reciprocita & degenere di seconda
specie.

Se la (3) si riduce ad una proiettivita tra Jdue fusei i
piani, la modalita b, 1) porta a distinguere i tipi seguenti:

I) Gli assi r, r’ sono entrambi secanti risp. a ¢, @'. Al-
lora b, 2) ha relazione colla configurazione dei due piani per »’
omologhi dei due piani tangenti a Q per r, e dei due piani tan-
genti a (' per »’, ossia in definitiva alla configurazione proiet-
tiva i due coppie di rette di un fascio.

II) r {od ) & tangente a Q (Q'), ma non vi giace, mentre
r' (r) & secante a Q' (). Allora h, 2) riguarda la eventuale,

(%4 Cfr. S, pag. 120-122,
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coincidenza del piano omologo al piano tangente a @ per i cun
uno dei due piani tangenti a ¢ per 7',

TI[) Tanto r quante »' sono tangenti rispettivamente a (},
(/. ma non vi giacciono. Allora b, 2) riguarda 1" eventuale coin-
cidenza el piano tangente a () per » e dell’ omologo del piano
tangente a (/) per 7.

Per quanto riguarda b, 2), dinno luogo ciascuno ad un
unico tipo i casi in cui:

IV) r (r') appartiene ad uno dei due regoli di () (Q'). mentre
v (r) & secante a ' ().

V) r (r) appartiene ad uno dei regoli di @ (&), mentre
»" (r) & tangente a Q' (@).

VI) r ed »" appartengono ciascuno ad uno dei regoli di ¢. @',

Nel campo reale occorre distinguere vari sottotipi di qua-
drilinearitd reali per ciascuno di quelli 1), II), IV), secondo che
r ed » sono realmente secanti od esterne alle rispettive quadri-
che . Q'.

47. - Legami tra i tipi possibili nelle tre eclassificazioni
parziali: Caso generale.

Per effettuare una classificazione completa delle quadrili-
uedritd tra forme di prima specie occorre esaminare quale sia il
legame tra le loro tre immagini, nel senso di stabilire. uuna
volta appurato il tipo i una di esse, quali possano essere i
tipi delle altre due.

Tale legame dipende essenzialmente dal fatto che le matrici
delle tre reciprocita (3) sono costituite dagli stessi elementi,
come segue:
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da cui discende intanto per i loro moduli la relazione (%) (identica):

(5) L+ M+ N=0.

Ciot: « Se due delle reciprocita (3) son deyenert, lo ¢ an-

che la terzas. )
Quindi intanto, se nessuna delle matrici L, M, N ha carat-

teristica 2, quelle caratteristiche possono avere i valori:

4 4 4;.
(8) 3 4 4 o analogamente 4 3 4 |, 1 4 3

48. - Caso In cui una delle tre reciprocitd ¢ degenere di
seconda specie.

Esaminiamo particolarmente il caso in cui una delle reci-
procita, ad es. la (3). sia degenere di seconda specie od appar-
tenga al tipo I) del n. 46, per modo che la caratteristica Jdells
matrice I sia 2.

Senza ledere la generalitd possiamo supnorre (8) (el camnvo
~omplesso} che il fascio singolare » in "/ sia quells di equazicn.:

(6) WX, — 0 X, 0,

(% Cfr. 8, u. 3, 7, pag. 108-110.

(%) Basta rambiare il riferimento operando sulle forme x ed y una tra-
sformazione proiettiva ch» porti i rispettivi elementi fondamentali X, X..
Y. Y. sulle rette delle due sshiere che passano per i due punti d’intersezi.ne
dell’ asse dol fuseio collu quadrica. che per ipotesi sono distinti.

Infatti i punti fondamentali del riferimento di & appartengono a . o

precisainente :
A =(X;Y), 4 =(XY), A;=(X.Y). A4.=X,¥).
cosicche si pud supporre r =4 , 4. Allora i piani .\, =0, X; =0 passanc

per r e sono tangenti a (), che tagliano secondo le rette A..1. A4, A4,
A.A, A A, Analogamente per Q’.



ol in S’ I’ equazione di ' sia:
(6') e ¥y —u, Y, =0 |

ira i quali la corrispondenza ponga la proiettivitd non degenere:

@ alyy T bhpy ey + Al =0
Ussia la (3) si riduca alla:
(7 a X, Y, +6X, Y, +¢X, Y, +dX, Y, =0 |

e la (1) alla:

(") azyy, sty 4 bryyiiely + cZpypigly + d gy ity =0 .
Pertanto :
a0 0 ¢ 4 0 0.
) L__:};o 00 0 ’ J[:!O 0 b0
! 000§ iio £ 0 0]
b0 0 dj 1000 4]
e 00 0]
ot b0 ol
T o0 0 |-
00 0 dlf

Dall” esame delle (4').
sulta che se una

2 4 4 o analogamente 4 2 1 |, 4 4 2:
(8) 2 3 3 » » 3 2 3 3 3 2,
2 2 2.

tenendo conto che ad — be 0, ri-

delle matrici L M N bha caratteristica 2, le
loro caratteristiche pussono avere i valori:
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Le caratteristiche di M, NV si abbassano contemporaneamente
Yi una o due unitd quando i piani tangenti a Q per » hanno
per omologhi piani di »' di cui uno od entrambi sono tangenti
a ¢, cioé se una delle quattro costanti =, b, ¢, d ¢ nalla o
rispettivamente si annullano a e d, b e . :

_ Dei quattro parametri a, b, ¢, 4 che nel caso 244 com-
paiono nelle (7), (7'), (7") uno solo & essenziale. Gli altri tre
si eliminano approfittando del tfattore di proporzionalita a meno
del quale son determinati e fissando i punti unita del riferi-
mento di 8§ e di S'. Il parametro essenziale che rimane i puo
rendere uguale ad uno dei due valori (reciproci) del birapporto
della quaterna (2 [ a; P;) costituita dalle due coppie di piant
per 7, i primi due « e £ tangenti a ¢, gli altri due 2, e B,
ornologhi dei piani tangenti a Q' per » (Confr. anche i n. 38, 39).

Il ragionamento si trasporta tal quale nel campo reale, quando
la guadrilinearita data & reale e gli assi dei due fasei siano
realmente secanti a (), Q'.

49. - Uno degli assi toceca Ia relativa quadrica, in parti-
eolare vi giace.

1l ragionamentu precedente cade in difetto quando uno od
~utrambi gli assi dei due fasci sono tangenti rispettivamente a
Q .

Supponiamo ad es. che r toechi ¢ od in particolare vi
giaccia mentre »' sia secante a @ (tipi II e IV del n. 46).

Nel punto di contatto poniamo il vertice A4, del tetraedro
delle coordinate.

Come equazione del fascio r si puo allora assumere la se-
guente (7): -

{6,) Xy —h(@X, +8X5) =0
dove Ay ¢ Ay sono i parametri del fascio ed =, -3 due custanti

won entrambe nulle e determinate a meno di un fattere di pro-

{7) II piano tangente a ¢/ in 44 ¢ quello 4,434, di equazivne X;=0.
Su di esso I’ equazione di r sara: a X, + BX;=0. La stessa equazione rap-
presenta anche il piano che proietta r da A,.
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porzionalitd. Come equazione del fascio 7' si pud sempre tenere
la (6'). La (7") e la (7") divengono :

() XY, +0X, Y, + (aX, +BX;)(cY,+4dY,)=0,

- (1Y) axy Yy 28y + by yp 218 + aczy ¥, 2,4y + adx; Yo 2o by +
b Bexayy xyty + Bdwyy 2yt = 0.

Quindi
a ac fc Ol a B 0 O
0O 0 00 0O 0 b Bd
L= y M= ’
0 0 0O ac 0 0 O
b ad fBd O 0 0 ad O
a 0 Be 01
0 b 0 pd
N = P
ac 0 0 O
0 ad 0 O

Dall’ esame delle espressioni di L, M, N, tenendo conto
che ad — bc %0, si riconosce che sono ancora possibili per le
caratteristiche i valori (8').

Si ha il caso 222 solo se r appartiene alla quadrica @
(tipo IV : o oppure § uguali a zero). Altrimenti (tipo II) la ca-
ratteristica di M, N che in generale & 4, si abbassa di una
unitd quando & nullo ¢ oppure d, cioé quando al piano X; = 0
tangente per » a Q corrisponde uno dei due piani Y, =0,
Y, = O tangenti a @ per 7'.

In ciascuno dei tre casi nessuno dei parametri che com-
paiono nella (7”') & essenziale e si possono eliminare scegliendo
il fattore di proporzionalita a meno del quale son determinati
2, B ed i coefficienti a, b, ¢, d e fissando il punto A, ed il
punto unita di S su Q, ed il punto unita di §' su @'

Anche ora il ragionamento si trasporta senza modificazioni
alle quadrilinearita reali, quando » sia realmente secante a Q.

5w
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50. - Entrambi gli assi- toccano la propria quadrica, in
particolare vi giacciono.

Se tanto r come »° toccano @ e Q' od in particolare vi
giacciono (tipi III, V, VI del n. 46), scelto il riferimento tanto
in S quanto in 8’ come al n.c precedente in S, saranno:

)‘tXl—)‘l(”'X2+BX3)= 0, P‘!Yl“‘p‘l(alyi—l_plyt): 0,

le equazioni dei fasci r r'.

Scelti, com’ & possibile in oo modi, i punti fondamentali
omonimi 4; e B, di S ed §’ in due piani corrispondenti dei
due fasci, nella (7) viene a = 0.

Quindi la (7') diviene:

be(f;hYz—l—B, Y,) +e@X;+BXy) Y, +
+d(@X,+BX) (Y, + B Ys)=0.

Dunque :

0 co cB 0 0 8 b8 dBB
b d d 0 ba, dBa, 0 0

I = ) ao, Boy . M= 1 dfay .
OB, daB, dBp O ca 0 daB;, O

0

0 0 0 doa, 0 O 0o |
0  bay, cf dfay
b, O dpB, 0
ca daa, 0 0
deB;, 0 0 O

Esaminando le espressioni trovate e tenendo conto che ora
be £ 0, si riconosce che i casi possibili per i valori delle carat-
teristiche sono:

2 4 4 o analogamente 4 2 4 , 4 4 2;
2 2 2.
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La caratteristica di M e quella di N si abbassano da 4 a
2 nel tipo III, quando i piani tangenti a @, Q vper r, ' si
corrispondono (d = 0), oppure mnel tipo V (a,f = 0 oppure
o, = 0) e nel tipo VI (&, =0 e a;, B, = 0).

Quanto sopra si trasporta senz’altro al caso delle quadri-
linearita reali.

51. - Caso in cui una delle reciprocita & degenere di
terza specie.

In quest’ ultimo caso b, 2) riguarda le relazioni di appar-
tenenza dei due piani singolari 6 e 6" colle rispettive quadriche
Q e Q. Si avranno cosi tre casi distinti a seconda che ¢ e &
siano entrambi secanti a Q, @', oppure uno di essi od entrambi
siano tangenti a Q, Q'. '

In ogni caso si pud supporre che o passi per i punti fon-
damentali 4, A; e ¢’ per B, B; ed abbiano percid come equa-
zioni rispettive :

aXx+ﬁX4=0, a,Y,+B,Y4=0,

con a, B (a;, B) non entrambi nulli. Pertanto la (3) si scrive:

(aXl + BX4) (3 Y, + B Y. =0 ;

e quindi:
\ az, 0 0 Ba :: ay; O 0 0 {[
0o 0 0 0 "0 0 a0
L= , M==t L
o o o o] ‘0 fm 0 0
i ! :
a 0 0 Bl o 0 o
ae, 0 0 O |
Vo 0 af, 0 0 |
. 0 0 Bo 0O

lo o o g
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Dall’ esame delle espressioni trovate si riconosce che i casi
possibili per i valori delle caratteristiche sono:

1 4 4 o analogamente 4 1 4 , 4 4 1;

(8")122» » 21 2 , 2 2 1;
1 1 1.

Le caratteristiche di M ed N dal valore 4 (che assumono
quando 6 e 6" sono entrambi secanti a @ e risp. a Q" : a,B,0,, B, % 0)
si abbassano contemporaneamente a 2 quando uno dei piani sin-
golari tocca la quadrica rispettiva (a,8 = 0 oppure a,, B, = 0)
e si riducono addirittura ad 1 quando ciascuno tocca la propria
quadrica (o, =0 ed a,,B3, = 0). In ciascuno dei tre casi non
si ha alcun parametro essenziale, e la discussione precedente si
trasporta inalterata nel campo reale al caso delle quadrilinea-
rita reali.

52. - Riassunto.

Riassumendo quanto esposto nei n. 48-51, possiamo distin-
guere i seguenti tipi di quadrilinearitd di cui almeno una delle
tre immagini & una reciprocita degenere di seconda specie. Essi
sono distinti nel campo complesso di fronte alle proiettivitd non
degeneri dei sostegni ed all’ eventuale scambio di nome dei so-
stegni stessi:

A) Per i valori 2, 4, 4 delle tre caratteristiche si hanuno
ol tipi distinti, caratterizzati dal volore di un parametro: come
tale si pud assumere il valore del birapporto (a«Ba, ) di cui
al n. 48. Valori reciproci del parametro danno luogo allo stesso
sottotipo. Si devono escludere i valori 0 ed «, giacché se uno
dei due piani a, B coincide con uno dei due a,,,, le caratte-
ristiche di M, N si abbassano.

Il valore | si pud ritenere competa tanfo al caso a =9
(oppure o, =B,) incontrato al n. 49, quanto al caso, distinto dal
precedente, « =3 ed a, = B, incontrato al n. 50).

B) Per i valori 2 ; 3 , 3 delle tre caratteristiche si hanno
due tipi distinti, uno visto al n. 48, I’ altro al n. 49.
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C) Per i valori 2 , 2, 2 delle tre caratteristiche si hanno
cinque tipi distinti, due incontrati rispettivamente ai n. 48 e 49,
gli altri tre al n. 50.

D, E, F) Infine per ciascuna delle terne 1,4 ,4; 1,2,2;
1, 1,1 di valori delle caratteristiche si ha un solo tipo, come
s’ & visto al n. 51.

53. - Quadrilinearitd prodotti di seconda specie di due
trilinearita.

A. Duscrer ha mostrato (8) che una corrispondenza trilineare
fra tre forme di prima specie x y § ha per immagine nello
spazio ordinario la configurazione di una quadrica rigata Q e
di un fascio di piani », quando ad es. si riferiscano gli elementi
di  ed y alle rette dei due regoli di Q e quelli di § ai piani
per r. T vari tipi di trilinearita (nel campo reale o complesso)
corrispondono alle diverse relazioni di posizione fra la quadrica
‘Q e la retta 7.

Cosi per una trilinearita reale iperbolica od ellittica » & ri-
spettivamente secante od esterna a Q; per una trilinearita reale
parabolica & tangente.

Per una trilinearitd semplicemente degenere 1 asse » del
fascio appartiene a ), oppure il fascio si riduce ad un piano
fisso 5. Se poi ¢ & tangente a @, la trilinearita & doppiamente
degenere.

Rappresentiamo due trilinearita aventi un sostegno in co-
mune ¢ in due spazi ordinari S ed S° mediante due quadriche
Q, @ e due fasci di piani r ed +', sui cui piani si rappresen-
tino gli elementi della forma §.

Dalla definizione di prodotto di seconda specie data al n. 36
del Cap. IV, risulta che tale prodotto pud rappresentarsi ponendo
una proiettivita non degenere tra i due fasci » ed »": quella che
nasce fra di loro quando si associno i piani omologhi dello
stesso elemento = di §.

4 Quindi, tenendo conto delle considerazioni svolte ai numeri
precedenti, risulta anche che la quadrilinearita prodotto di se-

() Cfr. la nota () della prefazione.
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conda specie di due trilinearitd appartiene ad uno dei tipi A),
B), C) elencati al n. 52 e caratterizzati dall’ essere due la ca-
ratteristica di una delle tre matrici L, M, N. Come casi limiti,
per essere la proiettivita tra i due fasci degenere, si possono
ottenere anche i tipi D), E), F), in cui una delle matrici ha
caratteristica 1. Se la quadrilinearitd & reale, perché nessuna
delle trilinearitd duplosingolari in discorso risulti ellittica occorre
che I’ asse del fascio di piani corrispondente sia realmente se-
cante alla rispettiva quadrica. Si pud vedere anche direttamente,
tenendo .conto delle espressioni dei suoi elementi ¢, :
9 Conti = Qg1 Oime — Cixs by @k l,m=12),
che la caratteristica della matrice L dell’ aspetto (zy; x¢) della
quadrilinearita (6’) del Cap. IV & << 2. ‘

Dalle (9) appare che L & il prodotto per righe delle due
matrici :

| am (4T I H by =bin
a a b -b
(10) 121 122 I 122 121
Qs Gz l bas =
(2] Qgep e ~bga |

e tale prodotto & appunto una matrice di caratteristica << 2.
Infatti ciascuno dei suoi 16 minori del 3¢ ordine & uguale ad
uno dei 16 possibili prodotti di due matrici con tre righe e due
colonne che si ottengono togliendo una riga a ciascuna delle
(10), e quindi & nullo. Analogamente i suoi 36 minori del 2o
ordine sono uguali ai 36 prodotti di due minori del 2° ordine
estratti dalle (10). Cosicché se nessuna delle trilinearita (3), (4)
& semplicomente degenere, con la proiettivita fondamentale che
leghi rispettivamente x ed y, ~ e ¢, allora la caratteristica di L,
come quella (?) delle due matrici (10) & due. Altrimenti & uno.

(% Cfr. T, n. 35, pag. 37.
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54 - Tipo generale dell’ equazione rappresentabile con un
nomogramma a doppio allineamento a cerniera e scale retti-
linea - Sua dissociazione. '

Siamo ora in grado di stabilire quale sia la condizione
necessaria e sufficiente perché un’equazione del tipo (1). del
capitolo IV sia rappresentabile mediante un nomogramma a
doppio allineamento con scale e cerniera rettilinee.

Anzitutto mediante le (2) dél cap. IV essa si deve ridurre
al tipo quadrilineare (1) di questo capitolo (1°). Inoltre almeno una
delle tre matrici L M N deve avere la caratteristica minore od
uguale a due.

Sia ad es. L quella di caratteristica piu bassa, uguale a
due; e sia ad es.:

ayn Q211

e Ay
un suo minore diverso da zero. Posto :
B = 20 0pim T Y @k l,m=12),
sara :
By =M\B,, + & B ) By = Pun + P'zBu )

dove A\ A, e p; ., sono dati dai sistemi :

s = MGy + MG ‘ Oy = POy + PGy
Gy = NGy + M Gpane ! l Oyaoe = W1 Qyay; + P2 Cans !

il cui determinante & per ipotesi diverso da zero. Quindi la (1)
si serive: °

By (xih + M2t + 1 32 ls) + Bie (%1l 4 Aaza ¥y + pa22ty) = O,

(10) M. D’ OcaeNe chiama con R. Sorrau una tale equazione «momo-
graficamente razionale, di ordine nomografico quatiro, a quatiro variabili»
(Cfr. E. p. 41-42).
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e la quadrilinearita pud pensarsi come il prodotto delle due
trilinearita :

(11) §By—&B,=0,

(12) & (x 1t + hezety 4 Beels) + & (%1t Mzl + py2als) =0,
col sostegno comune €.

- Dopo di che le (11), (12) debbono essere reali e, se duplo-
singolari, iperboliche. Perché siano reali occorre e basta che
siano reali i coefficienti della (11) e della (12), e quindi quelli
della (1). Per il resto che i loro discriminanti A, e A, siano
maggiori od eguali a zero (11).

Se la minima delle caratteristiche suddette, ad es. quella
di L, vale 1, allora le quattro forme B, differiscono solo per
un fattore di proporzionalitad. Se ad es. gli elementi della prima
riga di L non sono tutti nulli, sard:

By,=\B,, B,y =\B,, By, =M\ B, ,
e la (1) si serive:

(13) (@ @1 Y1+ Bien 1 Ys + @G T2 Yy + Qe 2 yz) (zl t, 4+
+ Mty + Moy 4 Ma2e8y) =0

cosicché per rappresentare nomograficamente 1’ equazione data
sara sufficiente costruire separatamente la rappresentazione delle
due proiettivitd le cui equazioni si ottengono annullando cia-
scuno dei due fattori al primo membro della (13). Inoltre quelle
proiettivitd, ciod i coefficienti delle loro equazioni e quindi quelli
della (1), dovranno essere reali.

(11) Quest’ ultima condizione ¢ superflua, se non si prescrive che i so-
stegni delle scale debbano essere rettilinei. Abbiamo infatti gia visto come sia
possibile rappresentare con un nomogramma a punti allineati anche una tri-
linearitd ellittica, ad es. prendendo come sostegno comune a due delle scale
una medesima conica (cfr. nota (7) al n. 21) e come sostegno. della terza
scala una retta.



