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TEORIA DEI NOMOGRAMMI A PUNTI ALLINEATI

ED A SCALE RETTILINEE, DAL PUNTO DI VISTA

DELLE CORRISPONDENZE PLURILINEARI TRA

FORME DI PRIMA SPECIE (*)

(**) W; EDMONDO MORGANTINI (a Padova).

È a tutti nota 1’ importanza che la nomografia ha assunto

negli ultimi decenni in tutti i rami della tecnica. Abachi e no-

mogrammi sono da tenxpo entrati nella pratica e ben pochi sono
coloro che non abbiano avuto occasione di servirsi di essi. Par-

ticolarmente familiari li ha resi ad es. il largo uso che se ne fa
per risolvere sistematicamente alcuni problemi topografici e di

tiro delle artiglierie.
Amplissima ne è la letteratura (1), a carattere essenzial-

(*) Questo lavoro fu iniziato dall’ A. durante il suo richiamo alle armi

(1939-43), quando ebbe 1’ incarico dal Comandate del 20o Regg.to Art. ·~ Piave »,
col. TIi3FRI0 TIBKRI di costruire un nomogramma a punti allineati per il ra-

pido calcolo delle distanze. Fu poi redatto, in una forma che differiva da

questa solo per qualche ritocco formale, al ritorno Padova dopo 1’,S
Rette~ubre 1943.

(-~*) Pervenuta in Redazione il 29 Ottobre 194~.

(1) Un’ amplia bibliografia correda ad es. tanto l’ articolo di It, 
~c ~umerisclces », quanto il suo rifacimento a cura di M. D’ 

« Galcus rí5pettiv-amente nelle edizioni tedesca (1902) e fran-

cese (1909) della Encyclopaedie der mathematischen Wissenschafton, ler Bd.,
2er Teil, F, pagg. 941-1076 (Tome 1, 4mo Vol., et 3m° fase., nella edizione
francese, che in seguito indicheremo brevemente con A). In essi un a~np~o
capitolo (A, nn. 49-57) è dedicato alla nomografia ed in particolare al metodo
dei punti allineati (A, n. 53).

Un’ esposizione più recente, concisa ed interessante per le sue vedute ge-
nerali è quella di M. D’.OCAG.NE, contenuta nel Fasc. IY dei Méinorial des

Se. Fsqzcisac de la (Paris, Gauthier- VinlBrSl~
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mente applicativo in Italia, ove si eccettuino poche opere
scolastiche (2).

Classico in argomento il trattato del D’ OCAGN~ già citato ~).
Tra i nomogrammi offrono particolare interesse per la loro

praticità quelli a punti allineati, specialmente se a scale rettili-

nee. Della loro teoria qnesto lavoro vuoi dare una rielaborazione

originale, ponendosi dal punto di vista geometrico della conside-

razione delle corrispondenze che nascono tra i sostegni delle

scale, qualora sia fissato il tipo del nomogramma.
Che io sappia tale punto di vista è nella questione esse-

zialmeute nuovo, ed apporta alla teoria una unità ed una conci-

siol~e notevoli.

Durante la trattazione sono esaminati anche altri concetti già
noti, sotto punti di vista che credo originali e convenienti.

Cos  (nell’ i~~~roduzione) si suppone in generale proiettivo il

riferimento dei sostegni delle scale.
Tale ipotesi, insieme alla considerazione della corrispondenza

trilineare (3), rende particolarmente semplice ed elegante la tratta-

1925), alla fine del quale viene aggiornata anche l’ ampia bibliografia conte-
nuta nel classico de N omographie» (Paria, Gauthier- Villars, 1 er ed.

1899, 2e ed. 1921). (che indicheremo in seguito con E)
il cap. III è dedicato ai nomogrammi a punti allineati; nel ·~ Traité .... ~ i

cap. III e VI.

(2) Notissimo ad es. il libro di G. Prsci « Cennz di nomografia » (2&#x26; ed.
Livorno 1901).

Nel grosso volume di G. C~SSINIS ~ Calcolz numerici gra fici e r~zeecanici ~
Tip. Ed. Mariotti-Pacini, 1928) il cap. IV è dedicato ai metodi grafici

di calcolo (pagg. 63-134). Di questo la sez. D) parla dei nomogrammi a punti
allineati, limitandosi - come dice ~ Autore (pag. 98) - « a tr~ ttare alcuni casi

particolari semplici, che hanno importanza nelle applicazioni ».
Una breve esposizione degli elementi della ·~ Nomografia », si trova anche

in una conferenza di 0. CHISINI, pubblicata nel vol. VI (1932) dei Rendiconti
del Seminario Matematico e Fisico di Milano.

Recentemente pei tipi della R. Accademia Navale di Livorno è apparso
il volume di A. ÅGOSTINI (Livorno, 1942) che contiene anche
un breve elenco dei migliori trattati recenti sul~ argomento.

(3) Un ampio cenno bibliografico ed una esposizione elementare della teo-
ria delle corrispondenze trilineari per le forme di prima specie sono contenuti
nella monografia di E. I1IORG~rTI~ I ~c Teoria delle corri.spondenxe trilineari
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zione della teoria dei nomogrammi a punti allineati con tre scale
rettilinee (cap. I), permettendo di ritrovare naturalmente e per
altra via i risultati già conseguiti dal Ad es. la no-

zione di punti critici (4) si identifica con quella di punti singolari
della trilinearità; si ritrova il tipo più generale di equazione
suscettibile di tale interpretazione noinografica, ecc.

Nel capitolo II si confronta la nozione di abaco a curve

concorrenti con quella di nomogramma a punti allineati, sta-

bilendone i legami e precisando la generalità che pertinge al

secondo concetto. Si definisce la nuzione più geue~~a1 e di i nomo-

gramma a punti dipendenti e si precisa la nozione di equiva-
lenza di fronte a certi gruppi di trasformazioni (dei sostegni e

del piano del nomogramma) che generalizzano in particolare 1’ a-

namorfosi rettilinea di i L. e quella di J. 131ASSAU (5 ¡.
Si passa quindi a trattare nel capitolo III dei nomc&#x3E;grammi

a scale rettilinee ed a punti allineati per quattro o più variabili,
introducendo la nozione di prodotto di prima specie di due trili-

nearità con due sostegni in comune.

Nel capitolo IV la considerazione del prodotto di seconda

specie di due trilinearità serve di guida per la costruzione dei

vari tipi di nomogrammi a quattro scale rettilinee, doppio alli-

neamento a cerniera rettilinea.

tra fórine di iii Rendiconti d,,,1 Sø~n. ~Iatè :nat~co della R. l  Il~-

versità di Padova (Padova Cedan~, 1938), che indicheremo in seguito con T.
Dòpo la pubblicazione di T sono venuto a conoscenza _- per avern1ene

1’Autore gentilmente inviata una copia - di una nota di A. 

Abbildung dei- biniiren Tràlznearform » ~.Jahresbericht d. DeutSCher1 ~rathe~n.
Vereinigung, XXXII (1922), p. 234). In essa Egli fa vedere, ~spirandosi ai

lavori di C. SEGRR citati nella successivi nota (~’~, come lo studio della cor-
rispondenza equivalga a quello della configurazione ~luadrica r~~f~ta-fa,-;cio di

piani dello spazio ordinario.
Colgo l’ occasione per ricordare che della teoria della corrispondenza tri-

liJ1earc recentemente si è anche occupato E. A. ,Y F. iSS, morto il ~~ - 2 - 4‘~

durante la 2a guerra mondiale. L’elenco completo dei suoi lavori si trov a

alla tine dell’ articolo cO~nrne~norativo di I~, STRUB~iXKER in Deiitsche 

matik, Anno 70 (1943), p. 254-298.

(4) Confronta E, pag. 29.
Confr. A, pagg. 367 - 3 î 2 ; h:, pa g . 16.
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Per assegnare il , tipo più generale di equazione in quattro
variabili d’ordine nomografico quattro suscettibile di tale inter-

pretazione nomo~’rafica, si premette nel capitolo V un cenno sulla
classificazione proiettiva delle corrispondenze quadrilineari tra

forine di prima specie, tratta in parte da un noto lavoro di _
C. 

( s) C. SEGRE: eurrispondenn.e quadrili~aeari tra di 

specie e su alcune loro -appresentaxioni spaziali » in Annali di Matematica,
(3) XXIX (1920), pagg. 105 -140. Cfr. anche C. Un principio di
riduzioite studio delle eorrispondenxe algebriche » in Rend. Accad.

Lincei, (5) XXYIII2 (1919), pagg. 308-312: In questo lavoro l’ autore enuncia
le idee generali che poi nell’ altro applica al caso particolare delle quadrili-
nearità tra forme di prima specie.



INTRODUZIONE

Scale funzionali - Nomogrammi e corrispondenze.

1. - Prem.essa. 
’

La nozione generale di i scala funzionale (1) si basa sulla rap-
l’res~H~tazione geometrica di i una variabile reale dipendente o no
sui punti ’di una curva piana. Infatti essa dipende dalla possibi-
lità di istituire una corrispondenza biunivoca e continua tra i

numeri z~ di un intervallo A del campo reale ed un arco di curva

(;. ~om’r noto tale possibilità esiste sempre, appena C sia una

linea semplice ed aperta di i 

2. - Scale funzionali rettilinee : scelta del riferimento.

A reale, C una retta, ehiusa, nel senso
della geometria proiettiva (2). Basta introdurre sulla retta un si-

stema di ascisse o più in generale un sistema di coordinate proiet-
tive x.

. Ogni altro riferimento ?/ biunivoco senza eccezioni e Col1t1I111U

dei punti di C ai numeri di A genera, qualora si assocîno punti
’ 

aventi la stessa coordinata, una corrispondenza 1t biuuivoca senza
eccezioni e continua della retta in se (un legame funzionale

.IJ = 1 (x) qualora si associno le eoordinate x ed y di un mede-

siamo punto, iove 1 è univoca e continua ed il suo dominiv -4

coincide col suo codo~~~~nio). Quindi appena 1 sia suscettibile di

rappresentazione analitica, 7c è una proiettività (1 è una funzione
lineare fratta) .

"~."} ) Cfr. A, n. 42, pag. 325; E, pag. 2.
(-) Specialmente nel caso dei nomogrammi a punti allineati, dovendosi

costruire i punti incogniti mediante una catena di proiezioni e seLioni, ~ op-
yortnuo considerare i sostegni delle si~ale dal punto di vista della geometria
proietti va.
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Dunque il nuovo riferimento è ancora un sistema di coor-

dinate proiettive.
Scelti i punti fondamentali ed il punto unità si può costruire

liuearmente ogni punto razionale (8), quindi in pratica (cioè col
1’ approssimazione che consente il disegno) ogni punto reale,

3. - Nella pratica, data una retta, si presuppone sempre dato
su di essa un sistema di ascisse x, a meno del verso positiva e

della scelta dell’ origine, in quanto si conviene ad es. di 111isurare

le lunghez~e in milli~uetri. A partire da tale sistema, per costruire
un qualunque sistema di coordinate proiettive ?1 si può pro-
cedere :

a) per via grafica, mediante proiezione da un centro oppon-
tuno del sistema di ascisse di una retta ausiliaria;

b) per via numerica, avendo preventivamente costruita Lilla

tabella del1~ funzione lineare fratta // = l (x).
In un caso e nell’altro si può sempre fare in ~~~udo che uti

certo segmento corrisponda ad mn dato intervallo del campu reale
(più precisamente che tre punti dati abbiano coordinate assegnate).

D’ora in poi supporremo sempre che sui sostegni delle scale
rettilinee che si considerano sia prefissato un sistema di coordi-

nate proiettive. Se del caso preciseremo i punti fondamentali del
riferiniento ed i punti unità, oppure assegneremo le coordinate di

tre punti.
.

4. - Definizione.

Dopo di ciò possiamo precisare che cosa intendiamo per scala
funzionale rettilioea :

Sia data una funzione reale !1 = 1*(x), definita in ull certo

intervallo del campo reale I = (a H b) (più in ’ ~enerale in iin

aggregato semplicemeute infinito . Supponiamo che in tale in-

tervallo essa sia univoca assieme alla sua inversa, sebbene in

molti casi sia sufficiente supporle tali da poterne considerare se-

paratainente i vari rami univoci nell’ intervallo dato.

(3) Cfr. ad es. A. CO~iESSATTI, Le:ioni di ~eo~rtetri~t e 

tive, (Parlova, Cedam 1931) p. 11. pagr. 10il-104.
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. Su di una retta (sostegno della scala) sia fissato un sistell1á
di coordinate proiettive y. Associaimo ad ogni punto y il valore.

x di I tale che sia f (x) = y nel ramo che si è preso in esame

della fauzione f. ~lettiamo ciò in evidenza graficaniente scrivendc
a fianco dei punti corrispondenti ad opportuni (4) valori di :1’ la

loro «quota» x. Cos  procedendo (5) per ~ intero intervallo i

considerato si viene a costruire la scala ficrt~io~aale rettilinea della
funzione 2~ = f (x), relativa al sistema di coordinate proiettive
considerato.

5. - Esempi.
Casi particolari ltissirni sono i seguenti, in cui il sistema

di riferimento un sistema di ascisse:

~c) La f (x) è lineare ed intera !1 == ax --;--- h; si ottiene la

o nzetriec~.

t~ La x) ~~ lineare fratta t - 201320132013,; si ottiene ) La f ( ~~ 1 i ii ea re fratta v SI o ~ene la scalo

e) IJa fti zioi e è si ottiene la 

6. - Sca.le funzionali curvilinee a sostegno razionale.
Sia 1’ i ntero campo reale e () una curva razionale (6), data

mediante le sue equazioni parametriche in tlll sistema cartesiano

ortogonale X, Y :

La funzione da considerare sia y = f (x), definita in un certo
iniervallo I = (n H h).

relazioan al signihcato di x. Di solito x è la ~rtzsura di una 

tità tisica. C~nBTerrà allora segnare le quote corrispondenti a multipli e 
multipli convenienti della unità di misura, tenendo conto della 

grafica e della possibilità di interpolare a vista con una certa esattezza.
É~’) preventivamente costruito una tabella della funziono

f (x), oppure Hfruttando una costruzione geometrica sistematica che permcttv
di costruire graucamente il punto di coordinata -~ data la sua quuta x.

l’~) Come nel caso delle scale rettilinee conviene considerare anche i

pujiti impropri della curva iù (Cfr. o nota (2) ).
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Auzituttu scegliamo su C un sistema di riferimento, preii-
lendo su di essa come coordinata del punto corrente il para-
inetro t o più in generale una qualsiasi sua trasformata proiet-
tiva r. Si possono cos  far corrispondere ai valori di un intervallo
contenuto in I i punti di un arco prescelto della curva data. Più
precisamente a tre valori assegnati di x si possono far corrispon-
dere tre punti dati. Dopo di che si procede come per la costru-

zione della scala rettilinea, assumendo come quota del punto z
il valore di 21 tale che sia f (x) = r.

7. - Nomogrammi a punti dipendenti e corrispondenza tra
i sostegni delle scale.

Dalle considerazioni i precedenti risulta elin~i~~ata l’ artificiosa
nozione di 1), in quanto che la scelta del ~~~odulo non
4 che un particolare dellu scelta del sistema di riferimento sul

sostegno della scala. 
,

L’opportunità di presupporre sulla retta un riferimento. proiet-
rivo, ancorchè i sistemi di misura grafica che si usano in pra-
~ic~a, sianu metrici, risulta dalla convenienza che si renderà sempre
più manifesta col procedere dell’esposizione di basare lo studio
Iei nomogranmi a punti allineati su quello delle corrispondenze
cenerate tra i sostegni dall’ allineamento. 

’

In altre parole la costrnzione di un nomogramma a~ punti
allineati e più in beneralN ~r, punti di~e~tde~tti (nel senso che i

punti corrispondenti delle varie scale appartengano a~i una curva
variabile in un sistema cfr. n. 20) non è altro che la in-

tt3r-pretazione di un sistema di equazioni variabili eon~e equa-
zioni di una corrispondenza tra i sostegui di un certo numero di
scale funzionali. D’altra parte si cerca non già di costruire un

tipo diverso di nomogramma per ogni legame funzionale, ma piut-
tosto di ricondurre il maggiore numero possibile di legaini funzio-
nali diversi allo stesso tipo di rappresentazione nomografica.

Fissato quindi il tipo del nomogramrua a punti dipendenti
rimane fissato il tipo della corrispondenza tra i sostegni delle

scale. Ora lo studio di tali tipi di corrispondenze ad es. tra rette o tra
iuive razionali è stato già fatto o sarà opportuno farlo dal punto
di vista della geometria proiettiva, classificandole sia di fronte alle
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trasfortnazioni proiettive reali dei suategni, sia di fronte alle tra-

sfortnazioni proiettive reali del piano.
Di qui in particolare l’opportunità di un riferimento proiet-

tivo à~~Zichè metrico e più in generale 1’ upportunità di basare la

nomograf a a punti dipendenti oltre che sullo studio dei legaiiii
funzionali in questione, anzitutto sullo studio delle corrispondenze
relative, in quanto la loro classificazione fornirà utili indicazioni i

sul tipo più generale di legame funzionale suscettibile di una data
interpretazione noinografica e (dato un funzionale siffatto)
suggerirà gli accorgimenti necessari per la costruzione delle rela-

tive scale.



CAPITOLO PRIMO

Nomogrammi a tre scale rettilinee, a punti allineati

8. - Generalità.

Rimandando al capitolo II (~i. 19) un’ analisi più .detta-
gliata del concetto generale di nomogramma a punti allineati,
converrà qui precisare che cosa s’ intencle per " 
punti alli~aeat2.’, a tre di una equazione

È una uappreseutaziuue pratica delle sue soluzioni ottenuta

distendendo le tre variabili a, ~3, y rispettivamente su tre rette

(in generale distinte: i delle «scale»), per
modo che i punti Pl P--&#x3E; P3 immagini di tre valori ao , 70
costituenti una soluzione della F = 0 risultino allineati, e vice-

versa tre punti allineati (uno per ciascuna scala) corrispondano
a valori ~o 10 soluzioni di F = 0.

La corrispondenza che si uttiene fra i tre sostegni i (dove
supponiamo siano fissati tre sistemi di coordinate proiettive
;r y x) associando tre punti P1 P.~ P3 appartenenti alla stessa

retta (fig. 1) è com’ è noto una corrispondenza trilineare (alli-
neata), parabolica od iperbolica a seconda
che le tre rette date passino o no per un
medesimo punto, iii particolare semplice-
mente degenère se duce delle scale hanno

lo stesso sostegno (1).
D’ altra parte di fronte alle trasformazioni proiettive reali

dei sostegni, tutte le trilinearità iperboliche o rispettivamente
paraboliche od ugual m en te degeneri sono fra loro equi valenti (~)o

(’) Cffr. ’.~, nn. pago 7U e seg..

( ) Cfr. T, Ho 19, n. 4H., 
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Ciò significa che data’ una corrispondenza trilineare di

equazione (in coordinate omogenee) :

dove le sono costanti reali, se essa è tale che il suo discri

tninante (s) á (a) sia inaggiore od uguale a zero, si può sempre
scegliere la posizione ed il riferimento proiettivo dei sostegni in

modo che la corrispondenza risulti allineata. Fa eccezione i! L

caso che essa sia doppiamente degenere, che d’ altronde non hi-~

interesse no~nografico..
5e A (a) &#x3E; 0 la posizione dei sostegni è arbitraiia, 

condizione che non passino per un medesimo punto.
Se A (a) = 0 i tre sostegni debbono passare per uno stesso

punto (in particolare possono essere paralleli), e due di i essi

debbono coincidere se la trilinearità è semplicemente degenere.
La scelta del riferimento proiettivo dei sostegni è legata

alla considerazione dei punti singolari della corrispondenza (4),
che nel caso della trilinearità allineata debbono necessariamente

cadere nei punti d’ intersezione dei sostegni, ed è vincolata dalia
condizione ulteriore (necessaria e sufficiente perchè tutte le terne
di punti corrispondenti risultino allineate (5)) che:

risultino allineati i punti di una terna gene-
rica (non contenente gli elementi singolari) ;

se 0 (a) = 0 risultino allineati gli elementi di tre terne

generiche, in particolare quelle di una sestupla associata (6);
infine, se la (1) è se~uplicemel1te degenere, che la proietti-

vità fondaimentale si riduca all’ identità ed il punto fondall1en-

tale della terza scala cada nell’ intersezione col sostegno comune
delle altre due.

9. - Scelta del riferimento nel caso iperbolico.
Sia á (a) &#x3E; 0. Determiniamo (1) le coordinate r’ r‘’ s’ ~"

(3) Cfr. ~‘, 11. 12, pag. 11.
(4) Cfr. T, n. 11, 10.

(5) Cfr. T, n. pag. 73.

(6) Cfr. T, 47, 50.

(~) Cfr. T, iiii. pag. ~I. ~ 1.
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t’ t" dei punti singolari e supponiamo di aver scelto le nota-

zioni in modo che essi si accopp no secondo lo schema della

fig-. 2.

Siano inoltre 1’’’’ .s"’ t"’ le coordi-

nate di una terna di punti corrispondenti.
Allora il riferimento sui tre sostegni deve
essere preso in una delle due maniere

indicate negli schemi delle fig. 3-4:

Rirnangono arbitrarie le posizioni della (R, S, T)
e delle tre scale. 

’

Di tale arbitrarietà conviene di solito approfittaré per:
a) scegliere due delle scale parallele ed a distanza opportuna ;
b) giastapporre gli intervalli utili (8) delle relative gra-

dU~tzioni; 
’

c) disporre le scale in modo da diminuire gli errori grafici
di intersezione con la retia « indice » a ;

d) dilatare gli intervalli utili delle tre scale allo scopo di

rendere più facile e precisa la lettura.

Questi accorgimeuti, evidentemente vanno studiati cas, per
’

10. - Osservazione.

Se nel riferimento presistente sui tre sostegni le coordinate

oniogenee dei punti X T (fig. 3-4) erano rispettivamente :

(8) Cioè quelli in cui si prevede oscilleranno le variabili «, p, y in re-
lazione all’ impiego previsto del nomogramma. Non hanno perciò di solito
relazione con- gli intervalli di definizione delle (2) n. 11 se non in quanto
vi sono sempre contenuti.
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le relazioni bilineari che fanno passare dai vecchi riferimenti

, 1J C ai nuovi x y Jr sono ovviamente del tipo:

11. - Tipo generale deh’ equazione a nomogramma iper-

Da quanto precede consegne che possono essere rappresen-
tate mediante un nomogramma a punti allineati, a tre scalt.

rettilinee non concorrenti, tutte e sole le equazioni .F (!1., ~3, 7) = 0 -
Ü~ tre variabili ot p T riducibili al tipo (1), quando __ il d scrinii-

nante della (1) è positivo (~) e dove:

sono rami univalenti (nella stessa accezione del numero 4) (H

funzioni reali delle variabili it, 3, -,,, defi ni te in opportuni (10)
intervalli del campo reale.

S,celti i sostegni e su di essi il riferimento nella maniera

;. ~ ~1 opportuna, seg-ueudo il prucedicneuto già descritto, le (2)
~’-~rn ~ scùno le graduazioni delie scule.

e) Cfr. E, n. 15, han. 30. D’ chiama di zero i non" -

E~1’Ui119I11 a punti alliueati e con le tre scale rettilinee comunque disposte nei
piano (cfr. E, n. 14, 29). Una equazione F (oc, ~3, ; ) = 0 che ~~~cùia~~tt’

(2) possa scriversi sotto la forma (l) è da lui chiau1hta con 

e 1 i tre (E, n. "

pag- 1:t),
(10) Uno di essi fa 111 ¡nato dagli altri due e dalla F = 0.



16

12. - Esempi.
Se:

ed : , o

oppure :

la equazione della corrispondenza associata assume la forma ca-
nonica x y x = 1, oppure x y - x, e lo schema del nomogramma
relativo per la (4) è uno dei due delle fig. 5-6 :

Per la (5) è uno dei due che si ottengono da questi 
biando nel riferimento della scala delle lo zero con l’ infinito.

In tal caso conviene scegliere due scale parallele (fig. î -8) per
modo che su di esse le coordinate proiettive di veng-ano ascisse.
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Il riferimento proiettivo sulla terza scala può otre~~ersi

rispettivamente :
a) proiettando dal punto unità dell’ asse y il riferimento

metricu dell’ asse i ;

b) proiettando dal punto unità dell’ asse x il riferimento

metrico dell’ asse x.

13. - Caso parabolico. Accenno al caso che la trilinearità
sia semplicemente degenere. Scelta del riferimento.

Deterrninati gli elementi singolari (11) r s t e quelli prin-
cipali e secondari di una sestupla associata (6) 1" s’ t’, T" s" t",
il l’iferi~uento sui tre sostegni deve essere scelto come è indicato
nella 9, rimanendo arbitraria la posi-
zione delle scale (purchè COIlCOrreIltl 111

illl punto P) e quella delle rette a e

(purcllè i loro punti di intersezione

1~ 1; C cadano rispettivamente sugli assi

z) -
Di tale arbitrarietà si approiittera

anche ora her :

a) scegliere eventualmente le tre scale
parallele ed alla distanza più conveniente una dall’ altra ; -.

~j ‘ g i ustaporre gli intervalli utili delle rispetti ve graduazioni;
~~j dilatare gli intervalli utili delle scale, in modo da ren-

dere più facile e precisa la lettura e da diminuire gli errori

grai ci.
Come prima (n. 10) si procede per passare dal riferimento

preesistente a quello occorrente per la graduazione delle scale.
ntine se la (1) è semplicemente degenere e la proiettività

fondamentale intercede fra y e z, il riferimento su una di esse

y o ~1’~JItI’aI’10~ nell’ altra (il cui sostegno deve coincidere con y)
e deterininato, dovendo ad es. nei punti fondamentali di y ca-

dere i tre loro omologhi Al X2 ~3 nella proiettività fondamentale.
La terza scala x ha posizione e l’iferi~nento generici, purcln al

(’) ComP nel caso iperbolico. Cfr. T, 1, e.. in (i).
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pmto di i intersezione col sostegno delle altre due compata 1B

coordinata xo dell’ elemento singolare.
È evidente che in questo caso basta per la rappresentazione

non10grafica costruire la scala funzionale della proiettivit:1 che

lega .li e i, non occorrendo affatto segnare la scala delie zl.

14. - Tipo generale delle equazioni relative.
Sono pertanto suscettibili di rappresentazione mediante, un

nomogramma a punti allineati ed a scale rettilinee e con-

correnti tutte e sole le equazioni (9) F’ (a, ~, ~) = 0 in tre vi- .

riabili :, fi, y, riducibili al tipo (1), quando il discriminante

â (a) della (1) è nullo, purchè la trilinearità (1) non sia doppi-
mente degenere, I e dove come al n. 11 x, son lP,~ati ad

a, fi, 1 dalle (3), che conservano il loro significato.
Anche ora scelti i sostegni e su di essi il riferimento 1~~-

guendo il procedimento testè descritto, le (3) forniscono 1~, gra-

duazione delle scale.

15. - Esempio.
. Sia:

posto x = a, y = = lo" la equazione della corrispo~,cle3~~:~
assume la forma: ° 

°

Punti singolari sono i punti oo del riferimento., per modo
che prese le scale parallele su di esse x y z liaiino signincato

ascisse. Inoltre alla corrispondeoza appartiene la sestupla as.

sociata con gli elementi principali in 0 - -1 o e quelli 
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dari in ~ , 0 1 
(11). Pertanto lo sche-

a c ’ )

ma del nomogramma è quello della fig. 10.
Apparentemente esso non rispecchia

la simmetria della (6), ma diviene sim-

metrico appena si segnino sulle scale an-

che i punti

e si mettano in e~-idenZa le terne for-

mate da essi e dai punti già consi-

derati. Cos  = ’ = 1 ~~ ha

lo schema della 1 ~.

Iii questo caso supponiamo un

preesistente comune riferimentc metrico
delle tre ad es. in minimetri 

ine accade se esse son 1 un 1

fogliv di carta millimetrata parallelal11ente ad uno dei lati della

quadrettatura, di cui ~ altro lato sia j&#x3E;«ii.allel&#x3E; .4 r) i

versi concordi a quelli segnati sulla figura. Allora 1(, mistm’e

assolute a, p, v in dei segmenti unitari (i i modnti i delle

graduazioni) sono legate alle ~l~utne (listanze (11 ~,, da delle scale
(d~ + = d2! dalla relazione di proporziunalitn :

che fornisce una comoda iudieazioue per la scelta delle rntutue

distanze delle scale in ha,se al]’ tln1p~ezza degli intervalli utili

delle graduazioni.

16. - Osservazione.

L’ esempio precedente acquista un particolare signitieatu
~ nalora si pensi che il ~ nomogramma relativo f’~ suscettibile di i

(1’) In T a pag. 49, 5-ultiina riga, si de,re 

~ ... ad es. del tipo : 
1
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rappresentare, entro certi limiti àipendeuti dal grado di appros-
simazione che si desidera (ossia considerando come intervalli

utili opportuni intorni del punto 0 delle tre scale), qualsiasi
legame fanzionale fra tre variabili a, p, 1, purche esso soddisfi
ai seguenti requisiti :

a) sia definito implicitamente da una equazione :

b) sia F (0, 0, 0) = 0. A questo caso si riconduce 1’ altro

più generale in =0, con le posizioni :

c) la F (a, ~3, 7) sia sviluppabile in serie di MAC-LAURIN in

un intorno del punto (0, 0, 0).
Allora infatti a meno di infinitesimi di ordine superiore ri-

spetto ad a, P, 7 (13) si può ritenere sia soddisfatta la (6) in

un intorno del punto (o, 0, 0), essendo :

17. - Altro esempio.
Sia:

Posto x = a, la equazione della corrispon-
denza associata diviene:

Anche ora (1&#x26;) gli elementi singolari sono ~~~~proprî, per
modo che conviene scegliere le scale parallele, e su di esse le

(13) Supposti Y tlello stesso ordine, ocito i~~ pri~na appros-
~imazione.

t14) Cfr. ’r. n. 47, f)O. i
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coordinate hanno il significato ~li ascisse. Inoltre alla trinnearità

~.ppar~iene sestupla associata con gli
elementi prineipali nel punto O dei rife-

rimenti e gli elementi secondari nei punti
unità. Lo schema del nomogramma relativo

è pertanto quello della fig. 12. Tra le mu-

tue distanze delle scale ed i modu1i delle

gru(~ nazioni intercedono le stesse relazioni

già considerate per lo schema della fig.
I 1.



CAPITOLO 

Abachi a curve concorrenti e nomogrammi
a punti. dipendenti.

18. - inanizione di abaco a curve concorrenti.

Riinandando ai capitoli successivi l’ esame di altri tipi di no-
mogrammi a punti allineati con quattro o più scale rettilinee a~~-
diaI110 ora a ri vedere, eon~~~ontal’e ed eventualmente ampliare
alcuni concetti stianoti.

Un abaco del tipo più gene-
rale (1) a curve concorrente im-

magine di una equazione in tre

variabili 

si ~ttiene cos  procedendo (fig. 13) :
1) Si considerino tre sistemi ool

di curve piane 1, 1,, di parametri
x y ~, tali che in una certa regione ~’
del piano per un punto P passi un numero finito di curve di

ciascun sistema, tra quelle circoscritte dalle limitazioni relative

ai parametri (2 ) :

II) Iu questi zntervalli x ~ ~ siano funzioni reali univalenti
nel senso del n. 4 delle variabili reali 7:

( ) Cfr. E, n. 9, pag. 14.

(:2) Dalla condizione IL) risulta che di tali limitzzioni la terza è conse-

guenza delle prime due per tramite della (1) e delle inverse delle (3).
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111) Le (3) siano tali che la dipendenza tra a, P, y espressa
.dal a ( 1) si traduca geometricamente nel passaggio per uno stesso
punto P di R di tre curve le cui quote ao soddisfino alla (1).

I tre sistemi Xi ~2 possono anche coincidere in un unico

sistema ~, nel quale x J n sono tre riferimenti in generale di-

versi, ma che in particolare possono essere anche loro parzial-
111ente o totalmente coincidenti. In quest’ ultimo caso la corrispon-
denza tra i parametri x y x di tre curve concorrenti è sim-

metrica ~). ..
Ad un abaco dello stesso tipo si perviene:
a) Cambiando il riferimento su ~1 ~2 ~3 covariantemente ri-

spetto alle ( 1 ), (3) ed alla condizione di passaggio per un punto.
~~) Trasformando il piano punteggiato dell’ abaco in un altro

piano punteggiato, per modo che ad .R corrisponda una certa
’ 

regione R’.
La nl0dalità h) comprende la a), giacchè se ad es. 1, 1, 1,

sono distinti e per un punto P di R passa una sola curva di

ciascun ~isterna, pensate x come coordinate curvilinee (sovrab-
bondanti e perciò legate dalla relazione = 0 che si ot-

tiene sostituendo nella, (1) le funzioni inverse delle (3)), ogni
cambiamento del riferimento può anche pensarsi come una cor-

rispondenza tra R ed un’ altra regione R~: Linee coordinate ri-

mangono in questo caso sempre quelle dei sistemi ~1 I~2 £3, mentre
in generale la trasformazione b) cambia addirittura la natura dei
sistemi Et ~2 Ej, potendo in particolare trasformarli in un unico

sistema S.

L’anamorfosi rettilinea di (cfr. nn. 1, 25) è appunto
un caso particolare della trasformazione b), in cui 1, e 1, riman-
gono in~~l1utati, mentre cambia sostanzialmente il sistema ig. o

, ( ’) Ò algebrico e di ordine n tale corrispondenza simmetrica e di
indici [n - 9, i  -- 2, il - 2] è associata alla gn dei gruppi di curve 2

per uu punto generico del piano (assieme aÌl’identitii e ad ocl corrispondenze
degeneri che si ottengono ad es. associando al parametro x = y di una curva,
Y di 2 i gruppi di quelli ~,=, ... , ~.n delle curve di ~ per un punto gene-

di w1 / ’
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19. - Definizione di nomogramma a punti allineati.

Analogamente si perviene alla nozione generale di non~o-

gra~nll1a (~) a punti allineati :

I, II) Siano tre curve piane (ad es. razionali), sulle

clnali x y ~ sono rispettivamente i parametri del punto corrente,
legati ad a, p, y dalle (3) (fig. 14). .

III) Nell’ llltol’I10 di un punto a,, poYo [F (ao j3o ’(~,) _ 0] in cui

la (1) definisce il 1 legaine funzionale tra

v, tale legaine si traduca per tramite

delle (3) nella condizione di allineamento
dei tre punti di a~ a, i, corrispondenti a tre
valori di a, [3, y soddisfacenti alla (1).

La eventuale cond zione che per un

punto P di Il passi una sola curva di

2i ~2 ~3 tra quelle i cui i parametri sod-
disfano alle limitazioni (2) corrisponde al

fatto che su ogni retta (li allineameento y (tig. 14) si trovi un

solo punto di a1 a2 a3 tra quelli corrispondenti a valori 

aoddisfacenti alle limitazioni (2).
Le tre curve a, a2 a3 possono anche coincidere in unica

curva 5123 (ad es. razionale) sulla quale x y z sono tre riferimenti
in generale diversi, ma che in particolare possono essere anche

loro parzialmente o totalmente coincidenti. In quest’ultimo cnso

la corrispondenza tra i para~netri x di tre punti allineati o

si ~umetrica (5).
Introdotto un sistema di coordinate proiettive sul piano del

nomogramma, siano XI : X2 : X3, YI : Ha, ~2 : ZI le coordinate

omogenee del punto corrente su a1 52 a,, funzioni rispettivamente
r. Allora la corrispondenza allineata fra le tre curve lia

per equazione:

(~) Cii hà, Il, 18, pag. 37.

~ e) Se ai23 è algebrica e di ordine )i tale corrispondenza S~mIlletnecl ~’

di indici i [~20132, íi - 2, n - 2] c; associata alla g2 dei gruppi i di punti
tagliati 1 su aiz3 dalle rette del piano (assieme all’ identità ed alle x i coi]-i-

spondenze degeneri che si ottengono associando ad es. ad un punto T ,y
di a123 tutti i gruppi di punti 5n ,, ... , z,, tagliati su a123 dalle rette del

piano per x = y. 
~’
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Quindi co~n’ è iiotu (4) condizione necessaria e sufficiente

se ne possa costruire un nomogramma a punti allineati Ò
che la li’ abbia la forma (1’), dove le Xi sono funzioni ri-

spettivamente di v per tramite delle (3) . La scala relativa ad
una variabile sarà rettilinea se una combinazione lineare degli
elementi della corrispondente del determinante ( 1’) e ideeuti- .

ca~nente nulla rispetto a quella variabile. Sarà invece ad 

l1 na curva razionale di equazioni parametriche:

se ’);2 x3 sono poli~~omi in ~;.

Inoltre G, coincide ad es. con a, se le equazioni :

rappresentano la stessa curva a12 rappresentata dalle (A).
Anche ora si perviene ad un no1110gt’aIl^~I lt  dello stesso tipo :
a) Cambiando il riferimento su a, a2 a3 i~~ inodo però che

per tramite della (3) la (1) eqtiivalga sempre alla condizione d;

allineamento di tre punti.
h) Trasformando il piano rigato in un altro laiauu rigato, in

ll~odo’ che al]’ insieme delle rette p cuI’1’1~~JOlld~ un insieme

00 2 di rette ed a al Jz a3 tre curve 3’ a~ distinte o coincidenti.

Tra gli archi utili la corrispondenza deve potersi rendere biu~~i-

voca, restringendosi eventualmente a considerarne ~olo tratti 

portuni.
In particolare in a) rientra la trasformazione proiettiva del

riferimento su ai a, (a3), quando queste son curve razionali; in ly
rientra la trasformazione proiettiva del piano.
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20. - Nomogrammi di tipo più generale, a pu~~ti di-

pendenti. ,

Dalle considerazioni precedenti risulta ch~arUll~ente come da
un nomogramma a punti allineati si possa passare ad un nomo-

punti con L1I10 dei due procedimenti
seguenti, che generalizzano quelli descritti in ~r~, b) e quiiidi in

particolare generalizzano Fanamorfosi di LALANNM.
A ) Cambiando il riferimento su a~ a~ a2 ~ Il ’~110do che per

t’amite delle (3) la (1) equivalga alla condizione perchè tre punti
appartengono ad una stessa variabile in un si.

stenia m2 . o

Bj Trasformando il piano del nomogramma in uu altro pianta
in n~odo che all’ insieme descritto dalla retta p nella rete delle

rete corrisponda un sistema ~2 di curve, ed a Ji a2 û3 tre curve

(distinte o coincidenti) 
Siamo cos  i01plicitamente venuti a definire che cosa inten-

tliamo per dipendenti» her le equazioni
del tipo (1).

3ia è chiaro che con un nomogramma a ptllnti dipendenti
possono interpretarsi anche equazioni con un nulnero qualunque
1.1 i variabili, del tipo :

E ciò a presciudere dalla loro utilità pratica, dipendente dalla
~acilità con cui si possa costruire la curva indice.

Le rispettive scale abbiano per sostegni ~ ii curve ac a~ o .. G’i

ad es. razionali (in particolare rette) del sulle quali
le graduazioni si ottengono punendo in corrispondenza bkmivoca
entro opportuni intervalli i valori dei parametri .r:.li ~ . , , t con

mediante le relazioni funzionali:

Perchè sia possibile costruire i L nomogramma e 

che mediante le (5) la (4) si muti ~n una 
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clie rappresenti la corrispondenza che si ottiene tra 

segandole con le curve di un ’ sistema A di curve piane,
tali che entro gli intervalli utili ogni scala sia tagliata in un nu-
intero fitiito di punti dalle curve di A.

Come caso particolare rientrano in questa categoria gli abachi
ad allineamento multiplo ed a cerniere e scale rettilinee (v. n. 35).
Per essi le curve di A si spezzano in un certo numero di rette

che si intersecano su rette fisse.

21. - Osservazioni ed esempio.
Xel caso dei nomogrammi a punti allineati la eventualità che

ad es. a~ e a, , (e addirittura anche a,) coincidano è interessante

solo quando non è una retta, mentre può esserlo anche in

questa circostanza in un nomogramma a punti dipendenti la cui

linea indice non sia retta.

Sia nel caso di tre come in quello di più variabili, fissato il
tipo del nomogramma (cioè la natura e gli eventuali legami gra-
fici delle scale, il tipo del loro riferimento e quello del sistema A
delle curve indici), risulterà corrispondentemente fissato il tipo
della equazione (6) della corrispondenza e quindi per tramite delle
(5) il tipo più generale di equazione (4) snscettibile di tale rap- 

’

presentazione nomografica.
Cos , fissando solo il sistema A delle curv e indici (cerchi

del pianp), con le stesse notazioni del n. 19 e convenzioni ana-

loghe si ha ad es. che la forma generale delle equazioni in quattro
variabili F (a fi y ò) = 0 rappresentabili con un nomogramma a

punti in circolo è:

In particolare la scala delle a sarà rettilinea se:

più in generale sarà razionale se la composizione delle funzioni
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;r; per tratnite della e = .1: (a) è tale che le x, siano dei poli-
nomi î o

Naturalmente in pratica non è facile riconoscere se il primo
membro di mia equazione nota possa I118tterSl sotto forina di un

dato determinante,.

Già per i nomogrammi ad allineameento in tre variabili (il
problema è stato risolto da GRONB~V ALL (6)) si incontrano notevoli

difficoltà.

Conviene fissare anche la natura delle scale e su di esse il

tipo del riferimento, perchè il problen 1a. si particolarizzi ancora.
Ad es. nel Cap. I le scale si suppongono rettilinee, c~ su cii i esse

il riferimento proiettivo.
In generale accadrà che una medesima equazione sia s~~scet-

tibile di più interpretazioni nomografiche.
Cos  ad es. prendendo come sostegni delle scale tre rette di-

stinte; una retta ed una (:UnlCa~ od una medesima cubica piana
razionale ed assumendo sulle scale il riferimento come s~eoiticato
al 11. 6, la corrispondenza generata dall’allinean1ento tra i sostegni
ir è sempre una trilinearità reale, che può esser parabolica
od iperbolica nel primo caso, ellittica nel secondo e nel

terzo ( 7 ).

( ~’) Cfr. E, pag. 3t&#x3E;.

(7) Cfr. A, pag. 390. Ad es. per la ti~iliue;ii.itii ellittica di equazione:

in cui gli elementi singolar~ cadano su ciascuna for~na nei punti di coordi-

nate -i- i ed in cui si corrispondono i tre elementi x del riferimento (Cfr. T,
pag. 32), la fig. 2:J fornisce uno schema di

nomogramma conico-lineare. Come sostegno
della scala delle x si è pr~so 1’ asse non tras-

verso di un’ iperbole equilatera, sostegno
comune delle altre due scale. La figura di-
mostra come sono stati scelti i riferimenti

per far s  che la trilinearità risulti alli-

neata e le coordinate x ascisse.

In generale data una trilinearità per
costruirne un nomogramma conico-lineare

basta :

1. - Esaminarne il discriminante per
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Anche per un nomogramma a punti dipendenti avrà luogo
1&#x3E;1 considerazione di due procedimenti analoghi a quelli i descritti

in ~4) &#x3E; 13) al n. 20, che permettono di ottenere altri tipi di no-

mogrammi per lo stesso tipo di equazione. 
°

22. - Rappresentazioni iiomografiehe « equivalenti ».
Ritorniamo alla considerazione di una equazione del tipo (1)

che sia interpretabile tnediante le (3) con un nomogramma a

punti allineati ed a scale rettilinee. Conoscramo il tipo generale
(cfr. nn. 8, 11) delle equazioni suscettibili di tale interpretazione
nom~~~rafica per un riferiinento proiettivo delle scale. Mediante

riconoscere se sia parabolica, iperbolica od ellittica e determinare le coordiri;itip.

degli elementi singolari.
~. - Scegliere ad arbitrio la retta e la conica, purché siano rispettiva-

mente tanbenti, secanti o non secanti a seconda che la trilinearità &#x3E; para-

bolica. iperbolica od ellittica.

3. - Scegliere sulla retta e sulla conica un riferimento proiettivo reale,
e determinare nei ríferimenti suddptti le coordinate dei punti di interse-

zione.

Quindi xa ciascuna scala occorre scegliere un nuovo riferiinento ponendo
nei punti di intersezione le coordinate degli elementi singolari, con le oppor-
tune cautele perché nel caso ellittico od iperbolico s-i accoppiino convenicn-

teinente (cfr. eap. I, per le scale rettilinee). Dol)o(liche :
1 Nel ca,~o ellittico ed iperbolico basta determinare le coordinate dei tre

elementi di una terna e fissare definitivamente il nuovo riferimento sulle tre

scale in tnodo che gli elementi aventi quelle coordinate risultino allineati.

B) Nel caso parabolico basta determinare i sei elementi di una sestupla
associata e fissare definitivaiiietito il nuovo riferimento sulle tre scale ivi

n1odo che le tre terne relative risultino allineate (cfr. cap. I, n. 13).
Delle arbitrarietà consentite nella scelta dei supporti delle scale c su di

es,e del rjferi~nento si approfitterà come al solito per rendere quanto pi Ü
possibile pratici e precisi la costruzione e 1’ uso del nomogramma.

Nel caso ellittico si deve ricorrere ad una trasformazione di coordinate

deternminata (su ciascuna scala) da tre coppie di punti corrispondenti di cui

le prime due ~~nu~aginarie e coniugate. Ma poichè a calcoli fatti i coefficienti

della trasformazione lineare risultano reali, ciò non porta alcun inconveniente.
Analogamente si procede per la costruzione di un nomogramma cubico

:on e scale sovrapposte ad una stessa cubica piana razionale, nodata, cu-
,pi4ata o cuii un punto doppio isolato a seconda che la trilinearità è iperhol~ca,
pand~~)JiCà od ellittica).
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uno dei procedimenti _-i), B) (o combinandoli opportunamente) si
passi ad una rappresentazione nutnografica di un tipo più generale,
a punti dipendenti.

Sia G’ il gruppo di trasformazioni che dalla corrispondenza
tnilineare allineata fra le tre rette oi(x) a,(z) fa passare alla

corrispondénza r relativa al nuovo tipo di nomogramma e ta-

gliata su tre curve (ad es. razionali a’ (x’) 3’ (:’1’) a’ (x’) da un

aistema di curve A.
Tale nuova rappresentazione uomografica (tale tipo di nomo-

gran~ma) si dirà a c~uella a punti allineati ed a

scale rettilinee rispetto alle operazioni di (

Le operazioni c1i G inducono a; a’ a’ un tipo di i riferi-

mento x y x tale ~l~e per esso eqnazione di 1’ è la stessa (1)
del l~. 8.

i riferimenti più naturali di ’31 a’ i’, come il
3

riferimento proiettivo delle scale lo è per i nomogrammi a punti
allineati ed a scale rettilinee : 

’

Sia Gl il gruppo delle on~og"l’afie del pianu del prin~o 
gran~~na (che mutano le rette in rette subordinando una corri-

spondenza pruiettiva fra i sostegni delle tre scale) di fronte al

quale tutti i nomogrammi a punti allineati ed a scale rettilinee

della nostra equazione sono equivalenti. Se (;~ ò il gruppo tra-

sformato di rispetto a (;, il riferimento. pi i natarale .r’ li’ ;’

sarà quello che conserva il sno siguincato per le operazioni di (7’í.
Per le operazioni di (r sarà caratterizzato il i tipo (Ielic- rela-

zioni che legano x li x. ad x’ y’ :’ :

Elimitiaudu x y ; ~ tra le (7) e la f° (xy ~.) = 0 si avrà requa-
zione della corrispondenza fra le scale del nuovo nOll1ogra~11n~a:

f ~.x’ y’ ~’) = 0, e questa, quando x’ !l’ z’ si pensino CO~ne fun-

zioni di a, p, 7 per tramite delle (7) e delle (3), fornirà il i tipo
più generale di equazione suscettibile della nuova rappresentazione
nomografica per il I riferimento x’ ?~’ ~’.
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23. - Esempi.
I) Sia G il gruppo delle omografie del piano. Un 

~ramma a punti allineati si muta ancora in un nomogramma a

punti allineati, le cui scale sono proiettivamente equivalenti allo

scale date.

II) Si parta da un nomogramma a punti allineati ed a scale
rettilinee non concorrenti. Sia G il gruppo delle trasformazioni

qnadratiche con due punti fondamentali fissi 1, J. Allora si ot-

tiene un nomogramma le cui scale hanno per supporto tra-

coniche per i due punti fissi I J e per un terzo punto I’.

Il sistema degli indici è la rete delle conicle per I, J. 1&#x3E;.

In particolare se I, J sono i punti ci-

clici (j- è il gruppo delle trasformazioni per

raggi vettori reciproci, di fronte al quale
risultano equivalenti i nomograiumi a punti
allineati ed a scale rettilinee, ed i nomo-

grammi a scale circolari e punt  in circolo,
quando tanto il circolo indice quanto le

scale passano per un medesi mo punto Il

(ng. 15).
Se le scale rettilinee sono concorrenti,

i cerchi sostegni delle tre nuove scale ap-

partengono ad un fascio.
In particolare di fronte al gruppo delle

trasformazioni per raggi vettori reciproci col

polo nel punto di i concorso delle scale, un
nomogramma a punti allineati con le scale

rettilinee e concorrenti è equivalente ad un
nomogramma a scale rettilinee e concorrenti e punti in 

nel quale il circolo indice passi costantemente per il punto d;

concorso delle scale (fig. 1 fi). ~

24. - Dualizza,zione dell’ abaco cartesiano.

Senza dubbio i nomogranmi a scale rettilinee ed a 

allineati sono i più pratici e i più precisi. Perciò, avendo 
che una data equazione di tipo kl) è suscettibile di essere rap-

presentata mediante un nomogramma a punti dipendenti, 
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opportuno cercare con gli accur~;imenti cli cui j~} _4), là) 11. 20
di passare ad un nomogramma eq u~ valente. mai a punti allineati
e possibilmente a scale rettilinee.

A tale scopo si può invertire il procedimento segnito nella
seconda parte del u. 22, ma si possono t~~re anclie le seguenti
considerazioni partendo dallo schema
dell’ abaco cartesiano.

Con un abaco cartesiano si può
interpretare nomograficamente qua-
lunque equazione di tipo (1). Basta
porre :

pensare come coordinata car-

tesiane ortogonali,e proiettare nel piano x!1 le linee di livello

della superfioie =0 (6g. 17)(*). 
’

.Mediante una reciprocità trasformiamo il pianu 4! rleU’ abaeo

cartesiano nel piano x’, e siano a~ e °2 le punteggiate omologhe
dei fasci e ~2 delle rette parallele agli assi. Su di i ed !1
conservano il significato di coordinate proiettive. mentre assumono
q nello di coordinate di retta nel piano ?:’. Alla retta impropria,

in ciascuno dei due fasci ha ~:fj come coordinata c()1*1»1,,~ )Ollde
il punto di-intersezione I eli Ûl e °2° Perciò, preso I improprio

~ Senza lf~dere la geneialitii possiamo supporre che f = O sia una

coazione algebrica. Perchè ciò accada di solito basta scegliere opportunamente
il legame funzionale tra x, y, z ed ac. p, y. Altrimenti, supposto che la y)
sia svilupparle in serie di Taylor, basta porre al posto di F il polinomio
m x, che si ottiene trascuraado i termini di ordine abbastanza elevato

del suo sviluppo (ed in pratica ciò si può sempre fare).
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-(9, e i, parallele, ed hanno su di esse significato di ascisse.
o nel piano quello di coordinate parallele di retta-(8). Al punto
p = (x y) corrisponde la retta p che interseca a~ e a~ nei punti di

Alla curva di equazione f (x, y, z) = 0 corrisponde
~ inviluppo che ha la stessa equazione (figg. 18, 19).

Quindi in generale trasformando per dnalità un abaco del

tipo cartesiano si ottiene un nomogramma di tipo misto, i cui

sistemi quotati sono due punteggiate ai e a,2 ed un sistema x ~ 1

di inviluppi di rette, a3. Sono corrispondenti il punto x di a~,

quello jj di 3, e l’in viluppo x cui appartiene la retta .r,y, nel

senso che = 0.

Si ottieue in particolare un nomogramma a punti allineati

quando ciascun in viluppo x di a3 si riduce ad un certo numero

di punti di cui la curva luogo costituisce la terza scala.

25. - Problenia di trasformazione. - Esempi.
Pertanto il problenia della costruzione di un nomogramma a

punti allineati per una equazione di cui si sappia costruire un

abaco cartesiano può porsi in questi termini:
Determinare le trasformazioni :

a) del riferimento nei due fasci di rette ~l 
b) del piano dell’ abaco,

tali che nel complesso mutino ~~ e Z~ in’ due sistemi ~1. ui

rette e ciascuna curva di ~3 in un gruppo di rette.

Se è sufficiente solo la trasformazione del piano generata
dalle trasformazioni a), si ricade nell’anamorfo9i rettilinea e si

ottiene un nomogramma a punti allineati con due scale rettilinee.
Cos  si perviene facilmente ad un nomogramma a punti al-

lineati con due scale rettilinee quando ~3 è un sistema algebrico
001 di coniche con due punti base nei centri A, B di ~~ e ~2’
che si possa pensare contenuto in una rete di coniche con due

punti base in A, B. Basta riferire proiettivamente le coniche della
rete alle rette del piano trasformazione [2,lj, razionale (9)~. o

1 ’&#x3E; purché i relativi segmenti unità siano equipollenti (V. COMESSATTI,
Il. p. 1-~9). l’,fr. E, nn. 3, 14.

(’’) Ctr. ad es. F. 1’rattato di Geo-metriu Algebt’ica, Vol. I,
(Bologna, Zanichelli, 1926), pag. 298.
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Se la rete è omaloidica (cioè se c’ è un terzo punto base),
allora la trasformazione è birazionale (quadratica) e per ottenerla
basta cambiare il riferimento proiettivo in ~1 e ’1:2 (l°).

Ad es. nell’abaco per la molti-

plieasione (11), rappresentativo della

equazione, :

~~ è il fascio delle parallele all’asse il,
di equazione x = h ; ~2 è il fascio

delle parallele all’ asse x, di equazione
11 = k; ~3 è il fascio delle iperboli
aventi per asintoti gli 1

(fig. 20).
~3 è contenuto con ~~1 e ~2 iiella

rete :

elie riferiamo proiettivamente (per
uguft~lia~~za dei parametri) alla rete

delle rette:

Tra i due piani nasce la t~~asfur-

!uazione quadratica :

Quindi S  è il fascio Y .= h ;
y

B, è il fascio Y = k ~ S, è il fascio
-,x 5 a

(figg. 21, 22).

Cfr. ad es. SFYFRI, I. c;., pagg. 303, 308 (generazione di 
oppure E. BECIRTINI, Complementi di Geo’tnetria Pf-oietizva, (Bologua. Iari-
chelli, 1927), pagg. 179 e segg.

( 11 ) Cfr. A, D. 51, pag. 365.
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Per costruire un nomogramma a punti allineati ed a scale ret-
tilinee basta passare con una reciprocità dal piano 1t’ ad un altro
piano x" (cfr. n. 12). Naturalmente in questo caso conviene addi-
rittura applicare i procedimenti del cap. I.

Più in generale supponiamo che della equazione considerata
si sia costruito un abaco a curve concorrenti algebriche, che pos-
siamo supporre del medesimo ordine n (basta perciò aggiungere
alle curve dei sistemi dati una parte fissa). P erchè la stessa

equazione si possa rappresentare mediante un nomogramma a

punti allineati è .s~c~’f~cie~tte che i tre sistemi quotati ~1 2:2 ~3 ap-
partengano ad una medesinla rete.

Per ottenere il nomogramma basta allora considerare il pianu

immagine della rete in uno .l~T = -’~ {~~ 2 ~ 3) dove le curve
algebriche di ordine n siano rappresentate proiettivamente dai

punti. Su quel piano E 1:2 ~3 hanno per immagini tre curve

al O! e tre curve concorrenti dell’ abaco hanno per immagine
tre punti allineati, ùovendò essi appartenere alla traccia dell’ iper-
piano rappresentativo della condizione di passaggio per quel
punto.
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CAPITOLO TERZO

~loi~iogrammi a punti allineati a quattro c~ più scale
rettilinee

26. - Generalità. - Prodotto di prima specie di due tri-

linearità.

Si dice che il legallle funzionale esistente fra quattro varia-

bili a, p, 7, 9 ed espresso da (almeno) due equazioni ,

è interpretabile con uu a a

quattro scale rettilinee» quando, distese opportuciamente quelle
variabili su quattro rette ( iu ; enerale distinte : i 

x delle « scale »), la condizione di allineamento di quattro
punti P1 P 2 P3 P4 , scelti ciascuno su di una scala, equivale
all’ essere i valori ao , i Po ) ’~o ~ ò~ loro corrispondenti legati dalla
relazione funzionale suddetta.

La corrispondenza che si ottiene fra tre dei quattro sostegni
(dove supponiamo siano fissati quattro sistemi di coordinate

proiettivo x y z t) associando tre punti appartenenti alla stessa

retta è sempre una corrispondenza trilineare allineata, reale

(Cap. I, ii. 8). Pertanto le coordinate

di quattro punti appartenenti alla stessa retta r dovranno soddi-
sfare alle relazioni trilineari a cofficienti reali :
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due qualunque delle quali son conseguenza delle due rimanenti,
e tali che il loro discrimi aiite A (a), A (b), d (c), ¿1 (d), sia

inaggiore od uguale a zero.
Og-l1una di queste trilinearità può peusarsi cume il «prodotto

di due delle rimanenti. Le quattro forme diconsi brevemente

Diremo «di specie» un tale prorlottn di ol1e

trilinearità aventi due sostegni in comune.

Due trilinearità con due sostegi i in comune danno luogo ii

due prodotti di prima specie, che oostro sono anen~a

due trilinearità.

27. - Condizioni xiecessarie e sufficienti perchè quattro
rette siano trilineari.

Supponiamo il nomogramma già costruito, in modo che nes-
suna delle scale sia sovrapposta ad una delle rinianenti, ed esa-

miniamo due delle trilinearità indipendenti relative, ad es. la (1)
e la (4). A seconda della diversa posizione delle scale possono
darsi i seguenti casi essenzialmente distinti :

a) sono entrambe iperboliche (fig. 24);
h) una è parabolica, I’ altra è iperbolica (fig. 26) :
c) sono entrambe paraboliche 27).
In ogni caso esse hanno, sui due sostegni comuni., una

coppia 2IL costituita da elementi reali.

-vicevPrsa tale condizione è anche sufficiente perche le trili-

nearità (1) e (4) - necessariamente non ellittiche - rappresentino
la corrispondenza allineata tra i sostegni delle scale. Infatti ha3ta

scegliere sui sostegni delle scale il riferimento pioiettivo come
ora diremo (e ciò è sempre possibile) perchè la corrispondenza
che ha per equazioni la (1) e la (4) risulti allineata. In parti-
colare 1’ avere iina coppia singolare in comune è perciò anche
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condizione sufficiente perche i due prodotti di ~~rima specie delle,
due trilinearità considerate siano ancora trilinearità (allineate).

Disting’uia~no i casi seguenti, supponendo dapprima che nò
nè la (4) siano degeneri :

Z$. - Scelta del riferimento nel caso íperbolico-iperbolico.

a) La ( 1 ) e la (4) sono 
Siano p’ q q’ r ~~’ le coordinate degli elementi singolari

della (1) rispettivamente !1 ~; e siano p p" ~~ 
quelle della (4) rispettivamente su ;r . y t, cos  che sia p q’ la coppia
singolare comune. Allora :

1) r~ ~ q’’ , la posizione delle scale è arbitraria

e su di esse il riferimento , determinato, dovendo (perchè la (1)
e 1,, t(4) risultino allineate) ai

loro p u nti d’ intersezione .L4 B C

F, che devono essere distin-

ti (fig. 24), corrispondere rispet-
tivamente su .r, !I, x, t le coor-

dinate ~u p" p’, (I’ q q", r ~~’ r",
s" s’ s, essendo 1’ omologo di

p" l~’" nella (1) ed r~" 1’ OtIlolUg’O
di ~’ e q’ nella (4).

Quindi anche i cl~~e prodotti
di prima specie della (1) e della

(4) sono corrispondenze allineate, trilineari ed iperboliche. I loro
elementi singolari cadono rispettiva~~~ente in D E F, B C .F’.

II) Se p’ = p" (oppure q = q"), allora le scale della t e

fiella à devono concorrere II1 1111 punto della scala % (7?== C ._-_ F).
Il riferimento va scelto come prima attribuendo ai punti

~l 1~ D E rispettivamente le coordinate p ~~’ , ,~ q’ ’l’’, J’ rB .9~ s’
e si uuter~uina ulteriormente sulle scale di t’ attribuendo ai

punti P1 /)3 P4 i~~ cui una retta ~em~~~ica cc incontra gli assi

z z t. rispettivamente le coordinate p" ,,." .s, essendo p" arbi-
traria ed &#x3E;~", s determinate dalle (1), (4) per x = p" yj =- Q"’1
dove q"’ è la coordinata della intersezione P2 di Il con l’ asse y.

Dopo di die la corrispondenza posta tra le scale dalle 

(4) risulta a~Uneata. Quindi risultano trilineari ed allineati anche
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i tlue prodotti di prima specie. Inoltre uno di essi (la (3), op-

pure se 1 = q" la (2)) è una trilinearità parabolica. A prescin-
dere da uno scambio di variabili qnesto caso non è perciò es-

senzialmente distinto da quello trattato al numero seguente in
b) (fig. 26).

III) Se 2a’ = p", c~ = /’y allora le due e t deli-

bone essere sovrapposte, e la (2)
e la (3) degenerano (semplice-
~nenie).

Nel riferimento ai punti d’ iv-
tersezione A 1J D dei tre soste-

gni i delle quattro sc~ale x 

(la cui posizione è arbitraria ;
fig. 25) debbono competere ri-

spettivamente le coordinate p’, q’ q, ~~ i,.’ ed s" s’. Inoltre, scelte
arbitrariamente le coordinate x’ y’ di due punti generici 1&#x3E;1 e

P2 delle scale t ~, al punto P3 = P4 intersezione della loro

t’ong~ungente " = (P1 P2) = t devono corrispondere ri-

spettivamente le coordinate :

che si rioavanu dalle (1), (4) per

29. - Scelta del riferimento nel caso parabolico-iperbolico.

h) La (1) è (4) è iperbolica.
i le coordinate degli eleu~enti singolari della (1)

rispettivamente su x r~ ~. Quelli della (4) avranno su x ?j t ri-

,spett, per coordinate q q’ x ,;’ (coppia singolare comune

la l) ’1).-
posizione delle scale è arbitraria, purché quelle delle

~il coneorrano 1!1 ~4, distinto da B, C, D (fig. 26).
Ad A B D debbono coinpetere rispettivamente le coordinate

tj’, r, s.,;’ (su :r, :’1. z, t). Al punto d’intersezione C di
i e 1 CO~l~petere 5u r la coordinata ~~’ che si ricava dalla

(1) per x = p’, . ~y - cr‘.
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Il riferimento si deter~uina com-

pletameute sugli assi x sceglien-
do su !1 urbitraria»zejate la coordi-

nata y’ di un punto generico P2
ed attribuendo alle intersezioni P1
e P3 delle PZ C , P1 D con gli assi

x e ~ le coordinate x’ e ;~’ che si

ottengono dalla (1) per ?1 _ ~’ e

rispettivamente ~ = í-, x = p’.
Infine sull’asse 1 al punto C deve competere la coordinata

~s" che si ottiene dalla (4) per x = x’, !1 = //.
Dopo di che la corrispondenza posta tra le scale dalla (1)

e dalla (4) è allineata, ecc..

La (2) e la (3) risultano iperboliche.. 
’

30. - Scelta del riferimento nel caso parabol~co-parnboli...o.
e) ( 1 ) e l ~ (4) sono 

q s le coordinate de~li elementi s iig,1;iri
rispettivamente su .x~ y z, x !1 t, (1) q 8 lu (,opl)ia singolare 
mune). La posizione di tre delle

scale, ud es. è aibitraria,

purchè concorrenti in A (fi~..‘~~ 7 ) .
Su di esse si possouo scegliere

arbitrariamente le coordinate g’ ~~’
di tre punti P’ Q’ R’, dopo di che

il riferimento è completamente in-

dividuato, dovendosi attribuire ai

punti P" Q" fi" come coordinate

x y x i valori che per esse si ri-

c~avano dalla (1) rispettivaiiieiite per jj = = r’ : : i - i",
, , ,

-,-* = P’ ; x = p ’, !I == y.
Ponendo nella (4) r = = y’ si otterrà t, = ....’ ~ e per

t = a’, x = p’ si otterrà ~~ -- r~’", Sia Q"’ il punto della scala.

y avente tale coordinata. TJa scala delle t è determinata dovendo

passare per A e per il pnnto ~~i intersezione di i 

Q"’ P’. Su di essa il riferimento è pure determinato, dovendo

ad A competere la coordinat~, a, af~ S" ed al punto S"
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di intersezioue con la Q’ P’ la coordinata .s" che si ricava dalia

(4) per .~; ^ ~’, 1/ - q‘.
Stante 1’ ipotesi della non degenerazion e delle (1) e (-4),

(2"’ non può coincidere o ~~~£l può coincidere
con Q". In tal caso le scale della - e della i risultano sovrap-

poste e la (2) e la (3) degenerano (se111pliceluellte). Altrimenti

anche la (2) e la (3) sono paraboliche e non degeneri.

31. - Se una delle trilinearità di partenza è degenere.
son abbiamo finora considerato il caso in cui una od e_·--

trambe le trilinearità di partenza siano degeleri (semplicemente,
chè fra le trili nearità allineate non ne tigurano di doppiamente
degeneri). Sia ad es. degenere la (1). Allora le due scale trii,

le quali intercede la proiettività fondamentale debbono risultale

sovrapposte e ~11 di esse i riferimenti debbono essere scelti in

modo che coincidano i plnti corrispondenti in quella 
Sulla terza ~caia il pmlto singolare deve cadere nell’’ intersezione
col sostegno comune alle altre due.

Escludiamo che la pI’olettl~’lt~ fondamentale interceda tra le

due forme !1 conlni alla (1) ed alla (4), nel- qual caso per-
che stia possibile il nomogramma anche la (4~ } deve essere 

genere coi la stessa 1)rOlettl~Tlt~l fl)11(~anlelltllle, e pertanto svan~-
~(;UIIU la (2) e la (·3) il nomogramma stesso non ha significata.
Interceda quindi la proiettività fondamentale de]~a (1) ad es. ti-a

JJ e ~ ; ; allora occorre che 1’ ele~nento sil~golare ~ della (1) sti ,r

sia anche per la (4:). Tale condizione è anche suffi-

ciente per la costruzione del nomOf{ranlll1a, e rientra nell’’ pn111~-

ciato generale (11. 27).
Si osservi che viiol dire qui eo~~~e i~~ T 1 U~

che forma coppia (neutra o) silgolare con un altro elemento.

Ad es. in. 11 na tril inearità semplicemente degenere debbono con-

siderarsi come singolari tutti gli elementi delle due forme tra

cui intercede la proiettività fondamentale-, le cui coppie 
tutte neutre per- la corrispondenza.
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32. - Scelta del riferimento nel caso precedente.
Conviene distinguere i seguenti casi :

d) La (4) ~ 

Se ne costruisce ~"Orne al Capitolo I il nomogramma, po-
lendo itmi la coppia singolare contenente il punto x = TJ. Dopo
gli che basta sceglieie il riferi~uento ,~

stesso sostegno y in modo che

~ proiettivita fondamentale della (1)
~~i~~eiya 1’ identità, perchò la corri-

spondenza posta tra le scal e dalle (1),
~4) coinci4!a con la corrispondenza al-
Iirieata~ (fig. 2~).

Delle altre due trilinearitã la (2) è degenere (con la stessa

proiettivita fondamentale) c la (3) è iperbolica. La (3) e la (4)
~i trovano nella condizione ~ià considerata in a, III) per la (1)
~ la (4) (n. 2S).

e) La (4) è 
Se ne costruisce come al n. 13 il

no~nogra~nu~a p con~e in d) si sceglie il

riferin~ento ,~ (tig. 2H)’

I)elle altre due tri inearità la (2) è

degenere come in d) e la (il) è parabolica.
La (3) e la (4) si trovano nella condizione già considerata

1

iii (") per la (1) e la (4) (n. 30).
f) La (~) ~~ (,semplicemente), y e la relativa proietti-

:; i tà fondamentale intercede :

1) ! e t.

L’ elemento su a; deve essere lo stesso tanto Per

(1) quaiito per la ( t). ~.Je scale di e ~ debbono essere

sovrapposte: il riferiinento !1 è arbitrario, quelli -., e t sono de-
~erlninati dovendo le rispettive proiettività fondamentali ridursi
ali’ identità. Su x ad .4 deve competere la coorclitaata p dell’ ele-
mento singolare comune.

La (2) svanisce, la (3) è ancora degelere (semplicemente).
La sua proiettività fondamentale è il prodotto delle altre

1’ elemento singolare su x è ancora p. Questo caso non o

nomograficamente interessante.



43

la) t ra r e t. ,

La scelta del riferimento su x ed y è limitata dalla condi-

zione che i n A cadano gli elementi singolari 1) e q della (1) e

della 14 . Hasi costituiscono la coppia singolare che ora la (1)
e la (4) hanno in coniaue.

Dopo di che son deter~uinati il rifeiin&#x3E;ento Jr e quello t
(le scale omonime debbono essere sovrapposte rispettivamente a
quelle x e y) dalla condizione che le proiettività fondamentali
della (1) e della (4) si riducano all’ identità.

La (2) e la (3) sono anch’ esse degeneri e si trovano nelle

stesse condizioni della (1) e della (4). Anclre questo caso È~

privo di interesse iiom&#x3E;giafico.
111) tra x ed .1/. ,

Questo caso eon1e si è già osservato si deve escludere.

33. - Accorgimenti da iisarsi nella scelta del riferimento.

In ogni caso si approfitterà dell’ arbitrarietà consentita nella

scelta delle scale e del riferimento su di esse, per rendere la

costruzione e l’ uso del nomogramma più comodi e più esatti
che sia possihile, analogamente a quanto e stato già esposto nel
Cap. 1. In particolare nel caso:

.~, Il Si possono scegliere impropri ,4 ed F, oppure D e ¡:,
oppure C ed h’, con che le quattro sca)e risultano parallele a
due direzioni arbitrarie.

Più in generale si. può mandare all’ x una retta qualunque
del piano del nomogramrma diversa dalle sc.~ale. Ciò converrà parti-
(’olarmente qnando la coordinata che deve competere ad alcuni i
dei punti in cui essa incontra le scale sia oo, dopo di che le

coordinate proiettive relative a quelle scale. assun~era~~~~o il signi-
t oato di ascisse. stesso dicasi per gli altri casi.

ti, Si può scegliere come retta impropria una retta

arbitraria, per- ..1, n o C, con che due scale diveng-ano pa-

ral lele. o

1» Si può scegliere la retta impropria per A, con che t ~w

scale divengono parallele, e per il punto 00 della quarta scala.,
Il)~ e l~- coordinate divengono cosi ascisse (ciò e possibile solo
se tale punto non coincide con B, C, oppure D).



44

c~) Si possono scegliere le quattro scale parallele.
Se sulle scale si presuppone già dato un sistema di coor-

dinate proiettive, come al 11. 10 si determinerannu le relazioni

che fanno passare dal vecchio al nuovo sistema di coordinate.

34. - Tipo generale delle relazioni suscettibili della rap-
presentazione nomograllea considerata,. - Estensione al caso d

più variabili.

Da quanto precede cunsegue che sono rappresentabili me-

diante un nomogramma a punti allineati con quattro scale retti-

linee tutte e sole le relazioni fra quattro variabili a, che

mediante opportune posizioni del tipo :

dove le /, ’f, ~, x sono iami univalenti di t’ullzioni reali ~ielle

quattro variabi1i ~ ~ "( ò definite in opportuni intervalli (cfr. n. 4),
si riducano essenzialmente a due equazioni del tipo (1), (4),
col discriminante maniere od uguale a zero, e dalle quali con’
segnano le (2), (3).

Se le (2), (3) non sB"a~~iseo~~o ciò si verifica solo 

le co~~rzspo~i~enze (1) r ’ (4) 
in costituita da -elementi reali.

Scelte le scale e su di esse nel modo già visto il riferimento
con le avvertenze di cui al numero precedente, le (5) forniscono
la graduazione delle s~’ale stesse.

E immediata 1’ estensione al caso di pit~ variabili ... 3.
Perche 1l- 2 relazioni indipendenti fra di esse si possono in-

terpretare con un nomogramma a punti allineati ed n scale ret-

tilinee occorre e basta che, scelta opportunamente la graduazione
delle scale relative i, !I, ~, ... , quelle relazioni si riducano ad

n - 2 triHnparita :
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tali i loro 2 ~ prodotti di prima specie non svani-( 2 )
8canb e tali dà avere una medesima coppia singolare in comune,
costituita da elementi reali.



CAPITOLO QUARTO ~i

Nomogrammi ~, quattro scale rettilinee,
a doppio allineamento e cerniera rettilinea.

35. - Generalità.

Una « ct qttcxttro scale a alti-
cerniera rientr~, nella categoria di quelli

~~he in generale abbiamo chiamato a punti dipendenti e uno in-

terpretare graficamente un’ equazione in quattro variabili :

Ciò accade quando, distese le varia-

bili a, p, ~, ò sn quattro rette ( i n gene-
rale distinte: i sostegni x delle 

1 a relazione fúnzionale posta tra di esse

dalla (1) equivale alla condizione grafica
.-he le congiungenti i punti P ja) e (?(j3),
1~ (y) ed ,S (8) si taglino in un punto 3, variabile su di una

retta fissa ~ : la cosidetta 30) (1).

36. - Quadrilinearità prodotto di seconda specie di due

trilinearità.

Scegliaino come al solito su ognuna delle scale un sistema di
coordinate proiettive x y le rispettive graduazioni essendo date
dalle relazioni funzionali :
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Tra i sostegni delle scale x y e la cerniera (dove si pen
ad un riferimento proiettivo C) nasce una corrispondenza trilineare
allineata reale iperbolica o parabolica (in particolare semplicemente
degenere se due delle tre rette x y a coincidouo), qualora si associn~~~
tre punti come appartenenti alla stessa retta (11. R i . 
sua equazione è del tipo:

dove le sono costanti reali, ed il cui ùiscrin1~nante Ll (of) è à 0.
Analogamente sarà:

la equazione della trilitlearità allineata in cui ~ ,i corrispo~~dlJ! il
E, R ed .~’, dove le sono costanti reali tali che sia A (il) a u,

Pertanto la corrispondenza che intercede fra i sostegni 
scale quando si associno le coppie ed KS di puiiti Otm-

nella (3) e nella (4) al medesimo punto =: della cernien’

ha per equazione:

La diremo prodotto delle due 
rità (3) e (4) aventi il sostegno CO~l1U~~e ~: è una corrisponder)?~.
quadrilineare (2), di equazione:

t

Yàcevers~ un’ equazione (1) che mediaute le (2) si riduca

~~ tipo quadrilineare (5’) è sempre suscettibile di essere 

Sulle corriapon~cuze ~luadrilineari e sulle notizie 1&#x3E;iblioz;al .lie 
~-i~uurdano la loro teoria e’e ~~n cenno esauriente a~l n. 5, p. dell’ arti.
eolo di L. 

nella Enc. "Yathc~n. BV~ssenschaften, 13p. III, 2, 2, B (19:~;)L
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p~’Jtata mediante un nomogramma a scale a il&#x3E;ppi&#x3E; al-

linea~ne~~to a cerniera rettilinea, purché la quadrili~i(.&#x26;arità (5’)
possa pensarsi come il prodotto di seconda serie d  due 

rità reali (3) e (4) (iperboliche o paraboliche o semplicemente
aventi 11I1 sostegno in comune.

Infatti nei numeri successivi è dimostrato come in tale 1pU-
tesi si possa sempre costruire un nomogramma d~-~~ tipo suddetto
~Iella equazione data.

8e in particolare almeno uua ~lelle due t~.~linPHrità o dege-
nere, la rappresentazione iiomogiafica della (1) si può ulte~"ior-

~l1ente semplificare e ridurre a quella di una triiinearita e di una

pr’Jietti vità od addirittura a quella di due proiettivltat, che a loro
volta possono anche (una od entrambe) essere degeneri. t~uEStu
ultimo caso accade quando almeno una delle due proiettività fn~~-

damentali della (3) e della (4) non interessa 1a cerniera. BTedren1o
al capitolo successivo (n. 54) che ciò si puù prevedere a priori
dall’ eaame diretto della (5’) e che si possono direttamente rica-

vari le equazioni delle proiettività ill discorso.

, 37. - Premessa.

Supponiamo momentaneamente di i aver già di5~oclatn la (1)
nelle (3) e (4), dove x y x 1 son legate ad a j3 y S dalle (2), r1-
servandoci di dare poi un procedimento che permetta di ricono-

scere se tale dissociazione è possibile e fornisca il modo di i ef-

fettuarla (n. 54).
Conviene allora distinguere i seguenti casi e sottocasi, die

conducono ad altrettanti tipi di nomogrammi, distinti di fronte

alle proiettività reali dei sostegni.

38. - Scelta del riferimento nel caso iperbolico-il~erboI~{)o.
a) Lcx (3) e la (4) sono iperboliche.

La posizione dei sostegni di due scale, ad e,. x y e della

cerniera e arbitraria 31). 
’
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.Siano rr’ ss’, 
le coordinate de~li elementi sin-

golari della (3) e della (4) rispet-
ti Bra~ne~?-te !1 Z e ~. Su
x iI riferimento. si sceglie come
~l cap. 1 in uno dei due modi

possibili, per modo che la (3) ri-

sulti allineata. Con ciò rimane

arbitraria 1’ asse~llazinne delle co-
ctrdinate pertinenti ad un punto
ad es. e di .r. Conviene distinguere i seguenti sottocasi (nel
senso del n. 37). a seconda che h ed // sono o no dicesi
da h, h’ : 

,

a, I) /2, h‘ ~ h, h’.
arbitraria la scelta del punto di ù di coordinata h, dopo

di (’he risulta. determinato quello di coordinata h’. Per essi debbono

passare i sostegni delle scale. e t, la cui posizione è arbitraria
f- sui quali il riferimento va scelto come al

~’. 9 perche anche la (4) risulti allineata,.

a, II) Il = ~, h’ # ~~’.
AMora uno dei due punti IJ, E deve coiii-

cuiet~e con quello tra A e B - che ha la coordi-

nata k. 1/ altro è arbitrario, purché distinto da
A, B, a la sua scelta (letermiua il riferimento S~i ~.
Per il resto si procede coine prima. Supposto
~H~ es. (fig. 32) che B = 11, si può addirittura

prendere lo stessa sostegno per la scala delle ?1

e delle t, (o lella w e della t). Ciò potrà con-
venire ad es. quando gli elementi singolari delle

scale ?1 e t ~h~ si accoppiano hanno la stessa

coordinata, potennosi allora costruire la graduazione delle due

~cale sovrapposte a partire dallo stesso riferi~ne~lto proiettivo.
tale riferimento (cioè scelto F = O) e quello di C (con la
di E), risultano dPterminati quelli di x e 1.

a, III) h = h, h’ = I,~’.
Allora D ed F debbono coincidere con A, (u rispettiva-

ineiite 7?, r~ ~ . ,
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Dopo di che si procede come prima.
Anche ora può convenire (fig. 33)

scegliere un sostegno unico per le scale
di x e t) e di y e t (y e ~),
particolarinente quando su A e . t gli
e ementi singolari che . si accoppiano
con fi, h,’ hanno la stessa eoordinata di
quelli analoghi di x ed !1 e special-
mente se hanno la stessa coordinata anche quelli di x e t, il e ;

che debbono cadere C.

Allora si può addirittura prendere su due scale sovrapposte
lo stesso riferimento proiettivo (ad es. x = ~). Stille altre due di

solito ciò non sarà possibile: ad es. al pnnto P dovrà competrir
una coordinata : diversa da quella x.. 

_

. 

Infine si potrà scegliere lu stesso riferimento proiettivo anche
sul sostegno comune delle altre due scale, quando 1~3 (3) e la (4)
non differiscoiiu che per 1&#x3E; scainbio delle variabili x, y 
quelle z, t (o t, .~ ).

39. - .Ãccorgin~euti particolari nella, scelta del riferiine~~fo.

Delle arbitrarietà consentite nella scelta dei sostegni 
scale e del riferimento su di esi. conviene conie al solito Hp-

profittare per mig’lio~a~.e le (ll~alitÙ di precisíone sia nella co-

struzione che nelP uso del nomogramma, tenendo partieolarn~pnt~
conto degli intervalli utili delle scale.

. 

In particolare può convenire di scegliere opportunamente, 
piano degli vcltemi già visti, la retta impropria i del nomogramma
per fare in modo {.he alcuni sostegni delle scale (quelli che pe-
sano per uno stesso punto. di j) divengano paralleli, e su- alctnt ¡

di essi le coordinate proiettive assumano il ~ig-ni1icato di 

Del riferimento proiettivo abbiamo suppi&#x3E;sto , esistente
sulla ceroiera non occorre in pratica fare uso, salvu cl e nel pr~J111 &#x3E;
caso. dove basta per altro scegliere iii ~ L

birapporto sia uguale a quello delle coordinate che a 

competono: oppure 
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Nel caso a, 1) sce~lierido C’ -ed F
impropri e coincidenti, lo schema

del nomogramma diviene quello della
fig. 34, adatto ad es. per la quadri-
linearità di equazione:

con 1, che può pensarsi il prodotto delle due 
» 

tri-

li earità:

o de~Je altre due che si ottengono sca~ubiandù nelle (7) a~ :

e co ntetv porauea~t~eute ~! con t.

La (6) può anzi considerarsi co~ue F equazione canonica d~’]

caso a. 1).
Infatti si puÒ sempre supporre che - pren~essa UI1:-t pmietti-

vità sn ciascuno dei sostegni :l; .’/ ~ 1 i - le (4) assumano la

forma (7), dove gli elementi singolari hanno le coordinate:

~,=o,~,·_ ~;~~o,~~’--- ~,:~=c~,~~’__ x ; i = 0, / ’ =~= 00;

.~ .- O, .s’ - = 1., h’ = ~z. Inoltre che si corrispondano ri-

spettivamente le -- l. 7 = 1, ; = 1 : ~ 1 &#x3E; " , t -= 1.. ç ~ 00. .

= 0. j9 -- E e ~i ricade :1.. ~~ lH~ndo ~i’=-~G’.
Risultano sovrapposte le scaic jj e i, sui i dp)le.~ Hal i si

può addirittura scegliere Io stesso punto unità ~ -~~u~r,di io 

s istema di ascisse.

lutine nel caso a, nuu~daudo all’ io 

dpl nomogramma diviene quello ~iella

3~~, t’estivo alla f~uadl.ilinear~t~ :

che può pensarsi il prodotto &#x3E; (M e due

i 
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40. - Caso iperbolico-parabolieo ed iperbolico-t~egenere.

b) Lcr (3) N yerfiolccn la (4&#x3E; (iii pai-tieo are
se~upl ieen~ente degenere).

ÙO~l~e già sappia~no dal cap. I si eostruisce il no~H°g’~-aluma
~iella (3), ~eeg’liendo al’bitraria~nente la posizione delle scale x, y
e .Iella cerniera a. Dopo di che occorre distinguere i seguenti casi :

’ 

b, I) La coordinata ~ell’ele~jze~ato singolare della (4) sul
é diversa ~~~ ~ell’ eleoterato della (3).

Allora f; arbitraria la posizione
dei sostegni delle due scale x e t,
purchè si incontrino in un punto D
di 1 diverso da quelli A e B (fig. 36).
Su di essi si sceglie come al Cap. I

il riferimento., in ~n~odo che la (4) ri-

sulti allineata.

In particolare, se C e D sono

impropria, lo schema del nOlllogramn~a
assu~ne l’aspetto della fig. 37, adatto

per la quadrilinearità: .

che può pensarsi eon1e il prodotto delle
due trilmearità :

cui la seconda (cfr. n. 15) è parabolica, con gli elementi sin-
~olari nei punti z - t = =- 1 ed in cui là sestupla asso-

ciata con gli elementi principali in ~==0, ~ o~-=o O, ~==0 ha ~li
elementi secondari rispettivamente - 1, t - 1, ~ = oo.

,~e (4) è, (sen1plice~nente)’I ~o~~yiene distin-

guere due 

. 

h, I, 1 ) LI( ~ x

B n tra e e 1).
In questu (Oaso tutto si riduce a rappresentare con un nomo-

gramma a punti allineati la trilinearità (ó31 ed a .ostruire sul
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sosteg io la scala funzionale della proiettività fondameiitale

della (~) ..
Infatti ad una coppia generiua .L y corrisponde per la (3) m~

determinato elemento Z., ed a questo, per la (4) (e quindi ai primi
due nella (5)) corrispondono infinite coppie quelle ion t ar-

bitrario e x umologo di e nella proiettività toldamentale della (4).
oppure quelle con x arbitrario e t uguale all" elemento singolare.
Viceversa ad una coppia x t, se tè generico corrispondono tutte

le coppie x jj della proiettività associata nella (:3) all’ elemejto ~,
omologo di .~ -. nella proiettività fondamentale della (4). Se t P

l’ elemento singolare della (4), alla coppia - t corrisponde una

coppia di elementi qualunque 
b, I, 2) La fonoaoce~atade e i.

1 I1 questo caso la rappresentazione nomografica della (1) ,i

riduce alla costruzione delle scale funzionali (3) di due proietti-
vità : duella fondamentale della (4) (ad ogni coppia della quale
corrisponde un elemeoto arbitrario di Z e quindi due elel2lelltl
arbitrari di x ed y) e quella corrispondente oella (3) alI’elen~entn
singolare della (4) su ;, ad ogni coppia della quale corrispondonc t
due elementi arbitrari di ~ e t.

b, II) della (~.j 
Uno quelli (3).

Allora deve essere I) = ~4 oppure D .- B, dopo ~1i die la

posizione dei sostegni delle scale -, e t è arbitraria, come a~

solito sn di esse si sceglie il riferimento.

In particolare se A = D si può scegliere lo stesso 

per le scale di x e di z (o di t). Se A

è improprio, lo schema del nomogramma
assume l’aspetto della fig. 38, relativa alla
quadrilinearità :

che può pensarsi coille il prodotto delle

due trii incanta:

r’) o ;~~~ r~p~re~P~~a~ion,~ 
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Sui sostegni detle .r, = : ~ t, e sulla cerniera $ le coordinate
sono ascisse, su quello della scala delle y sono coordinate bari.
centriche con i punti fondameutali in B e C.

Dei due sottocasi che si ottengono supponendo la (4) dege-
nere, uno non è distinto da quello b, I, 1), l’altro b, II, 2) è
Uil caso particolare del b, 1. 2).

Anche per il caso b) a vver~enze a~mloghe a quelle
dichiarate per i 1 caso a) al u. a9. In particolare anche ora basta
soltanto supporre il riferimento proiettivo della cerniera ~.

41. - 
. 

Casi parabolico-parabolico, parabolico-degenere, e

cloppiamente degenere.

e) Lu (3) e la (4) .smw pa~wbolr.’che (in particolare seu~-
plicemente cle~eneri ) : .

e, 1 ) Gli elerji~~ati della (3) e della (4) 
·mco di.’1tinti.

Allora la posizione dei sostegni delle

scale è arbitraria, purché quelli x ed il
:on»oirano in A 39) e quelli z, t in

B (AB = C).
Su di essi si sueglie il riferimento

coine al solito, tenendo sempre conto che

aa i il riferimeiitu è unico per le due tri-

linearità.
Cos  ad es. per la q~uulrilinearit.:i:

può pensarsi il prodotto
delle due trili~~earità para-
holichè :

Inalld:u~do .11 alI’ 00 Ri possonu

scegliere i ri fclrÍl~~en ti 

nello 
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c, II) Gli (3) e della (4) 
. 

Allora A = B’ e per le scale di -. (x e t) ed y e t

si può assumere lo stesso
Scelto A = B ~n~pro-

prio. lo schema del nomogramma
assume l’ aspetto della fig. 41,
i. lati va alla qnadril~nearità di

:::ql1Hzione: .

3he pensarsi come il prodotto delle due trilinearità:

Tale schema è particulartnente couveniente appunto quando
Ia (3) e la f4) non differiscono che per lo scambio di nome delle
variabili, dato che allora il i-iferinietito proiettivo dei sostegni

scale sovrapposte e il i medesimo.

In particolare può accadere che:

c, I, 1 ) - c. II, 1) La (4) ~ rlerierierP e la proiet.ti1nïà
.~.

ora, co~ne nei caso b, I, 1) la - rappresentazione no-

de~Ila (1) si riduce alla costruzione del nomogramma a.
allineati della (3) -ed a quella, sul sostegno i, della scala

f!~nzionale proiettività ~onnatnentale della (4).
Se invece ~~r2~lrmrPrtt~tle ~, e t (casi

(., I, 2) e c. II. 2.. al caso b, 1. 2) la rappresentazione
n’)nl0~ratiea della ( 2) si riduce alla costruzione delle scale fan-

di i t~ne proiettività.
e. III) (3) (4) sono ,sC~nphc~enier~te 

~~1 ~oappre:-:entazione nOll1o~rafica della (1) può allora semplificarsi
:1n, ’he di i pi i. E prpcisa~nente:

c. III, 1) &#x3E; IaP t~roiet ti i·iià fo~Z~tzotentt~l i ecl y,
Basta costruire le scale funzionali delle proiettività
tlplla e iiella (4), ciacche ad ogni coppia di ele-
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n3enti omologhi in una di esse corrisponde una coppia qualunque
di elementi omologhi t~ell’ alt~w.

e, III, 2) delle d’ue ~ro~ettLi~it~ fall(t(rrll~rttCClt, ad es.
quella della (4), la Ge’I’)228~’l~. ~lllora basta t~ustruire la

seala funzionale della proiettività fondamentale della (3), ad una

coppia della quale, la (1) fa corrispondere valori arhitrari ~~i

z e t.

l’, 111, 3) Le due foltdlxllte~zt(xll l·.~

Siano ad es. quelle tra x e ; e tra Z e -.,. Allora basta

rappresentare la proiettività prodotto delle due fondamentali ch~

lega z e ~, ad ogni coppia della quale la (1) fa corrispondere
valori arbitrari di J e t.



QUINTO

Digressione sulle corrispondenze tÎuadl~ili~~eari
tra forme di prima specie

42. - ltappresentazioni tridimensionali di una quadrili -
nearità.

Una ~uadrilinearità tra quattro forme di prima specie .r~ y

z 1, dove ’1;1 .r2’ Y~ ’~~ sono coordinate proietti, 9
è mia corrispondenza di equazione :

dove le sono costanti CUIllpie5~e.
noto (1) essa si può rappresentare in tre modi d -

versi, riferendo proiettivamente Je quattro ibrme (late ai sistema

delle generatrici di due quadriclie ~ e 1$’ ed associando i punti
di C~ e Q’ coniugati in una reciprocità dei due spazi ordinar
.S che le contengono. Infatti, se ad es. Xl X2 ~’3 ""Y~ soi~~
coordinate proiettive omogenee di punto in S ed analogamente
Y~ Y2 Y3 Y4 in ~S", e se le due quadriche son quelle di equazio1l1
parametriche :

1’) Conf~’BJuta la ~neu~oria di ~. 

ece.» già citata nella prefazione, 11. H), pag-. llli. In ~e~uito 
chcremo brevemente tale lavoro con la lettera S. 1n esso si trova &#x3E;

d(,tta~liatan~entc la elassifièazione delle ~ll~adrili~:~):Britit riassunta nei IHun~’u

dc-ttair iatamente caso che il. I101 Inaggiol’1nente i Ilteressi:l (lelle Il uadrHinear~t,14"--&#x3E;-4,."») e 47. 11 caso che a noi maggiormente interessn delle tluadi-iline.-Ii-it.-
op1!c ;ii Ire rappresentazioni almeno una delle corrispondenti reciprocità ~~’t
degenere di seconda specie vi Ù solo hreveemente accennato, comportava
lo scopo che si era }.-~pfisso il e da lui dichiarato J1Plla infroduziom

, 105-10~).
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la (1) si scrive, tenendo conto delle (2) :

dove

c la (3) è appnnto la equazione bilinearp che lega le coordinate
di due punti coniugati in una reciprocità tra ’~ ed 

Se la quadri inearità data &#x3E; reale, se le sono pro-

porzionali a numeri reali, oltre alle due qnadriche, risulta reale
anche la reciprocità (3)

,

43. - Criteri generali per una. parziale classificazione

proiettiva.

Consideriamo il gruppo G delle trasforn~azioni prniettiie
non degeneri che operano su x t. Esse generano per tramite

delle (2) due gruppi G1 e G~ di trasformazioni 

operanti sulle quadriehe Q e C~~, e quindi i due grruppi di i trasfur-
n~azion~ omografiche di .~ ed S’ in sè, caratterizzati (’,al Insciarc

invariate le due q1111c~ricile e, su di esse. 1~ rispettive 
rigate.

La prima parte è evidente, in quanto una trasformazione

proiettiva sulla -r- ed un’ altra sulla .’1 generano una proiettività
in ciascuna delle schiere cui .~~ ed !1 sono riferite dalle (2} e

quindi nrl’ omografia sulla quadrica, suborciinaty da iina ben

determinata omografia dello spazio ambiente.
Viceversa un’ mnugrafia dell’ ambiente che routi ad es. la

quadrica Q in sè senza scamnbiare le due schielie i iette, indi-
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min proiettività entro ciascuna c~elle due schiere e quindi
una proiettività in ciascuno (lei due sostegni x ed y. 

’

In altre parole i re~;uli e 0’ sono le varietà fonda-

~11~!~tali (2) dei dne spazi :i ~rt 8’ rispetto a (~1 , G2, per modo
classitit’are ’ispetto alle proiettività dei sostegni una

. 

tre immagini (3) della quadrilii earità,, basterà consideraie :
fc) il tipo proiettivo della reciprocità (3) tra S ed S’:

h) i suoi legaimi proiettivi con Q e Q’.

44. - Vie da seguire nei vari. casi.

Finche la (3’ non t’i degenere, b) ha questo significatu : la

, (0) ~~iutà ~,~ 111 una quadrica inviluppo F di ,5’. Si tratta di

,~ahilire quale sia il leganm proiettivo tra 1" e ~’. In questo
senso lo studio delle quadrilinearità coincide con quello (11 una

.’~ppia di 1 quadriche (3).
(Quando invece la (3) è degenere di prilna o di seconda

cioè si riduce rispettivamente ad una reciprocità non de-
~~nere tra due stelle di centri .1’, Y o ad nna proiettività non
degenere tra due tasci (li piani ~li assi r ed 1.’, b) ha il se-

guente ::;jg-~1~fieato:
Si hanno tipi diversi (li quadrilinearità a seconda:
h. 1) dei diversi legami proiettivi rispettivamente Q’

11~gli elementi A" ed Y (i ed r’) ;
h, 2) dei diversi legami proiettivi con Q, ~’ della proiet-

rività non degenere tra le stelle (fasci) aventi per sostègni gli
cementi singolari.

Quando infine la ieciprucità (3) è degenere di terza specie,
si riduce alla condizione el~e almeno uno di due punti co-

niugati appartelya ad un piano fisso a o a’ di ciascuno spaziu,
°~) riguarda la posizione relativa di a e Q, a’ e Q’. In questo

due -piinti (li Q e ~’ sono corrispondenti appena uno di

appartiene ad una delle due coniche (o, Q), (i, Q’).

( ) Secondo le vedute espre:’~se da F. KLKtx Ilel di 

~187~)~ trad. ita . di ( . F»o in àiinali di Matetnatica, Spria IT,
"1’. WTt (tb89-90). 306 e ~f1:.r.

j.,) CfT. s. ~ 1~ .
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45. - Caso in cui la reciprocità è degenere di prima specie.
In particolare se la (3) si riduce ad una reciprocità non de-

genere fra (lue stelle coi centri X ed Y esterni alle quadriclie,
tra 0 e Q’ si ha una corrispondenza che alle coppie della in-
volnziune di polo t’n corrispondere le coniche tagliate :cu
dai piani della rete Y (e viceversa).

.- ~lle coppie coincidenti della involuzione di polo X (punti
del contorno apparente tl di Q da X) corrispondono le co-

niche tagliate m Q’ dai piani di un inviluppo ;~’ e~)!

vertice iii Y, e viceversa.
In questo caso b, 2) significa riguardare al tipo proiettivo

della coppia di coni col vertice in Y (q’ è il

cono tangente a 1’ col vertice in Y). In questo senso lo studio

eli una quadrilinearità si riduce allora a quello di una coppia
di coniche co~uplanari (4 ).

Se X cade su Q, "( degenera in U1l fascio d i piani (con-
tato due volte) ed allora la classificazione dipende dai legami
di appartenenza di un pintu e di una conica complanari ~o
duulmeute di una retta e d  i una 

Se X appartiene ed Y a Q’, la classificazione dipen-
de dal legame tra la retta omologa del 1)l-allO tangente in

X ed il piano tangente a ~’ in Y.

46. - Caso in cui In reciprocità è degenere di seeo~ula

specie.
Se la (3) si riduce ad una ptwiettivit~ tra due di

piani, la modalità h, 1) porta a distinguere i tipi seguenti:
- I) Gli assi r, r’ sono entrambi secanti risp. a l~, t,~’. ~~.1-

lora h, 2) ha relazione colla cOl1fi~nrazione dei due piani per r’
omologhi dei due piani tangenti a Q per r, e dei due piani tan-
guenti a ~’ per r’, ossia in definitiva alla configurazione proiet.
tiva di due coppie di rette di un fascio.

L I) r (od r ) è tangente (Q’), ma non vi giace, mentre
r’ (1°) ~J secante a Q’ (Q)..A.llora h, 2) riguarda la eventuale.

S. p3g. 124)-~2~.
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coincidenza dei piano omologo al piano tangente a l,~ per i- con

. uno ~~ei due piani taugecrti a Q’ per rB

III) Tanto r quanto u’ sono tangenti rispettivamente a (1,
~B ’I ma non vi giacciono. Allora b, 2) riguarda 1’ eventuale coitr-

eide~Jza del piano tangente a 1’ per u’ e dell’ omologo del piano
tangente a ~  per 1..

Pèf quanto riguarda b, 2), danno luogo ciascun ad uu

unico ripe i casi in 

r (r’) appartiene ad uno dei due regoli di (J (Q’), riientre
i" (1.) è secante a (Q).

r ~~~’) appartiene ad uno dei regoli i di ~ ~ l~~), mentre

’ (r) o tangente a Q’ (Q).
r7~ ~ ed r~ appartengono ciascuno ad uno dei reguli di Q. Q’.
Nel uampo reale occorre distinguere vari sottotipi di qua-

lrilinearità reali per ciascuno di quelli 1), Il), IV), secondo rhe
r clcl o’ sono realmente secanti od esterne alle rispettive ~nadri-
ehe~ (,~. Q’.

47. - legami tra i tipi possibili nelle tre classificazione

parziali : Caso generale.
Per effettuare nna classificazione eO~~~pleta delle quadrili-

nearità tra forme di prima specie occorre esan~~nare quale sia il

legame tra le loro tre immagini, nel senso di stabilire, una

Boita appurato il tipo di una di esse, quali possano essere i

tipi delle altre due.

Tale legame dipende essenzialmente dal fatto che le matrici

delle tre reciprocità (3) sono costituite dagli stessi eleroe~iti,
come segue, ó ,
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da cai discende intanto per i loro lupdl1li la relazione (5) 

due delle rPC~hroeità (3) l’l è alt-

la 
_

Quindi intanto1 se nessuna delle Il~atrici L, .d~ ha 

teristica 2, quelle caratteristiehe possono avere i valori :

48. - Caso In cui una dette tre reciprocità è degenere di
seconda specie.

Esan~in ¡amo particolarmente il caso in cui i una delle rcci-

procità, ad es. la (3), sia degenere di seconda specie !-~d 

tenga al tipo I) del n. 46, poi rnodo r-hp la (’Hl’atter~st1t’a 

matrice L sia 2.

Senza ledere la generalità possiamo supnorre j6) (nei 
complesso) ohe il fascio singolare r in ... sia di 

8, u. n, 7, 10~-110. 
’

f ! ) il riferimento operando sulle form.’ .r t-(1 y una tr.~-

sfurmaiion~~ proiettiva ch,, p Hoti i rispettivi elementi fondainentaii X, J _~..
Y, Y":: sulle rette de ic due schiero che passano per i due punti 

col~¡~ che per ipotesi distinti.

Infatti i punti fond tt ei tali del iiitariinentv d  ~’ appartengono a 1,~. ··

cosicchè si può stipporre i piani i .I . ~: U, -V, 1 = O 

per r e sono tangenti a che tagliano secondo le rette A:..~ . 
A ; A y!. ; ~t ~. A.naio~amPnte per Q’.
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(3d in .S’ ~ equazione di r’ sia :

tra i quali la corrispondenza ponga la proietti vità non degenere : -.

Ossia la (3) si riduca alla :

e la (1) } alla :

Peitant&#x3E; :

Da~r esame delle (4’), tenendo conto che 1&#x3E;c ~ O, ri-

sutta che se una delle mrtric-i ~ .~11 ~ ha caratteristica 2, le

loro caratteristiche possono avere i valori :
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Le earatteristiche di M, ~V si abbassano (’ontell1pOralléa~nente
?i una o due unita quando i piani tapenti a Q per r hanno
per omologhi piani di i-’ di cui uno od entrambi sono tal~g’enti
a ~’, cioè se una delle quattro d e nulla o

’ 

rispettivamente si alltlllllall0 l~ e d, b e (-. -

. 

Dei quattro parametri a, b, che nel caso 244 come-

paiono nelle (7), (7’), (7") uno solo f1 essenziale. Gli altri tre

gi eliininano approtittando del fattore di proporzionalità a meno

d~el quale son determinati e fissando i punti unità del riferi-

mento di S e di .9’. Il parainetro essenziale che rimane si può
rendere uguale ad uno dei due valori (reciproci) del birapporto
della quaterna (x j5 x1 costituita dalle due coppie di piani
per 9-, i primi due x e p tangenti a l~, gili altri due il 
on10log-hi dei piani tangenti a Q’ per i-’ (Confr. anche i n. 38, 39).

Il ragionaniepto si trasporta tal quale nel campo reale, quando
la qt adrilii earità data è reale P gli assi dei dne fasci siano

realmente secanti a Q’.

49. - Uno degli assi tocca la relativa quadrici in parti-
colare vi giace.

11 ragionamento precedente cade ic1 difetto quando uno od
"_"~!tran~bi gli assi dei cyte fasci sono tangenti rispettivamente a
Q, (1, -

. ~uppo~~ia~uo ad es. che r tocctii l~ od in particolare vi

giaccia mentre 1"’ sia secante (tipi II e IV del n. 46).
Nel punto di contatto poniamo il vertice A4 del tetraedro

delle coordinate.

Come equazione del fascio t- si può allora assumere la se-

guente (7) : .

dove ~,1 e Àa sono i parametri del fascio due ou3tauti

entrambe nulle e determinate a meno di nn fattore di pro-

~;") fJ piano tangente a y è c~uello d., ~~ ~.,~ iii equazione 
ai( di psso 1’ equazione di r sarà : a X~ -~- ~~L~==0. La stessa equazione rap-
presenta anche il piano che proietta r da 
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porzionalità. Come equazione del fascio r’ si può sempre tenere

la (6’). La (’7’) e la (7") divengono :

Quindi :

Dall’ esanie delle espressioni di L, M, N, tenendo conto

che ad - bc # 0, si riconosce che sono -ancora possibili per le

caratteristiche i valori (8’~.
Si ha il caso 222 solo se r appartiene alla q uadrica i~

(tipo IV : a oppure uguali a zero). Altrimenti (tipo II) la ca-

ratteristica di M, N che in generale è 4, si abbassa di una

unità quando è nullo c oppure d, cioè quando al piano X, = 0
tangente per r a Q corrisponde uno dei due piani Yx = 0,
Y4 = 0 tangenti a Q’ per r’.

In ciascuno dei tre casi nessuno dei parametri che com-

paiono nella (7") è essenziale e si possono eliminare scegliendo
il fattore di proporzionalità a meno del quale son determinati

i, p ed i coefficienti a, b, e, d e fissando il punto A~ ed il

punto unità di S su Q, ed il punto unità di S’ su Q’.
Anche ora il ragionamento si trasporta senza modificazioni

alle quadrilinear tã reali, quando r sia realmente secante a Q’.
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50. - Entrambi gli assi. toccano la propria quadrica, in
particolare vi giacciono.

Se tanto r come r’ toccano Q e Q’ od in particolare vi
giacciono (tipi III, V, VI del n. 46), scelto il riferimento tanto
in S quanto in come al n.o precedente in S, saranno :

le equazioni dei fasci r r’.

Scelti, com’ è possibile in col modi, i punti fondamentali
omonimi A1 e Bl di ~S’ ed S’ in due piani corrispondenti dei
due fasci, nella (7) viene a = 0.

Quindi la (?’) diviene :

Dunque:

Esaminando le espressioni trovate e tenendo conto che ora
bc ~ O, si riconosce che i casi possibili per i valori delle carat-
teristiche sono:
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La caratteristica di ~I e quella di N si abbassano da 4 a
2 nel tipo III, quando i piani tangenti a Q, Q’ per r, r’ si

corrispondono (d = 0), oppure nel tipo V (a,fi = 0 oppure

al , ~3l = 0) e nel tipo VI = 0 e 0).
Quanto sopra si trasporta senz’ altro al caso delle quadri-

linearità reali.

51. - Caso in cui una delle reciprocità è degenere di

terza specie.
In quest’ ultimo caso b, 2) riguarda le relazioni di appar-

tenenza dei due piani singolari o e a’ colle rispettive quadriche
Q e Q’. Si avranno cos  tre casi distinti a seconda che a e o’
siano entrambi secanti a Q, Q’, oppure uno di essi od entrambi

siano tangenti a 6~, Q’.. 
’

In ogni caso si può supporre che a passi per i punti fon-
damentali Az A3 e G’ per B, B3 ed abbiano perciò come equa-
zioni rispettive :

con (a~, non entrambi nulli. Pertanto la (3) si scrive :

e quindi :
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Dall’ esame delle espressioni trovate si riconosce che i casi

possibili per i valori delle caratteristiche souo :

Le caratteristiche di M ed N dal valore 4 (che assumono

q uando a e a’ sono entrambi secanti a Q e risp. a Q~ : ~~ ~ 0;
si abbassano contemporaneamente a 2 quando uno dei piani sin-
golari tocca la quadrica rispettiva (a, a = 0 oppure al , ~1 = 0)
e si riducono addirittura ad 1 quando ciascuno tocca la propria
q uadrica (oc, p = 0 ed a~, R1 = 0). In ciascuno dei tre casi non

si ha alcun parametro essenziale, e la discussione precedente si

trasporta inalterata nel campo reale al caso delle quadrilinea-
rità reali.

~2. - Riassunto.

Riassumendo quanto esposto nei n. 48-51, possiamo distin-

guere i seguenti tipi di quadrilinearità di cui almeno una delle

tre immagini è una reciprocità degenere di seconda specie. Essi

sono distinti nel campo complesso di fronte alle proiettività non
degeneri dei sostegni ed ali’ eventuale scambio di nome dei so-

stegni stessi:

A) Per i valori 2, 4, 4 delle tre caratteristiche. si hanno

ool tipi distinti, caratterizzati dal volore di un parametro : come
tale si può assu~~~ere il valore del birapporto (a a al di cui

al n. 48. Valori reciproci del parametro danno luogo allo stesso

sottotipo. Si devono escludere i valori 0 ed oo , giacchè se uno

dei due piani coincide con uno dei due a~, le caratte-

ristiche di M, ~V si abbassano.
Il valore 1 si può ritenere competa tanto al caso a « p

(oppure incontrato al n. 49, quanto al caso, distinto dal

precedente, a ed ai gt incontrato al n. 50).
B) Per i valori 2 , 3 , 3 delle tre caratteristiche si hanno

due tipi distinti, uno visto al n. 48, 1’ altro al n. 49.
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C) Per i valori 2 , 2 , 2 delle tre caratteristiche si hanno

cinque tipi distinti, due incontrati rispettivamente ai n. 48 e 49,
gl i altri tre al n. 50.

D, .~, F) Infine per ciascuna delle terne 1,4,4; 1 , 2 , ~ ;
1 , 1 , 1 di valori delle caratteristiche si ha un solo tipo, come
s’ è visto al n. 51.

53. - (~uadrilinearità prodotti di seconda specie di due

trilinearità.

A. DUSCU~;A ha mostrato (e) che una corrispondenza trilineare
fra tre forme di prima specie x y C ha per immagine nello

spazio ordinario la configurazione di una quadrica rigata Q e
di un fascio di piani r, quando ad es. si riferiscano gli elementi
di x ed y alle rette dei due regoli di Q e quelli di C ai piani
per r. ~I vari tipi di trilinearità (nel campo reale o complesso)
corrispondono alle diverse relazioni di posizione fra la quadrica
~í~ e la retta r.

Cos  per una trilinearità reale iperbolica od ellittica 7 è ri-

spettivamente secante od esterna a Q ~ per una trilinearità reale

parabolica è tangente.
Per una trilinearità semplicemente degenere 1 asse r del

fascio appartiene a C.~, oppure il fascio si riduce ad un piano
fisso o. Se poi a è tangente a Q, la trilinearità è doppiamente
degenere.

Rappresentiamo due trilinearità aventi un sostegno in co-

~n une ~ in due spazi ordinari S ed S‘‘ mediante due quadriche
Q, Q’ e due fasci di piani r ed ~~‘, sui cui piani si rappresen-
tino gli elementi della forma C.

Dalla definizione di prodotto di seconda specie data al n. 136
del Cap. IV, risulta che tale prodotto può rappresentarsi poiendo
una proietti~ità non degenere tra i due fasci r ed r’ : quella che
nasce fra di loro quando si associno i piani omologhi dello
stesso elemento E di C.
’ 

Quindi, tenendo conto delle considerazioni svolte ai numeri

precedenti, risulta anche che la quadrilinearità prodotto di ~e-

( ~) Cfr. la nota C1) della prefazione.
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conda specie di due trilinearità appartiene ad uno dei tipi A),
B), C) elencati àl n. 52 e caratterizzati dall’ essere duce la ca-

ratteristica di una delle tre matrici L, M, N. Come casi limiti,
per essere la proiettività tra i due fasci degenere, si possono
ottenere anche i tipi D), E), F), in cui una delle matrici ha
caratteristica 1. Se la quadrilinearità è reale, perchè nessuna

delle trilinearità duplosingolari in discorso risulti ellittica occorre
che l’ asse del fascio di piani corrispondente sia realmente se-

cante alla rispettiva quadrica. Si può vedere anche direttamente,
tenendo, conto delle espressioni dei suoi elementi 

che la caratteristica della matrice L dell’ aspetto (x y ; xt) della

quadrilinearità (6’) del Cap. IV è  2. 
’

Dalle (9) appare che L è il prodotto per righe delle due
m atrici :

e tale prodotto è appunto una matrice di caratteristica ~ 2.

Infatti ciascuno dei suoi 16 minori del 3 ~ ordine è uguale ad

uno dei 16 possibili prodotti di due matrici con tre righe e due
colonne che si otténgono togliendo una riga a ciascuna delle

(10), e quindi è nullo. Analogamente i suoi 36 minori del 2 a

ordine sono uguali ai 36 prodotti di due minori del 2~ , ordine
estratti dalle (10). Cosicchè se nessuna delle trilinearità (3), (4)
è semplicemente degenere, con la proiettività fondamentale che

leghi rispettivamente x ed e t, allora la caratteristica di L,
come quella t$~ delle due matrici (10) è due. Altrimenti è uno.

(9) Cfr. T, n. 35, pag. 37.
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54 - Tipo generale dell’ equazione rappresentabile con un
nomogramma a doppio allineamento a cerniera e scale retti-

linea - Sua dissociazione.

Siamo ora in grado di stabilire quale sia la condizione

necessaria e sufficiente perchè un’ equazione del tipo (1). del
capitolo IV sia rappresentabile mediante un nomogramma a

doppio allineamento con scale e cerniera rettilinee.
Anzitutto mediante le (2) dél cap. IV essa si deve ridurre

al tipo quadrilineare (1) di questo capitolo (1°). Inoltre almeno una
delle tre matrici L M N deve avere la caratteristica minore od

uguale a due.
Sia ad es. L quella di caratteristica più bassa, uguale a

d ue ; e sia ad es. :

un suo minore diverso da zero. Posto :

sarà :

dove À1 À1 sono dati dai sistemi :

il cui determinante è per ipotesi diverso da zero. Quindi la (1)
si scrive: ~

(10) M. D’ Ocsarts chiama con R. SOUAU una tale equazione c nomo-
graficamente razionale, di ordine nomografico quattro, a quattro variabili »
(Cfr. E. p. ~1-4Zj.
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e la quadrilinearità può pensarsi come il prodotto delle due
trilinearità :

sostegno comune Z.

- Dopo di che le (11), (12) debbono essere reali e, se duplo-
singolari, iperboliche. Perchè siano reali occorre e basta che
siano reali i coefficienti della (11) e della (12), e quindi qtielli
della (1). Per il resto che i loro discriminanti 41 e à, siano
maggiori od eguali a zero (11).

Se la minima delle caratteristiche suddette, ad es. quella
di i L, vale 1, allora le quattro forme B~m differiscono solo per
un fattore di proporzionalità. Se ad es. gli elementi della prima
riga di L non sono tutti nulli, sarà : .

e la (1) si scrive :

cosicchè per rappresentare nomograficamente l’equazione data

sarà sufficiente costruire separatamente la rappresentazione delle

due proiettività le cui equazioni si ottengono annullando cia-

scuno dei due fattori al primo membro della ( 13). Inoltre quel le
proiettività, cioè i coefficienti delle loro equazioni e quindi quelli
della (1), dovranno essere reali.

(11) Q~~es~ ultima condizione è superflua, se non si prescrive che i so-

stegni delle scale debbano essere rettilinei. Abbiamo infatti già visto come sia
possibile rappresentare con un nomogramma a punti allineati anche una tri-

linearità ellittica, ad es. prendendo come sostegno comune a due delle scale

una medesima conica (cfr. nota (?) al n. 21) e come sostegno della terza

scala una retta.


