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TRASFORMAZIONE NON ESATTAMENTE ADIABATICA
ED INTEGRAZIONE APPROSSIMATA DI UN PARTICO-
LARE SISTEMA CANONICO AD » GRADI DI LIBERTA

Nota di G. AvuericE (Cagliari).

1. — Le trasformazioni adiabatiche di un sistema sono defi-
nite, come & noto ('), dal variare in modo infinitamente lento e
graduale (advabatico) di certi parametri (lunghezze, masse, etc.)
che intervengano nelle equazioni del moto del sistema.

In pratica non & perd sempre possibile realizzare con esat-
tezza un tale processo di trasformazione, onde si presenta di
qualche interesse la valutazione dell’ordine di approssimazione
con cui le condizioni per I’ adiabaticita dei detti parametri sono
soddisfatte. Su questo ordine di idee Gra¥rr (*) ha stabilito per
una estesa classe di sistemi ad un grado di libertd un limite
superiore per 1’errore che si commette nel sopporre adiabatici
certi parametri, variabili col tempo, che compaiono nelle equa-
zioni del moto.

Nel presente lavoro mi sono proposto di stabilire un ri-
sultato analogo per quei sistemi conservativi a quanti si vogliono
gradi di liberta, dipendenti da un parametro @, variabile col
tempo, la cui funzione caratteristica si possa esprimere, per una

(!) Levi-Civita — Drei Vorlesungen iiber adiabatische Invarianten,
Abh. aus dem Math. Seminar der Hamburgischen Universitit, Bd. VI, 1928,
pp. 323-366.

() D. Grarrr — Rend. Acc. dei Lincei, 1932, p. 657; Atti R. Acc.
delle Scienze di Torino 12-2-1933; Annali di Matematica 1936.



52

conveniente scelta del sistema di riferimento, nella forma

1 n . ”n .
(1) H=—) 0+aia)g) —a) (b,(a)pg,—acy(2)q.q).
1 1
Il procedimento, analogo a quello gid adottato .per un par-
ticolare sistema a due gradi di liberta (®), & una estensione di
quello applicato dal Grarrr ed & stato riassunto al n. 4.
‘ Abbiamo escluso dalla presente trattazione il caso degenere,

-ossia il caso in cui due o piu delle frequenze (a meno del fat-

tore ;}1—:) ® che compaiono nella (1) sono uguali tra loro, caso

che contiamo di trattare prossimamente.

2. Sia S un sistema conservativo ad un numero qualunque
n di gradi di liberta, la cui funzione caratteristica sia data dalla
(1), ove le p sono i momenti cinetici, le ¢ le coordinate lagran-
giane, le o, b, ¢ funzioni derivabili del parametro a.
Escluso il caso degenere, come si & detto ora, formuliamo
le seguenti ipotesi :
13) il parametro @ sia una funzione nota del tempo, de-
rivabile fino al secondo ordine almeno ;
22) nell’istante iniziale tutte le » siano diverse da zero
e sia (0, 7) un intervallo di tempo in cui non si annullano mai;
3%) nell’istante iniziale non siano entrambe nulle la p; e
la g, e cid0 per ogni intero 7 tra 1 ed n. A
Indipendentemente da queste ipotesi, si noti che alla forma
(1) si pud ridurre la funzione caratteristica di un sistema con-
servativo, la cui forza viva sia data, per un certo sistema di
coordinate lagrangiane §,, &,..., &, da

T'=T+aT + &1,

() G. AymericH — Rend. Seminario della Facolta di Scienze della R.
Univ. di Cagliari, vol. VIII, 1938, fasc. 3.
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ove
n

T=%Z“dcnéc.&ny T|=Z,.hﬁué¢€., T°=Z‘h~(“e‘eh,
. 1 1 .

1

essendo i coefficienti a, B, Y indipendenti dalle £ ed il cui po-
tenziale U sia una forma quadratica negativa

1 n
U= —?;‘kfl“e‘&h

con le u, insieme alle a, B, v dipendenti generalmente dal pa-
rametro a.

E questo il caso, p. es., delle piccole oscillazioni di un si-
stema olonomo nell’intorno di una configurazione d’equilibrio
stabile.

Infatti, se @ fosse costante, si potrebbe, come & noto, me-
diante una sostituzione lineare permutante le ¢ nelle ¢, ridurre
la T, e la U a forme quadratiche pure rispettivamente nelle ¢
e nelle ¢; la variabiliti di @ fa sl che nella trasformata della
T, compaiono oltre i quadrati anche una forma  bilineare nelle
q e ¢ ed una forma quadratica nelle ¢, la prima avente a fat-
tor & e la seconda a’ .

Applicando poi la stessa sostituzione alle T, e 7,, questa
rimane una forma quadratica, mentre 7 si scinde in due forme,
I’una bilineare nelle ¢ ¢ ¢ e I’altra quadratica nelle ¢ e conte-
nente a fattore da.

In definitiva si ha

1., - . .
T=g L. di+ ), badis+dgung)
ed

Tenendo presente che

H=(q:z)—dgzgihqiqh_Ua
1



o4

”
ove (C,) ¢ la trasformata di C, = —- Z ¢;, mediante la p, =

_ T
aqi

Si osservi che sotto ipotesi particolari & possibile fare in
modo che nella H un certo numero m (< mn) di coordinate, in-
sieme ai corrispondenti momenti cinetici, siano separabili, cosiche
il sistema dato si possa considerare come composto da un sistema
ad m-m gradi di libertd, a variabili non separabili, e da m
sistemi ad un sol grado, indipendenti tra loro e dal primo (%).
In tal modo a ciascuno degli » sistemi ad un grado di liberta
possono applicarsi senza altro i risultati del Grarri, onde il
nostro problema si riduce allo studio del sistema rimanente.

Il sistema canonico

dt — 8¢’ dt ~ apg’

si ottiene precisamente la (1).

si sa integrare soltanto in casi particolari ad esempio quando il
parametro -@ & adiabatico. Sotto questa ipotesi diventano infatti
trascurabili nella (1) i termini proporzionali ad a ed a* ed &
quindi possibile dimostrare 1’ invarianza adiabatica degli » inte-
grali ciclici di SoMMERFELD

1
@) - di=— [ pd,,

(*) Per es. sia T—a(él+?)+8éné:+‘r(é1+é.)és+5éa U=a'(E,+

+8) +FEE+Y (E+E)E+ O E; ponendo E =g, +7,, E=¢,—,,
g3 =3 si trova

T=Aq|+f(.zh 5'3), U=Bq1+g(x2v 9«'3);

ove f e g sono delle forme quadratiche nella %,, 3 e x,, #; ordinata-
mente. Operando poi su queste come si é indicato sopra si ottiene

1 2 1 2 - e
H= g~pi+Ba+ —g‘§1p¢+w¢q;—a“§1 (bijps ¢j — @ 04594 q5) -

(v. WHITTAKER — Anpalytical Dynamics, IV ed. 1937, p. 190).
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pervenendo cosi alla seguente soluzione del sistema (2):

4) pi =Yoo cos6, gq.= V{)i sen 6,
]

ove si & posto

(5) '&‘='82+J‘l)‘dt.

Se il parametro a non & esattamente adiabatico le (4) sod-
disfano le (2) soltanto nell’ istante iniziale ¢{= 0. Nelle pagine
che seguono stabiliremo una formula che consente di verificare
se in un dato intervallo di tempo (0, t) I’ errore che si com-
mette nell’ assumere le (4) quali soluzioni delle (2), nell’ipotesi
che a non sia perfettamente adiabatico, rimane -minore -di un
numero prefissato.

3. - Innanzi -tutto si osservi che & sempre possibile dare
alle p e ¢ le espressioni (4), quando queste si riguardino non
come soluzioni delle (2), ma come una trasformazione delle p e
q in certe nuove incognite J e & (non dovendosi piu intendere
le J definite dalle (3) e le $ dalle (5)). Mostriamo poi che si
tratta di una trasformazione canonica. Infatti posto

(6) o J; = pi + aiql,
. . aV . R
sostituendo in questa a0 al posto di p;, ove con V si indichi
]
una funzione incognita nelle ¢ e nelle J, si ottiene un sistema

di n equazioni a derivate parziali in V, di cui un integrale
completo & dato da

1 ” _——
=3 Z (J‘ arcsen g, l/ LR qMLw.l/ A qﬁ)
i=1 ¢

Le relazioni

' _avV e
4') pi—t"?‘, 8‘-23_.]"

-




definiscono percid una effettiva trasformazione canonica tra le p,
q e le J, 6: sviluppando si riscontra:la loro identita con le (4).
Queste mutano percié il sistema (2) nell’ equivalente ;

dJ, o (., V) d% 98 9

Espresse H e 14 mediante le J e le &, facendo uso delle

at
(4), ed eseguite le derivazioni sopra indicate si perviene alle
equazioni :

A, 1/ | *
= a4dg T Pan = Va7 Var 4 r) —
@) — th; J‘{p, o8 (¥, —&,) — vy cos (% + 9,) :

— M [sen (8, — &) — sen (3, + 9,)] | + @ Jim,cos 29,

dd 1. v/
h=1 ¢ o :

+ Ao [ cos (&, — &) — cos (& + %]} + %dmsen%)‘

dove si & posto

ba,auib“u),, A =2d¢’«h

Yoy =
Fa, Y foon, " Yoo

Si noti che per le ipotesi 23) e 33) del n. 2 e per la (6) i
valori iniziali delle J sono tutti maggiori di zero, onde queste
si mantengono positive in un intorno dell’origine dei tempi.
Detto 6 un qualunque numero positivo, esiste quindi un istante
1, <T tale che per 0 <#<t, si ha

™= d lo
=da g ;.

Ia(0)
i

<

~

(9) log

per ogni intero & tra 1 ed n, essendo J) il valore iniziale di J,.
Mostriamo ora che:

-

«se © & un valore di ¢ tale che per 0 <¢<t si verifica la (9),
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per ogni intero 2 compreso tra 1 ed n, si ha

(10) logJJ(o)'<S¢ (v)

ove

(11) S;(tr) = (4;A;a + BAja) V(a,t) + B;Aa
" essendo :

a) 4; e B; dei numeri reali finiti, dipendenti da o e da
t, che & possibile conoscere quando sono noti i valori iniziali
delle J; essi sono stati calcolati piu avanti [v. (17) e (18)];

B) V(a, t) la variazione totale del parametro a nell’in-.
tervallo (0, t), cios

T
V(a, t)=[|d|dt;

7) Asa la maggiore delle variazioni totali di @ corrispon-
denti agli intervalli parziali in cui (0, t) viene diviso da uno
dei seguenti insiemi di valori di #:

2w
| [OX (t,l, r) — W, (t;l, r)

(12) t;l,"-l-l == t}’),,r + | Y pel‘ T=0, 1, eree m;,— 1,

2%

() + o ()

13) .=t + - per r=0,1,...n,—1,

(14) =1+ —— per r=0,1,.... 1,

oy (t )

assumendo % tutti i valori tra 1 ed » ed essendo ¢, ,=t),=

—t0 =0e mh, n, l dei numeri interi tali che 7, Sy <t<t,, -+l y
6) A‘a la maggiore delle espressioni

tst1

b:;‘ fla[dt
|a|dt ts

essendo (¢,, t.,,) uno qualunque degli intervalli parziali sopra
definiti ».
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Per vedere cio si divida la ™ delle (8*) per J; e si integri
membro a . membro da 0 a t. Si pud scrivere allora

T _

/dVi;ﬁ P08 (¥ — ) dtl +
74

0

T _ T -
/d l/# vacos (¥; + &) dt' + ,/al/# A 2008 6,send, dt ' ; +
0 ¢ 0 ¢

T

+ ’/du,-cos2a‘},-dtl.
(V]

Ji (%)

(15) Je

log

<I

+

Considerati gli istanti definiti dalla (12), si ha, per A%i:

tlll, rH1 t;: 1
3 'Ih L) Jh
16) a |/ =" pacos (F—d)dt|<| ] a —ij.,,,cos (¥—%) —
[}
tsr .
o - t;;, o
Jf * * ) J# * *
- T‘* p‘ih CoS ('&‘ - '&h) dt + a ¢T? P-ih COs (’&."——‘&h) dt o
hyr '

ove J¥= J,,'(tf,_,), ¥ = (s, e
(34 - )= (t;,v, —h (t;,'.) + (t - t;,' B (t'» r) — Wy (tl,l -)] .

Applicando il teorema del valore medio alla espressione che
compare tra.parentesi quadre nel primo integrale del 2° membro
della (16) ed integrando per parti il secondo integrale, indicati
con M,, Nu, Ay o IIg; My, N, Ay e II; i massimi va-
lori assunti da p,, va, ha © =; e dalle loro derivate rispetto
ad a, nell’intervallo (0, t), con un procedimento perfettamente
analogo a quello adottato nel lavoro gia citato in (%), si trova
che:
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‘JV M cos (39— x“rh)dt‘<°‘/ HM,AZ —(e2°+1)Bk+

k=1, h
21t d(l)k ) ’ ’
+ [————_w-—m,.| — e + My [Aia + My, Ala} V(a, 1)+
J?
+ ¢ ]/73; M, Aa,
essendo
(17) BkEeaZl//Io i[kh+Nkb+2Akh)+[[k,
=17 °

mentre il minimo ed il massimo indicati con i suffissi min e
max si riferiscono all’intervallo (0, 7).

Operando in modo simile per tutti gli altri integrali che
compaiono a secondo membro della (15), valendosi delle suddi-
visioni di (0, t) definite dalle (12), (13) e (14) secondo che gli
argomenti delle funzioni circolari che compaiono in essi sono
$—d,, ¥+, e 29, ed infine sommando dopo aver fatto
k=1, 2,..., n, si ottiene la (10) ove si intenda

2041
A= Z l/ ‘ L (Mot Na +20) B+
'k i, h

do,

Mm + A + Ny + Ay, _ } :
(18 +2n (1 Py WL P «»,l,.m.) dal,§ Tt At
do;
d 70 , , ’ '
, ma) + e Z V% (M, 4+ No+2A5) +11.

+H)<B¢+2“

i min h=1

La (10), poiche S;(r) non decresce al crescere di t, stabi-
(1)
J
valore di ! intorno a (0, t), dal quale & poi facile ottenere un
valore maggiorante dello scarto tra J;(f) e J?. La validila della
(10) essendo perd subordinata al verificarsi di tutte le (9), essa
non fornisce, una volta assegnate o, alcuna indicazione circa il
valore da attribuire a . A cid provvede il seguente

“ lisce un limite superiore del modulo del log per qualunque
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Teorema. Se si ha S, (t) <o per ogni intero h tra 1 ed
1 ed n, nell’intervallo (0, t) risulta sempre

J¢ (ti

(19) ' <o

per t=1,2,..., n

Infatti supposto S, (r)<lo per A =1, 2,... %, si noti che
se non fossero verificate le (19), per 0<'¢<(r, esisterebbero al-
cuni numeri interi compresi tra 1 ed n, diciamo ¢, 7,,..., 7,
tali che per ‘qualche valore di ¢ <t si avesse

s=1,2,...,k.

iy

In questa eventualita, per la continuitd delle J, sarebbe
possibile trovare un valore t' di ¢# minore di t, per cui fosse

1og 2

essendo j uno degli interi ¢, 4,..., ¢, mentre per 0<¢t<t"
e per ¢=1, 2, ..., n fossero verificate le (19). Allora ricor-
dando che le S; non decrescano al crescere di ¢, per la (10) si
dovrebbe avere

§®=8E)=s
contro I’ ipotesi che sia §;(t) <lo.

4. Tenuto giontqdel procedimento ora seguito ed osservando
le (8%), si deduce subito che se & valida la (10), risulta pure

T
8‘(1)—-%3—fw‘dt lS—;—S,-('c);
(V)

onde, riassumendo quando esposto ai due numeri precedenti
possiamo cosi concludere :
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Dato 1l sistema canonico :

2 dp,_ _OH, do._0H
( dt~ ~ 8¢, dt_ ap.’

ove la funxione caratteristica H é data dalla (1), le relaxion:

pi =VJ,0ic08%;, qi= V% sen 9,

definiscono una trasformaxione canonica che muta il sistema
(2) nel sistema (8*) ed (8°). :

Considerato un istante t, appartenente all’ intervallo in cur
st suppongono wverificate le ipotesi formulate al n. 2 e scelto
un numero 6 >0, se per ogni numero intero h tra 1 ed n
st ha

] S () <o,
do;be 8, (1) ¢ definita dalla (11), si ha pure entro (0, <)

Ji(t
ros 55"

¢
<o ‘ﬂi(t)—\‘)ﬁ'—/m‘dtigéa.
0

Percio U errore che si commette nell’ assumere entro (0, t) -
le relaxion:

Tt)=J¢ 9:(f) =9 —Fﬁ[midt,

che costituiscono la soluxione esatta del sistema (8*) ed (8°)
nell’ipotest che il parametro a sia adiabatico, non puo superare

il maggiore dei numer: —;~ c e Ji(e®—1).

(Pervenuto tn Redaxione il 26 Luglio 1941-XIX)



