RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

GIUSEPPE ZWIRNER

Su un problema di valori ai limiti per le equazioni
differenziali ordinarie del quarto ordine

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 9 (1938), p. 150-155

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1938 9 150_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1938, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1938__9__150_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SU UN PROBLEMA DI VALORI Al LIMITI PER
LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL
QUARTO ORDINE

di Giuseppe ZwirNer a Padova.

In questa Nota d6 una nuova dimostrazione per la esistenza
delle soluzioni del problema ai limiti

1 ¥y @ =1z y(), ¥ (@), ¥ (2), ¥y (2)),
Dy =y v @ = v =n, ¥ @) =4,
dove f(2,¥,¥,y",y'") @ continua e limitata (') per y,y',y",y""
qualunque e z,<<x <<z,, mentre ¥,, ¥o, Y1, ¥ SONO numeri
arbitrariamente prefissati.

Questo teorema rientra come caso particolare in una pro-
posizione di CaccioppoLt (*). La risposta data dal CaccioppoLr &
affermativa. La dimostrazione invoca teoremi sui punti uniti di
trasformazioni di spazi ad un numero qualunque di dimensioni, ma
non presuppone nessuna conoscenza sulle soluzioni dell’ equazione

(2) y" (@) = f(z, y (), ¥' (@), ¥"' (@), ¥ (2)).

(1) Piu generalmente si dovrebbe poter supporre la f continua rispetto
2y, ¥,y",y"” e misurabile rispetto ad -z con | /| minore di una funzione
positiva x (z) sommabile in x, <z <z,.

() R. Cacciorror1, Sugli elements uniti delle trasformaxions funzio-
nali : un’ osservazione sus problemi di valori ats limits [Atti della R. Ac-
cademia Naziooale dei Lincei, serie 6, vol. 13 (1931) pp. 4Y8-502]. Cfr. Bir-
KiorF © KsiLoa, Insarianis points in function space [Transactions of the
American mathematical Society, vol. 23 (1922), pp. 96-115], pag. 109.



151

Le soluzioni della (2) si possono definire in tutto (z,, x,).
Fissatane una y (r) verificante le condizioni y () =y,, ¥'(%s) =¥o
e posto

E=9"(z), n=9y" (x);

o=y(x) —y, t=y (@) —un,

si viene a definire una trasformazione 7' del piano == (¢, )
nel piano p= (o, t). Si tratta di far vedere che I’immagine di
n contiene I’ origine di p.

Supporremo dapprima la f(zx, y, y',y", y
spetto a ¥, ¥, ¥, ¥
con formule del tipo

(3) 0“—’?(5, n), t=¢ (& 7‘))

dove ¢ (& m) e ¢ (& m) sono funzioni continue e ad un sol valore
in tutto m. La questione si traduce quindi nel dimostrare che le

e M=0, ¢$¢ ) =0

sono risolubili. Per cio basta, come & notorio (*), far vedere che
P’origine O’ di p & d’ordine diverso da zero rispetto a una
curva {' immagine, nella 7, di una curva semplice, chiusa ¥ di =.
La condizione di Lipscairz si elimina poi facilmente con
procedimenti noti.
La questione quindi si esaurisce mantenendosi nell’ambito
della topologia piana (*).

") lipschitziana ri-

Allora T & univoca e rappresentabile

"

1. Sia f(z, v, ¥', ¥, y¥'"") una funzione reale, delle varia-
bili reali z, ¥, y'. ¥", y’", continua e limitata nello strato

S: ry<r<ux,,
ly| <t o, |¥[<+o [y <t ¥+ o,

(® B. v. Keréksartd, Vorlesungen iiber Topologie [Julius Springer,
Berlin, 1923], pag. 83 e segg. e pag. 196.

(*) Il procedimento non sembra legato al carattere bidimensionale del
problema, a patto di ricorrere alla nozione di ordine di un punto rispetto
ad ana varieta.
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e lipschitziana rispetto a y, ¢', y”, ¥’ in ogni porzione limi-
tata di S.
Dimostriamo allora che il problema (1) ammette soluxion:.

2. Sia y= y(x) un integrale della (2) che verifica le con-
dizioni y (ro) = 9o, Y (xo) =ys. Tale integrale si puo definire
in tutto 1’intervallo chiuso x,<<x<C.r,. Sia m un numerc per
il quale si abbia

if(""a Y, y,a .’/”1 .’/m) r<m.

Allora

Y @) < s+ (i — ) o () L ;,x")z § () +om D) ;‘E°)3;

Y @) >t gy e + DIy o T

Y @) <yot (11— 20) Yo + (ﬁ—;—,ﬁ y" (@) + (I—‘a:—!"‘")ay”'(ro) +

Y @) >yo+ (@m—x) yo + ) ;—!%)2 y" (xo).—i- ("_'1_'3—!&3 Yy (o) —
N et

4!

Diciamo ora: ¢, t', r, »' le rette di = le cui equazioni sono
rispettivamente

(@ — zo) €+ (_13_1_2—!_1'0)2.,1 + uo + m(—'v"—;@3=yi;
(@ — o) € -+ @‘2;*!’:")271 + ypo—m (M;—!—xﬁ= s
@ '2—!1“)2& @ 3_!%)311 + (t—x0) Yoty + m (x'%!x”)‘ =u;
(n 2_!%)2& + @ 3_!%)371 + (11 —%o) Yo+ yo—m (_761_4—'133)_‘ =3
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A= (,7) e C=(&4.1,) sieno rispettivamente i punti d’ inter-
sezione delle rette ¢, r e 7, ', di guisa che

2_2!/;—{-23/6 Y=o

G 5 (ry — 1) p— + 6 (= 1)
.,”____fj_m(ll f1»)+6ﬁé——12%:

7 ’ , - 2y, Y — Yo
£ = o — L) —2 2 — 1 +6 () — )
-,ﬂ—_-._-%m(x, - ) U(,‘Z{—i_%&)é— 12 (Z{—%é ’

Si consideri poi il rettangolo 4 BCD con B={§, ),
D= (§,7,); se ne dica 7 il perimetro e 7' sia la trasformata
di v mediante le (3).

Dimostriamo allora che ' non passa per O' e che I’ ordine
di O rispetto a ' ¢ 1.

A tale scopo sieno 4', B', C', D' e 1,42, 3. 4 rispettivamente
gli omologhi nella T dei punti 4, B, C, D e dei segmenti 7, = 4 B,
9= BC,13=CD,y, = DA. Allora si vede facilmente che gli

archi %3, %z, Ys, 7+ SOno contenuti rispettivamente nell’ ¢nterno dei
rettangoli

mr,—uo)<o< ll m (x; — o)

4

1
12
3
0<+t S?m(xl — &)} ;
7
0<o< ;5 m(n—a),

im(Jr <t — S
- 3 I—J‘O) 2

m(r, — &) ;

— 7 m(z,—xo) == 1 m(’cl xy)t
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—%m(x,—n)‘SOSO,

1
J— %m(xl——xo)'sts ?m(x, -‘iro)’ .

Ne segue in particolare
P&, M <0, ¢, m>0;5 9,n) >0, ¢(&,n)>0;
(P(eh"li)>0i ‘P(ehn!)<0; ?(El)n2)<0’ ¢(El1n2)<0'

Se M) & il punto di 7; corrispondente al punto M, = (§,,)
di T1,, rappresenteremo con [§,7,],» 1’angolo di cui bisogna far
ruotare la semiretta O’ A’ per sovrapporsi, senza incontrare 1’asse
o, alla semiretta O’ M’, Sara allora

[eh "h]or = A,/OTB, )

dove A”O' B’ indica I’ angolo acuto formato dalle semirette O’ A,
0’ B’. Quest’angolo rappresenta quindi (in valore assoluto) la va-
riazione dell’angolo acuto 4°0° M; quando M, descrive ¥, a par-
tire da A4 (%) .

Ragionando in modo anal()go sugli archi 7¥z,7s,Ys 8i trova,
evidentemente, che se M & il punto corrente di ¥ ed M’ il suo

corrispondente su %', la‘variazione subita dall’angolo A0M
(al variare di M su ¥ a partire da A e in un verso conveniente)
& uguale a 2= ; ciod I’ ordine di O rispetto a {" & uguale ad 1.

In ABCD esiste quindi un punto (&, tale che la solu-
zione della (2) verificante le

Y@) =Y, ¥ (@)=19, ¥ (r)=4%, ¥ (x) =7
soddisfaccia alle
yo)=un, yE)=u.

(%) J. Tannery, Théorie des fonctions d’ une variable [Paris, A. Her-
mana, 1910], vol. II, pag. 173.
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Inoltre in quanto preeede & implicito anche che
ly@) |<4H, |y@|<H, |y <H, |y @ <H,

con H costante opportuna dipendente solo da m, y,, ¥5, ¥, ¥1 , %o, L1 -
Di qui segue, mediante noti procedimenti di approssimazione, che
la condizione di Lipscritz pno essere soppressa senza che il teo-
rema dimostrato perda la sua validita.



