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SUGLI SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI
IPERSFERICHE E DI POLINOMI BIORTOGONALI
DI HERMITE.

di Renato CaccioppoLt

La teoria delle funzioni ipersferiche e dei polinomi di Her-
smite che a quelle si connettono, come i polinomi di Lrcexpre
alle funzioni di Laprace della sfera ordinaria, ha conseguito ul-
timamente un assetto definitivo, per opera prevalentemente di
Appel, e Ksmpt pe Ferier (*). Fra i suoi risultati principali va
annoverata la costruzione degli sviluppi formali che estendono al
caso di un numero qualunque di variabili le serie di fanzioni
sferiche e di polinomi di LresrNpre; e si pone naturalmente il
problema della convergenza di tali sviluppi.

Questo problema mi propongo qui di studiare (*), limitata-
mente, per semplicitd, al caso dell’ipersfera dello spazio a quattro
dimensioni e dei polinomi di Hermite in due variabili. Stabiliro
dapprima i criteri pitt semplici, praticamente gia estesissimi, per
la convergenza degli sviluppi di funzioni continue. Passerd poi
ad uno studio sommario, di interesse prevalentemente teorico,
delle condizioni generali di convergenza locale, e delle disconti-
nuitd ammissibili per la funzione sviluppata sotto queste con-
dizioni.

Si vedra come il fenomeno della convergenza delle serie
considerate sia di natura alquanto pit complessa e delicata di
quello presentato dalle serie di funzioni sferiche ordinarie, molto

(*) V. il trattato di questi due Autori: Fonctions hypergéométriques et
hypersphériques—Polynomes d’ Hermite (Gauthier-Villars, 1926).

(?) La sommabilita, per medie di ordine superiore, delle serie in quistione
¢ stata esaminata da Koscumieper (Math. Annalen, t. 101 e 104).



164

piu instabile potrebbe dirsi; come specialmente, per assicurare
la convergenza, le discontinuitd vadano sottoposte a condizioni
singolarmente restrittive.

1. - Preliminari ().

1. - Nello spazio a quattro dimensioni ¥ dei punti di coor-
dinate reali z,, ., %3, %, sia S la sfera con centro nell’ origine O
e raggio unitario ; su questa sfera a tre dimensionisi definiscono
le funzioni ipersferiche, generalizzanti le funzioni di LapLack della
sfera ordinaria, come quelle cui si riducono i polinomi omogenei
armonici in 3, cioé verificanti 1’ equazione

*r

oz}

I B S

a x4

La funzione ipersferica di grado =, Y,, originata dal poli-
nomio P,(z,, %,, %5, 2,) di grado n, contiene (n 4-1)* costanti
arbitrarie omogenee. Introducendo coordinate polari mediante le
formole

x,=pcosf,, z,==psen6 cosb,, x;=psen6,senb,cosp,

%, =psen0,sen Bysen¢ ,

si pud scrivere

Pn(xn X2y %39 %.) = P.Y-(en 02, ?)7

e Y, si presenta come un polinomio nei seni e coseni di 6,, 6, e
? (0<6,,6,<m; 0<op=<2m).

Conviene perd sostituire alle coordinate polari, per evitare
la dissimmetria introdotta con gli angoli 8,, 8,, quelle definite dalle
formole seguenti

(4 V. Arperr et Kampt pr Ffrirer, loc. cit., 2m¢ Partie.
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%) == PEy, Xy = PAy, X3 = p}'_X_coscp, %4 =}/_Xsentp,
X=1—12—n);

qui il punto (z,, .r,) varia nel cerchio C di centro nell’origine e
raggio unitario, e % nell’intervallo (0, 2x). Le x possono chia-
marsi coordinate onali, la ¢ longitudine : ovviamente., ¢ & in-
determinata quando x + 23 =1, cioe X =0 (V.

Nelle nuove variabili la funzione Y, diventa

Yn: Pn(xl, il‘g,'l—fcos¢, V:szen?).

La proprieta fondamentale di orfogonalita si estende subito
alle funzioni ipersferiche : si ha per m+ n

fY,, Y, do=0,
K]

dove I’elemento di S & dato da

dw = sen*6, sen6,d6,d0,d¢ =dx, dry,dg.

2. - Sia @ un punto variabile su S, M un punto qualun-
que di X interno ad S, e indichiamo con 7 I’angolo M0OQ. Se
F(M) = F(x,, #¢, %3, %,) & una funzione armonica internamente
ad 8, sussiste la formola, che estende quella classica di Porssox

a1 1—9p
F(M)= WfF(Q) (1—2pcos1+p’)’dm'
5

Il secondo membro puo trasformarsi in una serie di potenze
di p (convergente per p <(1) ricorrendo allo sviluppo

1

[ o}
T _F g Ve
T —fazfa 2% 72@,

(*) Su S le superficie ¢= cost. sono emisferi meridiani, segati dai se-
mispazi limitati dal piano x3—==x, =0, e passanti per il cerchio unitario di
detto piano.
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in cui le V¥ designano le cosiddette fun:ioni sferiche di 2°
ordine (*); si trova con facile calcolo

F(M) = 2%,:%0 (n+ l)p"fF(Q) V¥ (cost)dw .
S

Si deduce di qui ovviamente uno sviluppo formale in serie
di funzioni ipersferiche per una funzione f(P) definita su S;
posto

@
1) f(P) = XY, (P)
si ha
(2) v, (A =210 f £(@) V¥ (cos 1) do,
S

dove ¥ ¢ I’angolo P O@Q; e sussistono le formole

fY7L @ V& (cost)do =0 (m $ n),

S

' 2 :
| @ v eosy do = v ().
s
Le funzioni V¥, espresse mediante I’angolo 7, acquistano la
forma semplicissima (%)

3) | VI (cos) = sen (Srzn—}; 1)y .

3. - Sono particolarmente notevoli le funzioni ipersferiche

(*) Caso particolare dei polinomi di GeeeNsAuer definiti dallo sviluppo
(l—2ax + a®) - = Zar V¥,

con p qualunque.
() V. AreeiL et Kampt pe Firier, loc. cit, Note I (p. 890).
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cosiddette xonali, cio¢ indipendenti dalla longitudine ¢; una
funzione zonale di grado » contiene # 4 1 costanti arbitrarie
omogenee. Tutte le funzioni zonali linearmente indipendenti si
ottengono ricorrendo allo sviluppo seguente, considerato da Her-
MITE in vista di un’estensione a due variabili dei polinomi di
LEeeENDRE ;

1 o
= X Xaia}V,, .
[ — 20,0, — 24:%3 + @ + @) yemosmo s (@5 )

Gli » + 1 polinomi V,,, con r 4+ s = n, forniscono altret-
tante funzioni ipersferiche Y, indipendenti da ¢. E lo sviluppo
di una funzione delle sole z, e x,, definita nel cerchio C, in
serie di funzioni ipersferiche, contiene soltanto polinomi V.

Questi polinomi di Hermite appaiono quindi come naturale
generalizzazione di quelli di Lecenpre; una differenza sostanziale
sta perd nel fatto che i primi non costituiscono come i secondi
un sistema ortogonale (*), sicch® i coefficienti dello sviluppo for-
male di una funzione f(x, ;) in serie di polinomi ¥ non pos-
sono determinarsi senz’altro col procedimento classicc di EuLer
e Fourikr. Questa difficolta & stata superata da Hermire merct
I’ introduzione dei nuovi polinomi U,, definiti dallo sviluppo

1 © ®
V@t F ar - (@ b @) (Loriead) — g omg i @ Un(m2e)

di cui il primo membro rappresenta un’altra generalizzazione della
funzione generatrice dei polinomi di Lrsexpre., I polinomi U, e
V,, costituiscono un doppio sistema biortogonale: propriamente
si ha

Us(Xyy00) Voo () £5) dir dtz=0 [(7'—7‘,)2+(3"3’)2> 0]

c(1—z2 =22 20)

(!) L’ ortogonalita fra due polinomi V. e V. ha luogo solo quando
r+st 7" 4+ s', o quando, essendo 7 4+ s=7"+4 ¢/, una almeno delle dif-
ferenze r—1r’, s—s’ & dispari.
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T (rts!
r4s+1 rts!’

U, ("'1 1 23) Vi@ 17,) Ay day =

c(1—at—a22 0)

Ogni polinomio U & una combinazione lineare a coefficienti
costanti dei polinomi ¥V aventi lo stesso suo grado (ed inversa-
mente), sicché anche i nuovi polinomi forniscono un sistema com-
pleto di funzioni ipersferiche zonali. Vale inoltre per essi la se-
guente estensione immediata della formola di Robpricues

. U .
Url(zl1x’!)= ( 2r-2¢ r!s! 31"[31; [(l—lf—x:))+]'

Possiamo ora scrivere lo sviluppo formale di una funzione
f(x,, x,) definita nel cerchio C:

o P©
(4) flXi,2)=2 X A,V,(z,n),

rem( se=0

ponendo

1 ris!
CIPNES EL L [f £, 2) U, (1, 25) da, day
' ..(,'

analogamente, scambiando gli uffici di U e V, si dedurrebbe lo
sviluppo in serie di polinomi U .

Lo sviluppo (4), quando sommato per diagonali, scritto cioé -
sotto la forma di serie semplice

(6) fana) =3 I A,V (x,)

nmm( r4gmmn

non & altro che lo sviluppo in serie di funzioni ipersferiche (1),
per la funzione f indipendente da p. E beninteso altrettanto pud
dirsi per I’analoga serie di polinomi U, che da le medesime
somme diagonali.
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2. - Sviluppo in serie di funzioni ipersferiche
di una funzione sulla sfera a tre dimensioni

4. - Ci proponiamo ora di indagare sulla validita dello svi-
luppo in serie di funzioni ipersferiche (1). Innanzi tutto perche
le formole (2) abbiano senso si richiede dalla funzione

f(P) = flx,, x,, ?)
la sommabilita su S. Supporremo per ora che [ sia continua,

e che abbia continue le derivate prime su S, cioé le derivate
di direzione definite dall’ espressione

P—»P PP

b

la distanza PP’ essendo presa in X.
A semplificare le notazioni ulteriori porremo

z
HRO =W, [Ted- U
0

Si indichi con s,(P) la somma dei primi » -+ 1 termini
della serie (1) : di questa somma dobbiamo cercare il limite per
n—>0.

E lecito ammettere che il punto P considerato sia quello di
coordinate (su 8)

o =1, x =0 (p indeterminata)

poiché a questo caso ci si pud sempre ridurre con una opportuna
trasformazione di coordinate ; allora si avra

Cos [ =a, .
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Dalle (2) e dalla formula sommatoria (analoga ad altra nota
per i polinomi di LEGENDRE)

S+ ) V0@ = 5 |2 V0@ + 1 Vi)
si trae ora per s, (P) I’ espressione

u(P) = g [ £1Q) (W (0080 + Wana(cos1)] do =
S

2n
(1) =zl;;sfd8°f/f<w», 2, 9) [Wa (@) + Wopa (1) day day
0 ¢

Integrando per parti otteniamo, indicando con' I' la circonfe-
renza di C,

$a(P) =

gffrlaT",‘P)[Vm (x,) 4 Vﬂ-l (-Ll)]sz

" d
_ [ f d—i[V}f’(wl) 4V, ()] dod s
C

Importa notare che la derivata parziale qui introdotta, in
quanto presa rispetto ad una coordinata zonale, & in generale in-
finita per X =0, cioé per (r,,x;) su I'; come mostra subito la
seguente espressione del quadrato dell’elemento lineare di S:

1+ o}
X

1?1 1+”‘§d =+i"xlﬂdxldx,+xm*.

Ma ’ordine di infinito della derivata su I' non supera —,

w[ —

e propriamente si ha

1
5 o) e

1 — o —af
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con la f; funzione continua (dipendente perd ovviamente ancora
da ¢ per X =0).

Se ora sulla circonferenza I' identifichiamo 1’angolo 7 con
I’arco contato a partire dal punto (1,0), avremo

dr, = c6s7d1 su I';
poniamo poi
f(@, @, 9) =9(1) su I'.
Osservando ancora che in virta della (3) si ha
sen (n -+ %) "
VY (cosy) + V&, (cosy) = —
sen - 7

2

si ottiene in definitiva la (7) sotto la forma

2z (™ sen(n- 3/2) 7
s (P) = sz U ——1———9(1)0081d1—
2

8
i —'([f g_j:x— [(VE (@) + V& (z)] d, da,

Poiche si ha notoriamente ()

lim /n sen (n + 3/2) ¥ g(y)cosydy=2mg(0) ,
n—>®

- sen —-

2

e g(0)=/F(P), per dimostrare la validita della (1) nel punto
_considerato bastera far vedere che I’integrale (funzione di ¢)

f f A vy (-"3) + V(‘) (wl)] du, dz,

(*) Si ricordi che per ipotesi g (Y) ha derivata continua.
t 2
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tende a zero, per n —- o, e legittimare il passaggio al limite
sotto il segno di integrazione rispetto a ¢ .
Premettiamo all’ uopo la relazione di limite

lim U, (z) =0
n—>

(uniforme per |x|< 1), conseguenza immediata della (3) che
fornisce, posto x = cosy,

U,.(a:)=/;/‘:’ (a:)a’x=/ sen(n + 1)ydy.
v Y

Nell’ integrale doppio precedente effettuiamo una prima in-
tegrazione rispetto ad z,; il risultato di questa tenderd a zero,
per z: 30, al divergere di n,— e cido in virtd di un noto ri-
sultato sugli integrali singolari, perché I’ integrale indefinito

U, () + Uppa ()

del secondo fattore dell’ integrando tende a zero.

Inoltre I’ integrando stesso & maggiorato in valore assolato
dalla funzione

2M
MT—2fl—a—a

dove M indica il massimo modulo della funzione f£; dianzi intro-
dotta, e questa maggiorante risulta sommabile nel cerchio C.
Pertanto 1’integrale doppio tende a zero, ed & lecito nella (8) il
passaggio al limite, che avviene attraverso una successione di
integrandi equilimitati (*); e possiamo conchiudere che

lim s, (P) = f(P) .
n—>0

(1) Del resto la cenvergenza a zero dell’ integrale considerato & uniforme
rispetto a ¢ .
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5. - Ovviamente, nella trattazione che precede & essenziale
soltanto 1’ipotesi che le derivate prime di f(P) siano limitate ;
o meglio che f(P) abbia su S rapporti incrementali limitati, cioé
verifichi la condizione (di Lipscairz)

|fP)— f(P)| <k-PP

con k costante. Questa circostanza implica notoriaments 1’ esi-

. . . 0 . .
stenza della derivata prima considerata 51 quasi ovunque, cioé
T
a prescindere, per ogni fissato valore di ¢, dai punti di un in-
sieme di misura nulla su C.
Possiamo dunque ritenere dimostrato il teorema generale

seguente :

Se la funzione continua [ (P), definita sulla sfera a tre
dimensioni S, é ivi a rapporti incrementali limitati, essa ¢é
sviluppabile nella serie di funxzions ipersferiche (1), ¢ cui ter-
mint sono dati dalle formole (2).

Si riconosce agevolmente che se le derivate di f(P) sono
continue la convergenza dello sviluppo & certamente uniforme su
S; basta osservare che le funzioni f(x,,.,9) che occorrono
nella valutazione delle somme s,(P) risultano uniformemente con-
tinue, e che allora nell’ espressione (8) di s, la parentesi sotto
il primo segno integrale tende al proprio limite uniformemente
al variare di P.

6. - Si ricava ancora dalla dimostrazione del teorema pre-
cedente un criterio generale di convergenza locale :

Perché il secondo membro della (8) tenda a f(P), per una
particolare determinazione di P e del cerchio (polare)

A4 =1

passante per esso, basta che sia limitata la particolare funzione
fi(®, %, ¢), e piu generalmente basta che f, sia maggiorata in
valore assoluto da una funzione sommabile M (p) di sola ¢, es-
sendo allora

12
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g—a{;‘ [vy (31) + V:#-l (zl)] SV 1— #2 :/Ml(f_)_ £ — a3
1 1

Tale circostanza & verificata per ogni punto del cerchio po-
lare se f soddisfa la condizione di LipscHirz separatamente su
ogni emisfero meridiano (a prescindere tutt’al pii da un insieme
di valori di ¢ avente misura nulla), con un coefficiente variabile
con ¢ ma sommabile rispetto a ¢ .

In generale dunque lo sviluppo (1) é valido in tutti + punts
di un cerchio massimo 1' quando [ (P) verifica la condizione
di LapscEitz su quast tutti gli emisfer: passanti per I', e con
un coefficiente sommabile rispetto alla longitudine di quest:.

Questo criterio presenta analogie con quello dato da Jorpax
per la convergenza locale di uno sviluppo in serie di funzioni
sferiche ('). Lo si potrebbe estendere e completare osservando che
ad assicurare I’ occorrente sommabilita della funzione

1 of 1
z = 11—z
ﬁ(!)xi)?)yl_xf'fl_x}_x: ax’ Vl—xg

non sono necessarie le limitazioni assegnate per f,; di cido faremo
cenno pil oltre.

7. — Un teorema piu strettamente affine a quello di JorDan
si ottiene, insieme ai risultati precedenti, ricorrendo ad una im-
postazione un po’ diversa del problema, alla quale sara opportuno
accennare,

Scriviamo la (7) in coordinate polari, ed integriamo per parti
rispetto a 6,, assumendo fsen®, come fattor finito, ed osservando
che 7 =0,’; otterremo

21 AT

1 T 9
sy(P) = P j dyp f senf, d6, f 20, (fsen6,) | V& (cos6,) +
(O} 0

+ Vi (cos,)]db, =

(1) V. Jorbax, Cours d’ Analyse (2¢éd.), t. II, n. 244. — Caccrorpour,
Sulle serie di Laplace, Rend. Acc. Lincei (6), vol. 11 (1930).
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1 2% af
= e [Sonnan, [ 2L vra) 4 vz enas +

0 0 -1
41:’[‘1? [sen 6, dﬁ,ffcos 0, [VE (cos6,) + VS, (cosb,)]db,,

essendo zx = cos®,.

Ragionando come precedentemente, si prova che se f verifica
su quasi tutti i semicerchi meridiani la condizione di Lipscuirz,
con un coefficiente % (8,,%) sommabile sulla sfera (6;,¢), cioé
tale che converga 1’integrale

T ¥19
[dq; k(6,,p)senf, d0,,
K

0

il primo termine dell’ultima espressione tende a zero, e nel se-
condo termine il terzo integrale ha per limite nf(P) ().

Quindi lo srituppo (1) é valido mel punto P quando f ve-
rifica la condi:ione di Lipscuitz su quasi tutli ¢ semicerchi me-
ridians passanti per P, e con un coefficiente sommabile sulla
sfera (6, %) .

Anche questo criterio & suscettibite di estensioni, come ve-
dremo in seguito.

3. - Svilappo di una fanzione di dae variabili
in serie di polinomi di Hermite.

8. — Del risultato enunciato al n. 5 & caso particolare, giu-
sta 1’osservazione del n. 3, 1’analogo sulla sviluppabilita in serie
di polinomi V,, di Hermite di una funzione f(x;, x;) definita

nel cerchio C; e difatti & ovvio che una limitazione per le deri-

(') I1 passaggio al limite sotto i due primi segni ¢ lecito, perché 1’ in-
tegrale trigonometrico, come funzione di 6, e di ¢, é maggiorato in valore
assoluto da una funzione lineare di 4 (8,, ¢).

12
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vate prime di f(x,, r;) ne implica un’altra per le derivate su
8 della funzione f(P)= f(z,, ).

Ma beninteso lo sviluppo deve intendersi sommato per dia-
gonali, scritto cioé sotto la forma (6); si ottiene allora una serie
semplice di cui il termine generico, cioé il polinomio

Pn (xl; x,) = X A,.,, Vrs (‘Tl’ 932)1

7+4-s=n

pud anche esprimersi mediante 1’ integrale triplo

(9) . ; 1 / d?fff(el- &2) VS?) (xl &] + 1'2&2 +
‘0 o

+ V1 — A —ak Y1 — & —E cos p) dE, dE,,

come segue dalla {2).

Pertanto una funxione f(x,, x;) definita nel cerchio C ed
avente rapporti incrementali limitate ammetle lo sviluppo in
serie di polinomi di Hermite (6), ¢n cui ¢ coefficienti sono dati
dalle (5) ed il termine di grado n ha [’ espressione (9).

La convergenza dello sviluppo é certamente uniforme quando
le derivate di f sono continue.

9. - Sembra difficile ottenere risultati generali sulla validita
dello sviluppo (4) in serie doppia (assolutamente convergente).
Per potere stabilire maggiorazioni semplici dei coefficienti 4,, ci
occorrera 'ipotesi che f ammetta derivate di tutti gli ordini (*).

Indichiamo con M,, un limite superiore per

ar-{—t L
o ox;

nel cerchio C. Dalla (5) si deduce con successive integazioni per
parti, introducendo i polinomi U,, mediante la formola di Robricurs
generalizzata,

(*) Cfr. ApperL et Kampt pe Férier, n. XCIIL
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1 r4+s+1 , OF f
Ars::s)-}-n 7+S)'/[ xz—“'2)+ dxldxzs

e di qui si trae

M,
| Artl = m .

Supponiamo esista un numero k< J2 tale che

M. <k (r+s9);

si avra allora

k r+8
l A, l = (_2") )

ed il secondo membro della (4) risultera assolutamente conver-
gente, essendo tale la serie

, k r4-s
5(5) 7

che coincide con lo sviluppo (assolutamente convergente per
a; + a; << 1) della funzione generatrice dei polinomi ¥ quando
si ponga

k
a1=ag=—'2—-

La validita della (4) & poi assicurata dal precedente teorema
sullo sviluppo (6).

Quindi una funzione f(x,, z;) le cui derivate verifichino in
C le limitazioni

- _.a +v ks !
| e | =kt
con k<_}2, ammette lo sviluppo (4) in serie doppia assoluta-
mente convergente.
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In particolare sono sviluppabili secondo la (4) le funzioni
intere (') in x,, ry; per un polinomio di grado n lo sviluppo
si riduce ai termini di grado <<n.

Non si attribuisca d’altronde soverchia importanza alla que-
stione della convergenza assoluta della serie doppia. Il metodo
pii naturale di sommazione, quello per cui si lasciano assegnare
i criteri di convergenza piu semplici e genarali, sembra qui il
metodo diagonale, cosl come, ad esempio, per le serie deppie di
Focrier & quello rettangolare considerato da Stonz. La serie (6),
procedente per polinomi ortogonali di grado crescente, appare
inoltre nel modo piu ovvio come una diretta estensione della
serie di LxerNDRE.

4. - Esteunsione dei criteri di convergenza. - Discontinuita.

10. - Per estendere ulteriormente i precedenti risultati tor-

niamo alla (8) e cerchiamo, premessa soltanto la sommabilita
“di fsu 8, sotto quali condizioni generali ed in che forma la si
possa ancora stabilire:
I, integrale doppio proveniente dall’integrazione per parti si pud
scrivere sempre che f sia assolutamente continua, per quasi
tutti i valori di ux,, internamente all’intervallo di variabilita
di r,, e beninteso 1’integrando risulti sommabile; si dovra poi
sostituire a g(y) la funzione

91, ¢)= lim f(x,, sen 7, ¢)
X, —»COSY

che esistera quasi ovunque su [.

Se ora queste condizioni sono verificate per quasi tutte le
determinazioni di ¢, sussistera la formola seguente, generalizza-
zione della (8),

(') Piu generalmente quelle analitiche regolari nel campo {frontiera inclusa)

1 .
i%i£1+v—:-, lmy| <1+
2

1
Vo
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2 .

1 \
(P = g [

T
7 sen{n43/2)q
[ — M1 4, 9) cos gy —

- sen '2—

(10)
—/ / (VO (x) + V& (x)] %dﬁ, d.l‘,s .

e
Perché I'integrale doppio tenda a zero, in modo che sia lecito
il passaggio al limite sotto il segno di integrazione rispetto a ¢,
bastera che sia finito 1’integrale (maggiorante a meno del fat-
tore 2)

o[

Perché inoltre converga I’ integrale trigonometrico, restando mag-
giorato, in vista ancora del passaggio al limite sotto il primo
segno integrale della (10), da una funzione sommabile di ¥,
bastera che la funzione g(v, ) abbia in 7 una variazione totale
sommabile rispetto a 7; il limite si scrivera allora, con una no-
tazione di uso frequente,

de, dx, .

n|g(—0,¢)+g(40, ¢)].

Soddisfatte tali condizioni, lo sviluppo convergera nel punto
P(1,0), e vi avra per somma il valor medio di f, cioc

1 2
| 9(=0,¢)+g(+0, 9)ldy,
0

in particolare f(P) se f & continua in P.
Il risultato del n. 7 si estende analogamente, introducendo
la funzione

9(6s, ?) =0 l—iir)l() f(ela b, , CF):

1
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verificate allora le condizioni dell’assoluta continuita di f in 6,
per quasi tutti i punti della sfera (0,, ¢), e della convergenza

dell’ integrale
(12 2o [(von 0yt [ |27 | an, — (L _| 3
) ¥ 2T 36, | ' ) sen®6, | a6,
o 0 0 3

lo sviluppo convergera nel punto 6, =0 verso il valor medio di f

dw,

1 2r AT
- / dep | g(0:, ¢) sen 6, d6, (*).
0o o

Rileviamo subito, come conseguenza, un’estensione del teorema
del n. 7, relativa al caso che f, continua separatamente all’inter-
no dei singoli meridiani, presenti per 6, =0 valori limiti varia-
bili con 6, e ¢:

Lo sviluppo (1) fornisce il walor medio di [ nel punto
0, =0 quando f verifica la condixione di Lipscairz internamente
a quast tutti © semicerchi meridiani, con un coefficiente som-
mabile sulla sfera (8, ¢).

Enunciamo ora un teorema sulla convergenza in un punto
generico dell’ipersfera, che si deduce immediatamente dal criterio
precedente :

Lo sviluppo (1) é valido in ogni punto di continuita pur-
ché la funzione, dotata di variaxioni totali uniformemente lims-
tate sui cerchi massimi di S, risulti su quelli passanti per un
punto quasi sempre assolutamente continua.

Piu generalmente si otterrd nella somma dello sviluppo il
valor medio in un punto di discontinuita.

(1) Per la supposta convergenza degli integrali (11) e (12), i valori
medi qui definiti coincidono, come é facile verificare, con la media secondo
la definizione pill usuale, cioé con la derivata in P della funzione additiva

{ f(Qdw

degli insiemi J di 8.
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L’ipotesi dell’ assoluta continuita, che con I'altra delle varia-
zioni limitate riduce la somma dello sviluppo a dipendere esclu-
sivamente dal comportamento della funzione nel punto conside-
rato, limita notevolmente 1’ arbitrio nella distribuzione dei punti
di discontinuita ; si pud dire che esclude sostanzialmente distri-
buzioni superficiali.

Queste condizioni sono certamente verificate se f(6,, 6;, ¢)
& assolutamente continua rispe‘to alle sue tre variabili prese
tanto complessivamente che a coppie o separatamente - in breve
se [ & assolutamente continua su S ').

Pertanto una funxzione assolutamente continua su S ¢
sviluppabile in serie di fumxzion: ipersferiche.

11. - I risultati esposti, ed altri piu o meno speciali che
si dedurrebbero senza difficolta dall’ analisi precedente, conten-
gono poi, come casi particolari, criteri di sviluppabilita in serie
di polinomi di Hermire. Possiamo dispensarci dall’entrare in
ulteriori particolari, e ci limiteremo a formulare esplicitamente
il seguente teorema, di interesse sopratutto pratico, che completa
il primo risultato esposto nel n. 4:

Una funxione f(P) che all’infuor: di taluni puniti o linee
(regolari) di discontinuita abbia su S derivate prime continue
e sommabili ¢ sviluppabile in serie di funxion: ipersferiche in
ogni punio che col suo opposto sia di continuita.

In particolare :

Una funzione f(x,, x;) avente un numero finito di discon-
tinusta e dotata negli altri punti di C di derivate prime con-
tinue e sommabili ammetle, a prescindere dai punti di discon-
tinutta e dai simmetrici di questi rispetto al centro, lo sviluppo
in serie di polinomi di Hemmite (*).

Per far vedere come la presenza di una linea di disconti-
nuitd, comunque breve, possa turbare la convergenza di uno

() In un particolare sistema di coordinate. Va notato che la proprieti
non é invariante di fronte ai cambiamenti di coordinate polari.

(3) A complemento di questo teorema potrebbe chiedersi una condizione
perché si ottengano i valori medi nei punti di discontinuitd. Sostanzialmente
basterd che nell’ intorno di ognuno di questi punti, sopra ogni curva passante
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sviluppo in serie di polinomi di Herwrre, sceglieremo I’ esempio
semplicissimo della funzione

1 per w,<—cos—%

f(r,x)= (k intero >1).

0 per wl>—cos—;:—

In questo caso va sostituito nella (8), che da la somma s, nel
punto (1, 0), all’integrale doppio esteso a C il termine

2 sen —g— [V‘f’ (— cos —%—) 4+ Vﬂ,'(— cos %—)] ,

e di qui segue che

lim sy, = — sen —
- )
m—- o T k
. 1 T
lim s,,,_s = —— sen 7
m—y oc T

Questo esempio mette bene in luce la vera ragione del fatto cui
alludevamo in principio, cioé dei nuovi ostacoli alla convergenza
che s’incontrano passando dalle serie di funzioni sferiche ordi-
narie a quelle di funzioni ipersferiche: si & che nell’ espressione
del termine generale dello sviluppo [formola (2)] il polinomio di
Leckxpre, tendente a zero al divergere dell’indice, viene sosti-
tuito dalla funzione V¥® che converge allo zero solo debolmente,
come suol dirsi, cioé previa integrazione,

per esso ed a curvatura limitata, f abbia variazione limitata ; tale compor-
tamento, p. es., presenta nell’ origine

T4
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