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SUGLI SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI
IPERSFERICHE E DI POLINOMI BIORTOGONALI

DI HERMITE.
di RENATO CACCIOPPOLI

La teoria delle f~~nzío03C4~í ipersferiche e dei polinomi di H03B5~-
at03C4~03B5 che a quelle si connettono, come i po)í~ol~~í di LEGENDRE
alle f~nzíot~i di della sfera ordinaria, ha conseguito u1-

tín~an~ente ~~n assetto defi03C4~ítívo, per opera prevalentemente di

APPEI~L e K ~ ~P~ DE F~~~~~ (1). Fra 03C4 suoi risultati principali va

annoverata la costruzione degli svíluppí formali che estendono al
caso di un 03C4~~~mero qualu~~que di variabili 1e serie di funzioni

sferiche e di polinomi di LEGENDRE; e si pone 03C4~aturalmente il

problema della convergenza di tali sviluppi.
Questo problema c~í propongo qui di studiare (~), limitata-

~~ente, per sen~plicítâ, al caso dell’ ípe03C4~fera dello spazio a quattro
dimensioni e dei polinomi di H~~~03C4~03B5 in due variabili. Stabílírù

dapprír~~a i criteri pí ~ sen~plic~, praticamente già estesíssimí, per
la converge~~za degli sviluppi di fu~~zíoni co~~tín03C0e. Passero poi
ad uno studio son~mariu, di interesse prevalet~temente teorico,
~ielle co~~dizío~~í generali di convergenza locale, e delle disconti-

03C4~~~ítà amn~íssibili per la funzione sviluppata sotto queste con-

dizioni.

Si vedrà con~e il fenomeno della converge03C5za delle serie

~,onsíderate sia di nat~~ra alquanto pí ~ complessa e delicata di

quello prese03C4~tato dalle serie di fu03C4~zíoní sferiche ordinarie, molto

(~) ~T, il t~ attato di questi due ~utori : hy~~er~éorrcétriques et

~’ 7?s~~6 (Gauthier-Villars, 1926).l~ype~~sphérique~~~-Polynomes d’ Her~níte (Gauthíer-víllars, 1926) . 
quistione(2) La, son~mabilítà, per medíe d~ ordine superíore, delle serie in quistione

è stata esaminata da Kosc~Ø03C403B5~03B5~ (Math. ~nnalen, t. 101 e 104).
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più instabile potrebb~ dí~si ; come specíalmente, per assicurare

la convergenza, 1~ discontinuità vadano sottoposte a rondizioni

singolarØente restrittive.

1. - 1’P 1 Ø ~ n8~~’~ (’).

1. - 1Te11o spazio a quattro dímensíoni ~ dei punti di coor-
dinate reali x~, x,, sia S la sfera con centro origine 0
e raggio unítarío ; su questa sfera a tre dimensioni si ciefiníscono
1e funzioni ípersferíché, generalizzanti 1e funzioni di LsP~.~c03B5 della
sfera ordinaria, come quelle cui si riducono i polinomi omogenei
armonici in 03A3 , cioè veríficantí 1’ equazione

La f~nzíone ípersferíca, di grado n , Y~ , oríginata, dal poli-
nomio P" (x, , ~~ , :;~ , x~) di grado n, contiene (n -~-1 )~ costanti

arbitrarie omogenee. Introd~cendo coordinate polari mediante 1e
formole

r

si puð scrivere

e Y" si presenta come un polinomio nei s~ní e cosení di 81, ~: e
y ~~~el,e~~~~ 

Conviene però sostituire alle coordinate polari, p~r evitare

la dissimmetria introdotta con gli angoli 81, 8s, qnelle definite dalle
formole seguenti

’ 

ti) V. ApP~03C4,03C4, et ge~í~ DE loc. cit., Øe Partie.
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qui il punto x~) varia nel cerchio C di centro nell’origine e
raggio unitario, e 1i ~~eil’ í ~~tervallo (0 , 2 03C01. possono chia-

marsi coordinate ovvian~e~~te, f é ín-

determinata qua~~do x~ + x~ = 1, cioè X = 0 (~).
Nelle nuove variabili la f~03C4~zione Y~ diventa

La propríetà, fondamentale di ortogo~~alitá sí este~~de subito

alle f~~nzíoní í persferíche : si ha per m ~ n

dove 1’ el~Øentu di 8 è dato da

2. - Sía Q u~ punto variabile su ~S, ~1 un punto qualun-
qu~ interno ad S, e it~dichíamo con ~ 1’ angolo MO Q . Se
F (M) - ~ ~ , ~~ , è una funzione armo~~íca internamente

.

ad ~S , sussist~ la formola, che estende quella classica di Po~ssu~

11 secondo membro può trasformarsi in una serie di potenze
di p (convergeute per p  1) ricorrendo allo svíl~~ppo

~~) Su ~S’ 1e superficíe ~= cost. sono emisferi meridianí, segati daí se-

miapazí limitati dal piano x,3 = x4 = 0 , e passanti per il cerchío unitario di
detto piano.
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in cui 1e Vl2) designano 1e cosiddette sferiche 
ordine (~) ; sí tro03C3a con facile calcolo

Si deduce di qui ovviamente uno sviluppo formale in seríe
di funzioni ípersferiche per una funzione f (P) definita s~~ 

posto

si ha

dove ~03B3 è 1’ angolo P 0 Q ; e sussistono 1e for~03C5ole

Le funzioni V;~03B3~, espresse rnedíante 1’ angulu y, acquistano la
forma semplícíssír~~a (Q)

3. - Sono partícularment~ notevoli 1e funzioni ípersferiche

(~) Caso particolare dei polinomi di GEC+E03BA~A~ER definítí dallo sviluppo

. con p quØlunque.
(2) V. gYPELL 03B2~ gA03BBiPÉ DE FÉ~1ET~ 10C. Note I (p. 390).
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cosiddette ~~íuë indipendenti dalla longít~~dí~~e ~ ; una

funzione zonale di grado n contíene n -+- 1 costanti arbitrarie

omogenee. Tutte 1e l~~nzíoní zonali linearmente indipendenti si

ottengono ricorrendo allo sviluppo seguente, considerato da HER-
~03C403C4~03B5 in vista di un’estensione a due varíabílí dei polinomi di

LEt03C4E03BB’DRE ;

Gli n -~- 1 polinomi Y,.s , con r -~- s = ~ , forniscono altret-
tante funzioni ipersferiche ~’03C0 indipendenti da 03BC . E 1o sviluppo
di una f~~nzíone delle sole x~ e x2, definita ~~el cerchio C , in

serie di funzioni ipersferiche, contiene soltanto polinomi V.

Questi poli03C4~on~í di Hr;~~03C4~03B5 appaiono quindi come naturale

generalizzazione di quellí di LEGENDRE ; ~~na differenza sostanziale

sta però nel fatto che i primi non costituiscono come i secondí

un sistema ortogonale (1), sicchè i coefficienti dello sviluppo for-

male di una funzione in serie di polínomí V non pos-
sono determinarsí senz’ altro col procedimento classico di E03C403C0.03B5~

e FOURIER, Questa difficoltà é stata superata da merc~

1’ í~~troduzíone dei nuovi polinomi Ur: definíti dallo svílupp03C0

. di cui il prime n~e~03C4~bro rappresenta un’altra Øeneralizzazíone della
funzione generatrice dei polí03C5on~í di LEGENDRE. I polinomi L;.a e

TT,.: costituísco03C4~o un doppio 5ístema biortogonale : propriamente
si ha

(i) L’ ortogonalità fra due polinomi V,..~ e ha luogo solo quando
r -f- s ~ r’ -~- s~, o quando, essendo r -~- s = r’ + s~, una almeno delle dif-

feren~e r - ~ , s - s’ è dispari.
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Ogni polinomio t7 6 ~~na combinazione lineare a coeff~cíenti
,

costanti dei polinomi V aventi 1o stesso suo grado (ed ínversa-
mente), sicchè anche i 03C4~~~ovi polinomi fornís~ono un sísten~a con~-
pleto di funzioni ipersferiche zonati. Vale ínoltre per essi 1a se-

,guente estensione i~n~edíata d~lla for03C4nola di Ro~~~ouEs

Possiamo ora scrivere 1o svíluppo formale di una funzione

f (x, , a~s) defi~~íta ~e1 cerchio C : 

ponendo

analoga~~~ente, scambiando gli ~~ffici di L’ e Y, si ded~~rrebbe 10

s~iluppo in serie di polinomi U .

Lo s~íl~~ppo (4) , quando sommato per diagonali, scritto 
sotto la forma di serie semplice .

non è altro c~e 1o sviluppo in serie dí funzioni ípersferíctie ( 1) ,
per 1a t’~~~~ío~e f’ indipendente da y. E beninteso altrettanto pud
dirsi 03BCer 1’ analoga serie di polinon~í U, che dà 1e medesime
somme día,gonalí.
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2. - Sviluppo in se~·íe di funzioni ipersferí03B5he
dí una fu03B1zíone sulla sfera a t~·e dimensioni

4. - Ci p~opo~~íamu ora di i~dagare s~~lla valídítà dellu svi-

luppo in serie di i’~~~~~íu~~i ipersferiche ( 1 ) . I03C4~03C5a~zi tutto perchè
1e forn~ole (2) abbiano senso si richiede d~lla funziu~e

la ao03C4um~bílítà su ~S. Supporrenl0 per ura che f sia co~~t~03C4~ua,
e che abbia continue 1e derivate prime .su ~S’, cíué 1e derivate

di direzione definite dall’ espressío~~e

1~ distanza PP’ esse~~du presa in 03A3 .
A 5emplificare 1e 03C4~otaziuní ulteriori purre~~~u

J

Si indichi con s, (P) la somma dei primi ~~~ -~- 1 tern~í03C4~í

della serie (1) : di questa somma dobbiamo cercare il limite per
n-~oo.

È lecito ammettere che il punto P co03C4~síderato sia quello di
coordinate (su S)

03BCuíc~h~ a questo casu ci si sempre ridurre con ~~03C5a opportuna
trasformazione di coordínate ; allora si avrã
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Dalle (2) e dalla formt~la sommatoria (analoga ad altra nota
per i polinomi di LEGE03BB’DRE)

si trae ora per s~ (P) 1’ espressione

Integrando per parti otteniamo, indicando co~’ ~ 1a circonfe-

renza dí C ,

I~nporta notare che 1a derívata parziale qui introdotta, in

quanto presa rispetto ad una coordinata ~onale, è in ge03C4~erale in-
finíta per X = 0, cioè per (x, , x2) su ~, come mostra subito la

seguente espressione de1 quadrato dell’ elemento lineare di S:

Ma 1’ ordine dí ínfinito della derivata su ~ non s~r p era 11,
e propríamente si ha
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v

con 1a f~ funzione continua (dipendente però ovvíame03C4~te ancora

da ~ per ~ = 0) .
Se ora sulla circonferenza ~ identifichiamo 1’ angolo 1 con

1’ arco contato a partire dal punto ( 1, 0) , avremo

po03C5íamo poi

Osserva~~do ancora che in vírt ~ della (~-i) si ha

si ottiene in definitiva la (7) sotto la forma

Poichè si ha notoriamente (’)

e ,~ ( p) f ( P~ , per dimostrare 1a val~dítà della (1) nel punto
considerate baster~~ far vedere che 1’ integrale (funzione di ~~)

(~~ Si ricordi che per ípotesí ~ (y) ha derivata continua.
f 2
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tende a zero, per n --~ oo , e legittimare il passaggío a1 lin~ite
sotto il seg~o di integrazione rispetto a f .

Premettían~o a11’ uopo la relazione di lín~íte

(uniforme per ( x ~ ~ 1~, conse~uenza ín~medíata della (3) cl~e

furnísce, posto x = cos 7 ,

Nel1’ íntegrale doppio precedente effettu~a03C4~o una prima in-

tegrazione rispetto ad x~ ; il risultato di questa tenderà, a zero,
per x~ ~ 0 , a1 dívergere di ~~ , e ciò in virtu di un 03C4~oto ri-

sultato sugli integrali singolari, perchè 1’ integrale indefiníto

del secondo fattore dell’ integrando tende a zero.
I~~oltre 1’ íntegra~~do stesso è ~~~aggíorato in v~lore assoluto

d~lla fu~~zio03C4~e

dove M indica il mas3í~~o modulo della f~~03C4~zíone f~ día03C4~zí intro-

dotta, e guesta maggiorante risulta sommabile nel cerchio C .

Pertanto 1’ íntegrale doppio tende a zero, ed è lecito nella (8) il

passaggio a1 limite, che avvie03C4~e attraverso una successío03C5e di

integtandi equílím03C4tatí (~) ; e possiamo conchiudere che

(i) Del resto la c©nvergenza a zero dell’ integrale considerate ~ uniforme
ríspetta a ~ .
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5. - Ovviamente, nella trattazione che precede è essenziale

solta03C5to 1’ ípotesí che 1e derivate prime di f (P) siano limitate ;
o meglio che f (P~ abbia rapporti incrementali limitati, cíoè
verifichi la condizione (di L03C4PSC~03C4~~)

con k costante. (auesta circostanza implica notoríau~enta 1’ esí-

stenza della derivata prima consíderata a f uasí ovun ue cioèp a x~ q q ,

a prescindere, per og~í fissato valore di ~ , dai punti di un in-

sieme di misura nulla su C .
Possían~o dunque ritenere dimostrato il teorema generale

seguente :
,S’e 1a continua f ( P~ , de f~n~aa sulla s fera a tre

dimensioní ,S’’, è 03B1 rapporti incrementali límitati, essa è

svituppabil03B5 nella serie di funxioni ípers feriche E1) , í cuí ter-

mir~i so~~o dati dalle formole (2) .
Si r~conosc~ agevolmente che se 1e derivate di f (03A33) sono

conti~ue la co~~vergenza dello sv~luppo è certamente uniforme su
S’ ; basta osservare che 1e funzioni fi (x~ , x~ , ~) che occorrono

nella valutazione delle somme rísultano ~~niformeØente con-

tinue, e che allora ~ell’ espressione (8) di s" la parentesi sotto
il primo segno integrale tende a1 proprio limite uniformemente

a1 varíar~ di P .

6. - Si ricava ancora dalla dimostrazione del teorema pre-
cedente un criterio generale di converg~nza locale :

Perchè il s~condo men~bro della (8) tenda a f ( P) , per una
particolare determinazione di P e del cerchio (polare)

passante per esso, basta che sia limitata la particolare funzione
f, (x, , x2, ~) , e più generalmente basta che f~ sia maggiorata in
valore assoluto da una funzione sommabile M(q) di sola tp, es-

sendo allora
~ *
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Tale circostanza ë verificata per ogni punto del c~rchío po-
lar~ se f soddisfa la condizione di L03C4PSC~03C4~z separatamente su
ogni emisfero meridiano (a prescindere tutt? a1 più da ~~~ insieme

di valori di ~p av~nte misura nulla), con un coefficiente variabile
con Ø ma sommabile rispetto a y.

In ge~erale dun~ue 1o suiluppo (1 j é 03C4~alido i~~ tutti i punti
di un cerchio 1’ quar~do f (PJ ue~-i ftcc~ 1a co~~~iixío~e
di L~PSC~~~z su quasi t~~tti g1i emis feri passanti per 1’ , e co~~

un coefficiente somm~bile rispetto alla lo~~it~~dí~e ~1i q~~esti.
f~uesto criterio present.a analogie con quello dato da JORDAN

per la convergenza locale di uno sviluppo in serie di funzioni

sferiche (‘). Lo si potrebbe estendere e coml~letare osservando che
ad assicurare 1’ ~ccorrente sommabilità della funzíone

03C4~o03C4~ sono necessarie 1e li~~~itazioní assegnate per f, ; di ciò faremo

cen~~o più oltre.

7. - Un teorema pi ~ strettamente affine a quello di JoØa~03C4
si ottiene, insieme ai risultati p~ecede~tí, ricorrendo ad una im-
postazione un po’ diversa del problema, alla quale sarà opportuno
accennare.

Scriviamo la (7) in coordinate polarí, ed integriamo per parti
rispetto a ~~ , assumendo f sen 8, come fattor fin ito, ed osservando

.

che ~ = ~~ ; otterremo

(i) V. Cóur.s d’ Analyse (2~ Ø.), t. II, n. 244. - C~cc03C4oPpoL03C4,
8ulle serie di LaplØe, Rend. Ace. Líncei (6), vol. 11 (1930).
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essendo x = cos 8i .
Ra~iona03C4~do come precede~~teme~~te, si prova che se f verifica

su quasi tutti i semicerchi ~~~erí~lia03C4~i 1a condizione di L03C4PSC~~~~,
con n n coefficie~~te k (8~, ~) son~~03C5abíle sulla sfera ~~y , ~) , 
tale che coiiv.erga 1’ ínte~raie

i1 prin~o termine c e11’ ulti~~~a espressione tende a zero, e ~~el se-

condo termine i1 terzo i03C4~tegn~le ha per lín~íte 03C0 f(Py (;).
~~~~í~dí lo ~ 1) è valid.o nel l~~~nto P ~~~a~~~lo f vP-
1a ~ii L03C4PSC03C4i ~z su quasi t~~,tti i se~t~ice~~ch~ ~~~,e-

r~03BBia~~i per P, e cc~~ un coefficiente 
(62, ~~) .

Anci~e questo criterio ~a suscettibite di este~~sío~~í, con~e ve-

dremo in seguito.

3. - Svíl03C4~ppu dí fanzio~~e dí dae v~,~~í~,bílí

in serie di po~ínomí di I~ermíte.

8. - De1 rísultato enu03C4~cíato a1 03C4~. 5 è caso particolare, ~íu-
sta 1’ osservazíone del ~. 3, 1’ analo~o sulla svíluppabilítà ín seríe

di polinomi Y, ,~ di di una f~~nzïo~~e f {x, , xQ) defit~íta

~e1 cerchio C ; e d ifattí è ovvio che una limitazione per 1e deri-

~’) I1 passaggio al limite sotto i due prí03C4ni segni è lecito, Ørchè 1’ in-

tebrale trigonometrico, come fanzione di 8= e dí ~ , P maggiorato i~~ ~-aloue

assoluto da una f~~nzione lineare di ~~ (0398., , ~).
1~
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vate prime di x2) ne implica u~’ altra per 1e derivate s~~

~S’ della funzione f 03B6P) = f (xi , x$).
Ma beninteso 1o sviluppo deve intendersi so~~~mato per dia-

gonali, scritto cioè sotto 1a forma (6) ; si ottiene aitora una seríe

semplice di cuí il termine generico, cioè il polinomio

può anche esprín~ersí mediante 1’ íntegrale triple

come segue dalla 2) .
Pertanto una fu~~xione f (xi , .xy) definita nel cerchio C e~i

~apportí incre~~~entali limitati ~mmette 1o s~viluppo ín
d~ polí~~omi di H03B5~~~~03B5 (6), in c~~i i coe f~’tcíenti sono dati

~ialle (5) ed i1 ter~nine ~1i ,grado n ha 1’ es03BCressio~~e (9).
La co~~vergenza dello svíl~~ppo è certame~~te ~~t~íforme auando

1e derívate dí f so~~o continue.

9. - 5embra difficile ottenere risultatí generali s~~lla valídità

dello svíluppo (4) in serie do03BCpia (assolutamente converØent~j.
Per potere stabilire ~~~aggiorazíoní semplící deí coeff~cíenti A,.a ci

oc~orrerà 1’ ípotesí che f amn~etta derívate di tt~ttí g1í ordiní (~).
Indíchíamo con 1’V.l.,.s un limite superiore per

ne1 cerchio C. Dalla (5) si deduce con successive integazioni per
parti, introducendo i polinomi Zl,.s mediante la formola di Ro~~~a03C4TEs
generalizzata,

(’) Cfr. APPELL et KAMPÉ DE F~x03C403B5~, D. XC~I.
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e di qui si trae

Suppu03C4~ia~~~u esista ~~~~ 03C4~u~03C5eru k C ý 2 tale ~he

si a a rà allora

ed il secondo n~en~bro della (4) risulterà assoluta~~~ente conver-

gente, essendo tale la serie

che coincide con lo sviluppo (assol03C4~tamente convergente per

ai --f -- a~ C 1 ) della funzione generatrice dei polinomi TT quando
si ponga

La validità della (4) è poi assicurata dal precedente teorema
sullo sviluppo (6).

Quindi ~~na fu~zíune x~~ 1e cui derivate verífichíno in

C 1e limitazioni

con ~ C j~ 2 , ammette 1o sviluppo (4) in serie doppia assoluta-
mente convergente.
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In particolare sono svíluppabílí secondo 1a (-~) 1~ funzioni

(1) in xi, x~; per ~~n polí~~on~ío dí gra,du ~~ 1o sv íl~~ppü
si riduce ai termini di grado 

°

Non si attribuisca d’ altronde soverchía importanza alla que-
stione della convergenza assol~~ta della serie do03BCpía. I1 metodo

più ~~aturale di sommazione, quello per c~~i si lasciano assegnare
i criteri di converge03C5za più semplíc_·i e genaralí, sembra q~~í í1

metodo diagonale, cosi co~ne, ad esem pío, per Ie seríe duppie dí
è quello rettanyolare co~~siderato da S~o03C4 ~. L03C4~ seríe (6j,

procedente per poli03C4~u~03C5í ortogonalí di grado crescente, appare
í03C4~ultre ne1 modo più ovvio come una diretta este~~sione della

serie di L~o03B5a03C5~,~.

4. - E~te~nsíu~ie dei ~íí Uí~cu~~tí~uít;~.

10. - Per estendere ulteríur~03C5P~~te i precedenti risulta~tí tor-

nía~~~u alla (8) e cerc·hía~~~o, pre~~~e5sa sultant03C5 1a, sommabitita

di f’ su S, sotto q~~~~í condizioni generali ed í~~ cl~e fo~~ma la si

possa a~~cora stabílí re :
Ii ínteg~rale. doppío prove~~ieute dall’ inte~:razío~~e per parti si puð
scrivere sei03C5pre che f sia assolutame03C5te continua, per quasi
tutti i valori di XI, internamente a11’ i~~tervallo dí variabilítà

di x;, e be~~ínteso 1’ íntegra~~do risulti sommabile; si dovrà poi
sostít~~ire a la t’u03C4~2ío~ie

che esistera quasi ovunque su ~.
Se ora queste ~o03C4~di~iu~~í au~~o veríti~wte per quasí tutte 1e

determinazioni di f, s~~ssíster~ 1a forn~c~la seg~~e~te, ge~eralízza-
zione della (8j,

. (’) Più general~~~ente ~u~lle analitiche regolari nel ca03B1~po (frontiera incW sa)
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Perchè 1’ í~~teñrale doppio te~~da a zero~ in ~~mdu che sia lecíto

í1 passagg-io a1 limite sotto il segno di í~~tegra~íu~~e rispetto a ·f,
basterà che sia fi~~ítu 1’ íntegrale (03C4~aggíura~te a 03C4~e03C4~o de1 fat-

tore 2)

P~~ché i~~ultre converga 1’ ínteØrale trígonon~etricu, restando n~ag-
giorato, í~~ víst~ ancora de1 passaggio a1 li~~~ite sottu il 03BCrí~~u
segno íntegrale della (10), da una funzione sum~03C4~abile di f,
basterà che 1a funzione ,g ~~¡, ~ j abbia in y una va~~í~zíu03C5e totale

sommabiie rispetto a -~ ; il limite si scriverà allora, con una no-
tazione di uso 1’req~~e03C4~te,

0160~~ddi5fatte tali 1u ~al~~ppc~ con vergerà ~~el 

P ( 1, 0), e ví avrà per 5on~~~a i1 valur ~~edíu dí f, cio~~

in pa~-ticolare f (P~ se f è ~onti03C5~~a in .~’.
I1 rís~~ltatu clel ~~. ~ ai este03C4~de ~~~alu~a~03C5u~~te, i~~trud~~ue~~clu

1a funzione
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veríficate allora 1e condizioni dell’ assoluta continuità di f in 8,
per quasi tutti i punti della sfera (0398~ , ~p)~ e dellà convergenza
, dell’ íntegrale 

°

1o sviluppo ~onv~rgerä nel punto 81= 0 verso i1 valor medio di f

Ríleviamo subito, come conseguenza, un’ estensíone de1 teorema

de1 n. 7, relativa a1 caso che f, continua separatamente a11’ ínter-
no deí singolí merídiani, presenti per ~~ = 0 valorí lin~ítí varia.

bíl í con ~~ e ~ :
Lo sviluppo ( 1 ) f ornisce i1 valor medio di f nel punto

~~ = 0 quando f verí f~ca 1a condixione di L03C4PSC~03C4~z intername~te
a quasi tutti í semicerchi meridiani, con un coe f~’~cie~te som-
mabile s~~lla s fera (8~ , ~).

Enuncíamo ora un teoren~a su~la convergenza ín un punto
generíco dell’ ipersfera, c;he sí deduce ímmediatamente dal criterío

precedente :
Lo svil uppo ( 1 ) è valido in ogni punto di pur-

chè 1a funxio~~e, dotata di variaxioni tatali u~,i formemente lirni-
tate sui cerchi massimi d~ ~S’, risulti su quelli passanti per un
punto quasi sempre assolutamente continua.

Più generalmente sí otterrà n~lla somma dello svíluppo í1

valor medío in un punto dí discontínuítà.

(i) Per 1a supposta converg~nza deglí íntegralí (11) e (12), í valorí

med  qui definití coíncidono, come è facile verificare, con 1a medía secondo

1a definízíone píù usuale, cíoè con 1a derivata ín P della f~nzíone addítíva

degli ínsieØ J dí ~S.



181

L’ ípotesí dell’ assoluta continuità, che con 1’ altra delle varia-

zíoní límítate ríd~~ce 1a somma dello sviluppo a dípendere ~sclu-
sivamente dal comportamento della funzíone nel punto consíde-
rato, límíta notevolme~te 1’ ~rbítrío nella distribuzíone deí puntí
di discontinuità ; sí può dire che esclude sostanzialmente distrí-

b~~zíoní superñcíalí.
0393~ueste condízíoní sono certamente veríficate se f (8~ , 9~ , ~)

è assolutamente continua rispe‘to alle sue tre varíabílí prese
tanto complessívamente che a coppíe o separatamente - in breve
se f è assol03C4ctamente s~c ~S’ ~~).

Pertanto u~~a fun~ione assolutamente s~~ ~S’ è

sviluppabile in serie di funzioni ípers feriche.

11. - I rísultati espostí, ed altri più o meno specíalí che
sí d~durrebbero senza difficoltà dall’ analísí precedente, conten-

gono poí, come casí particolari, críterí dí svíluppabílítà in seríe
dí polínomí dí Possíamo dispensarcí dall’ entrare i~

ulteríorí particolari, e ci límíteremo a formulare esplícítamente
il seguente teorema, dí interØSe soprat~~tto pratico, che completa
í1 primo risultato es03BCosto nel D. 4:

Una f~~nzione f (Pj che di taluni puntí o linee
(regolari) dí disco~~tín~~ità abbia s~~ S derávate prime 
e somØíli é sviluppabile in serie di funzioni ipers feriche án

punto che col suo opposto s~a di 
In partícolare :
Una funxione f (x~ , avente un n~~~nero finito di discØ-

tínuità e dotat~ neglí altri dí G’ di derívate 03BCrime con-
tinue e so~~ma~ili am~~~ette, a prescindere dai punti di discon-
ti~~~~ità e dai simmetrici di questi rispetto a1 centro, 1o svíl~~ppo
in serie di polinomi di H03B5~~~E (~). 

,

P~r far vedere come 1a presenza di ~~na linea di díscontí-

nuítã, comunque breve, possa turbare 1a convergenza dí ano

(~) In ~n partícolar~ sístema dí coordinate. Va notato che 1a proprietà
non è invariante dí fronte aí cambíamentí dí coordinate polarí.

(2) A complemento dí questo teorema potrebbe chiedersí una condizíone

03BCerchè sí ottengano í valorí medí nei punti dí discontínuitá. Sostaazialmente
basterà che nell’ íntorno dí ogn~no dí questí puntí, sopra ogni curva passante
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svíl~~ppo in serie di poliuou~í di sce~líeren~o 1’ esempio
se~~plícissímo della funzio~~e

In questo caso va sostituito nella (8), che dà 1~ somma .~~ nel

03BC~~nto (1, o), a11’ inte~rale doppio esteso a C il termine _

e di qui seg~~e che

Questo esempio n~ette bene in luce 1a vera ragione del fatt03C0 c~~i

alludevamo in principio, cíoè dei ~~uoví ostacoli alla convergenza
che s’ incontrano passando dalle serie di f~~nzioní sferiche ordi-

narie a quelle di funZío~~i ipersferici~e : si è che nell’ espressíone
del termine generale dello svil~ppo ~furmola (2)] il polinomio di

te~~de~~te a zero a1 dívergere dell’ í03C4~díce, vie03C4~e sosti-

tuito dalla funzione h~e converge allo zero solo 

con~e suol dirsi, cioè previa integrazione.

per esso ed a curvatura limitata, f abbia variazione lim~tat~ ; tale compor-

tamento, p. es., presenta nell’ origine


