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RÉSUMÉ

Cet article concerne l’estimation de la variance asymptotique de statistiques linéaires
de rang utilisées pour tester l’indépendance dans une loi bidimensionnelle. L’estimateur que
nous proposons est fortement convergent. Au moyen de simulations de Monte-Carlo, nous
montrons qu’il est un bon estimateur de la variance de statistiques linéaires de rang pour des
tailles d’échantillons finies. Nous l’utilisons alors pour construire des tests afin de comparer le

degré de dépendance de deux lois bidimensionnelles.

Mots-clés : Lois bidimensionnelles, statistiques linéaires de rang, tests de rang, indépendance,
variance asymptotique.

ABSTRACT

This paper proposes an estimator of the asymptotic variance of linear rank statistics for
testing the hypotheses of independence. This estimator is proved to be strongly consistent.
Through simulations, it is also seen to perform reasonably well as an estimator of the variance
of linear rank statistics for finite samples. It can thus be used to construct tests for comparing
the degree of dependence between two bivariate distributions.

Keywords : Bivariate distributions, linear rank statistics, rank tests, independence, asymptotic
variance.

1. Introduction

Les statistiques de rang sont souvent utilisées pour tester l’hypothèse d’indépen-
dance dans une loi bidimensionnelle. En particulier, les statistiques très classiques
de Spearman et de Kendall remplacent avantageusement le coefficient de corrélation
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échantillonnal de Pearson lorsque la loi des observations n’est pas une loi normale
(Gokhale, 1968 et Behnen, 1971). Cependant, lorsqu’il s’agit de tester le degré d’as-
sociation entre deux variables aléatoires ou de comparer deux lois bidimensionnelles
selon leur force de dépendance, l’utilisation des statistiques de rang est beaucoup
plus rare. C’est le cas, par exemple, du dernier problème cité pour lequel seul semble
être utilisé le test construit à partir de la transformation z de Fisher du coefficient de
corrélation de Pearson. Cependant, ce test est peu robuste relativement à l’absence de
normalité bidimensionnelle comme le montrent les résultats de simulations présentés
à la Section 4 de ce papier. Aussi est-il important de proposer d’autres tests pour
de tels problèmes, car on a de plus en plus recours à des modèles bidimensionnels
qui sont assez éloignés du modèle normal. Pour s’en persuader, il suffit de penser
au développement récent des modèles de lois des valeurs extrêmes multivariées (voir
Resnick, 1987, Coles et Tawn, 1991 et de Haan et de Ronde, 1998), et à l’utilisation
de plus en plus fréquente des copules dans les domaines où l’étude de la structure
de dépendance est le principal objectif (voir par exemple Bandeen-Roche et Liang,
1996). Les statistiques linéaires de rang devraient permettre la construction de tech-
niques robustes pour étudier la dépendance dans ce type de modèles. À cette fin, il est
nécessaire d’estimer la variance asymptotique de ces statistiques qui, sous certaines
conditions de régularité, convergent en loi vers une loi normale (Ruymgaart, Shorack
et van Zwet, 1972).

Dans cet article, nous proposons un estimateur de la variance asymptotique de
statistiques linéaires de rang dont nous montrons, dans la Section 2, qu’il est fortement
convergent. Afin d’évaluer sa validité et sa précision, il sera comparé, dans la Section 3,
au moyen de simulations de Monte-Carlo, à l’estimateur jackknife correspondant dont
on connaît les qualités dans de nombreuses situations. La Section 4 est consacrée à la
comparaison de trois tests (Pearson, Kendall et Spearman) qui permettent de comparer
la force de dépendance de deux lois bidimensionnelles. Enfin dans deux annexes on
trouve, d’une part un schéma de la démonstration de la convergence presque sûre
de l’estimateur proposé, et d’autre part une description des lois bidimensionnelles
utilisées dans les simulations.

2. L’estimateur proposé

Soit (Xl, Vi ),..., (Xn, Yn) un échantillon aléatoire provenant d’une loi conti-
nue bidimensionnelle H de marginales F et G. Dénotons respectivement par Hn,
Fn et Gn la fonction de répartition échantillonnale de H, F et G. Soient Ri et Si,
i = 1,..., n, les rangs de Xi et Yi, respectivement, et considérons les statistiques
linéaires de rang suivantes :

où J et K sont deux fonctions score définies sur l’intervalle (0, 1). Ruymgaart,
Shorack et van Zwet (1972) ont établi sous certaines conditions de régularité la
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normalité asymptotique de

et

avec

De leur côté, Genest, Ghoudi et Rivest (1995) ont montré que, sous certaines
conditions de régularité, Tn converge presque sûrement vers 03BC.

Un estimateur simple et naturel de la variance asymptotique a2 serait la variance
échantillonnale des variables U(Xi, Yi), i = 1,..., n, si celles-ci étaient observables.
Cependant, comme ce n’est pas le cas, nous considérons les pseudo-observations
Un (Xi, Yi), i -- 1, ... , n, définies par

où

Ainsi, nous proposons d’estimer la variance asymptotique a2 par la variance
échantillonnale des pseudo-observations Un(Xi, Yi), soit

où

On peut noter en passant que cet estimateur est une fonction des rangs des
observations Xi et Yi seulement, et donc sa loi est indépendante des lois marginales
F et G. Plus précisément, elle ne dépend que de la copule associée à la loi
bidimensionnelle H, notion définie à l’Annexe 2.
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La convergence presque sûre de cet estimateur est donnée dans le théorème
suivant sous un ensemble de conditions de régularité C spécifié dans l’Annexe 1.

Théorème. - Sous les conditions de régularité C, l’estimateur &#x26; 2 converge presque
sûrement vers la variance asymptotique 03C32.

La démonstration de ce théorème étant longue et technique, nous n’en donnons
qu’un schéma dans l’Annexe 1. Le lecteur peut en trouver les détails dans la thèse de
doctorat de A. I. Garralda-Guillem (1997), Universidad de Granada.

3. Comparaison de l’estimateur proposé avec l’estimateur jackknife

Dans cette section, nous rapportons les résultats de simulations de Monte-Carlo
exécutées afin d’examiner la performance de

comme estimateur de l’écart-type 03C3(Tn) de statistiques linéaires de rang Tn. Plus
précisément, nous considérons les deux statistiques suivantes, ayant respectivement
une fonction score bornée et non bornée :

- le coefficient de corrélation de Spearman

- la statistique de van der Waerden

où 03A6-1 est la fonction quantile de la loi normale N (0, 1).

Afin de mieux cerner le comportement de â(Tn), nous allons le comparer à
celui de l’estimateur obtenu par la méthode du jackknife (voir par exemple Wolter,
1985) dont la validité a été montrée dans de nombreuses situations. Cet estimateur
dénoté J(Tn) est défini par
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où T(i)n, i = 1,..., n, dénote la statistique Tn calculée à partir des n - 1 observations
(Xl, Vi),..., (Xi-l, Yi-1), (Xi+l, Yi+1), ..., (Xn, Yn), et T,( *) est la moyenne des
n statistiques T(i)n.

Les résultats des simulations sont obtenus à partir de 5 000 échantillons pseudo-
aléatoires provenant des distributions décrites dans l’Annexe 2 avec le coefficient
r = 0.25 et 0.50 pour le premier groupe, et avec le coefficient de concordance de
Kendall T = 0.25 et 0.50 pour le second groupe.

On trouve dans le Tableau 1 ci-dessous les moyennes a(Tn) et J(Tn) des
estimations (Tn) et J(Tn) obtenues à partir des 5 000 échantillons dans le cas où
les variables X et Y sont indépendantes, pour des tailles d’échantillon de 25 et 50.
Comme dans le cas de l’indépendance, l’écart-type de Tn a une expression assez
simple (voir par exemple Hâjek et Sidâk, 1967, chap. 3), nous calculons sa valeur
qui va servir, par comparaison, à évaluer les deux estimateurs. Finalement, on trouve
entre parenthèses l’estimation de l’écart-type de â(Tn) et de J(Tn), respectivement.

TABLEAU 1
Valeurs de l’écart-type 03C3(Tn) de Tn, des moyennes (Tn) et J(Tn)

des estimateurs à (Tn) et J(Tn), et des estimations multipliées par 102
de l’écart-type de ces estimateurs, à partir de 5 000 échantillons de taille n = 25,

50 issus d’une loi normale avec r = 0.

Les résultats apparaissant dans le Tableau 1 indiquent que, pour les deux tailles
d’échantillon et les deux statistiques Tn, la moyenne des estimations â(Tn) est
légèrement plus proche de la valeur exacte a(Tn) que la moyenne des estimations
obtenues par la méthode du j ackknife. De plus, on constate que l’estimation de l’écart-
type de (Tn) est, dans tous les cas, inférieure à celle de J(Tn). Ceci tend à montrer
que (Tn) est un estimateur moins variable, donc plus précis, que J(Tn), au moins
dans les cas étudiés. Il est assez remarquable, et aussi un peu étonnant, qu’avec une
petite taille d’échantillon (n = 25), la validité de l’estimation de a(Tn) obtenue par
l’estimateur (Tn) de l’écart-type asymptotique soit aussi bonne. En fait, le biais
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relatif de (Tn) par rapport à 03C3(Tn), soit |(Tn) - 03C3(Tn)|/03C3(Tn), est inférieur à 3%
lorsque n == 25, et à 1% lorsque n = 50.

Dans le cas de la dépendance entre X et Y, on ne peut pas calculer la valeur
exacte de l’écart-type 03C3(Tn) de Tn qui, cette fois-ci, dépend de la copule C associée
à la loi H. Aussi avons-nous pris comme référence la variance échantillonnale

s2(Tn) = 1 4999 03A3 (Tin - Tn)2 obtenue à partir de 5 000 échantillons pseudo-
aléatoires de taille n 25 et 50. Comme la variable 4 999s2 (Tn ) /03C32(Tn) est

approximativement distribuée selon une loi de khi-deux, on peut alors construire
un intervalle de confiance approximatif de niveau 0.95 pour 03C3(Tn) qui est donné par

Ceci permet d’avoir un critère pour évaluer les estimateurs à(T.) et J(Tn).
Ainsi, on considérera qu’un estimateur est valide ou non selon que la moyenne des
estimations obtenues à partir des 5 000 échantillons appartient ou non à l’intervalle.

TABLEAU 2 
Valeurs de l’écart-type échantillonnal s(Tn), des moyennes (Tn) et J(Tn)

pour la statistique Tn, obtenues à partir de 5 000 échantillons de taille n -- 50,
pour la loi normale bidimensionnelle N, les trois distributions de Pearson

de type VII P(m), m = 5, 2.5 et 1.5, et la loi avec dépendance par couplage,
avec r = 0.25 et 0.5.
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Dans le Tableau 2, on trouve les valeurs de s(Tn), des moyennes (Tn) et
â J(Tn) lorsque n - 50, pour les cinq distributions suivantes du premier groupe
décrit dans l’Annexe 2.1 : la loi normale bidimensionnelle, dénotée par N, avec un
coefficient de corrélation de Pearson r = 0.25, 0.50 ; les distributions de Pearson de
type VII, dénotées par P(m), avec m = 1.5, 2.5, 5 et r = 0.25, 0.50 ; la distribution
avec dépendance par couplage, dénotée par DC, où les trois variables U, V et W
suivent la loi double-exponentielle standard, et 1 est un réel tel que r = 03B32/(1 + 12)
prenne respectivement la valeur 0.25 et 0.50. Dans le Tableau 3, on trouve les mêmes
quantités s(Tn) (Tn) et J(Tn) lorsque n = 50, pour les trois copules décrites
dans l’Annexe 2.2 et dénotées par CJ, GB et Fr. Pour chacune de ces copules, les
paramètres sont calculés de telle façon que le coefficient de concordance de Kendall
T prenne respectivement la valeur 0.25 et 0.50.

TABLEAU 3
Valeurs de l’écart-type échantillonnal s(Tn), des moyennes (Tn) et J(Tn)

pour la statistique Tn, obtenues à partir de 5 000 échantillons de taille n = 50,
pour les copules de Cook et Johnson (CJ), Gumbel B (GB) et Frank (Fr)

avec T = 0.25 et 0.50.

Dans les tableaux 2 et 3, les valeurs de (Tn) et J(Tn) suivies d’un astérisque
correspondent à celles qui n’appartiennent pas à l’intervalle de confiance approximatif
de (Tn) donné en (3). Ainsi, on peut voir que la performance de l’estimateur
(Tn) est légèrement supérieure à celle de l’ estimateur jackknife puisque la moyenne
8-(Tn) appartient plus souvent à l’intervalle de confiance que J(Tn). On peut aussi
remarquer que le degré de dépendance de la loi du couple (X, Y) ne semble pas avoir
d’influence sur la précision des deux estimateurs considérés. Les résultats obtenus
lorsque n = 25 sont pratiquement semblables à ceux de n == 50 et ne sont donc pas
présentés ici.
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Il découle de ces simulations que l’estimateur â(Tn) se comporte légèrement
mieux pour estimer l’écart-type 03C3(Tn) de Tn que l’estimateur jackknife cor-

respondant, pour les statistiques de Spearman et de van der Waerden. Cepen-
dant, d’autres résultats obtenus par simulation et qui n’apparaissent pas ici, ont
montré que lorsque la fonction score de la statistique Tn est asymétrique et non
bornée, â(Tn) présentait un biais négatif pour des petites tailles d’échantillon
comme n = 25, par exemple. C’est le cas, en particulier, de la statistique de Sa-

va g e 1 n 1 + log 20132013 ) 1 + log Si n+1) pour laquelle l’estimateur jackknife
J(Tn) est préférable à l’estimateur proposé.

4. Comparaison de la dépendance de deux lois bidimensionnelles

Soient deux échantillons bidimensionnels de taille nl et n2 respectivement,
l’un provenant d’une loi Hl (x, y) et l’autre d’une loi H2(x, y), ces deux lois étant
continues et ayant les mêmes marges. Supposons que l’on veuille savoir si l’une
de ces deux lois a une dépendance plus forte que l’autre au sens, par exemple, de
la dépendance par quadrant (Yanagimoto et Okamoto, 1969). On est alors amené à
tester l’hypothèse nulle Hl = H2 contre l’hypothèse H1  H2. Comme il a été dit
dans l’introduction, un test classique pour ce problème, et peut-être le seul utilisé, est
celui faisant intervenir la statistique suivante de Pearson, après la transformation z de
Fisher,

où rini, i = 1, 2, est le coefficient de corrélation de Pearson de l’échantillon i. En
utilisant l’approximation normale, on rejette l’hypothèse nulle lorsque cette statistique
est supérieure au quantile d’ordre 1 - ce de la loi normale N(0, 1). Dans le cas où Hl
et H2 sont deux lois normales bidimensionnelles et où nl = n2, ce test est équivalent
au test du rapport des vraisemblances maximales (voir par exemple Kendall et Stuart,
vol. 2, chap. 26, exercices 26.19-21). Cependant, lorsque les lois ne sont par normales,
les performances de ce test ont été peu étudiées, du moins à la connaissance des
auteurs. On peut s’attendre néanmoins à de faibles performances de sa part lorsqu’on
est éloigné du modèle normal, comme c’est assez souvent le cas pour des méthodes
paramétriques associées à ce modèle. Aussi allons-nous étudier ce test et le comparer,
au moyen de simulations, à ceux déduits des statistiques de rang de Kendall et de
Spearman. Pour ce qui est du premier de ces tests, nous considérons la statistique

où ini, i = 1, 2, est le coefficient de concordance de Kendall de l’échantillon i et
16Si2/n, un estimateur de la variance de ’r2n2 (Samara et Randles, 1988, Genest et
Rivest, 1993). On déduit des résultats de ces auteurs que sous l’hypothèse nulle, cette
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statistique suit approximativement une loi normale N(0,1). Pour le deuxième test de
rang, nous considérons la statistique

où pin2 est le coefficient de corrélation de rang de Spearman de l’échantillon i,
2(03C1ini) le carré de l’estimateur de l’écart-type associé proposé à la Section 3,

TABLEAU 4
Seuils observés des tests de Pearson (Pe), Spearman (Sp) et Kendall (Ke)
pour les lois du premier groupe, obtenus à partir de 2 000 échantillons

de tailles n1 = n2 = 50.
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statistique qui, d’après les résultats de Ruymgart, Shorack et van Zwet (1972) et
du théorème de la Section 2, suit approximativement une loi normale N(O, 1) sous
l’hypothèse nulle.

Les résultats des simulations que nous allons présenter sont obtenus à partir de
2 000 échantillons pseudo-aléatoires de tailles n1 et n2 égales à 50, et concernent le
seuil observé et la puissance de ces trois tests dans les différentes situations décrites
dans les Tableaux 4-7. Les lois simulées sont celles présentées à l’Annexe 2.

Examinons tout d’abord les résultats apparaissant dans les Tableaux 4 et 5.

TABLEAU 5
Seuils observés des tests de Pearson (Pe), de Spearman (Sp) et de Kendall (Ke)

pour les copules du deuxième groupe avec des marges normales,
double-exponentielle (De) et Cauchy, obtenus à partir de 2 000 échantillons

de taille n1 = n2 = 50. Les résultats pour les tests de Spearman et de Kendall
sont indépendants des marges.

Dans le Tableau 4, on trouve les seuils observés des trois tests pour les cinq lois
du premier groupe (voir Annexe 2) avec r = 0.25 et 0.50, alors que dans le Tableau 5,
on a ceux pour les lois du deuxième groupe avec T = 0.25 et 0.50, et ce pour un seuil
nominal 03B1 = 0.05 et 0.10. Afin d’évaluer la proximité d’un seuil observé au seuil
nominal correspondant, on se sert de l’écart-type de la loi binomiale de paramètres
n == 2 000 et p = a, ce qui donne 0.00487 pour 03B1 = 0.05 et 0.00671 pour a = 0.10.
Nous considérons alors qu’un test respecte le seuil nominal ce si son seuil observé
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appartient à l’intervalle de plus ou moins deux écart-types autour de ce. Les seuils
observés apparaissant dans les deux tableaux et qui sont suivis d’un astérisque sont
ceux n’ appartenant pas à l’intervalle (0.04026, 0.05974) pour a = 0.05 et à l’intervalle
(0.08658, 0.11342) pour oz = 0.10. On constate alors que les tests de Spearman et
de Kendall respectent le seuil fixé, ce qui est somme toute normal pour des tests de
rang, alors qu’il en est tout autrement dans plusieurs situations pour le test de Pearson.
Plus précisément, il est intéressant de remarquer que même si les marges d’une loi
sont normales, ce dernier test n’a pas obligatoirement un seuil robuste. C’est le cas
en effet pour une loi qui a des marges normales et dont la copule est celle de Cook et
Johnson ou de Gumbel B asymétrique. Il en résulte que la vérification de la normalité
des marges d’une loi bidimensionnelle n’est pas suffisante pour assurer la validité de
ce test.

TABLEAU 6
Puissances x 100 des tests de Pearson (PE), de Spearman (Sp) et de Kendall (Ke)

pour des hypothèses nulles spécifiant r = 0.25 (partie gauche du tableau)
et r = 0.50 (partie droite du tableau), pour les lois du premier groupe,

obtenues à partir de 2 000 échantillons de tailles n1 = n2 = 50,
avec un seuil nominal a = 0.05.
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Les résultats apparaissant dans les Tableaux 6 et 7 concernent la puissance
(multipliée par 100) des trois tests dans différentes situations, avec un seuil a - 0.05.
Dans le Tableau 6, on considère les lois du premier groupe pour lesquelles le paramètre
r de la loi du deuxième échantillon varie de 0.25 (hypothèse nulle)1 à 0.85 dans un
premier cas, et de 0.50 (hypothèse nulle)1 à 0.80 dans un deuxième cas.

On remarque tout d’abord que lorsque les observations suivent une loi normale,
le test de Pearson domine les deux autres alors que pour la loi de Pearson de type VII
avec m == 5, les trois tests sont équivalents. Lorsque m = 2.5, les deux tests de rang
sont équivalents et dominent nettement celui de Pearson. Ce dernier ne respectant pas
le seuil de 5% pour les deux dernières lois, sa puissance ne sera pas comparée à celle
des deux autres. Quant à eux, on remarque au moyen d’un test de comparaison de
proportions que le test de Kendall a une puissance légèrement supérieure à celle de
Spearman.

TABLEAU 7
Puissances x 100 des tests de Pearson (Pe), de Spearman (Sp) et de Kendall (Ke)

pour des hypothèses nulles spécifiant T = 0.2 (partie gauche du tableau)
et T = 0.5 (partie droite du tableau) pour les copules du deuxième groupe,

obtenues à partir de 2 000 échantillons de tailles n1 = n2 = 50,
avec un seuil nominal a = 0.05.

Le Tableau 7 présente les puissances pour les trois copules dans lesquelles le
paramètre T de la copule du deuxième échantillon varie de 0.2 (hypothèse nulle)2 à
0.8 dans un premier cas, et de 0.5 (hypothèse nulle)2 à 0.8 dans un deuxième cas.
Cependant, pour la copule de Gumbel B asymétrique, T - 0.8 a été remplacé par
T = 0.75 car il n’a pas été possible d’atteindre numériquement ce degré de dépendance
en faisant varier les paramètres ce, {3 et 03B8.

1 La valeur de r associée à l’ hypothèse nulle correspond à celle du premier échantillon.
2 La valeur de T associée à l’hypothèse nulle correspond à celle du premier échantillon.
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Ces résultats montrent en premier lieu que pour la copule de Frank, les trois tests
sont pratiquement équivalents, sauf pour T = 0.7 où le test de Kendall est légèrement
supérieur. Pour les deux autres copules, le test de Pearson ne respecte pas le seuil
de 5%. Dans le cas de la copule de Cook et Johnson, les deux tests de rang sont
équivalents alors que pour la dernière copule, le test de Kendall domine le test de
Spearman.

5. Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté un estimateur de la variance asymptotique
de statistiques linéaires de rang utilisées dans les tests d’indépendance. Cet estimateur
est fortement convergent et a montré, lors de simulations de Monte-Carlo, de bonnes
propriétés de validité et de précision. En particulier, il est légèrement meilleur que
l’estimateur jackknife correspondant, pour les statistiques de Spearman et de van
der Waerden. Un tel estimateur permet, entre autres, de construire des intervalles
de confiance pour les mesures de dépendance associées aux statistiques de rang, de
construire des tests portant sur la force de dépendance de lois bidimensionnelles et
sur la comparaison de deux lois bidimensionnelles selon leur degré de dépendance.
Dans le cadre de ce dernier problème, nous avons comparé les tests de Spearman,
de Kendall et de Pearson. Les résultats ont montré que ce dernier test n’a pas un
seuil robuste lorsqu’on s’éloigne du modèle normal bidimensionnel, même si les lois
marginales sont normales. Dans un tel cas, il devrait être remplacé par un des deux
tests de rangs qui sont souvent équivalents avec cependant une légère supériorité du
test de Kendall dans certaines situations. Ceci est peut-être à rapprocher des résultats
obtenus par Woodworth (1970) qui montrent que l’efficacité relative de Bahadur
du test d’indépendance de Kendall par rapport à celui de Spearman est légèrement
supérieure à 1 dans le cas de la loi normale.
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Annexe 1

Schéma de la démonstration du Théorème de la Section 2

Considérons les statistiques linéaires de rang données par (1) avec des fonctions
scores J et K satisfaisant les conditions de régularité C suivantes (Ruymgaart et al.,
1972).

Conditions C :

(ii) J et K sont continues et croissantes sur (0, 1) ;
(ii) J et K sont deux fois dérivables et J’ et K’ sont continues sur (0,1);
(iii) il existe des nombres réels M &#x3E; 0, a &#x3E; 0 et b &#x3E; 0 satisfaisant les relations

a = (1 2 - 03B4)/p0 et b = (1 2 - 03B4)/q0 pour 0  03B4  1/2 et p0, q0 &#x3E; 1 avec

POl + q-10 = 1, tels que pour i == 1, 2, on a pour tout 0  u  1

Considérons la variance asymptotique a2 donnée par (2).
On déduit du théorème de Fubini, qui est applicable ici, que

On a alors
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D’une façon semblable, on peut exprimer 2 par

Posons
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Pour établir la convergence presque sûre de 2, il faut montrer que les termes
linéaires et quadratiques de (4) convergent presque sûrement. Plus précisément, on
prouve successivement que

d’où l’on peut conclure

d’où l’on déduit que

ce qui complète la démonstration.

Annexe 2

Lois bidimensionnelles utilisées dans les simulations

Nous considérons deux groupes de lois bivariées. Dans le premier groupe, la
force ou le degré de dépendance entre les variables X et Y est mesuré par un paramètre
r, qui n’est autre que le coefficient de corrélation de Pearson lorsque les seconds
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moments de la loi existent. Dans le second groupe, la dépendance est paramétrisée
par le coefficient de concordance de Kendall T. On peut noter que pour ces deux
groupes, si deux lois sont ordonnées par r ou T, alors elles le sont selon l’ordre de

dépendance par quadrant (Yanaginoto et Okamoto, 1969).

A.2.1 Premier groupe

Distributions bidimensionnelles de Pearson de type VII

Ces lois, appelées aussi lois de Student bidimensionnelles, ont des densités de
la forme suivante (voir par exemple Johnson, 1987, chap. 6) :

où m &#x3E; 1 et est une matrice symétrique définie positive d’ordre 2, | 03A3 | son
déterminant et un vecteur de R2. Pour m &#x3E; 2, on a E(X) = 03BC et Cov(U) =

2m-2 2m-4 03A3. En posant m = 1.5, on obtient la loi de Cauchy bidimensionnelle et
lorsque m tend vers l’infini, la loi normale bidimensionnelle. Dans les simulations à

venir, nous avons pris 03A3 = (1r 1) Des algorithmes pour simuler de telles lois
sont décrits dans le chapitre 6 du livre de Johnson (1987).

Distributions avec dépendance par couplage

Ces lois sont celles des couples de variables aléatoires (X, Y) telles que

où U, V et W sont des variables mutuellement indépendantes et -y un nombre réel.
Lorsque les moments d’ordre 2 existent, on a r = 03B32/(1 + (2). Ce type de lois a été
utilisé, en particulier, pour étudier l’efficacité asymptotique des tests d’indépendance
(voir par exemple Bhuchongkul, 1964, Hâjek et Sidâk, 1967). Pour les simulations,
les trois variables U, V et W suivent une loi double-exponentielle standard.

A.2.2 Deuxième groupe : les copules

Soit H une loi bidimensionnelle avec pour lois marginales F et G. Si F et G
sont continues, il existe une distribution unique C définie sur le carré unité, de lois
marginales uniformes sur l’intervalle [0, 1], telle que

Cette fonction C, introduite par Sklar (1959) et appelée une copule, caractérise
la structure de dépendance de H. Une classe particulière de telles copules est la famille
des copules Archimax qui ont la forme suivante (Capéraà, Fougères et Genest, 1999)
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où ~ est une fonction convexe, décroissante, définie sur [0, 1] et à valeurs dans R+,
vérifiant ~(1) = 0 avec la convention 0(0) - lim ~(t) et ~-1(s) = 0 pour s  ~(0),
et A est une fonction convexe de [0,1] dans [0,1] vérifiant A(0) - A(l) = 1 et

max(t, 1 - t)  A(t)  1.
L’intérêt de cette famille est qu’elle contient de nombreuses lois symétriques

et asymétriques que l’on peut aisément simuler (un algorithme de simulation est
donné dans Capéraà et al., 1999). En particulier, lorsqu’on prend A = 1, on
retrouve les copules archimédiennes (Genest et MacKay, 1986 a,b) et lorsqu’on pose
~(t) = - log t, on retrouve alors les copules des valeurs extrêmes bidimensionnelles
(Pickands, 1981). Pour toutes ces copules Archimax, le tau de concordance de Kendall
s’exprime comme suit :

Copules de Cook et Johnson (1981)

Ces copules ont la forme suivante pour tous

Copules de Gumbel B asymétriques ou modèle logistique (Tawn, 1988)

Ces copules ont la forme suivante pour tous 0  u, v  1

Copules de Frank (1979), (Genest, 1987)

Ces copules ont la forme suivante pour tous 0  u, v  1


