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RÉSUMÉ

Les estimateurs adaptatifs ont retenu l’attention de nombreux chercheurs ces vingt
dernières années. Cependant, il n’en est pas de même des tests et des intervalles de confiance
adaptatifs pour un paramètre de position. Nous nous proposons dans cette étude de construire
des intervalles de confiance partiellement adaptatifs pour un paramètre de position, à partir
de statistiques de rangs et de moyennes tronquées. La construction d’intervalles de confiance
partiellement adaptatifs fait intervenir une statistique de sélection. Celle-ci est employée pour
choisir, parmi un ensemble d’intervalles, celui qui est le plus approprié pour la loi dont
semble provenir les observations. Nous montrons, au moyen de simulations, que si le choix de
l’intervalle à considérer est fait à partir d’un sous-ensemble de l’échantillon, il est alors possible
de construire des intervalles ayant un niveau réel proche du niveau nominal. Nous présentons
en outre des comparaisons d’efficacité de ces intervalles pour de petites tailles d’échantillon.
Il en ressort que l’intervalle construit à partir des statistiques de rangs se comporte bien pour
l’ensemble des lois symétriques considérées, alors que la performance des autres intervalles,
dont l’intervalle usuel de Student, varie selon la forme des lois.

Mots-clés : Intervalles de confiance, adaptation, robustesse, R-estimateurs, préordres,
moyennes tronquées.

ABSTRACT

While adaptive point estimation has been addressed extensively in the literature, adaptive
confidence intervals for a location parameter has been less widely covered. In this paper,
we propose partially adaptive confidence intervals based on rank statistics and trimmed
means. To construct a partially adaptive confidence interval, we must first consider a limited
number of intervals, which are known to be asymptotically efficient for different probability
distributions. Then, a selection statistic is used to choose among the intervals. Using Monte-
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Carlo simulations, we first show that if the selection process is based on a sub-sample, it is then
possible to obtain confidence intervals with observed confidence level approximately equal to
the real one. Efficiency of the partially adaptive confidence intervals are then compared for
small sample sizes. The interval based on rank statistics is seen to well behave for a set of
different probability distributions, while the efficiency of the others, including the classical
Student interval, seems to strongly depend on the shape of the distribution.

Keywords : Confidence intervals, adaptation, robustness, R-estimators, tail ordering, trimmed
means.

1. Introduction

L’estimation d’un paramètre de position joue un rôle important en statistique.
Aussi de nombreuses études ont-elles été publiées sur ce sujet depuis trente ans.
On pense notamment à celle de Andrew et coll. (1972) dans laquelle plusieurs
estimateurs avaient été comparés au moyen de simulations. Cette étude et d’autres plus
récentes ont mis en lumière les propriétés intéressantes des estimateurs adaptatifs dont
l’idée originale remonte principalement à Stein (1956). On entend ici par estimateur
adaptatif un estimateur qui est asymptotiquement efficace pour un vaste ensemble
de lois; voir par exemple Bickel (1982) pour une définition précise. Le principe
de l’estimation adaptative consiste à utiliser la configuration d’un échantillon pour
choisir un estimateur asymptotiquement efficace pour la loi dont semble provenir les
observations. Il y a différentes façons d’utiliser cette configuration mais en général,
la construction d’estimateurs adaptatifs nécessite des échantillons de grande taille.
Aussi plusieurs statisticiens se sont-ils tournés vers les estimateurs partiellement
adaptatifs qui ne sont asymptotiquement efficaces que pour une classe assez petite de
lois, mais qui possèdent de bonnes propriétés pour des échantillons de petites tailles;
Jaeckel (1971), Hogg (1967) et (1974), Prescott (1978), Loh (1984), Kappenman
(1986). La construction d’estimateurs partiellement adaptatifs se fait généralement
en considérant un ensemble d’estimateurs asymptotiquement efficaces pour les lois
retenues et, à partir des observations, en choisissant dans cet ensemble l’ estimateur
le meilleur, comme par exemple celui dont l’estimation de la variance asymptotique
est la plus petite.

Dans la section 2, en nous inspirant des travaux de Gastwirth (1965) et de
Policello et Hettmansperger (1976), nous considérons des intervalles de confiance
déduits de tests de rangs. Ensuite, à partir des observations, nous choisissons
l’intervalle dont le R-estimateur de type Hodges-Lehmann correspondant possède la
plus petite variance asymptotique estimée. Nous montrons, au moyen de simulations,
que si ce choix se fait seulement à partir d’une partie de l’échantillon, l’intervalle
adaptatif a alors un niveau réel sensiblement égal au niveau nominal, ce qui n’est pas
le cas autrement. Dans la section suivante, nous décrivons deux types d’intervalles
de confiance partiellement adaptatifs à partir des approches de Jaeckel (1971) et de
Hogg (1974). Ces intervalles sont construits par la méthode du pivot appliquée à des
moyennes tronquées. La principale difficulté réside alors dans l’approximation de la
loi de ces pivots afin que l’intervalle partiellement adaptatif résultant ait un niveau
de confiance réel égal ou assez proche du niveau nominal, et ce pour un ensemble
de lois diverses. Enfin, la section 4 est consacrée à la comparaison de ces trois types
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d’intervalles entre eux et avec l’intervalle de Student, à partir de simulations de lois
symétriques assez diverses allant de la loi uniforme à des lois normales contaminées
à queues lourdes. Il en ressort, entre autres, que l’intervalle basé sur les rangs des
observations est valide (niveau de confiance réel proche du nominal) et efficace
(longueur moyenne assez petite) pour l’ensemble des lois considérées.

2. Intervalle de confiance adaptatif déduit de tests de rangs

Soient F une loi continue et symétrique par rapport à l’origine, 0 un paramètre de
position et Xl, ... , Xn un échantillon aléatoire de loi F(x; 0) = F(x - 03B8). Désignons
par s la fonction indicatrice de l’intervalle [0, +~] et par Ri le rang de |Xi| dans la
suite |X1|, |X2|,...,|Xn|. Une statistique linéaire de rangs signés appropriée pour
tester une hypothèse sur le paramètre 03B8 s’écrit sous la forme

où J n est une fonction à valeurs réelles croissante sur l’intervalle [0, 1] et telle que
Jn(0) = 0. Ainsi, un test bilatéral symétrique de seuil /3 permettant de confronter
les hypothèses Ho : 0 = 0 et H1 : 03B8 ~ 0 admet pour région de non-rejet l’intervalle
ouvert

la constante c(03B2/2, Jn) vérifiant

Considérons maintenant les variables aléatoires Xi - 0, ... , X n - 0, les rangs
R1 (0), ..., Rn (0) de leurs valeurs absolues et la variable aléatoire

Comme fonction de 03B8, T(03B8, Jn) est une fonction en escalier, décroissante, dont

l’ensemble des discontinuités est X(i) + X(j) 2; 1  i  j  n} et dont l’amplitude
du saut en 2 est égale à 03B4ij = Jn (j-i n+1) - Jn (j-i+1 n+1), X(i),
désignant la ième statistique d’ordre de l’échantillon (Bauer, 1972).
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A partir de la fonction T(03B8, Jn), on peut construire aisément un intervalle de
confiance pour 03B8, de niveau 1 - {3, qui est donné par

On peut aussi déduire de cette fonction T( 0, Jn ) un R-estimateur (Jn) qui
n’est autre que la médiane de la loi discrète qui affecte le poids 03B4ij 03A303B4ij à chaque
demi-somme X(i) + X(j) 2 (Jaeckel, 1969). Sous certaines conditions de régularité
sur la loi F et sur la fonction score Jn, la loi asymptotique de n((Jn) - 03B8) est une
loi normale centrée et de variance (Lehmann, 1983, chap. 5)

où J(u) = lim Jn(u) et f est la fonction de densité de probabilité. De plus,
l’estimateur (Jn) dont la fonction score limite J est donnée par

est asymptotiquement efficace pour la loi F d’où proviennent les observations
(Capéraà et Van Cutsem, 1988, chap.4). On déduit des résultats de Sen (1966) et
de Policello et Hettmansperger (1976) qu’un estimateur convergent de cr(J, F) est le
rapport de la longueur L(Jn, 0) de l’intervalle de confiance I C ( Jn , (3) par la longueur
de la région de non-rejet définie en (1), le tout multiplié par l’écart-type de nT(Jn)
sous l’hypothèse Ho, soit :

La construction d’un intervalle de confiance partiellement adaptatif pour 03B8 nécessite
un ensemble S de «bons» estimateurs de ce paramètre et un procédé de sélection qui,
à partir de l’échantillon Xi,..., Xn, permet de choisir le «meilleur» estimateur de
S pour ces observations.
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La famille S adoptée dans cette étude est composée des R-estimateurs dont les
fonctions scores sont les suivantes

où v E [1/n, 1] et k(n) est égal à la partie entière de nv - 1, et

où v E [0, (n - 1)/n]. Les fonctions scores limites sont alors respectivement

et

Ces fonctions scores ont d’abord été proposées par Gastwirth (1965) et reprises,
entre autres, par Policello et Hettmansperger (1976). Cette famille de statistiques
linéaires de rangs contient des statistiques dont les fonctions scores peuvent être
convexes (JI, v) ou concaves (J2,,). Elle possède plusieurs avantages. Tout d’abord,
les fonctions scores sont simples, ce qui en pratique est fort désirable. En effet, pour
les deux types, certains scores sont constants et les autres sont des scores de Wilcoxon.
Les R-estimateurs sont donc facilement déduits de cette famille de statistiques et ont,
par le fait même, une forme simple. De plus, cette famille nous permet la construction
d’intervalles de confiance en utilisant les tables usuelles de Wilcoxon. Le fait que la
famille S soit constituée de statistiques linéaires de rangs dont les fonctions scores
sont soit convexes, soit concaves, est aussi un avantage qui motive son utilisation. Les
fonctions scores convexes affectent plus de poids aux observations extrêmes alors que
les fonctions scores concaves favorisent les observations centrales. Les statistiques
linéaires de rangs de la famille S peuvent donc être utilisées pour un ensemble de lois
dont le poids aux extrémités varie considérablement. Les propositions apparaissant
à l’annexe A montrent effectivement que les R-estimateurs déduits de cette famille
sont asymptotiquement efficaces pour un ensemble de lois, ordonné par l’ordre s
de van Zwet (1964), allant de la loi uniforme à la loi double-exponentielle.
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Le procédé de sélection d’un élément de S consistant à choisir «le meilleur»
dans cette famille pour les observations obtenues, il semble naturel d’adopter
l’estimateur dont l’estimation de la variance asymptotique définie en (2) est la plus
petite. Remarquons cependant que si, d’après Huber (1970) et Antille (1972), la

loi asymptotique de Vii (2n(J,03B2) 03C32(J,F) - 1 est une loi normale indépendante de 03B2,

il en est tout autrement de la loi de cet estimateur pour des tailles d’échantillon
finies (Draper, 1988). Aussi faut-il faire le choix d’un niveau de confiance 1 - 03B2’
pour l’ estimateur n(J, (3’) qui va servir au procédé de sélection. Pour ce faire, nous
avons simulé 200 échantillons de tailles 10, 20 et 40, provenant des lois uniforme,
normale, logistique et double-exponentielle. Nous avons ensuite comparé la qualité
de sélection des estimateurs CIn(J, (3’) pour {3’ = 0.05, 0.10, 0. 20, 0.30, 0.40 et 0. 50,
et pour les trois fonctions scores Ji,o.5, Ji,o et J2,1. Les résultats de ces simulations
nous ont conduits à choisir 03B2’ = 0.05. Dans cette étude nous allons considérer
l’intervalle adaptatif de niveau 1 - /?, noté R(03B2), construit à partir des trois fonctions
scores mentionnées ci-dessus et du procédé’de sélection utilisant n(J,0.05). Plus
précisément, on a

où 03A3k = {n(J1,0.5,0.05), ân(JI,o, 0.05), n(J2,1, 0.05)}.
Comme on peut le remarquer aisément, le procédé de sélection et l’estimateur

choisi ne sont pas indépendants. Aussi peut-on s’attendre à ce que l’intervalle
partiellement adaptatif résultant ait un niveau de confiance réel 1 - /3 différent du
niveau nominal 1 - /3. De plus, la sélection se faisant en retenant l’estimateur pour
lequel n(J,0.05) est le plus petit, ce qui correspond à l’intervalle dont la longueur
(convenablement normalisée) est la plus petite, on devrait observer un niveau de
confiance réel plus petit que le niveau nominal correspondant. C’est ce que confirment
les résultats de simulations faites à partir de 5000 échantillons de taille 20 pour
différentes lois. Les résultats sont présentés au Tableau 1. Afin de corriger ce biais,
nous avons atténué la dépendance entre l’ estimateur choisi et le procédé de sélection,
en ne faisant porter ce dernier que sur la moitié de l’échantillon, c’est-à-dire sur 10
observations tirées au hasard parmi les 20. Ceci améliore sensiblement le niveau réel
1 - /3 qui apparaît entre parenthèses dans le Tableau 1.

La loi F4 a pour densité [20393(03C4+1 03C4)]-1 exp x avec r = 4, et la loi
NC(b) est la loi normale contaminée 0.9003A6(x) + 0.1003A6(x/b).

Dans la section suivante, nous décrivons d’autres intervalles partiellement
adaptatifs déduits des approches de Jaeckel (1971) et de Hogg (1974).
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TABLEAU 1
Niveau de confiance réel, avec et sans partitionnement de l’échantillon,

de l’intervalle déduit de tests de rangs R(03B2) de l’équation (5).

Note : La loi F4 a pour densité [2F((T + 1)/03C4)]-1exp(-|x|03C4) avec T = 4, et la loi NC(b)
est la loi normale contaminée 0.9003A6(x) + 0.1003A6(x/b).

3. Autres intervalles partiellement adaptatifs

De nombreux estimateurs adaptatifs ont été proposés au cours des dernières
années, pour un paramètre de position, dont plusieurs sont obtenus à partir de
moyennes a-tronquées X a,n définies par

X(i), i ~ {1,...,n} étant la ième statistique d’ordre de l’échantillon X1,..., Xn et
a appartenant à {k/n; k E lN, 2k  n}. Nous allons utiliser ces moyennes tronquées
et nous inspirer des approches de Jaeckel (1971) et de Hogg (1974) pour obtenir deux
intervalles de confiance partiellement adaptatifs.

Afin de construire un intervalle de confiance pour le paramètre de position 03B8
à partir d’une moyenne a-tronquée X a, n, il faut d’abord faire le choix d’un bon

estimateur 03B1,n de la variance de n03B1,n, c’est-à-dire d’un estimateur valide pour
une classe assez grande de lois. Ensuite, on doit déterminer la loi du pivot

En ce qui concerne l’estimateur de la variance de n03B1,n, Huber (1970), Jaeckel
(1971) et Andrews et coll. (1972), entre autres, ont proposé de choisir la variance
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03B1-winzorisée expérimentale définie par

Plusieurs autres estimateurs ont été utilisés pour construire des intervalles de confiance
robustes (voir en particulier Gross, 1976), mais dans la présente étude nous adoptons
l’estimateur Va,n défini en (7). Ce choix est principalement dicté par le fait que, sous
des conditions de régularité assez générales (voir par exemple Serfling, 1980, chap.8),
la loi asymptotique de n(03B1,n - 0) est la loi normale centrée dont la variance est
égale à

Par ailleurs, Jaeckel (1971) a montré que l’estimateur 03B1,n converge vers
03C32F(03B1) uniformément en a. Dans ces conditions, on peut approcher la loi du pivot
(6) par la loi normale N(0,1). Cependant, plusieurs études ont montré que pour de
petites tailles d’échantillon, une telle approximation n’est pas adéquate (Tukey et
Mclaughlin, 1963, Huber, 1970 et Patel, Mudholkar et Fernando, 1988), la loi de
Student à n - 2k - 1 degrés de liberté étant plus appropriée principalement pour
a E (0, 0.30). Ainsi, un intervalle de confiance de niveau nominal 1 - j3 pour 03B8 est
donné par

où tn-2k-I,I-{3/2 est le quantile d’ordre 1 - 03B2/2 de la loi de Student à n - 2k - 1
degrés de liberté.

Les moyennes tronquées 03B1,n sont de bons estimateurs d’un paramètre de
position pour des lois dont les queues sont plus lourdes que celles de la loi normale.
Cependant, pour des lois à queues légères, ces estimateurs ne sont pas appropriés et il
est préférable de considérer alors des moyennes tronquées complémentaires définies
par

où a appartient à {k/n; k e W, 2A;  n}. En utilisant les résultats de Serfling (1980,
chap.8) concernant la normalité asymptotique des L-estimateurs, on déduit que la
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variance asymptotique de nc03B1,n est

que l’on peut l’estimer par

Comme pour les moyennes tronquées 03B1,n, l’approximation de la loi du pivot

n(c03B1,n - 03B8)/c03B1,n par la loi normale centrée réduite n’est pas adéquate. Les
simulations faites à partir de 1000 échantillons tirés d’une loi normale indiquent que
pour de petites valeurs de a, la loi de Sudent à n - 2k - 1 degrés de liberté constitue
encore une bonne approximation de la loi du pivot considéré (Perreault, 1991). Ainsi,
un intervalle de confiance pour 03B8 de niveau 1 - /3 est

Afin de comparer l’intervalle de confiance adaptatif construit dans la section 2 à
partir des rangs à des intervalles basés sur des moyennes tronquées, nous choisissons
de retenir deux intervalles de la forme (8), avec a = 0 et a = 0.30, et un intervalle
de la forme (9) avec a = 0.20. Mais quel intervalle doit-on sélectionner pour les
observations Xl, ... , Xn?

Jaeckel (1971), dans le cadre de l’estimation ponctuelle de 0, a proposé de
choisir la moyenne a-tronquée dont l’estimation de la variance asymptotique est
la plus petite pour les données x1,...,xn obtenues. Il a justifié cette façon de
procéder en montrant que l’estimateur partiellement adaptatif de 0 ainsi obtenu
est asymptotiquement aussi bon que la moyenne tronquée la meilleure parmi celles
retenues pour construire cet estimateur. Dans cette étude, nous adoptons ce procédé
de sélection et obtenons un intervalle partiellement adaptatif que nous appelons par
la suite «intervalle de type Jaeckel» et que nous notons J :

où 03A3J = {c0.2,n,c0,n,c0.3,n}.
Il est bon de remarquer toutefois que ce procédé ne conduit pas à sélectionner

obligatoirement l’intervalle dont la longueur est la plus petite, puisque celle-ci ne
dépend pas seulement de l’estimation de la variance asymptotique, mais aussi de
tn-2k-1,1-03B2/2.
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Hogg (1974) quant à lui suggère d’identifier d’abord le type de loi d’où
proviennent les observations par une statistique sensible à certaines caractéristiques de
cette loi, notamment le poids des queues, et de choisir ensuite l’estimateur approprié
pour cette loi, en l’occurrence une moyenne tronquée. Plus précisément, la statistique
utilisée dans notre étude pour identifier le type de loi est

où U(p) et L(p) sont respectivement les moyennes des np plus grandes et np plus
petites statistiques d’ordre. Cette statistique donne le poids relatif des observations
extrêmes de l’échantillon par rapport au poids des observations centrales. Le choix
de l’estimateur utilisé dans le pivot (6) est alors

L’intervalle partiellement adaptatif H ainsi obtenu,

est aussi retenu pour notre étude. Nous l’appelons «intervalle de type Hogg» dans la
suite. 

Pour ces deux types d’intervalles, la sélection a été faite d’une part avec
l’échantillon complet et d’autre part avec la moitié de l’échantillon. Cette dernière
approche a permis d’améliorer sensiblement le niveau réel des deux intervalles au prix
d’une légère augmentation de la longueur espérée, surtout pour celui du type Jaeckel.
Aussi ne présentons-nous les résultats des simulations que pour ce cas. Remarquons
que le niveau réel de confiance de l’intervalle du type Jaeckel est assez proche du
niveau nominal (voir Tableau 2), ce qui contraste avec les résultats de simulation
présentés par Léger et Romano (1990). Il faut cependant noter que ces auteurs ont
adopté la loi normale comme loi approximative du pivot et que de plus, ils ont effectué
la sélection de l’intervalle à partir de l’échantillon complet. Ceci met en lumière le
rôle de la loi de Student comme loi approximative pour des échantillons de petite
taille, ainsi que le rôle de la dépendance entre le procédé de sélection des estimateurs
et les estimateurs eux-mêmes.

4. Comparaison des intervalles

La comparaison des qualités des intervalles de confiance pour un paramètre de
position doit faire intervenir d’une part le niveau de confiance réel (NR) et d’autre part
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la longueur moyenne (LM) de chacun des intervalles. On ne peut en effet comparer la
longueur de deux intervalles que s’ils ont sensiblement le même niveau de confiance
réel. Les quatre intervalles retenus sont : celui de Student (S) obtenu en prenant
a = 0 dans (8), ceux du type Jaeckel (J) et du type Hogg (H) décrits à la Section 3
(équations (10) et (11) respectivement), et celui déduit de tests de rangs (R) vu à la
section 2 (équation (5)). Les comparaisons sont faites à partir de la simulation de 5000
échantillons de tailles 10, 20 et 40 pour chacune des lois mentionnées au Tableau 1
à partir desquels ont été calculés des intervalles de confiance de niveaux nominaux
1 - /3 = 0.80, 0.90, 0.95. Seuls les résultats pour la taille 20 sont présentés ici, ceux
pour les deux autres tailles étant à peu près semblables (Perreault, 1991).

Dans le tableau 2 page suivante apparaissent, pour chaque loi considérée et pour
les deux niveaux nominaux 0.90 et 0.95, les niveaux réels (1ère ligne) et la longueur
moyenne (2ème ligne) des quatre intervalles. Les longueurs moyennes correspondant
au niveau nominal 0.80 sont difficilement comparables car les niveaux réels des
intervalles J et H sont assez différents de 0.80 pour les lois uniforme et normales
contaminées. Il en est de même de l’intervalle de Student pour les lois normales
contaminées mais à un degré moindre. On peut observer ceci sur les graphiques,
présentés à l’annexe B, donnant les longueurs moyennes en fonction des niveaux
réels. On y retrouve huit graphiques correspondant aux lois considérées sur lesquels
sont placés les trois couples (NR, LM) des quatre intervalles. Tous ces points sont
identifiés par une lettre (R, J, S et H) et un chiffre qui correspond au niveau de
confiance nominal (1 pour 0.95, 2 pour 0.90 et 3 pour 0.80).

Pour ce qui est des niveaux nominaux 0.90 et 0.95, on remarque dans le Tableau
2 que les niveaux réels des quatre intervalles sont très proches de ces deux niveaux.
Il est donc possible de comparer leurs longueurs moyennes. Si, par exemple, pour
chaque loi et chaque niveau on range les intervalles selon leurs longueurs moyennes
et qu’ensuite on fait, pour chacun, la somme des rangs obtenus, on constate que pour
les lois à queues légères (les quatre premières) le meilleur intervalle est S, suivi de
R, ensuite de H et enfin de J. Pour les lois à queues lourdes l’ordre est R, J, S, H.
Il ressort de ceci que l’intervalle du type Hogg ne se comporte pas bien en général
et notamment pour les lois à queues lourdes. Cela est dû en partie à la statistique de
sélection qui, pour des échantillons de petites tailles, ne discrimine pas bien les lois
entre elles. On remarque aussi que l’intervalle J a des performances assez faibles
pour les lois à queues légères. À l’inverse, l’intervalle de Student se comporte très
bien pour ce type de lois mais montre cependant de grandes faiblesses pour celles qui
ont beaucoup de poids dans leurs queues. Enfin, l’intervalle R est le plus stable des
quatre et montre un bon comportement pour toutes les lois symétriques considérées.
Étant relativement simple à construire, il peut être utilisé avec profit dans la pratique.
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TABLEAU 2
Niveaux de confiance réels et longueurs moyennes des intervalles

de confiance S, H, J et R.

Note : S = Intervalle de Student; H = Intervalle de type Hogg (équation 10); J = Intervalle de
type Jaeckel (équation 11); R = Intervalle déduit de tests de rangs (équation 5). La loi F4 a pour
densité [2F((T + 1)/03C4)]-1exp(-|x|03C4))] avec T = 4, et la loi NC(b) est la loi normale contaminée
O.90tP(x) + 0.1003A6(x/b).
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Annexe A

Proposition A.1. 2013 Soit Fc1 la loi définie sur l’intervalle (-b, b),
symétrique par rapport à zéro, et dont la densité est donnée par

où, pour a E [0, 1], b = 2a + ln (2 - a a) et c1 = 2a. On a notamment

la loi logistique usuelle si a ~ 0 et la loi uniforme sur (-2,2) lorsque
a = 1. Le R-estimateur de fonction score limite Jl,a définie en (3) est alors
asymptotiquement efficace pour la loi Fc1.

Démonstration. Le R-estimateur asymptotiquement efficace pour la loi Fc1 a
la fonction score suivante

Or, on a que
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Ainsi, la fonction score du R-estimateur asymptotiquement efficace pour la loi
Fc1 est

ce qui, à une transformation près, n’est autre que Jl,,,,, d’où le résultat. 0

On démontre de la même façon la proposition qui suit.

Proposition A.2. - Soit Fc2 la loi définie sur l’intervalle R, symétrique par
rapport à zéro, et dont la densité est donnée par

où, our a E (0,1), C2 = ln (1+a 1-a), b = 2 et k = C2 -f- b ln (1 - a). On a
la loi logistique usuelle si a ~ 1 et la loi double-exponentielle lorsque a = 0. Le
R-estimateur de fonction score limite J2,a définie en (4) est alors asymptotiquement
efficace pour la loi Fc2.

La proposition suivante montre que la famille de lois {Fc1; 0  c1  2} et la
famille {Fc2 ; 0  c2  +~} sont ordonnées par l’ordre s de van Zwet (1964).
Rappelons que si F et G sont deux lois symétriques par rapport à zéro, absolument
continues et de densité f et g respectivement, on dit que F a moins de poids dans les
queues que G, et on note F s G, si la fonction f(F-1)/g(G-1) est croissante sur
l’intervalle (1/2, 1).
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Proposition A.3. Soient les lois Fel et Fc2 définies aux Propositions
A. 7 et A.2 respectivement. Soient les quatre constantes c1, ci, c2 et e2 telles que
0  c1  c’1  2 et 0  c’2  +~. Alors,

où U, L et DE sont respectivement les lois uniforme sur (- 1, 1), logistique et double-
exponentielle.

Démonstration. Nous devons montrer que fc’1(F-1c’1(u)) fc1(F-1c’1(u)) est croissante sur

l’intervalle (1/2, 1).
Posons

On vérifie sans peine que

De plus, Je’ (t) = 03B3(t)Jc1 (t), où 03B3(t), déduite de l’équation (12) en posant ,
t = (1 + u)/2 s’exprime de la manière suivante

et est une fonction croissante sur (0, 1). Ainsi, on doit montrer que

ce qui est acquis en invoquant une propriété de la dominance stochastique puisque la
fonction 1(t) est croissante (Capéraà et Van Cutsem, 1988, p.319-318).

La démonstration de (14) étant semblable à celle de (13), on peut conclure. 0
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Annexe B

Légende
i = 1 pour 1 -03B2 = 0.95; i = 2 pour 1 - 03B2 = 0.90; i = 3 pour 1 - 03B2 = 0.80

Si = Intervalle de Student de niveau i;
Hi = Intervalle de type Hogg de niveau i (équation 10);
Ji = Intervalle de type Jaeckel de niveau i (équation 11);

Ri = Intervalle déduit de tests de rangs de niveau i (équation 5).

FIGURE B .1

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi uniforme.

Légende
(Cf. Figure Bl.)

FIGURE B.2

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi F4.
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Légende
(Cf. Figure BI.)

FIGURE B.3

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi normale.

Légende
(Cf. Figure Bl.)

FIGURE B.4

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi logistique.
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Légende
(Cf. Figure Bl.)

FIGURE B.5

Longueur moyenne en fonction du niveau réel
pour la loi double-exponentielle.

Légende
(Cf. Figure Bl.)

FIGURE B.6

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi NC(3).
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Légende
(Cf. Figure BI.)

FIGURE B.7

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi NC(5).

Légende
(Cf. Figure Bl.)

FIGURE B. 8

Longueur moyenne en fonction du niveau réel pour la loi NC(10).


