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CRITERES DE CLASSIFICATION
SUR DES DONNEES HETEROGENES

Said CHAH

Centre Scientifique IBM-France
36, A v. R. Poincaré 75116 Paris

S’il existe actuellement un nombre important d’algorithmes pour classifier
un ensemble d’objets décrits par des variables homogènes, il n’en est pas de même
lorsque les variables de description sont hétérogènes. La plupart des artifices exis-
tants font appel à des techniques de codage ou de quantification en vue de rendre
homogènes les variables en question et traiter le problème par des algorithmes
conçus à l’origine pour des données homogènes. Le but de cet article est de propo-
ser une nouvelle approche, fondée sur la théorie d’agrégation des préordonnances
introduite par l’auteur dans [ 1 ], permettant d’établir un ensemble de critères de
classification opérant sur des données hétérogènes. On montrera que, utilisée sur
des données homogènes, l’approche en question redonne un critère de classification
connu.

Rappelons qu’une préordonnance définie sur un ensemble E à n éléments est
une relation de préordre total définie sur l’ensemble, noté F, des paires d’éléments
de E. On peut définir diverses techniques susceptibles d’induire une préordonnance
sur un ensemble E. L’approche que nous proposons en vue d’aborder le problème
de classification de données hétérogènes est la suivante :

A chaque variable Vr (r = 1, m), qu’elle soit quantitative, qualitative nomi-
nale ou qualitative ordinale, on associera, selon une technique que l’on précisera,
une préordonnance notée Pr, dite préordonnance induite par la variable Vr sur
l’ensemble à classifier E. Et l’on cherchera parmi tous les éléments de l’ensemble
des préordonnances induites par les partitions de E, noté ’Ire ceux qui s’ajustent le
mieux, au sens d’une mesure d’association entre préordonnances que l’on précisera,
à l’ensemble des préordonnances Pr (r = 1, m). Il s’agit d’une application particu-
lière de la théorie d’Agrégation des Préordonnances. Ainsi au sens d’un critère
d’association entre préordonnances, noté 03A8C, le problème de classification de
l’ensemble E décrit par les m variables hétérogènes Vr (r = 1, m) s’écrit de la
manière suivante :

(CDH)

Les préordonnances Pr (r = 1, m) sont des données du problème, P parcourt
l’ensemble 03C0e. On montrera que certains problèmes du type (CDH) peuvent être
mis sous forme d’un programme linéaire que l’on peut résoudre soit directement
(n  80), soit par la même heuristique utilisée en Agrégation des Similarités par
F. Marcotorchino et P. Michaud (n  350).
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1. NOTION DE PREORDONNANCES INDUITES PAR DES
VARIABLES

1.1. Définition

E étant un ensemble à n éléments et F l’ensemble des paires d’éléments de E,
on appelle préordonnance définie sur E une relation de préordre total, notée ,
définie sur F. De la même façon on appelle ordonnance sur E une relation d’ordre
total, définie sur F. L’ensemble des préordonnances définies sur E sera noté 1T(E)
(ou 7r si aucune confusion n’est à craindre).

1.2. Codages d’une préordonnance

Selon l’usage que l’on veut en faire, une préordonnance P peut être codée
d’une façon binaire ou ternaire. On peut définir deux codages ternaires, équivalents,
notés Tl et T2, et deux codages binaires notés Bl et B2.

1.2.1. Codages ternaires (Tl et T2) :

Un deuxième codage, équivalent au premier, est donné par :

Le symbole &#x3E;p désigne le fait que la paire {i, j}est classée après la paire {k, 1}
dans l’ordre induit par P sur F, = p désigne le fait que les deux paires sont ex aequo,
p désigne le fait que la paire {i,j}est classée avant la paire {k, 1}.

1.2.2. Remarque

Dans le cas d’une préordonnance induite par un indice de similarité S (S (i, j) et
S (k, 1) connus), on retrouve le codage (Tl), sous le nom de "Signature des don-
nées", dans un article de L. Guttman [6] sur les problèmes d’analyse des proxi-
mités.

1.2.3. Codages binaires (B1 et B2)
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1.2.4. Cas d’une ordonnance

Si la donnée est une ordonnance alors tous les codages précédents sont
équivalents.

On notera r (E) l’ensemble des représentants, selon un codage donné, des
éléments de n(E).

1.3. Typologie sur les préordonnances

L’objet de ce paragraphe est d’introduire la notion de préordonnance induite
par une variable de description V, de nature quelconque. Il s’agit d’une technique
susceptible d’induire des préordonnances sur un ensemble E, dont nous aurons
besoin dans cet article. D’autres techniques ont été présentées par l’auteur dans [1].

1.3.1. Préordonnance induite par une relation binaire

R étant une relation binaire définie sur E. On appelle préordonnance sur E
induite par la relation R, le préordre total sur F, noté Pr et défini par :

(exaequo si iRj et kRl ou iJ(j et k1). La variable Tr associée à la préordonnance Pv
se présente sous la forme suivante :

1.3.1.1. Remarque

L’ensemble des préordonnances induites sur E par l’ensemble des relations
d’équivalence définies sur E (ou partitions de E) est un sous ensemble de n (E)
que l’on notera FIg. Il lui correspond un sous ensemble de r (E) noté re (ensemble
de représentants des préordonnances induites sur E par l’ensemble des partitions
de E).

1.3.2. Préordonnance induite par une variable quantitative
V étant une variable quantitative définie sur E, on appelle préordonnance

induite par V sur E le préordre total défini sur F par :

où V (i) désigne la valeur prise par la variable V pour l’élément i de E. La préordon-
nance Pv induite par la variable quantitative V est représentée (cas du codage Tl)
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par la variable Tv suivante :

1.3.2.1. Remarque

1.3.3. Préordonnances induites par une variable ordinale

Selon l’usage que l’on veut en faire, on peut définir deux préordonnances,
différentes, induites par une variable ordinale V. La première, la plus naturelle,
est celle associée à la relation de préordre induite par V sur E (1.3.4). La deuxième
(celle dont il s’agira dans cet article) s’obtient de la manière suivante : on désigne
par r l’application qui à un élément i de E fait correspondre son rang dans l’ordre
induit par V sur E ; la relation Pv définie sur F par :

est une préordonnance sur E. La variable Tv correspondante est donnée par :

Le choix entre les deux approches précédentes se fera en fonction du problème
traité.

1.3.4. Préordonnance induite par une variable qualitative
Il s’agit de la préordonnance associée à la relation d’équivalence induite

sur E par la variable qualitative V.

2. CRITERES D’ASSOCIATION ENTRE PREORDONNANCES

Le but de ce paragraphe est d’introduire des mesures d’association entre

préordonnances, pour ce faire nous proposons deux approches. La première fait
appel à la covariance et au coefficient de corrélation pour définir deux mesures
d’association entre préordonnances. La seconde approche consiste à associer dans
un premier temps, à chaque critère de contingence (2X2) une mesure d’association
entre ordronnances et, dans un deuxième temps, à chaque critère de contingence
(2X2), dans le cas d’un codage binaire de la préordonnance, et (3X3), dans le cas
d’un codage ternaire, une mesure d’association entre préordonnances.

2.1. Approche corrélationnelle du problème d’association entre préordonnances

Etant donné deux préordonnances P et Q, on désigne par Tp et Tq les
variables ternaires représentant les préordonnances P et Q (cas du codage Tl),
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lesquelles sont définies par :

La covariance et le coefficient de corrélation induisent sur l’ensemble n (E)
deux mesures d’association, notées Pcov et 1-Pcor, données par :

Si l’on désigne par M le cardinal de FXF (cf. 2.1.2), comme E (Tp) = 0,
on a :

avec

Si le codage utilisé est ternaire du type T2 alors :

En effet :

Pour une simple raison de commodité et de simplicité des calculs et des
formules on préfèrera, dorénavant, le codage Tl au codage T2. Les formulations
définitives des mesures ’II cov et 03C8cov sont, par conséquent, celles issues du

codage Tl.

2.1.1. Proposition

Si P et Q sont des ordonnances alors :

En effet : si P et Q sont des ordonnances alors

M désigne le cardinal de FXF, sa valeur dépend de la convention adoptée, voir la
remarque suivante (2.1.2).
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2.1.2. Remarque

l considère tous les couples (i,j).

si l’on considère toutes les paires {i,j}

si l’on considère que les paires {i,j}/i =1= j.

si l’on considère tous les couples ({i,j}, {k,1})

si l’on considère les couples ({i,j}, {k,1})/

Généralement la convention est : N = n (n - 1)/2 et M = N (N - 1), mais
toute autre convention est possible.

2.1.3. Remarque

Si P et Q sont des ordonnances alors :

2.2. Aperçu sur l’approche contingentielle

P et Q étant deux ordonnances, définies sur E, en vue de définir des mesures
d’association entre P et Q, on établit la table de contingence (2X2), croisant les
modalités des variables binaires Tp et Tq (représentant les ordonnances P et Q,
selon le codage Tl). La table de contingence, en question, se présente comme
suit :

Revue de Statistique Appliquée, 1985, vol. XXXII I, n° 2



25

En fonction des notations Tp (i , j , k , 1) et Tq (i,j, k, 1), les quantités nul’
nl - , n-11 ..... etc., sont données par :

Démonstration :

Tout critère de contingence, défini sur le tableau précédent, donne lieu à une
mesure d’association entre l’ordonnance P et l’ordonnance Q. De sorte que, si l’on
désigne par C un indice d’association quelconque sur une table de contingence
(2X2) : Belson, Pearson, Rand, Jordan... etc., il lui correspond une mesure d’asso-
ciation entre ordonnances notée 03A8C et définie par :

L’objet des propositions qui suivent est d’établir, en utilisant les notations
Tp (i, j, k, 1) et Tq (i, j, k, 1), les expressions des critères d’association entre ordon-
nances obtenus par le biais de cette approche. En vue de réduire le volume de cet
article nous donnerons sans démonstration quelques résultats concernant cette
approche. Pour plus de détails voir [ 1 ].
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2.2.1. Mesure induite par le critère d’ajustement simple 03A8a

si l’on remplace n11 et n - 1 - 1 par leurs valeurs on obtient :

les indices i, j, k et 1 sous le signe 2Z2E indiquent que celui-ci porte sur les couples
({i,j} {k,1}), dont le nombre, noté M, dépend de la convention adoptée, voir
(2.1.2). Ces indices seront omis dans les notations si aucune confusion n’est à
craindre.

D’où :

2.2.2. Mesure d’association induite par le critère de Yule 03A8y :
Sur une table de contingence (2X2) le critère de Yule [5] est donné par :

Le critère de Yule induit une mesure d’association entre ordonnances notée

03A8y, définie par :

2.2.3. Cas d’un second critère de Yule ’11’
Sur une table de contingence (2X2), Yule a proposé un second critère [5],

il s’écrit de la manière suivante :

Le second critère de Yule induit une mesure d’association entre ordonnances

notée 03A8’y définie par :

2.2.4. Mesure d’association induite par d’autres critères

En utilisant les formulations, en fonction de Tp(i,j,k,1) et Tq (i, j, k, 1), des
quantités n11, n1-1, n-11... etc., on peut établir l’ensemble des résultats suivants :

Cas du critère de Kendall :
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Cas du critère de BELSON :

Cas du critère de PEARSON :

D’autres critères quadratiques ont été étudiés par l’auteur dans [1].

2.3. Approche contingentielle des problèmes d’association entre préordonnances

L’approche contingentielle (table de contingence (2X2)) s’adapte parfaite-
ment bien aux problèmes d’association entre ordonnances car le codage d’une
ordonnance est binaire et unique. Cela n’exclut pas la possibilité de l’utilisation de
la dite approche en vue de mesurer l’association entre deux préordonnances, pour
ce faire il suffit d’adopter l’une des trois conventions suivantes :

2.3.1. Première convention

Elle consiste à utiliser l’un des codages binaires B 1 ou B2 pour représenter
les préordonnances. Cette approche permet de continuer à travailler sur une table
de contingence (2X2) mais, elle pose un problème de choix entre deux codages
possibles.

2.3.2. Deuxième convention

Le codage le mieux adapté à une préordonnance est certes le codage ternaire :
car il est unique et tient compte des ex aequo. Si l’on veut contourner le problème
du choix du codage posé par la première possibilité on peut adopter une seconde
qui consiste à établir la table de contingence (3X3), croisant les modalités des
variables ternaires Tp et Tp (représentant les préordonnances P et Q). La table
de contingence en question se présente de la manière suivante :
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La même démarche que celle utilisée précédemment permet d’associer à tout
critère de contingence une mesure d’association entre préordonnances. Si l’on

désigne par C un critère de contingence quelconque alors :

Le critère C est calculé sur la table de contingence (3X3) ci-dessus. Si l’on convient
d’utiliser cette approche il est préférable de garder les notations contingentielles ;
en effet les expressions des critères en notations : Tp (i, j, k, 1) et Tq (i, j, k, 1) sont
compliquées et ne se prêtent à aucune simplification.

2.3.3. Troisième convention

Une dernière possibilité consiste à utiliser les mêmes mesures d’association
obtenues dans le cas de deux ordonnances pour mesurer l’association entre deux

préordonnances. Pour cela il suffit de poser en cas d’ex aequo Tp (i, j, k, 1) = 0
(codage (Tl)), ce qui annule l’effet des ex aequo sur les mesures considérées. Cette
démarche est la plus pratique pour les calculs. C’est cette convention que l’on

adoptera, implicitement, si aucune indication n’est donnée sur la nature de la con-
vention adoptée.

2.4. Relation entre l’approche contingentielle et l’approche corrélationnelle

Si P et Q sont des ordonnances alors le codage des ordonnances P et Q est
unique et l’on a :

3. CRITERES DE CLASSIFICATION SUR DES DONNEES HETEROGENES

3.1. Problème d’agrégation des préordonnances

Etant donné un ensemble de m préordonnances définies sur E, notées
Pr(r = 1, m), le problème d’agrégation des préordonnances consiste à calculer les
préordonnances d’un type donné, noté 03A0t, qui s’ajustent le mieux, au sens d’une
mesure d,association entre préordonnances, à l’ensemble des préordonnances Pr
(r = 1, m) données. Si l’on désigne par ’lie une mesure d’association entre préor-
donnances le problème général d’agrégation des préordonnances s’écrit de la
manière suivante :

Dans ce programme les Pr (r = 1 , m) sont les données du problème et P
parcourt l’ensemble des préordonnances du type nt (donné). Ainsi, au sens du
critère ’II COf’ le problème d’agrégation des préordonnances s’écrit :
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Ou {Tr/r = 1 , m} désigne l’ensemble des variables représentant les préordonnances
Pr et T parcourt l’ensemble, noté rt, des variables représentant les préordonnances
du type nt.

3.2. Problème de classification de données hétérogènes

3.2.1. Enoncé du problème
E étant un ensemble à n éléments décrits par un ensemble de m variables

hétérogènes, notées Vr (r = 1 , m). Il s’agit d’effectuer une classification automa-
tique (recherche de partitions) sur E.

L’approche que nous proposons en vue d’aborder et résoudre le problème en
question est la suivante :

A chaque variable Vr (r = 1 , m), qu’elle soit quantitative, qualitative, ou
ordinale, on associe la préordonnance notée Pr induite par Vr sur E. Et l’on
cherchera parmi tous les éléments de ne (ensemble des préordonnances induites
par les partitions de E) ceux qui s’ajustent le mieux, au sens d’une mesure d’asso-
ciation entre préordonnances du type ’II c’ à l’ensemble des préordonnances
Pr (r = 1, m). On reconnaît un cas particulier du problème général d’aggrégation
des préordonnances rappelé ci-dessus, introduit par l’auteur dans [1].

Rappelons qu’un élément P de ne est représenté, selon le codage (Tl), par
la variable ternaire suivante :

où R désigne la relation d’équivalence sur E induisant la préordonnance P et où
chacune des préordonnances Pr (r = 1 , m), induites par les variables Vr (r = 1 , m),
sont représentées, selon le codage (T 1) par la variable ternaire notée Tr, donnée
par :

Compte tenu de ces notations, le problème de la recherche des partitions s’ajustant
le mieux, au sens d’une mesure d’association entre préordonnances du type ’lie’
à l’ensemble des préordonnances Pr (r = 1 , m) induites par les m variables hétéro-
gènes Vr, s’écrit de la manière suivante :

(CDH)
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3.2.2. Problème (CDH) au sens de la mesure 03A8cov
Au sens de la mesure 03A8cov le problème (CDH) s’écrit de la manière suivante :

Tr (r = 1, m) sont des données du problème, T parcourt l’ensemble re. (des
représentants des préordonnances induites par les partitions de E). Or si l’on désigne
par Y la variable binaire représentant une partition P de E (1.3.4.1), alors :

d’où:

et

Comme T parcourt l’ensemble des préordonnances induites par les partitions de E,
Y parcourt l’ensemble des partitions de E. Cela donne lieu à la proposition fonda-
mentale suivante :

3.2.2.1. Proposition
Le problème de la recherche des partitions s’ajustant le mieux, au sens du

critère ’,Pcv 1 à l’ensemble des préordonnances Pr (r = 1 , m) induites par les
variables Vr est équivalent au programme linéaire suivant :

Les contraintes décrivent le fait que la variable binaire Y (inconnue du
problème) représente une partition de E, voir [8].

La résolution de ce programme peut se faite soit par programmation linéaire
(n  80), soit par la même heuristique (n  350), développée par F.Marcotorchino
et P. Michaud, pour résoudre les problèmes d’Agrégation des Similarités [8].

3.2.2.2. Corollaire

D’après la proposition précédente, en l’absence d’un effet du type suivant :
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le problème de classification de l’ensemble E décrit par les variables hétérogènes
Vr relève de la règle d’agrégation suivante :

3.2.2.3. Remarque

Ce qui fait que la règle précédente peut s’écrire sous la forme suivante :

dans la partition optimale

Si, pour un problème particulier, la structure des données est telle que l’effet
précédent n’a jamais lieu, les partitions optimales s’obtiennent par simple appli-
cation de l’une des règles précédentes. Il convient donc d’effectuer une vérifi-
cation avant d’utiliser la programmation linéaire ou l’heuristique.

3.2.2.4. Corollaire

Le programme linéaire correspondant à la recherche des partitions s’ajustant
le mieux à l’ensemble des préordonnances Pr s’écrit de la manière suivante :

CH (i j) se calcule de la manière suivante :
On établit les m préordres totaux induits sur F (ensemble des paires

d’éléments de E) par les variables Vr (r = 1, m), et, relativement à chaque préordre
Pr, on compte le nombre des paires {k,1} classées avant la paire {i,j} et l’on note
S(i,j) la somme de ces nombres, puis l’on compte le nombre des paires {k , 1}
classées après la paire {i,j} et l’on note 1 (i ,j) la somme de ces nombres, enfin
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CH (i , j) n’est autre que la différence entre S (i , j) et 1 (i , j). Autrement dit on a :

Un exemple de calcul des coefficients CH (i, j) est donné dans (3.2.2.7).
Si cette nouvelle approche trouve tout son intérêt dans les problèmes de

classifiction sur des données hétérogènes, rien ne nous empêche d’utiliser cette
même approche pour classifier un ensemble décrit par des variables homogènes.
Au contraire on doit être curieux de savoir à quoi correspond ce critère dans le
cas particulier où les variables de description sont homogènes.

Supposons que les m variables Vr sont toutes qualitatives, et notons Cr la
variable binaire suivante : . - 

Mr (i) désigne l’application qui à un élément i de E fait correspondre sa modalité
relativement à la variable qualitative Vr. Or, comme :

on a :

On reconnaît le critère de l’écart à la moyenne introduit par l’auteur dans

[2] comme critère d’adéquation à une préordonnance pondérée.

3.2.2. 5. Proposition
Soit à classifier un ensemble E décrit par m variables qualitatives notées Vr.

Si, pour résoudre ce problème, l’on adopte la démarche qui consiste à calculer les
partitions s’ajustant le mieux, au sens de la mesure 03A8cov, à l’ensemble des m préor-
donnances Pr, induites sur E par les m variables qualitatives Vr, alors le problème
d’optimisation associé est linéaire, il correspond au critère de l’écart à la moyenne
et s’écrit de la manière suivante :
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Pour mieux comprendre le contenu de cette proposition il convient d’effec-
tuer une comparaison entre ce problème et celui des partitions centrales de S.
Regnier. Pour classifier un ensemble E décrit par m paramètres qualitatifs, S.

Regnier [11] propose de calculer les partitions qui s’ajustent le mieux, au sens de
la différence symétrique, à l’ensemble des m partitions induites sur E par les
variables qualitatives Vr (r = 1, m). On sait que [10] la résolution complète de ce
problème donne lieu au critère de la majorité de Condorcet. Si, au lieu de chercher
les partitions s’ajustant le mieux à l’ensemble des m partitions induites par les m
variables qualitatives Vr, ce qui donne lieu au critère de la majorité de Condorcet,
on cherche les partitions (ou les préordonnances associées) s’ajustant le mieux, au
sens de la mesure 03A8cov, à l’ensemble des m préordonnances Pr (r = 1, m) induites
par les m variables qualitatives, alors on retrouve le critère des écarts à la moyenne.
Notons que ce résultat reste vrai dans le cas d’un problème d’Agrégation de Rela-
tions binaires quelconques, seul le sens de la quantité C (i , j) change : C (i , j) est le
nombre des relations pour lesquelles i R j.

3.2.2.6. Remarque

Antérieurement, sur un autre type de préoccupation (Relation de syno-
nymie), F. Marcotorchino montre que le problème de la recherche de la partition
s’ajustant le mieux à une relation quelconque, au sens du critère de W.F. de la Vega
linéarisé [3], équivaut au critère des écarts à la moyenne.

3.2.2.7. Exemple de calcul des coefficients CH (i, j)
Dans cet exemple : m = 4, n = 10, n = n2 = 100 (on peut se limiter à

N = n(n - 1)/2 = 45) le contenu des boites indique le nombre des ex aequo.

Revue de Statistique Appliquée, 1985, vol. XXXII I, n° 2


