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PLANS D’ÉCHANTILLONNAGE DOUBLE PAR MESURES
AVEC UNE SEULE LIMITE DE TOLÉRANCE

ET UNE CARACTÉRISTIQUE
DE QUALITÉ NORMALEMENT DISTRIBUÉE

Jürgen STURHAHN

1 - INTRODUCTION

Cet article propose une méthode permettant d’obtenir des plans d’échan-
tillonnage double optimaux dans les contrôles par mesures. Dans ces plans, la pro-
babilité d’acceptation doit avoir la valeur 1 - a pour une proportion de défec-
tueux pl , correspondant à la valeur AQL (acceptable quality level), et la valeur
j3 pour une proportion de défectueux p2 (P2 &#x3E; pl), correspondant à la valeur LQ
(limiting quality). Ces plans doubles seront comparés aux plans simples qui leur
sont équivalents. Par "équivalents" on entend des plans dont les courbes d’efficacité
coïncident aux deux points (pl, 1 - a) et (p2, j3). Les livraisons, dont la qualité
est à contrôler, doivent se présenter sous forme de lots. Chaque lot se compose de

nL éléments, présentant une caractéristique de qualité X, normalement distribuée
avec une valeur moyenne jn et une variance a2 .

Dans ce qui suit on ne considérera que le cas d’une limite de tolérance supé-
rieure To unilatérale donnée (en ce qui concerne le cas d’une limite de tolérance

inférieure donnée, ou de deux limites de tolérances données, se réfèrer à [6]).

On dira qu’un élément est "bon", si x  T 0’ d’où il résulte que la propor-
tion de défectueux p du lot s’exprime par :

où 03A6s désigne la fonction de distribution de la variable normale réduite. La qualité
d’un lot peut être caractérisée par le quantile u1_p= (T0 201303BC)/03C3 correspondant
à p. On convient dans ce qui suit que u1-p est l’indice de qualité" du lot.
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II - PLANS D’ECHANTILLONNAGE DOUBLE (x . a)

11.1 - Instructions pour le contrôle, et courbe d’efficacité.

Dans un plan d’échantillonnage double on procède d’abord à un premier
échantillonnage. Les résultats obtenus sur l’échantillon déterminent si une décision
concernant l’acceptation ou le rejet du lot peut déjà être prise à ce stade, ou bien
si une décision définitive n’est possible qu’après examen d’un deuxième échantillon
(indépendant du premier). Les instructions pour le contrôle sont les suivantes :

1) A partir des ni résultats de mesures x, (v = 1, ... , nt) sur un échan-
tillon de ni éléments, on calcule la moyenne arithmétique

2) On compare la grandeur de contrôle

à la limite de tolérance To,

le lot est accepté.

on calcule une deuxième grandeur de contrôle

on examine un deuxième échantillon de n2
éléments, et on met en oeuvre les points 3 et 4

le lot est rejeté.

3) A partir des n2 résultats de mesures xv (v = nI + 1, ... , nI + n2) du
deuxième échantillon de n2 éléments, on calcule la moyenne arithmétique

La moyenne globale pour les deux échantillons est

avec n = nI + n2. 

4) La grandeur de contrôle

détermine la décision définitive concernant l’acceptation ou le rejet du lot.
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le lot est accepté

le lot est rejeté

La fonction d’efficacité LD (p) exprime la probabilité que soit accepté un
lot dont la proportion de défectueux est égale à p, soit à la suite des résultats de
mesures sur le premier échentillon, soit à la suite des résultats globaux de mesures
sur le premier et le deuxième échantillons, c’est-à-dire :

En standardisant Xi 1 et X et en introduisant l’indice de qualité u1-p, on
aboutit à

S désignant la fonction de répartition normale bidimensionnelle réduite. Le
coefficient de corrélation est défini par p = n1/n.

Il.2 - Calcul des paramètres

Ln (p) est déterminé par les paramètres ka, kr, k, n1 et n2. La condition

posée au début, selon laquelle la courbe d’efficacité de l’échantillonnage double
doit passer par les points (pi, 1 - a) et (P2 j3), ne permet pas de déterminer tous
ces paramètres. On peut cependant introduire une condition supplémentaire, en
choisissant, parmi l’ensemble des plans qui remplissent les conditions définies plus
haut, celui qui se présente comme optimal si on se réfère à certains critères donnés.
Comme le nombre d’éléments N2 du deuxième échantillon (et par conséquent
aussi le nombre total d’éléments N) est une variable aléatoire, qui ne peut prendre
que les valeurs N2 = 0 ou N2 = n2, ce qui entraîne respectivement N = n1 ou
N = n = nl + n2, il est judicieux d’établir l’échantillonnage double de manière
à minimiser l’espérance mathématique EN du nombre total d’éléments des deux
échantillons. Evidemment EN ne dépend pas que des paramètres de l’échantillon-
nage, mais aussi de l’indice de qualité u,-p, et par là de la proportion de défectueux
du lot. On obtient donc les paramètres de l’échantillonnage double en résolvant le
problème d’optimisation suivant

compte tenu de
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avec

Il est nécessaire de fixer a priori l’objectif recherché, par exemple si EN doit
être minimisé pour les valeurs AQL ou LQ, si on cherche une solution de Bayes, ou
bien par exemple une solution Min-Max, c’est-à-dire la minimisation de EN pour
la proportion de défectueux p pour laquelle EN est maximal. Dans cet article nous
avons opté pour cette dernière possibilité, c’est-à-dire que nous avons pris comme
objectif la fonction

Dans le cas considéré ici, où la variance a2 est connue,

facile à déterminer à l’aide de considérations de symétrie.

Pour des raisons faciles à comprendre, il est raisonnable de limiter l’espace
de résolution en considérant les conditions ka , k,, k &#x3E; 0, ainsi que nl , n2 E N.
La solution numérique du problème d’optimisation non linéaire à plusieurs va-
riables entières ainsi obtenu se trouve cependant être encore extrêmement pénible.
On peut toutefois mettre en évidence que, en choisissant judicieusement nl et

n2, et par conséquent en réduisant le problème à la détermination des paramètres
ka , kr et k, on peut considérablement réduire les calculs, sans modifier de façon
importante les valeurs de EN (cf. [2]). Pour des raisons d’organisation, dans le
cadre de l’activité de l’entreprise, il est recommandé de fixer n2 = nI (ou n2 = 2nI)
(cf. [3], contrôle par attributs). Si l’on fixe ainsi le rapport des nombres d’éléments
des deux échantillons il est raisonnable de donner à ni des valeurs telles que (cf.
[6], [2])

ou bien

ne représentant le nombre d’éléments de l’échantillonnage simple équivalent.
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Pour la solution numérique du problème d’optimisation non linéaire résul-
tant de ces hypothèses, la référence [6] indique un moyen approprié qui permet de
déterminer les paramètres ka , kr et k.

Si, par exemple, on recherche un plan d’échantillonnage double par variable
équivalent à un plan donné du "Military-Standard 105 D" (contrôle par attributs),
on obtient, pour les paramètres ni’ n2, ka, kr et k, le rapport EN/ne (pour déter-
miner ne, on calcule évidemment l’échantillonnage simple équivalent dans un
contrôle par variables). Les tableaux 1 et 2 donnent les résultats obtenus dans

quelques cas particuliers : valeur de (EN/ne)max, et valeur maximale Amax de la
valeur absolue de l’écart entre les courbes d’efficacité des échantillonnages simple
et double.

L’examen des valeurs de Amax montre que la concordance entre les courbes
d’efficacité des échantillonnages double et simple peut être considérée comme
tout à fait acceptable. Les valeurs obtenues pour (EN /rie)max permettent de s’at-
tendre, à long terme, à une économie importante sur les dépenses si l’on choisit
un plan d’échantillonnage double de préférence à un plan simple, surtout si l’on
tient compte de ce que, lorsque p = Pi ou p = p.2 les valeurs de EN /ne sont nette-
ment inférieures à celles de (EN /ne)max. En comparant les valeurs des tableaux
1 et 2, on peut, de plus, constater que les valeurs de (EN /ne)max pour n2 = 2nl
sont supérieures à celles pour n2 = ni D’un autre côté, il faut s’attendre à ce que,
si p « Pl 1 ou p » P2’ les valeurs de EN/ne pour n2 = 2nul soient inférieures à
celles pour n2 = nI (cf. [6]), car

Avec

Avec

111-PLANS D’ECHANTILLONNAGE DOUBLE (x ; s)

Les instructions pour le contrôle concernant les plans d’échantillonnage
double (x ; s) ne diffèrent pas, dans leurs bases fondamentales, de celles qui ont
été détaillées pour les plans d’échantillonnage (x ; a) ; le calcul supplémentaire
des variances d’échantillonnage est nécessaire, et entraîne des modifications des
valeurs de contrôle, la variance a2, inconnue, étant remplacée par sa valeur estimée.
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TABLEAU 1

Plans d’échantillonnage double (a connu, n2 = nI) équivalents aux
plans "Military-Standard 105 D" (contrôle normal)

TABLEAU 2

Plans d’échantillonnage double (u connu, n2 = 2nl) équivalents aux
plans "Military-Standard 105 D" (contrôle normal)

Soient

En posant :

est l’estimation de plus faible variance de a2. Selon les formules (2.2), (2.4) et
(2.8)
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Pour la fonction d’efficacité, on a alors

En standardisant
et en introduisant

ainsi que

(3.7) devient

et

Les variables aléatoires W, et W suivent des répartitions X2 avec respective-
ment fl = nl - 1 et f = n1 + n2 - 2 degrés de liberté. U et W l’ ainsi que V et
W sont indépendants. En posant k’a = ka /-fi, et en tenant compte de ce que la
fonction de densité de probabilité de W1 est :

on obtient, si

Pour le calcul numérique de la probabilité d’acceptation il convient de préférer
cette fonction Pu à une forme également envisageable obtenue en se basant sur
la fonction de distribution de la variable t non centrée.
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La probabilité Pa2 se détermine de façon analogue. On obtient

où

Comme les vecteurs aléatoires (U , V) et (W l ’ W) sont indépendants des fonctions
de densité de probabilité correspondantes ’lis (u , v ; p) et g (w1 , w), on obtient

avec 0  w1 w ~
Le coefficient de corrélation correspond à celui des plans (x ; a) :

g (w1 , w) devient

(cf [1], [6]).

Si, pour simplifier, on pose w = 2t ainsi que wl /w = y, on obtient, à partir de
(3.15)

où

Les mêmes calculs s’ appliquent à Pâ2, en remplaçant systématiquement ki par
k’a. On obtient alors comme fonction d’efficacité du plan double (x ; s) :
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La détermination des paramètres ka, kr et k du plan double (X ; s), se fait alors
comme pour le plan double (x ; a), en résolvant le problème d’optimisation non
linéaire

de façon que

ni et n2 sont, comme pour le plan double (x ; a) donnés a priori ; en ce qui con-
cerne ne, on considère le nombre d’éléments dans un plan simple (x ; s) défini par
(Pl’ 1 - a) et (p2 , 03B2).

La résolution numérique de (3.19) exige, même avec des ordinateurs mo-
dernes, une durée importante de calcul, en particulier lorsque le maximum minimisé
de l’espérance mathématique EN ne peut être déterminé que numériquement (cf
[4]). Pour simplifier le problème, on se sert du fait que les valeurs de contrôle
Z1, Z’1 et Z ont une distribution approximativement normale, si ni et n &#x3E; 5

(cf [7]).
En posant

où

on peut déterminer de façon approximative l’espérance mathématique du nombre
d’éléments de l’échantillonnage de la façon suivante

Le maximum par rapport à p est obtenu pour

où
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et

Des comparaisons numériques permettent de mettre en évidence que la position
du maximum ainsi obtenu est en très bon accord avec la position du maximum
exact même pour de très petits nombres d’éléments de l’échantillonnage ni  5

(cf [6]). Il s’ en suit que, pour la résolution de (3.19), on peut se passer de la
détermination numérique de Max EN (p). La fonction - objectif minimisante

petolil - 
se réduit à

où a et b sont définis par (3.22).
Si le nombre d’éléments est plus grand, le calcul numérique de LD(p) selon

(3.18) conduit à des difficultés importantes. C’est pourquoi nous proposons ci-

dessous une approximation, qui tient également compte de ce que les valeurs de
contrôle suivent approximativement une distribution normale pour nl , n ~ 5.

L’application des égalités (3.7) et (3.20) conduit, en ce qui concerne

où

De même :

où

et
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Pour déterminer 03C1*a,r, on a tenu compte dans les calculs ci-dessus des espé-
rances E{Z1}, E{Z’1} et E {Z}, et non des valeurs approchées résultant de (3.20),
car ces dernières conduisent à des résultats trop évidemment inexacts. Les valeurs
exactes utilisées ont pour expressions

où

Après des calculs assez longs et en utilisant les relations [5] : :

on obtient, pour de "grandes" valeurs de f, les expressions ci-dessus de p*, 03C1*r.
La référence [6] indique une méthode de calcul numérique appropriée pour

résoudre les équations (3.19), en considérant pour LD(p) les relations (3.18) ou
(3.24) et en tenant compte de (3.25). Les tableaux 3 et 4 donnent les valeurs des
paramètres ka, kr et k, les valeurs de EN/ne, et de 0394max, pour différents plans équi-
valents de "Military Standard 105 D". Ces valeurs peuvent également être utilisées
pour les plans doubles (x ; o) en tant que plans de référence.

Les valeurs de Amax montrent que lors du calcul concret des plans d’échan-
tillonnage double (x ; s), il est beaucoup plus difficile d’arriver à un bon accord
entre les courbes d’efficacité des plans doubles et simples. Par exemple, en ce qui
concerne toute la série de plans du "Military Standard 105 D", qui ne sont pas
cités ici, on n’aboutit lors des calculs qu’à des valeurs Amax &#x3E; 0,02 (atteignant
même 0,04). Il est évident que dans ce cas on aboutit à un résultat décevant. De

plus les économies atteintes ne sont (relativement) pas aussi importantes que
pour les plans doubles (x ; a). Avant de prendre une décision définitive il faut

cependant tenir compte du fait que, pour les plans (x ; s) les échantillons sont
beaucoup plus importants que pour les plans (x ; a), si bien que, en valeur absolue,
les économies à réaliser sont en règle générale supérieures à celles qui sont obte-
nues dans les plans (x ; a).

Un autre fait parle en faveur d’une mise en oeuvre effective des plans d’échan-
tillonnage double (x ; s) : les valeurs des rapports EN /ne sont pour les proportions
de défectueux p = Pl et p = p2 (les plus intéressantes en règle générale) considé-
rablement inférieures aux valeurs maximales. Pour des proportions de défectueux
p « Pl ou p » p2 les considérations concernant les systèmes (x ; o) (cf. para-
graphe 2), peuvent être appliquées.
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TABLEAU 3

Plans d’échantillonnage double (a inconnu, n2 = n1) équivalents aux
plans "Military-Standard 105 D" (contrôle normal)

TABLEAU 4

Plans d’échantillonnage double (a inconnu, n2 = 2n 1 ) équivalents aux
plans "Military-Standard 105 D" (contrôle normal)
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