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Abstract. We present a review of the main “global optimization” me-
thods. The paper comprises one introduction and two parts. In the in-
troduction, we recall some generalities about non linear constraint-less
optimization and we list some classifications which have been proposed
for the global optimization methods. We then describe, in the first
part, various “classical” global optimization methods, most of which
available long before the appearance of Simulated Annealing (a key
event in this field). There exists plenty of papers and books dealing
with these methods, and studying in particular their convergence pro-
perties. The second part of the paper is devoted to more recent or
atypical methods, mostly issued from combinatorial optimization. The
three main methods are “metaheuristics”: Simulated Annealing (and
derived techniques), Tabu Search and Genetic Algorithms; we also des-
cribe three other less known methods. For these methods, theoretical
studies of convergence are less abundant in the literature, and the use
of convergence results is by far more limited in practice. However, the
fitting of some of these techniques to continuous variables problems
gave very promising results; that question is not discussed in detail
in the paper, but useful references allowing to deepen the subject are
given.

Mots clés : Global optimization, metaheuristics, convergence, conti-
nuous optimization.
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1. Introduction

Durant les 20 dernières années, le domaine de la recherche sur l’“optimisation
globale” s’est considérablement enrichi grâce, notamment, à l’accroissement de
la puissance de calcul des ordinateurs. Ces progrès ont permis de résoudre des
problèmes auparavant insolubles. Nous considérerons, dans ce chapitre, la date
d’invention du recuit simulé [43] comme cruciale. En effet, avant cette date, les
classes de méthodes employées pour la résolution des problèmes en variables conti-
nues, relevant de l’optimisation globale, étaient en grande partie distinctes de celles
employées en optimisation combinatoire : le recuit simulé est la première méthode
d’importance qui s’est largement répandue dans les deux familles de problèmes
d’optimisation.

Dans une première partie, après quelques notions générales sur l’optimisation
non linéaire sans contrainte, diverses méthodes d’optimisation globale, la plupart
antérieures au recuit simulé et considérées comme “classiques”, seront présentées.
Il existe une abondante littérature qui traite de ces méthodes, étudie leur conver-
gence et les tests d’arrêt associés.

Puis, nous focaliserons notre attention sur quelques méthodes plus récentes ou
atypiques, issues, pour une grande part, de l’optimisation combinatoire : les trois
principales d’entre elles sont des “métaheuristiques”, la méthode du recuit simulé
et ses variantes, la méthode tabou et les algorithmes génétiques ; nous évoquerons
aussi trois autres méthodes de moindre notoriété. Pour ces méthodes, les réfé-
rences sont moins nombreuses ; la théorie de leur convergence, quand elle existe,
est plus difficile à appliquer en pratique. Cependant, l’application de certaines
de ces méthodes aux problèmes à variables continues a donné des résultats très
encourageants, ce qui en fait un champ d’investigations prometteur.

L’adaptation des métaheuristiques à l’optimisation globale est un sujet de re-
cherche en soi ; en effet, cette adaptation pose un problème spécifique pour chaque
métaheuristique, et les démarches publiées sont variées. La présentation détaillée
de ce sujet sort du cadre de cet article, qui vise une vue d’ensemble des méthodes
d’optimisation globale, mais les principales références utiles pour approfondir le
sujet sont citées.

1.1. Quelques notions générales sur l’optimisation globale [39]

Soit x, un vecteur de dimension n dont les composantes xi vérifient ai ≤ xi ≤ bi,
i = 1, . . . , n, où ai et bi sont les composantes de 2 vecteurs A et B, de dimension n,
donnés. A et B définissent un domaine hyperrectangulaire que l’on notera S. Soit
f : Rn → R, une fonction à valeurs réelles. Le problème considéré est celui de
trouver le ou un optimum global x∗ de f c’est-à-dire x∗ tel que :

∀x ∈ S ⊆ Rn, f(x) ≥ f(x∗) pour un minimum global
ou ∀x ∈ S ⊆ Rn, f(x) ≤ f(x∗) pour un maximum global. (1)

Dans la suite de cette présentation, nous nous intéresserons seulement à la re-
cherche des minimums d’une fonction, puisqu’un problème de maximisation peut
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toujours se ramener à un problème de minimisation.

f(x∗) = y∗ = min
x∈S

{f(x)} · (2)

Il est à noter que beaucoup de méthodes “classiques” pour l’optimisation globale
s’appuient sur des conditions mathématiques précises afin de garantir leur succès,
alors que les heuristiques donnent moins de certitudes quant aux résultats, mais
sont moins restrictives : elles requièrent seulement la capacité d’évaluer la fonc-
tion à optimiser en un point quelconque de l’espace des solutions. C’est pourquoi
nous présentons deux hypothèses classiquement rencontrées, l’une concernant le
domaine de recherche de l’optimum global et exprimant les contraintes “de bôıtes”
sur les composantes de la solution, l’autre posant des conditions fortes sur la fonc-
tion objectif :

Hypothèse (H1) : l’hyperrectangle S ⊆ Rn est convexe et compact.
Hypothèse (H2) : f est continue et possède des dérivées partielles premières

∂f/∂xi et secondes ∂2f/∂xi∂xj continues pour tout x ∈ Rn.

L’hypothèse (H2) est faite dans la plupart des méthodes “classiques” utilisant une
procédure de raffinement local. Sous (H2), des conditions nécessaires pour que x∗

soit un minimum (local ou global) de f sont :
• ∇f(x∗) = 0 (stationnarité) ;
• le hessien ∇2f(x∗) = [∂2f/∂xi∂xj(x∗)] est une matrice semi-définie positive

(c’est-à-dire que ∀y ∈ Rn, yT · ∇2f(x∗) · y ≥ 0).
Des conditions suffisantes pour que x∗ soit un minimum (local ou global) de f sont :

• ∇f(x∗) = 0 (stationnarité) ;
• le hessien ∇2f(x∗) est une matrice définie positive (i.e. ∀y ∈ Rn, y �=

0, yT · ∇2f(x∗) · y > 0).
Ces 2 conditions reviennent à supposer que f est strictement convexe dans un
voisinage de x∗.

Dans le cas d’une fonction convexe, la stationnarité à elle seule constitue une
condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale.

Puisqu’une procédure numérique ne peut pas fournir mieux qu’une réponse ap-
prochée, un élément x d’un des ensembles suivants sera considéré comme solution
du problème [27], x∗ étant un minimum global et ε un nombre positif quelconque :

Ax(ε) = {x ∈ S; ‖ x − x∗ ‖≤ ε} (3)

Af (ε) = {x ∈ S; ‖ f(x) − f(x∗) ‖≤ ε} · (4)

Dans le chapitre 1 de [39] (“Conditions for global optimality”, de Hiriart–Urruty),
sont rassemblés des résultats théoriques récents, relatifs à des problèmes d’optimi-
sation globale dotés d’une structure particulière. Quelques uns de ces résultats ont
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donné naissance à de nouveaux algorithmes d’optimisation globale. Ces résultats
sont résumés dans les quatre paragraphes suivants :

• exploitation de l’enveloppe convexe de la fonction objectif ;
• cas des problèmes quadratiques ;
• minimisation “diff-convexe” ;
• intégration de la fonction objectif.

Exploitation de l’enveloppe convexe de la fonction objectif

Une condition nécessaire et suffisante (C.N.S.) pour que x∗ soit un minimum
global de f peut être obtenue en faisant appel à son “enveloppe convexe” cof ([39],
Chap. 1). Sous des hypothèses peu restrictives, précisées dans [39], cof peut être
définie comme la plus grande fonction convexe minorant f .

On admettra alors le théorème suivant :

Soit f : Rn → R une fonction différentiable sur Rn.
Alors x∗ est un minimum global de f sur Rn si et seulement si :

(i) ∇f(x∗) = 0 (stationnarité de x∗)
(ii) (cof)(x∗) = f(x∗)

La réalisation de la condition (ii) est délicate à tester en pratique, car la valeur
exacte de (cof)(x∗) n’est pas simple à déterminer. Par contre, ce théorème peut
être utilisé facilement sous sa forme négative : un point x∗, stationnaire ou non,
en lequel on trouve l < f(x∗), où l désigne un majorant de (cof)(x∗), ne peut pas
être un minimum global de f .

Il existe aussi une forme plus générale de ce théorème, applicable à une certaine
classe de fonctions non différentiables partout ([39], Chap. 1).

Cas des problèmes quadratiques

Lorsque la fonction objectif et les contraintes d’un problème d’optimisation
sont quadratiques, il est parfois possible d’obtenir un jeu de C.N.S. caractérisant
les optimums globaux du problème.

Par exemple, on dispose du théorème suivant, établi dans le chapitre 1 de [39] :

Soit à minimiser f(x) = (1/2). 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉, sous la contrainte
d’appartenance de x à une boule euclidienne : x ∈ C = {x ∈ Rn

∣∣ || x ||≤ δ}
(A : matrice carrée symétrique d’ordre n, b ∈ Rn, δ > 0)
Le point x∗ ∈ C est un minimum global de f sur C si et seulement si ∃µ ≥ 0 :
(A + µ.In)x∗ + b = 0
µ(‖ x∗ ‖ −δ) = 0
A + µ.In est semi-définie positive
où In désigne la matrice identité d’ordre n.

Ce résultat est intéressant, car de nombreux algorithmes (de type Newton par
exemple) opèrent sur des approximations quadratiques locales de la fonction ob-
jectif.
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Minimisation “diff-convexe”

La convexité de la fonction objectif est une caractéristique importante en op-
timisation, car elle permet d’étendre à tout l’espace la validité d’une propriété
locale : un minimum local peut ainsi s’avérer global. Lorsque la fonction objec-
tif f est non convexe, elle peut parfois être exprimée comme la différence entre
deux fonctions convexes, soit g et h : dans ce cas, la minimisation de f = g − h,
sur un ensemble convexe fermé, admet des C.N.S. d’optimalité globale.

Dans ce domaine, dénommé minimisation “diff-convexe” (ou d.c.), on peut ainsi
établir notamment (Chap. 1 de [39]) le théorème suivant :

Soit f = g − h, où g et h sont convexes (pour la fonction g, une propriété plus
faible peut même être substituée à la convexité [39]).
Alors x∗ est un minimum global de f sur Rn si et seulement si ∂εh(x∗) ⊂
∂εg(x∗), ∀ε > 0.
Cette condition utilise la notion d’ε sous-différentielle d’une fonction ϕ en x∗,
soit ∂εϕ(x∗), définie comme l’ensemble des s ∈ Rn vérifiant : ϕ(x) ≥ ϕ(x∗) +
〈s,x − x∗〉 − ε, ∀x ∈ Rn.

Intégration de la fonction objectif

Les résultats précédents concernaient des problèmes d’optimisation particuliers.
Dans le cas général de fonctions objectifs continues quelconques, il n’existe pas de
critère d’optimalité réellement exploitable. Cependant, l’intégration de la fonction
objectif peut rendre, dans un certain sens, le problème convexe, et de là procurer
des résultats intéressants, quoique de portée purement théorique (voir dans [39],
Chap. 1).

Remarque. Dans les “problèmes d’optimisation difficiles” en variables continues
rencontrés en pratique – par exemple lorsqu’on cherche à optimiser les perfor-
mances des circuits électroniques [7] – la propriété de convexité de la fonction
objectif est généralement absente, ce qui entrâıne l’existence d’un grand nombre
d’optimums locaux. Cette situation, semblable à celle rencontrée dans les pro-
blèmes combinatoires à grand nombre de variables, suggère l’adaptation des méta-
heuristiques d’origine combinatoire, capables d’éviter le blocage dans un optimum
local.

1.2. Classifications des méthodes d’“optimisation globale”

Dans la littérature, les méthodes développées pour résoudre des problèmes
d’optimisation globale sont réparties en différentes classes selon les auteurs [74] :

• Dixon et al. proposent 2 classes selon que les méthodes utilisent ou non des
éléments stochastiques [26, 27].

– les méthodes déterministes, qui n’utilisent aucun concept stochastique,
impliquent des hypothèses supplémentaires sur la fonction f à optimiser,
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telles que f soit continûment dérivable, ou que f soit lipschitzienne, i.e. :

∀x1,x2 ∈ S, | f(x1) − f(x2) |≤ L ‖ x1 − x2 ‖ (où L = constante).
(5)

Malheureusement, en pratique, il s’avère difficile de savoir si la fonction objectif f
satisfait ou non à de telles conditions, les critères d’arrêt des algorithmes liés à ces
conditions conduisant à des temps de calcul importants.

• les méthodes stochastiques pour lesquelles la procédure de minimisation dé-
pend en partie d’événements probabilistes. L’inconvénient majeur de ces mé-
thodes est qu’on ne peut garantir leur convergence que d’une manière asymp-
totique (ou pas du tout...). Cette distinction déterministe/stochastique n’est
pas toujours très nette et la plupart des algorithmes d’optimisation globale
proposés combinent ces deux approches.

• Rinnooy Kan et al. construisent 5 classes fondées sur la philosophie sous-
jacente des méthodes [59] :

– partitionnement et recherche : S est découpé en sous-régions plus pe-
tites parmi lesquelles le minimum global est recherché, dans l’esprit des
méthodes par séparation et évaluation de l’optimisation combinatoire ;

– approximation et recherche : f est remplacée par des approximations
qui s’affinent au fur et à mesure du processus d’optimisation ;

– énumération des minimums locaux : si celle-ci pouvait être exhaustive,
cette méthode résoudrait le problème de minimisation globale posé ;

– amélioration des minimums locaux : en exploitant les capacités d’un
processus de recherche locale efficace, une suite de minimums locaux
de valeurs décroissantes est générée. Le dernier terme de la suite est le
minimum “global” ;

– décroissance globale de la fonction de coût : amélioration permanente de
la fonction f ; conduit, à la fin du processus, au minimum “global”.

• Törn et al. s’appuient sur la précision des méthodes pour les diviser en deux
classes principales [74] :

– les méthodes garantissant l’exactitude du minimum global, ou méthodes
de couverture (“covering methods”). Ces méthodes sont basées sur la
recherche puis l’élimination des sous-régions ne contenant pas le mini-
mum global. La méthode des intervalles (cf. Sect. 2.2) et la méthode
par séparation et évaluation font partie de cette classe.

– les méthodes sans garantie sur la précision, elles-mêmes divisées comme
suit :

– les méthodes directes, n’utilisant qu’une information locale (évaluation
de la fonction f).
Cette classe comprend trois subdivisions :
� les méthodes de recherche aléatoire (recherche aléatoire pure, méthode

“multistart” (cf. Sect. 2.1)) ;
� les méthodes de regroupement (“clustering methods” (cf. Sect. 2.3)) ;
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� les méthodes de descente généralisée comme les méthodes de trajec-
toires (cf. Sect. 2.4) et les méthodes de pénalisation (e.g. méthode de
“percement de tunnel” (cf. Sect. 2.5)) ;

– les méthodes indirectes ou méthodes d’échantillonnage, pour lesquelles
l’information locale (échantillon de points) est utilisée pour construire
un modèle statistique global de la fonction objectif, méthodes divisées
en deux sous-classes :
� les méthodes approchant les ensembles de niveaux (“level sets” (cf.

Sect. 2.6)) ;
� les méthodes approchant la fonction objectif.

Sans chercher à choisir une classification plutôt qu’une autre, nous allons, dans
une première partie, examiner quelques-unes des méthodes classiques [56], puis, en
second lieu, nous nous intéresserons à un groupe de méthodes apparues durant les
20 dernières années pour résoudre “au mieux” les problèmes dits “d’optimisation
difficile”. Dans la littérature, deux sortes de problèmes reçoivent cette appellation,
non définie strictement (et liée, en fait, à l’état de l’art en matière d’optimisation) :

• certains problèmes d’optimisation combinatoire, pour lesquels on ne connâıt
pas d’algorithme exact “rapide” (c’est le cas, en particulier, des problèmes
NP-difficiles [3]) ;

• certains problèmes d’optimisation à variables continues, pour lesquels on ne
connâıt pas d’algorithme permettant de repérer un optimum global à coup
sûr et en un nombre fini de calculs.

Un grand nombre d’“heuristiques”, qui produisent des solutions suboptimales,
ont été développées pour les problèmes d’optimisation combinatoire difficile. La
plupart d’entre elles sont adaptées à la résolution d’un type de problème donné.
D’autres, au contraire, parfois appelées “méta-heuristiques” [15], sont capables
de s’adapter à différents types de problèmes, combinatoires ou même continus.
Ces “méta-heuristiques”, ont en commun, en outre, la plupart des caractéristiques
suivantes :

• elles sont pour la plupart stochastiques (c’est une approche naturelle pour
faire face à “l’explosion combinatoire” des possibilités) ;

• en raison de leur origine combinatoire, elles ne peuvent s’appliquer aux pro-
blèmes continus qu’après transformation (plus ou moins aisée ...) ;

• du fait de cette origine, elles ont l’avantage d’être directes, c’est-à-dire sans
gradient ;

• certaines sont inspirées par des analogies : avec la biologie (algorithmes
génétiques, réseaux de neurones) ou avec la physique (recuit simulé).

Ces méthodes ne s’excluent pas mutuellement : en effet, dans l’état actuel de la
recherche, il est le plus souvent impossible de prévoir avec certitude l’efficacité
d’une méthode donnée, quand elle est appliquée à un problème donné [33].

Pour une bonne part d’entre eux, les algorithmes stochastiques sont itératifs et
sont constitués de trois étapes principales qui sont appliquées à partir d’un point
initial de la fonction de coût choisi aléatoirement, sans connaissance particulière :
une perturbation aléatoire, un critère d’acceptation et un critère d’arrêt. Dans
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chacune de ces étapes, des choix différents peuvent être effectués. Sans prétendre
être exhaustive, la liste suivante présente quelques possibilités pour ces étapes :

• la perturbation aléatoire :
– toutes les coordonnées du vecteur solution courant, ou une partie seule-

ment, sont perturbées, toutes à la fois ou itérativement ;
– la perturbation suit une loi de distribution particulière dans le voisinage

du point courant avec une matrice de variance/covariance déterminée,
ou suit une distribution uniforme ;

– le ou les nouveaux points sont générés selon une loi qui dépend des points
précédents et/ou des valeurs de la fonction, ou ne dépend que du point
courant;

– etc.
• le critère d’acceptation :

– le ou les nouveaux points sont acceptés selon une certaine loi de proba-
bilité ;

– le ou les meilleurs des nouveaux points sont conservés pour l’étape sui-
vante ;

– une recherche locale est effectuée à partir du ou des nouveaux points ;
– etc.

• les critères d’arrêt :
– ils peuvent être liés à la qualité du minimum obtenu :

∗ la procédure est arrêtée quand il n’y a plus d’améliorations de la
solution après un certain nombre d’itérations ;

∗ elle s’arrête quand les perturbations ne dépassent plus un certain
seuil ;

– ils peuvent être liés à des coûts de calcul :
∗ la procédure est stoppée après un nombre fixé d’évaluations de la

fonction objectif ou d’itérations, ou après un temps de calcul fixé ;
∗ etc.

2. Méthodes “classiques”

2.1. Les méthodes de recherche aléatoire

Trois méthodes simples sont représentatives de ce groupe : la méthode de re-
cherche aléatoire pure, la méthode “singlestart” et la méthode “multistart”. Pour
chacune de ces méthodes, un N -échantillon est généré par une distribution uni-
forme sur la région S.

Pour la méthode de recherche aléatoire pure [2, 10], la fonction objectif est éva-
luée en chaque point de l’échantillon, et la solution x∗ correspond à la plus petite
valeur de f obtenue,

f∗ = min
i

[f(xi)]. (6)
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Cette méthode est la plus simple des méthodes stochastiques. Elle possède tou-
tefois un inconvénient rédhibitoire, lorsque le nombre de variables augmente : en
général, la taille de l’échantillon nécessaire pour obtenir une solution proche de
l’optimum global crôıt exponentiellement avec la dimension du problème [39].

Du fait de sa simplicité d’implémentation, la méthode de recherche aléatoire
pure est souvent employée par les ingénieurs confrontés à des problèmes d’optimisa-
tion pratiques. Elle est également très utile pour procurer une borne de perfor-
mance minimale, dans les études empiriques comparatives.

Dans la méthode de direction aléatoire [24], le kième point xk en lequel la fonc-
tion objectif est évaluée, est déterminé comme une fonction f d’un point ξk, obtenu
à partir d’une distribution Gk et d’une autre fonction D du point de la précédente
itération xk−1. La fonction f est de la forme suivante :

f(xk) = f(D(xk−1, ξk)) ≤ min (f(xk−1), f(ξk)) . (7)

La fonction D peut être prise de différentes façons : elle peut correspondre à la
minimisation de f(αxk−1 + (1 − α)ξk), α ∈ [0, 1], ou à la minimisation d’une
fonction polynomiale quelconque approchant f , ou, plus simplement encore, elle
peut prendre la valeur de min [f(xk−1), f(ξk)].

Notons que la méthode de direction aléatoire est une généralisation de la mé-
thode de recherche aléatoire pure lorque l’on prend pour Gk, ∀k, la distribution
uniforme sur S et :

D(xk−1, ξk) = min(f(xk−1), f(ξk)).

On peut prouver que, si la distribution Gk satisfait :

Π∞
k=1(1 − Gk(A)) = 0 (8)

pour chaque A ⊆ S avec la mesure de Lebesgue3, m(A) > 0, alors, un point
arbitrairement proche, i.e. à ε > 0 près, du minimum global sera trouvé avec une
probabilité qui tend vers 1 quand k → ∞.

Les deux méthodes qui suivent sont des variantes d’une technique dans laquelle,
à chaque itération, les points sont échantillonnés à partir d’une distribution uni-
forme sur S durant une phase globale ; puis une phase locale de recherche de
minimum est effectuée. Cela nécessite qu’une quelconque procédure locale de des-
cente, partant d’un point initial arbitraire x de la région de recherche S, soit
capable de fournir un minimum local x̂∗ (de nombreuses procédures de cette sorte
existent dans la littérature sur la “programmation mathématique” [51] : elles sup-
posent généralement que le nombre de minimums locaux est fini, et que f est deux
fois continûment dérivable).

3La mesure de Lebesgue définie sur �n est la mesure unique telle que tout pavé borné S a
pour mesure m(S) = Πn

i=1(bi −ai), dès que S est le produit cartésien des intervalles bornés de �
de bornes ai et bi (cette mesure est la plus intuitive, elle correspond à la longueur du domaine
S pour n = 1, sa surface pour n = 2, son volume pour n = 3, ...).
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Pour la méthode “singlestart”, la recherche locale est effectuée à partir du
meilleur point de l’échantillon. Soit PML, une Procédure de Minimisation Lo-
cale,

min[f(xi)]
PML−−−→ f̂∗, où f̂∗ est, au moins, un minimum local. (9)

La méthode “multistart” effectue une PML à partir de chaque point de l’échantillon
et f∗ est le meilleur minimum obtenu.

∀i,xi
PML−−−→ f̂∗

k

f∗ = min
[
f̂∗

k

]
. (10)

La convergence de ces algorithmes très simples est asymptotique, c’est-à-dire que
la probabilité d’atteindre le minimum global de f tend vers 1 lorsque le nombre de
points échantillonnés tend vers l’infini. Il est à noter que ces méthodes cherchent
indifféremment dans des régions “prometteuses” ou non et qu’un grand nombre de
recherches locales de la méthode “multistart” aboutissent à des minimums locaux
déjà obtenus. D’où un effort de calcul en partie inutile.

2.2. Les méthodes de couverture

Les méthodes de couverture (“covering methods”) reposent sur une hypothèse,
qui est satisfaite pour la plupart des problèmes pratiques : la fonction objectif est
à taux de variation borné (hypothèse plus restrictive que la dérivabilité). Dans
ce cas, l’évaluation de f aux seuls nœuds d’un maillage suffisamment serré du
domaine S garantit, en principe, la détection, avec une précision donnée, du mini-
mum global. L’inconvénient de la démarche réside dans le nombre élevé de noeuds
requis, même pour un problème de dimension modeste.

Les méthodes les plus simples sont fondées sur la détection et l’élimination de
sous-régions ne contenant pas le minimum global. Un point de vue complémentaire
consiste en une procédure de localisation et de découpage qui construit des petits
intervalles (avec la précision voulue) autour des minimums. Une autre procédure
fournit des approximations locales de plus en plus précises de la fonction objectif.

La méthode des intervalles [52, 53] utilise le principe de séparation/évaluation
(“branch and bound”). L’algorithme effectue, à chaque itération, une division du
domaine S en sous-domaines qui peuvent être de tailles différentes. Le principe
de séparation est appliqué : à chaque itération, la recherche est effectuée dans
le sous-domaine où la fonction objectif a la valeur la plus basse, en partant du
principe que les chances de trouver le minimum global sont meilleures dans ce
sous-domaine.

L’approche des intervalles a fait l’objet d’importants progrès au cours de la der-
nière décade. Elle s’applique désormais à l’optimisation avec ou sans contraintes,
sur des domaines bornés ou non.
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2.3. Les méthodes de regroupement [60]

Pour ces méthodes, un algorithme d’analyse des groupes est utilisé pour éviter
de retrouver plusieurs fois un minimum déjà connu (comme dans les méthodes de
recherche aléatoire). L’idée est de déterminer la région d’attraction d’un mini-
mum. Ainsi, à partir d’un point appartenant à cette région, on évitera de relancer
la PML, qui aboutirait au même minimum. Démarrant d’un échantillonnage uni-
forme de S, des groupes de points mutuellement proches appartenant à une même
région d’attraction sont créés et la PML est lancée une seule fois dans chaque
région. Deux stratégies permettent de bâtir ces regroupements :

• la réduction est basée sur l’idée de ne retenir que les points ayant une valeur
de f assez basse (ceci grâce à un seuil ε arbitrairement choisi) ; ces points
formeront des groupes autour des minimums [5] ;

• la concentration consiste à rapprocher chacun des points précédents du mi-
nimum le plus proche à l’aide de quelques itérations d’une PML [73].

Chaque itération est constituée d’une de ces deux stratégies lors de laquelle les
points sont répartis dans les différents groupes, suivie d’une série de PML : pour
chaque point fournissant une faible valeur de f et n’ayant été placé dans aucun
groupe existant, une PML est effectuée. Malheureusement, ces transformations
ne fournissent pas nécessairement des groupes de points qui correspondent à des
régions d’attraction des minimums de f .

2.4. Une méthode de descente généralisée :

la méthode de la trajectoire [9]

Le développement des méthodes de minimisation locale a fait l’objet de très
nombreux travaux. Il est donc naturel d’essayer de généraliser ou de modifier
ces méthodes en vue de l’optimisation globale. Deux approches ont été proposées
pour cette “descente généralisée”. La première, exposée dans ce paragraphe, est la
méthode de la trajectoire : elle repose sur une modification de l’équation différen-
tielle décrivant la trajectoire de descente locale. La seconde consiste à effectuer, en
alternance, des descentes locales classiques et des modifications appropriées de la
fonction objectif : elle sera évoquée dans le paragraphe suivant.

La méthode de la trajectoire est fondée sur la construction par intégration
numérique des chemins le long desquels le gradient de la fonction objectif pointe
dans une direction constante. En effet, une propriété importante des équations
différentielles est que la trajectoire, c’est-à-dire le lieu de la solution en fonction
du temps, passe par le voisinage de la plupart des points stationnaires de la fonction
objectif. Déterminer tous les minimums locaux de f , et donc le minimum global,
revient à résoudre le système d’équations ∇f(x) = 0 où ∇f est le gradient de
f . On reprend l’hypothèse (H2) sur la différentiabilité de f . La solution de
ce système peut être obtenue en utilisant les trajectoires du système d’équations
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différentielles suivant :

d∇f (x(t))
dt

±∇f (x(t)) = 0. (11)

Avec ẋ =
dx
dt

, ce système peut être écrit sous la forme :

∂∇f(x)
∂x

ẋ ±∇f(x) = 0, (12)

donnant :

ẋ = ±
(

∂∇f(x)
∂x

)−1

∇f(x), (13)

où
∂∇f(x)

∂x
est le Jacobien du gradient de f , soit le Hessien de f .

En utilisant (11), on obtient le gradient ∇f(x(t)) = ∇f(x(0)) exp(±t), ce qui
signifie que le gradient possède une direction constante sur toute la trajectoire.
Ceci est très utile pour la correction du pas d’intégration numérique de (13).
Le signe de (13) change quand la trajectoire traverse le voisinage des points de

dégénérescence de la matrice
∂∇f

∂x
(c’est-à-dire des points en lesquels cette matrice

possède des composantes nulles). La trajectoire est forcée artificiellement à travers
ces points.

Malheureusement, cette méthode est connue pour être mise en défaut par cer-
taines fonctions et les conditions de convergence vers le minimum global ne sont
pas très claires. En outre, il est délicat de déceler les problèmes d’optimisation
pour lesquels son emploi est indiqué. D’une manière générale, la stabilité de la
méthode n’est pas assurée vis-à-vis des erreurs d’arrondi : son application est donc
hasardeuse dans le cas où les expressions analytiques des dérivées de f ne sont pas
disponibles.

2.5. Une méthode de pénalisation : la méthode de “percement

de tunnel” [45–47]

L’algorithme “multistart” serait efficace si les déterminations multiples d’un
même minimum local pouvaient être évitées. Dans les méthodes de pénalisation,
ce phénomène est prohibé au moyen de fonctions de pénalité, affectées à chaque
minimum local rencontré. Nous nous limitons ici à la présentation de l’une des
méthodes de pénalisation : la méthode de “percement de tunnel”.

La méthode de percement du tunnel (“tunneling”), présentée par Levy et al.,
est composée d’une suite de cycles, chacun consistant en 2 phases :

• phase de minimisation ;
• phase de “percement du tunnel”.
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Figure 1. Interprétation géométrique de la méthode de perce-
ment du tunnel.

La phase de minimisation est exécutée afin d’obtenir un point x∗ tel que les condi-
tions suivantes soient satisfaites :

f ′(x∗) = 0 et yT f ′′(x∗)y > 0. (14)

Pour un point de départ donné x0, on peut utiliser n’importe quel algorithme de
minimisation locale.

La phase de percement du tunnel est connue pour atteindre un “bon” point de
départ pour la phase de minimisation suivante : partant du point x∗ que l’on vient
d’obtenir, on cherche une solution de l’équation de “percement” donnée par :

f(x) − f(x∗) = 0. (15)

Dès que l’on atteint un zéro de (15) pour un x0 �= x∗, ce point est pris comme
nouveau point de départ pour la phase de minimisation suivante. Si, après un
temps de calcul suffisant (arbitrairement choisi), un x0 �= x∗ solution de (15) n’est
pas trouvé, on considère que l’équation :

f(x) − f(x∗) > 0, ∀x ∈ S, x �= x∗ (16)

est satisfaite et l’algorithme est terminé. La figure 1 donne une représentation
géométrique de cet algorithme pour une fonction unidimensionnelle.

Partant du point x0
1, la PML aboutit au minimum local x∗

1, puis la phase de
percement de tunnel fournit le point x0

2, qui sert de point de départ pour une
seconde itération en deux phases, minimisation jusqu’à x∗

2 puis tunnel jusqu’à x0
3.

La dernière itération amène, dans la phase de minimisation, en x∗
3, puis la phase de

percement de tunnel ne pouvant fournir de zéro de l’équation (15), le programme
s’arrête, considérant x∗

3 comme le minimum global.
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Cette description du principe de la méthode élude le mécanisme de pénali-
sation : en réalité, l’équation de percement comporte un terme de pénalisation
adaptatif, qui est actualisé à chaque fois qu’un nouveau minimum local est dé-
tecté. Cette procédure permet d’éviter l’attraction des minimums locaux déjà
rencontrés. Elle comporte toutefois un inconvénient : la fonction auxiliaire de
percement, construite progressivement à partir de f et des coefficients de pénalité,
devient de plus en plus plate, ce qui complique sa minimisation.

2.6. Les méthodes multi-niveaux [60]

L’objectif de ces méthodes est la détermination exhaustive des minimums locaux
de f . Par conséquent, elles sont inefficaces lorsque le nombre de ces minimums est
très élevé.

Ces méthodes combinent l’efficacité numérique des méthodes de regroupement
et les avantages de la méthode “multistart”. Elles sont toujours itératives, asso-
ciant, comme dans les méthodes de regroupement, une phase globale d’échantillon-
nage à l’aide d’une distribution uniforme sur S, à une phase locale de descente, ce
qui suppose que l’hypothèse (H2) soit vérifiée.

À chaque itération de la méthode “multilevel-single linkage” [58], pendant la
phase d’échantillonnage, la fonction f est évaluée en chaque point de l’échantillon,
puis durant la phase de minimisation, la PML n’est effectuée qu’à partir d’un
sous-ensemble de l’échantillon. La sélection des points de départ de la PML est
un aspect important de cette méthode : à chaque itération k, chaque point échan-
tillonné x est sélectionné comme point de départ de la PML, s’il ne l’a pas déjà
été lors d’une précédente itération, et s’il n’y a pas d’autre point y de l’échantillon
qui vérifie :

‖ x − y ‖≤ r(k) et f(x) > f(y) · (17)

La “distance critique” r(k) est donnée par :

r(k) =
(
1/

√
π
) [

Γ
(
1 +

n

2

)
m(S)σ

log kN

kN

]1/n

(18)

en désignant par : Γ la fonction gamma, σ une constante positive, N la taille de
l’échantillon par itération, m(S) la mesure de Lebesgue du domaine n-dimensionnel
S.

Cette procédure de sélection peut être appliquée seulement aux γkN points de
l’échantillon ayant les plus petites valeurs de f , γ ∈ [0, 1], ce qui correspond à
une réduction de la taille de l’échantillon. Cette réduction n’affecte pas la fiabilité
théorique ni l’efficacité de la méthode “multi-level single linkage”, mais apparâıt
plutôt comme une amélioration. Un test d’arrêt probabiliste détermine, enfin, si
l’on procède ou non à une nouvelle itération.

Une autre possibilité est la méthode “multi-level mode analysis” : à l’étape
k, l’échantillon de dimension N tiré sur S est partitionné en sous-ensembles,
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ou cellules, de mesure égale à (m(S)σ log kN/kN), σ > 0. Après réduction de
l’échantillon, les cellules qui contiennent plus de (1/2σ log kN) points sont consi-
dérées comme “pleines”. À chaque cellule pleine, la plus petite valeur de f , pour
tous les points de la cellule, est considérée comme valeur de la cellule elle-même.
Enfin, la PML est appliquée seulement en un point de chaque cellule pleine, sauf
si la cellule considérée possède, dans son voisinage, une cellule pleine ayant une
valeur de f plus petite.

Tous ces algorithmes d’optimisation globale utilisent un critère d’arrêt le plus
souvent probabiliste, qui réalise un compromis entre l’effort numérique nécessaire
pour assurer la convergence théorique et l’obtention d’un coût de calcul raison-
nable.

2.7. Autres méthodes “classiques”

Nous évoquons succinctement dans ce paragraphe les méthodes “classiques” de
portée plus théorique, non traitées plus haut. Ces méthodes sont applicables seule-
ment lorsque la fonction objectif possède une propriété structurelle particulière.
Une présentation détaillée de ces méthodes se trouve dans [39].

La “programmation Diff-Convexe” (“DC programming”) s’intéresse au cas où f
peut s’exprimer comme la différence de deux fonctions convexes.

La “programmation quadratique” est, après la programmation linéaire, un des
domaines les plus étudiés, car le caractère quadratique de f induit de nombreux
résultats théoriques.

La “théorie Minimax”, introduite par Von Neumann, a joué un rôle fondamental
en optimisation convexe, et dans la théorie des jeux. Elle est également féconde
en optimisation non convexe.

La “programmation multiplicative” s’intéresse à une classe de problèmes (de
nature généralement économique) où intervient le produit d’un nombre fini de
fonctions convexes, soit dans f , soit dans la définition du domaine réalisable.

L’“optimisation de Lipschitz” s’intéresse typiquement au cas où la fonction
objectif n’est pas connue analytiquement, mais peut être évaluée au moyen de
mesures : l’exemple le plus courant est celui de la caractérisation de modèles non
linéaires.

La “programmation fractionnelle” (dite aussi “programmation hyperbolique”)
aborde le cas où f met en jeu un ou plusieurs rapports de fonctions.

L’“analyse d’intervalles”, qui exploite classiquement l’arithmétique des inter-
valles pour évaluer les erreurs d’arrondi ou de troncature, procure aussi un cadre
commode dans le contexte de l’optimisation, pour morceler le domaine de re-
cherche. Les algorithmes d’optimisation globale fondés sur cette approche effec-
tuent généralement des bissections successives du domaine de recherche, en pro-
cédant par “séparation et évaluation”. Il existe une littérature très abondante sur
le sujet : on pourra consulter en particulier les références [41] et [42].
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3. Heuristiques récentes [57]

La plupart des méthodes présentées dans cette partie ont été utilisées, avec
succès, pour des problèmes à variables discrètes, à haute combinatoire. Une diffi-
culté supplémentaire s’ajoute quant à leur adaptation aux problèmes à variables
continues.

Les trois premiers paragraphes sont consacrés aux métaheuristiques dominantes :
la méthode du recuit simulé et ses variantes, la méthode tabou et les algorithmes
génétiques. Nous ne traitons pas ici d’autres méthodes, comme les réseaux de neu-
rones et la méthode GRASP (“Greedy Random Adaptive Search Procedure”), qui
sont aussi considérées comme des métaheuristiques en optimisation combinatoire.
En effet, l’emploi des réseaux de neurones à des fins d’optimisation est plus margi-
nal et surtout, à notre connaissance, ces métaheuristiques n’ont pas été adaptées
jusqu’ici à l’optimisation globale.

Nous avons enfin regroupé, dans le quatrième paragraphe, les présentations
succinctes de quelques méthodes de moindre notoriété : la méthode de recherche
distribuée, la méthode du bruitage et la méthode Aliénor.

3.1. La méthode du recuit simulé et ses variantes

3.1.1. La méthode du recuit simulé [14,43,44]

Nous présentons très succinctement, dans cette partie, la méthode du recuit
simulé en en donnant simplement le principe. Une présentation détaillée de la
théorie et des applications est donnée dans [67–69]. Cette méthode est issue d’une
analogie entre le phénomène physique de refroidissement lent d’un solide en fusion,
qui le conduit à un état cristallin de basse énergie, et la recherche de minimums
globaux dans un problème d’optimisation. Elle exploite généralement l’algorithme
de Metropolis [49].

L’algorithme de Metropolis est le critère d’acceptation d’une configuration (ou
solution) x′ du système construite en perturbant la configuration courante x (x′ =
x+∆x). Il est présenté en figure 2 pour une “température” T donnée et en posant
f = f(x) et f ′ = f(x′).

Le paramètre de contrôle T est la “température” du système. À très haute
température, tous les changements sont acceptés : l’algorithme équivaut alors à
une marche aléatoire dans l’espace des configurations. À T finie, lorsque l’équilibre
thermodynamique est atteint [1,23], la probabilité d’accepter une configuration xk

est donnée par :

p(xk) =
1
Z

exp
(−f(xk)

T

)
avec Z =

∑
k

exp
(−f(xk)

T

)
·

Cette distribution de Boltzman est modulée par la distribution des états, si celle-
ci n’est pas uniforme. Lorsque la température est abaissée suffisamment lente-
ment [48] pour que l’équilibre thermodynamique soit maintenu, le processus se
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Si ∆f = f' - f < 0,

Alors conserver cette solution x' ; faire x x← ′ ;

Sinon calculer P = exp (- ∆f/T) ;

gÈnÈrer un nombre alÈatoire (d'une distribution uniforme) R compris
entre 0 et 1 ;

Si R < P ,

Alors accepter la nouvelle solution x' ; faire x x← ′ ;

Sinon refuser la solution x' ;

Figure 2. Règle de Metropolis.

traduit par une augmentation du poids des configurations de basse énergie. Nous
présentons figure 3 l’algorithme du recuit simulé.

L’originalité de cet algorithme se situe dans l’étape 5). En effet, dans les mé-
thodes classiques, on ne peut accepter aucune perturbation qui provoque une dé-
gradation du système. Ici, une telle perturbation peut être acceptée avec une
probabilité p = exp

(
−(f(x′)−f(x)

T

)
. On accepte de perdre un peu pour gagner

plus ultérieurement.
La présentation rapide que nous venons de faire du recuit simulé permet d’intro-

duire plus loin ses variantes.
Différentes versions du recuit simulé ont été proposées dans la littérature pour

l’optimisation de problèmes à variables continues. Elles diffèrent par la stratégie
de discrétisation, définie par les éléments suivants :

• la fréquence de changement du pas ;
• la fréquence de variation du pas ;
• la loi de calcul du mouvement d’une variable.

Dans [7], les 5 principales méthodes publiées sont inventoriées et présentées :

• la méthode de Cerny [13, 14] ;
• la méthode de Corana et al. [19] ;
• la méthode de Vanderbilt et al. [75] ;
• la méthode du “recuit simulé généralisé” de Bohachevski et al. [8, 11] ;
• la méthode de Catthoor et al. [12].

La méthode élaborée par les auteurs de cet article est présentée en détail dans [70].
Elle a été mise au point empiriquement au moyen d’une batterie de fonctions
analytiques [65, 66], dont les minimums locaux et globaux sont connus. Cette
méthode a été appliquée notamment en électronique, d’une part pour la conception
de circuits, d’autre part pour la caractérisation de modèles de composants [7, 54].
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Figure 3. Algorithme du recuit simulé.

3.1.2. La méthode de la diffusion simulée [30]

L’idée, dans cette méthode, est d’introduire des fluctuations aléatoires autori-
sant des dégradations de la fonction objectif tout en préservant la descente le long
des gradients. Le minimum de la fonction f est localisé à partir du comportement
asymptotique des solutions de l’équation différentielle ordinaire du gradient :

ẋ = −∇f(x) (19)

pour laquelle le minimum est un état stable. Il existe, cependant, un risque ma-
jeur : celui de rester piégé dans un minimum local de f plutôt que de converger vers
le minimum global x∗. Afin d’éviter cette difficulté, une perturbation stochastique
est ajoutée à l’équation considérée (19) qui s’écrit alors :

dxt = −∇f(xt)dt + σ(t)dWt (20)

où {Wt, t ≥ 0} est un mouvement Brownien standard (c’est-à-dire un processus
de “marche au hasard”) pour un choix approprié du coefficient scalaire de diffu-
sion σ(t).
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1) Choisir, aléatoirement, une solution initiale x du système à optimiser et évaluer

la valeur de la fonction objectif f = f(x) ;

2) Perturber cette solution pour obtenir une nouvelle solution x' = x + ∆x ;

3) Calculer ∆f =f(x') - f(x) ;

4) Si ∆f < Ec

Alors accepter la nouvelle solution x' ; faire x x← ′  et E E fc c← − ∆  ;

Sinon refuser la solution x' ;

5) Sauver le meilleur point rencontré ;

6) Si l'"équilibre thermodynamique" du système est atteint,

Alors diminuer l'énergie cinétique Ec ;

Sinon Aller à l'étape 2);

7) Si l'énergie cinétique Ec est voisine de 0,

Alors Aller à l'étape 8) ;

Sinon Aller à l'étape 2) ;

8) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 4. Algorithme du recuit microcanonique.

On suppose que ∇f admet une constante de Lipschitz K, et satisfait à la limite
de croissance :

|∇f(x)|2 ≤ K(1+ ‖ x ‖2), pour une certaine constante K, et pour tout x ∈ Rn.
(21)

Alors, pour σ(t) = c/
√

log(t + 2), avec c > 0, on peut montrer que la distribution
de probabilité p(xt) converge vers une limite de densité de Gibbs proportionnelle
à exp

(
− f(x)

T

)
lorsque la “température absolue” T = σ2(t) → 0 quand t → ∞ ;

cette densité limite est “concentrée” autour du minimum global x∗ de f . D’autres
choix de σ(t) peuvent conduire à la convergence vers un minimum local de f avec
une probabilité plus grande que vers le minimum global.

En fait, le résultat important suivant :

E
(‖ xt − x∗ ‖2 log t

) ≥ γ (22)

peut être établi pour une certaine valeur de γ > 0 et pour tout t suffisamment
grand. Ceci fournit une borne inférieure pour la convergence au sens des moindres
carrés de xt vers x∗.

Cette procédure utilisant les solutions xt de (20) pour localiser x∗ est aussi ap-
pelée “recuit stochastique” ou “gradient stochastique”. En pratique, une méthode
numérique est nécessaire pour résoudre l’équation différentielle stochastique (20).
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3.1.3. Le recuit microcanonique [21]

Dans le cas où l’on considère le système isolé (c’est-à-dire qu’il n’a aucun échange
de chaleur avec son environnement), une analyse microcanonique peut être faite :
la principale propriété du système physique, dans ce cas, est que son énergie totale
est constante, quelle que soit son évolution dynamique. Suivant cette analyse,
Creutz a proposé une variante du recuit simulé, le “recuit microcanonique” [21].
L’énergie totale du système est conservée au cours du processus. L’énergie totale
du système est la somme de l’énergie potentielle et de l’énergie cinétique :

Etotale = Ep + Ec. (23)

L’énergie cinétique Ec joue un rôle similaire à celui de la température pour le recuit
simulé ; elle est contrainte à être positive. Ec permet de retrancher ou d’ajouter
de l’énergie au système selon la perturbation effectuée. L’énergie du problème à
minimiser est alors l’énergie potentielle Ep. L’algorithme accepte toutes les pertur-
bations vers des états d’énergie plus basse en ajoutant −∆E (l’énergie potentielle
perdue) à l’énergie cinétique Ec. Les mouvements vers des états de plus haute
énergie sont acceptés seulement quand ∆E < Ec, et l’énergie apportée sous forme
d’énergie potentielle est retranchée de l’énergie cinétique. Ainsi, l’énergie totale
demeure constante. L’algorithme est décrit sur la figure 4.

À chaque palier d’énergie, l’“équilibre thermodynamique” est atteint dès que le
rapport réq = 〈Ec〉

σ(Ec) de l’énergie cinétique moyenne observée sur l’écart-type de la
distribution de Ec est “voisin” de 1.

L’équation (24) entre l’énergie cinétique et la température établit un lien entre
le recuit simulé et le recuit microcanonique.

kBT = 〈Ec〉 (kB = constante de Boltzmann). (24)

Cet algorithme possède plusieurs avantages par rapport au recuit simulé : il ne
nécessite ni l’évaluation de fonctions transcendantes comme exp(x), ni le tirage
de nombres aléatoires pour l’acceptation ou le refus d’une configuration. Il en
résulte une rapidité plus grande. Néanmoins, Creutz a constaté que, dans le cas
de systèmes de “petites tailles”, la probabilité pour le système d’être piégé dans
des états métastables est plus élevée [37].

3.1.4. La méthode du seuil [6,28]

La méthode du seuil est une variante du recuit simulé. Elle a, jusqu’ici, été
utilisée pour la résolution de problèmes d’optimisation combinatoire.

La principale différence entre les deux méthodes concerne les critères d’accepta-
tion des solutions tentées : le recuit simulé accepte les configurations qui dé-
tériorent la fonction objectif f avec une certaine probabilité seulement, alors
que la méthode du seuil accepte chaque nouvelle configuration, si la dégradation
(éventuelle) de f ne dépasse pas un certain seuil T dépendant de l’itération k.
L’algorithme est présenté sur la figure 5.
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1) Choisir, aléatoirement, une solution initiale x du système à optimiser et évaluer

la valeur de la fonction objectif f = f(x) ;

2) Choisir un seuil initial T ;

3) Perturber cette solution pour obtenir une nouvelle solution x' = x + ∆x ;

4) Calculer ∆f =f(x') - f(x) ;

5) Si ∆f < T,

Alors accepter la nouvelle solution x' ; faire x x← ′  ;
6) Sauver le meilleur point rencontré ;

7) Si la qualité de l'optimum ne s'améliore pas depuis un "certain temps" ou si un 

            nombre donné d'itérations a été atteint,

Alors abaisser le seuil T ;

8) Si le seuil T est proche de 0,

Alors aller à l'étape 10) ;

9) Aller à l'étape 3) ;

10) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 5. Algorithme de la méthode du seuil.

1) Choisir, aléatoirement, une solution initiale x du système à optimiser et évaluer

la valeur de la fonction objectif f = f(x) ;

2) Initialiser la "quantité de pluie" UP > 0 ;

3) Initialiser le "niveau d'eau" WATER-LEVEL > 0 ;

4) Perturber cette solution pour obtenir une nouvelle solution x' = x + ∆x ;

5) Evaluer la nouvelle valeur de f ;

6) Si f > WATER-LEVEL,

Alors accepter la nouvelle solution x' ; faire x x← ′  ;
augmenter le niveau WATER-LEVEL de la quantité UP ;

7) Sauver le meilleur point rencontré ;

8) Si la fonction n'a pas été améliorée depuis longtemps ou s'il y a eu trop 

            d'évaluations de fonctions,

Alors Aller à l'étape 9) ;

Sinon Aller à l'étape 4) ;

9) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 6. Algorithme de la méthode du grand déluge.
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1) Choisir, aléatoirement, une solution initiale x du système à optimiser et évaluer

la valeur de la fonction objectif f = f(x) ;

2) Initialiser "l'écart" autorisé DEVIATION > 0 ;

3) Evaluer le RECORD initial : RECORD = f(x) ;

4) Perturber cette solution pour obtenir une nouvelle solution x' = x + ∆x ;

5) Evaluer la nouvelle valeur de f ;

6) Si f > RECORD - DEVIATION,

Alors accepter la nouvelle solution ; faire x x← ′  ;

7) Sauver le meilleur point rencontré ;

8) Si f > RECORD,

Alors RECORD = f(x) ;

9) Si la fonction n'a pas été améliorée depuis longtemps ou s'il y a eu trop 

            d'évaluations de fonctions,

Alors aller à l'étape 10) ;

Sinon aller à l'étape 4) ;

10) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 7. Algorithme de la méthode du voyage de record en record.

La méthode se compare favorablement au recuit simulé pour des problèmes
d’optimisation combinatoire comme celui du voyageur de commerce (problème
NP-difficile). Nous avons réalisé une adaptation de cette méthode à la résolution
des problèmes à variables continues sur le modèle du recuit simulé continu.

3.1.5. La méthode du “grand déluge” [29]

L’heuristique que nous présentons maintenant ainsi que la suivante (Sect. 3.1.6)
sont des méthodes de maximisation de la fonction objectif (un petit changement de
la fonction initiale est donc nécessaire). Ce sont des variantes du recuit simulé et de
la méthode du seuil. Les différences se situent au niveau des lois d’acceptation des
solutions qui dégradent la fonction objectif. De plus, si la méthode du recuit simulé
nécessite le choix délicat d’un certain nombre de paramètres, ces deux méthodes
paraissent plus simples d’utilisation puisqu’elles comportent moins de paramètres
(2 seulement). L’algorithme de la “méthode du grand déluge” se présente comme
suit sur la figure 6.
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L’allégorie du grand déluge permet de comprendre le mécanisme intuitif de
cette méthode : pour garder les pieds au sec, le randonneur va visiter les points
culminants de la région explorée. Alors que le niveau d’eau ne fait que monter,
un inconvénient immédiat apparâıt, celui de la séparation des “continents”, qui
devrait piéger l’algorithme dans des maximums locaux. Toutefois, l’auteur pré-
sente des résultats, sur des problèmes combinatoires, tout à fait comparables à
ceux obtenus avec d’autres méthodes d’optimisation globale [29].

3.1.6. La méthode du “voyage de record en record” [29]

Cette autre variante, intitulée “voyage de record en record” est présentée sur la
figure 7. Dans cette méthode, n’importe quelle solution peut être acceptée du mo-
ment qu’elle n’est pas “beaucoup plus mauvaise” que la meilleure valeur RECORD
obtenue précédemment. On retrouve une certaine similitude avec la méthode pré-
cédente, la différence entre le RECORD et l’écart DEVIATION correspondant au
niveau d’eau WATER-LEVEL.

Dans cette méthode, comme dans la précédente, il n’y a que deux paramètres
à régler (la quantité d’eau UP pour l’une ou l’écart DEVIATION pour l’autre et
le critère d’arrêt dans les deux cas). Le choix du premier paramètre est impor-
tant, puisqu’il est un compromis entre la vitesse de convergence et la qualité du
maximum obtenu.

L’auteur précise que les résultats de ces deux méthodes sur le problème du
voyageur de commerce de dimension supérieure à 400 villes sont meilleurs que
ceux obtenus avec le recuit simulé.

3.2. La méthode Tabou [25, 32, 34, 35]

La méthode de recherche Tabou (“Tabu Search”), mise au point par Glover, est
une technique récente d’optimisation combinatoire. Plusieurs auteurs la présentent
comme une alternative au recuit simulé. D’autres ont souligné l’intérêt d’une
combinaison de la technique Tabou avec le recuit simulé ; Glover préconise ce type
de combinaison, qu’il considère comme l’une des finalités de la stratégie Tabou.

Comme le recuit simulé, la méthode Tabou est conçue en vue de surmonter
les minimums locaux de la fonction objectif. Nous en décrivons succinctement le
principe.

À partir d’une configuration initiale quelconque, Tabou engendre une succession
de configurations qui doit aboutir à la configuration optimale. À chaque itération,
le mécanisme de passage d’une configuration, soit s, à la suivante, soit t, est le
suivant :

• on construit l’ensemble des “voisins” de s, c’est-à-dire l’ensemble des confi-
gurations accessibles en un seul “mouvement” élémentaire à partir de s (si
cet ensemble est trop vaste, on en extrait aléatoirement un sous-ensemble de
taille fixée) : soit V (s) l’ensemble (ou le sous-ensemble) envisagé ;

• on évalue la fonction objectif f du problème pour chacune des configurations
appartenant à V (s). La configuration t, qui succède à s dans la châıne de
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1) Choisir, aléatoirement, une solution initiale x du système à optimiser et évaluer

la valeur de la fonction objectif f = f(x) ;

2) Faire n fois :

Perturber la solution x pour obtenir une nouvelle solution x' ;

(Si le mouvement de x à x’ ∈  « Liste-tabou », Alors effectuer une autre

                                    perturbation de x)

                                    Evaluer la valeur de f au point x' ;

                       Fin faire ;

           3)         Accepter le meilleur point x’ parmi les n points voisins obtenus ; faire x ←x’ ;

           4)         Mettre le mouvement inverse du mouvement effectué dans « Liste-tabou » (à la

                        place du plus ancien élément de cette liste) ;

           5)         Sauver le meilleur point rencontré ;

           6) Si pas d'amélioration depuis m itérations,

Alors Aller à l'étape 7) ;

Sinon Aller en 2) ;

           7) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 8. Algorithme de la méthode Tabou simple.

Markov construite par Tabou, est la configuration de V (s) en laquelle f
prend sa valeur minimale.

Notons que la configuration t est adoptée même si f(t) > f(s) : c’est grâce à cette
particularité que Tabou permet d’éviter les minimums locaux de f .

Cependant, telle quelle la procédure ne fonctionne généralement pas, car il y
a un risque important de retourner à une configuration déjà retenue lors d’une
itération précédente, ce qui provoque l’apparition d’un cycle. Pour éviter ce phé-
nomène, on tient à jour, à chaque itération, une “liste tabou” de mouvements
interdits ; cette liste – qui a donné son nom à la méthode – contient les mouve-
ments inverses (t → s) des m derniers mouvements (s → t) effectués (typiquement,
m = 7). La recherche du successeur de la configuration courante s est alors res-
treinte aux voisins de s qui peuvent être atteints sans utiliser un mouvement de
la liste tabou. La procédure peut être stoppée dès que l’on a effectué un nombre
donné d’itérations, sans améliorer la meilleure solution atteinte jusqu’ici.

L’algorithme ainsi décrit, représenté sur la figure 8, est dit “Tabou simple”. Se-
lon De Werra et al. [25], il serait plus efficace que le recuit simulé pour le problème
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modèle du “coloriage d’un graphe”. Cependant, le mode de construction de la liste
tabou – qui, pour une simple raison d’économie de place mémoire, contient des
mouvements interdits, et non des configurations interdites – peut bloquer l’accès à
certaines solutions, pourtant non encore visitées. Pour éviter cet inconvénient, on
peut employer la méthode plus complexe dite “Tabou généralisée”, qui prévoit la
possibilité d’annuler le statut tabou d’un mouvement, lorsque le bénéfice escompté
est “suffisant” (cette circonstance est appréciée à l’aide de la notion de “niveau
d’aspiration”, qui est précisée en détail dans les articles référencés).

En outre, dans la description de la méthode que nous avons faite jusqu’ici,
l’usage de la mémoire se limite à un contrôle à court terme du déroulement de
l’exploration. Dans une version plus complète, le rôle de la mémoire influence
également le processus de recherche à long terme, grâce à deux nouveaux concepts :
l’“intensification” et la “diversification”, brièvement présentés maintenant.

L’intensification consiste à interrompre – périodiquement et pour une durée
limitée – le déroulement normal de l’algorithme, de façon à accentuer l’effort
d’exploration dans certaines régions, identifiées comme particulièrement promet-
teuses. On peut, par exemple, retourner à l’une des meilleures solutions rencon-
trées jusqu’ici, puis reprendre l’exploration à partir de cette solution, en “fouillant”
davantage l’espace des solutions : à cet effet, certains préconisent de réduire la lon-
gueur de la liste tabou utilisée ; d’autres élargissent le voisinage évalué à chaque
itération ; d’autres encore font appel à un algorithme de descente locale – no-
tamment la méthode du “simplex” de Nelder et Mead [55] –, qui permet d’affiner
rapidement la solution analysée.

La diversification est le concept inverse de l’intensification. L’objectif visé est
de rediriger la recherche vers des régions de l’espace où elle n’est pas encore al-
lée (ou trop peu souvent), afin d’éviter de laisser de grandes régions totalement
inexplorées. Une procédure élémentaire consiste à interrompre périodiquement
le déroulement normal de l’algorithme, pour le reprendre à partir d’une nouvelle
solution choisie au hasard. Gendreau et al. [31] ont proposé une “diversification
continue”, qui consiste à favoriser, tout au long de l’exploration, les caractéris-
tiques rencontrées rarement. D’autres auteurs ont proposé de “relaxer” certaines
contraintes d’admissibilité des solutions d’un problème, de manière à aplanir le
paysage de l’espace des solutions et, de là, faciliter l’accès à des régions nouvelles.

Enfin, un sujet différent a fait l’objet, jusqu’ici, d’une poignée seulement de
travaux de recherche : la “recherche Tabou continue” [4,22,40,62,63,71]. Il s’agit
de proposer des moyens d’adapter cette technique d’optimisation combinatoire
aux problèmes à variables continues posés, par exemple, par l’optimisation des
circuits. La difficulté principale se trouve dans l’adaptation du statut “tabou”
d’un mouvement, ainsi que dans la définition du voisinage d’une solution. En effet,
ces deux concepts sont élémentaires dans le cas discret, mais ne sont pas aisément
transposables au cas continu. Les résultats publiés, relatifs à l’optimisation par
des méthodes de type “Tabou simple” de fonctions analytiques de test, sont peu
convaincants en comparaison du recuit simulé. L’adaptation au cas continu des
notions complémentaires d’intensification et de diversification est en cours au sein
de notre équipe : elle semble apporter une amélioration sensible des performances.
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1) Choisir, au hasard, une population initiale composée de n éléments codés ;

2) Phase de reproduction : générer m fils à l'aide des opérateurs de croisement et 

            de mutation ;

3) Evaluer f en chacun des individus ;

4) Phase de sélection : prendre les n meilleurs éléments parmi les m+n éléments 

            (population initiale et fils) pour composer la génération suivante ;

5) Sauver le meilleur élément rencontré ;

6) Si le nombre de générations maximal n'est pas atteint,

Alors Aller en 2) ;

7) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 9. Principe d’un algorithme génétique.

3.3. Les algorithmes génétiques [36, 38]

Les principes fondamentaux des algorithmes génétiques ont été exposés par
Holland. Leur implémentation informatique a été expérimentée par Goldberg. Il
s’agit d’une technique de recherche globale qui imite des opérateurs génétiques
naturels. Des opérateurs inspirés par le mécanisme de la sélection naturelle (qui
détermine quels membres d’une population survivent et se reproduisent) et de la
reproduction sexuée (qui assure le brassage et la recombinaison des gènes paren-
taux, pour former des descendants aux potentialités nouvelles) sont appliqués à
une population de tableaux binaires codant l’espace des paramètres.

Une population initiale de N individus est aléatoirement choisie, un individu
correspond à une solution possible du problème posé. Les opérateurs génétiques
sont appliqués à cette population afin de créer des enfants à partir de parents. La
nouvelle population, appelée la génération suivante, est constituée en sélectionnant
les N meilleurs individus. En itérant ce processus, on enrichit successivement la
population avec des individus plus efficaces. À chaque génération, l’algorithme ex-
plore des domaines différents de l’espace des paramètres et dirige alors la recherche
vers les régions où une haute probabilité de trouver une meilleure performance
existe.

Les algorithmes génétiques convergent globalement à partir d’une population
initiale déterminée aléatoirement. Ils sont intrinsèquement parallèles. En effet,
toutes les châınes ou individus dans une population évoluent simultanément sans
coordination centrale. Pour réaliser leur plein potentiel, les algorithmes génétiques
gagnent à être implémentés sur des architectures informatiques parallèles.

Les différentes étapes : population initiale, reproduction, et sélection sont don-
nées dans la figure 9.
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Le principal opérateur agissant sur la population de parents est le croisement ou
“crossover”, qui est appliqué avec une certaine probabilité, appelée taux de croise-
ment (typiquement, Pc = 80 %). Pour appliquer cet opérateur, deux châınes de la
population courante sont tirées au hasard et coupées entre deux bits aléatoirement
choisis sur les châınes. Les nouvelles châınes sont alors créées en interchangeant
les différentes parties de chaque châıne : ceci est représenté par la figure 10 sur des
variables (ou individus) codées sur 5 bits. Du fait du mécanisme expliqué plus loin,
cet opérateur permet de diriger la recherche vers des régions de l’espace d’étude
meilleures en utilisant la connaissance déjà présente dans la population courante.

Le second opérateur est la mutation. Il permet d’introduire de nouvelles infor-
mations dans la population. Cet opérateur est appliqué avec une certaine proba-
bilité, appelée taux de mutation (typiquement, Pm = 5 à 10 %). Un lancé de dé
est effectué pour chaque bit de la population courante afin de savoir si la mutation
doit être exécutée sur le bit en question : ceci est représenté par la figure 11 sur
un individu codé sur 4 bits.

Alors, la nouvelle génération est constituée par les meilleurs éléments sélection-
nés dans l’ensemble “ancienne population et fils créés”. Le nombre d’éléments de
la nouvelle génération doit être égal à la taille de la population de départ.

Dans l’état actuel de la théorie des algorithmes génétiques, il n’existe aucune
garantie que la méthode découvre, en un temps fini, la solution opti-
male. Les seuls résultats asymptotiques disponibles, obtenus à l’aide de la théorie
des châınes de Markov, garantissent l’obtention de l’optimum global au bout d’un
nombre infini de générations (voir par exemple [64]).

En outre, le succès de la méthode dépend beaucoup du codage des individus.
Cette importance du codage peut s’expliquer de la manière suivante. Une châıne
de bits appartient à toutes les “régions” que ses bits définissent. Par exemple,
la châıne 1101 appartient aux régions 11∗∗, ∗1∗1, ∗101, etc. : les ∗ indiquent
que la valeur du bit n’est pas spécifiée. Il en résulte qu’un algorithme génétique,
qui manipule au total, typiquement, quelques milliers de châınes, échantillonne
en réalité un nombre bien supérieur de régions (en gros, le cube du nombre de
châınes [36] : c’est ce que Holland appelle le “parallélisme implicite”).

Chaque région de l’espace des solutions est caractérisé par un “motif” (par
exemple 11∗∗), qui dépend du codage choisi ; ce motif possède un “ordre” (le
nombre de bits spécifiés) et une “longueur” (la distance entre le premier et le
dernier bit spécifié).

L’efficacité d’un algorithme génétique est fonction des motifs associés aux bonnes
régions (i.e. aux régions qui contiennent une proportion élevée de “bonnes” so-
lutions) : plus ces motifs sont courts et compacts, mieux l’algorithme fonctionne.
En effet, lorsqu’une châıne située dans une “bonne” région prend part à un croise-
ment, le motif associé à cette région a peu de chances d’être coupé, s’il est court :
le plus souvent, il est transmis au descendant, qui se retrouve alors dans la même
région ; comme il s’agit d’une “bonne” région, le parent et son descendant ont de
grandes chances d’appartenir à la génération suivante, et d’être sélectionnés pour
la reproduction, ce qui amorce une réaction en châıne.
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Figure 10. L’opérateur de croisement.
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bit choisi au hasard

Figure 11. L’opérateur de mutation.

On montre que, d’une génération à la suivante, la répétition des croisements
accrôıt exponentiellement le nombre de châınes testées dans une “bonne” région,
lorsque l’ordre et la longueur du motif de cette région sont “suffisamment” petits
par rapport à la longueur des châınes (“théorème fondamental” des algorithmes
génétiques [36]).

En multipliant ainsi les châınes testées dans les “bonnes” régions, l’algorithme
accrôıt évidemment les chances de trouver la solution optimale recherchée, qui
correspond au regroupement, dans une même châıne, des “bons” motifs précédents,
dénommés “blocs de construction”.

Néanmoins, ces considérations théoriques ont des conséquences opérationnelles
limitées : en pratique, le choix du codage relève encore plus souvent de l’art que
de la science... Dans les problèmes combinatoires, le codage est souvent suggéré
par la nature même du problème, ce qui induit des performances inégales pour les
algorithmes génétiques.

Peu de travaux publiés jusqu’ici concernent l’optimisation de fonctions à n va-
riables continues. Les plus connus sont ceux de Michalewicz et al., qui ont déve-
loppé les codes GENOCOP, GENOCOP II et GENOCOP III, pour l’optimisation
globale avec contraintes (voir par exemple [50]). Le premier objectif est le choix
d’un codage approprié, indépendant de l’application. Chaque “individu” est, ici,
un vecteur à n composantes réelles : la châıne de bits correspondante est construite
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1) Engendrer, aléatoirement, une population de N points du domaine S ;

Calculer, pour chacun des points, la valeur de la fonction f ;

                        Calculer le total de ces valeurs dans la population ;

2) Faire N fois :

                                  - Choisir, aléatoirement, deux points de la population courante ;

                                  - Prendre comme « père » le meilleur des deux points ;

                                  - Remplacer l’autre point par un « fils » du premier, engendré selon la « loi

                                    de filiation » courante (équation 25) ;

                                  - Calculer la valeur de la fonction f associée au nouveau point, et mettre à

                                     jour le total de f dans la population ;

                       Fin faire ;

            3) Si le total de f dans la population s’est amélioré,

                       Alors Aller à l’étape 2) ;

                       Sinon Aller en 4 ;

4) Si critère d’arrêt atteint,

Alors Aller à l'étape 6) ;

Sinon Aller en 5 ;

5) Ajuster la loi de filiation, en réduisant les paramètres d’échelle ;

                       Aller en 2 ;

           6) Solution = meilleur point trouvé ; Arrêt du programme.

Figure 12. Algorithme de la méthode de recherche distribuée.

simplement par concaténation de n mots binaires respectivement associés aux n
coordonnées. Se posent alors un problème de précision (paramètres réels repré-
sentés par des mots binaires), et surtout un problème de choix d’un code binaire
(entiers représentés par des mots binaires).

3.4. Autres méthodes

3.4.1. La méthode de recherche distribuée [20]

L’algorithme de “recherche distribuée” fait évoluer une distribution de probabi-
lités de visite sur le domaine de recherche. Cette distribution converge vers un état
où la densité de probabilité est maximale au voisinage des extrêmums recherchés,
c’est-à-dire vers un état où la probabilité de visite est “concentrée” sur les zones
où la fonction objectif prend les valeurs extrêmes recherchées.

L’idée de base est très simple : soient x1 et x2 deux points du domaine S
de recherche tels que f(x1) < f(x2), alors il existe un ensemble de points x
dans un voisinage de x1 dont la taille varie au cours du processus et tel que
f(x) < f(x2). Il s’agit alors pour l’algorithme d’échantillonner le domaine S
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1) Choisir, aléatoirement, une solution initiale x du système à optimiser ;

2) Initialiser "l'amplitude du bruit" ;

3) Appliquer, à la fonction objectif "bruitée", une méthode de descente, à partir 

            de la solution courante ;

4) Diminuer l'amplitude du bruit ;

5) Si l'amplitude du bruit est nulle,

Alors Aller à l'étape 6) ;

Sinon Aller à l'étape 3) ;

6) solution = meilleure solution rencontrée ; Arrêt du programme.

Figure 13. Algorithme de la méthode du bruitage.

suivant une distribution de probabilité, contrôlée par une estimation de la taille
du voisinage adéquate selon les différentes étapes du processus.

La génération des points visités se fait indépendamment sur chaque coordonnée
au moyen d’une fonction de génération, dite “loi de filiation”, du type :

xi = sitg(πui) + mi, (25)

où : ui est un nombre aléatoire uniforme sur ]−1/2, +1/2[, mi sont les compo-
santes du centre de la distribution, si sont les paramètres d’échelle, c’est-à-dire
les paramètres qui définissent la taille du voisinage du minimum, ou encore les
quartiles (i.e. les valeurs de x pour lesquelles la fonction de répartition vaut 1/4
ou 3/4).

La variable aléatoire ainsi définie obéit à une loi de Cauchy n-dimensionnelle de
densité :

g(x; m, S) = Πn
i=1


 1

πsi

1

1 +
(

xi−mi

si

)2


 · (26)

La loi de Cauchy n’a pas de moments et sa variance est infinie (la densité décrôıt
lentement et n’est jamais négligeable). D’après l’auteur, les variables de Cauchy
ont des propriétés particulièrement favorables pour cette méthode.

Pratiquement, la méthode est mise en œuvre en suivant l’algorithme décrit dans
la figure 12.

La probabilité de visite tend à devenir de plus en plus concentrée sur les zones où
la fonction objectif prend ses meilleures valeurs. Aucune condition n’est nécessaire
pour appliquer cet algorithme, il suffit de pouvoir évaluer la fonction objectif en
n’importe quel point du domaine.
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3.4.2. La méthode du bruitage [15]

Cette méthode toute récente est une heuristique qui se compare favorablement
au recuit simulé sur certains problèmes d’optimisation combinatoire. Son adapta-
tion aux problèmes à variables continues reste un sujet d’étude.

La méthode utilise un algorithme de descente, c’est-à-dire un algorithme qui, à
partir d’une solution initiale, effectue des améliorations itératives jusqu’à atteindre
un minimum local. Partant d’un point quelconque x du domaine S, les données
sont “bruitées”, ce qui signifie que les valeurs prises par la fonction f sont changées
d’une certaine façon, puis l’algorithme de descente est appliqué en utilisant la
fonction bruitée. À chaque itération, l’amplitude du bruitage de f diminue jusqu’à
annulation complète. La meilleure solution rencontrée est considérée comme le
minimum global. L’algorithme de cette méthode est proposé sur la figure 13.

3.4.3. La méthode Aliénor [16–18]

La méthode Aliénor, proposée par Cherruault et al., repose sur une suite de
transformations réductrices qui permet de ramener toute fonction de plusieurs va-
riables à une fonction d’une seule variable : l’angle polaire d’une spirale
d’Archimède. On peut alors utiliser, pour résoudre le problème multivariable, les
méthodes puissantes habituellement mises en œuvre pour le cas unidimensionnel.

Par exemple, dans le cas d’un problème à 4 variables, remplaçons les compo-
santes du vecteur x = (x1, x2, ..., xn)T par :

x1 = r1 cos θ1 x2 = r1 sin θ1 r1 = a1θ1

x3 = r2 cos θ2 x4 = r2 sin θ2 r2 = a2θ2,
(27)

ce premier changement de variables donne :

f(x1, x2, x3, x4) = f(a1θ1 cos θ1, a1θ1 sin θ1, a2θ2 cos θ2, a2θ2 sin θ2)

= g(θ1, θ2). (28)

La fonction f de 4 variables est ramenée à une fonction g de 2 variables. Un second
changement de variables :

θ1 = r cos θ, θ2 = r sin θ avec r = aθ (29)

aboutit à une fonction d’une seule variable θ soit :

f(x1, x2, x3, x4) = f(a1aθ cos θ cos(aθ cos θ), a1aθ cos θ sin(aθ cos θ),

a2aθ sin θ cos(aθ sin θ), a2aθ sin θ sin(aθ sin θ)) (30)

f(x1, x2, x3, x4) = G(θ). (31)
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Figure 14. Exploration globale du plan paramétrée par θ (spi-
rale d’Archimède).

Il est équivalent de chercher l’optimum global de f ou celui de G qui ne comporte
plus qu’une seule variable θ. En effet, on montre que Min G tend vers Min f
lorsque a, a1, a2 tendent vers 0 [18].

Ayant déterminé le minimum absolu de G, il suffit de remonter au minimum
absolu de f par les transformations suivantes pour l’exemple à 4 variables :

x1 = a1aθ cos θ cos(θ cos θ)

x2 = a1θ cos θ sin(θ cos θ)

x3 = a2θ sin θ cos(θ sin θ)

x4 = a2θ sin θ sin(θ sin θ). (32)

La minimisation de G(θ) est faite suivant un algorithme classique de minimisation
de fonction d’une seule variable.
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Deux inconvénients apparaissent à l’utilisation de cette méthode :
• d’une part, le grand nombre de calculs de fonctions trigonométriques néces-

saires dès que le nombre de variables augmente ;
• d’autre part, il est très difficile d’assurer simplement des contraintes du type :

aj < xj < bj , 1 ≤ j ≤ n. (33)

Il faut évaluer de nombreuses expressions du type :

xj = ajaθ cos θ cos(aθ cos θ), (34)

pour vérifier les inégalités précédentes.
La figure 14 représente l’exploration globale du plan (fonction objectif à 2 va-

riables x1, x2) paramétrée par le paramètre unique θ.
La méthode Aliénor a permis de résoudre numériquement des équations aux

dérivées partielles utilisées pour modéliser des systèmes biologiques, mais son effi-
cacité n’est pas établie pour les problèmes à nombre de variables élevé. Les études
que nous avons menées sur cette méthode et ses applications possibles dans le
domaine de l’électronique nous ont permis de mettre en évidence cette difficulté
face aux problèmes de grande dimension.

4. Conclusion

Cet état de l’art des méthodes d’optimisation globale, décrivant tant les prin-
cipales approches “classiques” que les heuristiques récentes, permet de mesurer
la première difficulté à laquelle est confronté l’utilisateur, face à un problème
d’optimisation concret : celui du choix d’une méthode “efficace”, capable de pro-
duire une solution “optimale” – ou de qualité acceptable – au prix d’un temps
de calcul “raisonnable”. Cette difficulté s’accrôıt encore quand il est nécessaire
d’adapter les méthodes existantes, en particulier pour tenir compte de la nature
mixte – combinatoire et continue – de nombre de problèmes posés.

Face à ce souci pragmatique de l’utilisateur, la théorie n’est pas d’un grand
secours, car les théorèmes de convergence sont souvent inexistants, ou applicables
sous des hypothèses très restrictives. En outre, le réglage “optimal” des multiples
paramètres d’une heuristique, qui peut être préconisé par la théorie, est souvent
inapplicable en pratique, car il induit un coût de calcul prohibitif. La comparaison
systématique entre les différentes approches disponibles, lorsqu’elle est abordée
dans la littérature, doit se limiter à des problèmes de test idéalisés.

Pour toutes ces raisons, le choix d’une “bonne” méthode fait généralement appel
au savoir-faire et à l’“expérience” de l’utilisateur, plutôt qu’à l’application fidèle
de règles bien établies. Mentionnons une nouvelle multiplication des possibilités,
avec l’émergence des méthodes hybrides, qui s’efforcent de tirer avantage de la
coopération de plusieurs méthodes, par exemple le recuit simulé pour localiser
la “bonne vallée”, suivi d’une descente de gradient pour affiner la solution. Une
taxinomie des méta-heuristiques hybrides a été récemment proposée par Talbi [72],
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pour tenter de guider le choix de l’utilisateur. Une voie de recherche prometteuse
est aussi ouverte avec le développement de “systèmes multi-agents”, qui seraient
capables de puiser eux-mêmes dans la bôıte des outils disponibles, de façon à
améliorer la progression vers l’optimum, au gré des difficultés rencontrées...
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