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Recherche opérationnelle/Opérations Research
(vol. 25, n° 2, 1991, p. 183 à 201)

UN ALGORITHME POUR LA RÉSOLUTION DU PROGRAMME
LINÉAIRE GÉNÉRAL (*)

par PHAM DINH TAO (*)

Résumé. - Un algorithme appelé « simplexe généralisé, gradient projeté » {{SGGP) est proposé
pour résoudre le programme linéaire général. Cet algorithme travaille directement dans l'espace
des variables et comporte deux phases. La phase I (initialisation de l'algorithme ou recherche d'un
sommet d'un polyèdre convexe qui se sert de la phase II comme dans l'algorithme du simplexe) est
construite sous deux formes (procédé primai et procédé dual). Conçu comme une extension naturelle
de l'algorithme du simplexe, l'algorithme SGGP englobe ses variantes usuelles (algorithme dual du
simplexe, algorithme pour le programme linéaire avec variables bornées,.,.).

Enfin l'algorithme SGGP est l'algorithme du gradient projeté avec comme point de départ un
sommet du polyèdre convexe.

Mots clés : Programme linéaire général; algorithme simplexe; algorithme du gradient projeté.

Abstract. — We propose an algorithm, called SGGP, for solving a gênerai linear programming
problem. The proposed algorithm works directly in the primai variables space and comprises two
phases. Phase I (initialization of the algorithm or détermination of an extreme point of a convex
polyhedron, which uses phase II as in the Simplex Algorithm) has been constructed in two forms
(primai and dual procedures). Designed as a natural extension of the Simplex Algorithm, the
algorithm SGGP contains its usual variants (dual Simplex, case ofbounded variables,...).

We show that SGGP is a projected gradient method wîth an extreme point of the convex
polyhedron as the starting point.

Keywords : General linear programming; Simplex Algorithm; Projected gradient method.

1. INTRODUCTION

Nous présentons dans ce papier un algorithme appelé SGGP (Simplexe
Généralisé, Gradient Projeté) pour la résolution du programme linéaire
général : Max{cx:Ax = b, BxSa). Cet algorithme, plutôt situé dans le cadre

(*) Reçu juin 1989.
l1) Équipe Modélisation et Optimisation, Laboratoire X.I.M.3, I.M.Â.G., B.P. n° 53X, 38401
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184 PHAM DINH TAO

de l'analyse et de l'optimisation convexes, est fondamentalement basé sur
les conditions d'optimalitê et sur la caractérisation d'un sommet de
K~{x€Un:Ax=b, Bx^a} comme étant un point de K qui admet n
contraintes actives linéairement indépendantes. Cet algorithme n'introduit pas
les variables d'écart, on travaille directement dans l'espace des variables x.

La cohérence et l'unité de l'algorithme SGGP résident (comme dans l'algo-
rithme du simplexe) dans le fait suivant : la phase I utilise la phase II.
Nous présentons ici deux nouvelles techniques de construction de la phase I
(procédé primai et procédé dual).

Le procédé primai consiste en l'application de la phase II à une suite finie
de programmes linéaires (dans le même espace primai Un) dont on connaît
un sommet, solution réalisable. Ces programmes linéaires seront définis suc-
cessivement en tenant compte des contraintes restant violées de K au sommet
solution du programme linéaire précédent. On arrive ainsi à obtenir un
sommet de K ou la conclusion de la vacuité de K.

Le procédé dual, par contre ne résout qu'un seul programme linéaire. Son
principe est très simple : on calcule un point défini par n contraintes linéaire-
ment indépendantes de K, (en général par la méthode d'élimination de Gauss
par exemple) puis on définit le vecteur coût d (à partir des contraintes
explicitées) de manière que le problème primai auxiliaire suivant soit dual
réalisable (i. e. un sommet solution réalisable de son dual est explicité) :

Ax =
(PA)

L'application de la phase II de l'algorithme SGGP à ce problème dual
auxiliaire conduit à un sommet de K (de surcroît solution du problème primai
auxiliaire) ou à la conclusion de la vacuité de K.

Ces deux procédés éclairent sous un nouveau jour la recherche des tech-
niques appropriées de détermination d'un sommet d'un polyèdre convexe.
L'application de SGGP au programme linéaire mis sous forme standard par
rapport à une base réalisable nous redonne l'algorithme révisé du simplexe.
Plus exactement, la description de l'algorithme du simplexe est la forme
simplifiée de SGGP dans laquelle la résolution des systèmes linéaires (interve-
nant dans le calcul de la direction de déplacement, le pas de déplacement
et la vérification des conditions d'optimalitê) se fait via la technique de
décomposition de ces systèmes (utilisant la structure creuse de la matrice
représentant les contraintes de non négativité de la variable x). De même
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RÉSOLUTION DU PROGRAMME LINÉAIRE GÉNÉRAL 185

l'algorithme dual du simplexe est exactement l'algorithme SGGP appliqué
au problème dual dont le primai est dual réalisable.

D'autre part la présentation de cet algorithme est particulièrement claire
et constructive dans les programmes linéaires avec bornes. Enfin ce qui est
fondamental est que l'algorithme SGGP n'est rien d'autre que l'algorithme
du gradient projeté appliqué au programme linéaire général lorsque le point
de départ est un sommet du polyèdre K. Ce point de vue original permet
de situer l'algorithme du simplexe dans le cadre général de l'optimisation
convexe.

Certains problèmes d'application qui étaient à l'origine de ce travail sont
présentés ainsi que la description simplifiée de la phase I dans les programmes
linéaires sous forme standard et canonique.

Des expérimentations numériques comparatives sont exposées dans [9, 16].
Ces résultats montrent que SGGP est plus rapide que l'algorithme révisé du
simplexe : le rapport du temps total de calcul (phase I et phase II) varie entre
1 et 3.5. La rapidité est encore accrue pour la phase I dont le rapport varie
entre 3 et 8.

Ces résultats sont encourageants, ils prouvent l'utilité et la performance de
l'algorithme SGGP.

Une étude comparative complète de ces algorithmes est en cours, dans
laquelle le procédé de la « forme produit de l'inverse » sera utilisé pour
optimiser les calculs dans les résolutions des systèmes linéaires.

2. NOTATIONS. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LA
PROGRAMMATION LINÉAIRE

Ce paragraphe contient des notations élémentaires et des résultats fonda-
mentaux de la programmation linéaire qui sont nécessaires à notre travail.
Soit A une matrice de type m x n. Soient / et / deux parties de { 1, . . ., m }
et de {1, . . ., n } respectivement. On note Al la matrice formée par les lignes
Ara{ip *=1, . . , , | / | ( | / | désigne le cardinal de I) rangées dans cet ordre, ra
étant l'application injective de { 1, . . ., | ƒ | } dans { 1, . . ., m } qui correspond
d'une façon biunivoque à 1:1= {ra(l), . . ., rû(| 7|)}. De même AJ désigne
la matrice formée par les colonnes AraU\ y=l , . . . , | / | , rangées dans cet
ordre. Le complémentaire de I dans {1, . . ., m } est noté ƒ*.
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186 PHAMDINHTAO

Considérons maintenant le polyèdre K défini par :

où A est une matrice de type m x w, de rang m et B est une matrice de type
pxn. On dit que x est un sommet de K si je est la solution d'un système
linéaire :

Ax = b (1)

Btx^aj (2)

telle que

(3)

où ƒ est un sous-ensemble de {1, . . -,/?}, | I\~n—m, tel que les lignes de À
et celles de Bt sont linéairement indépendantes. L'ensemble des sommets de
K sera noté V{K). Il s'ensuit que la non vacuité de V(K) implique que la

matrice (formée par les lignes de A et B) est de rang n. Une contrainte

Btx^at est dite active en xeK si B^ — a;. Pour tout xeK, on note

Un sommet x de K est dit non dégénéré si | j f (x) |- i i-m, dans le cas
contraire x est dit dégénéré. Un sommet x de K est non dégénéré si et
seulement si il existe une partie / unique telle que x est la solution de (1),
(2), (3). Deux sommets x et x' de K sont dits adjacents s'ils sont les solutions
de (1) et (2) avec /e t / tels que | / n ^ ^ -

Conditions d'optimalité d'un programme linéaire général sous forme canonique

Considérons maintenant le programme linéaire général (P) sous sa forme
canonique

(P)

Ax^b

ex —2 (max)

Nous rappelons le résultat bien connu suivant [4, 11, 14, 15].
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RÉSOLUTION DU PROGRAMME LINÉAIRE GÉNÉRAL 187

THÉORÈME 2 : 1, xeK est une solution de (P) si et seulement si il existe
un m-vecteur ligne X et un p~vecteur ligne p,^0 tels que :

(4)

(5)

2. En particulier soit xeV(K) défini par (1), (2) et (3) et soit (X, p1) la
solution du système linéaire :

A <••>

Alors x est une solution de (P) si fiJ^0. Cette condition suffisante est aussi
nécessaire si x e V(K) est non dégénéré. •

3. ALGORITHME POUR LA RÉSOLUTION DU PROBLÈME (P)

Nous commençons par indiquer comment calculer un sommet u de K
adjacent à un sommet v donné.

3.1. Détermination d'un sommet adjacent

Le processus est très simple ; Soit veV(K) déterminé par (1), (2) et (3).
Soit îe{l , . . . , | / | } fixé, on pose I(i) = ï\{ra(ï)}. Considérons le système
linéaire suivant :

Ax=0 (7)

BI{î)x = 0 (8)

Braii)x~-l (9)

qui admet une solution unique dm.

Soit v^^v + X^K On a Av<» = b9 BI?)v
li^aI{l) et i ^ , ^ 0 - ^ ( „ - * * .

Par suite Bra{i)v
{i)^amii) si et seulement si X^O.

Voyons les autres conditions portant sur Xt pour assurer que v(i)eK, II est
clair que v{i)eK si et seulement si ^ t ^0 vérifie :

vol. 25, n° 2, 1991



188 PHAMDINHTAO

Puisque Bt* v ̂  at* on a les propriétés suivantes :
(i) Si B^é^S® alors T / ^ T J + ̂ ^ G X pour tout A^O. Dans ce cas il n'y

a pas de sommet adjacent à v dans la direction d(l} : {v + X,t rf
(l} : A,t g: 0} est un

rayon extrémal de K issu de v.
(ii) Sinon l'ensemble C(7, i) = {kel* :Bkd

(l)>Q} est non vide et alors
dil) e K si et seulement si :v(l) =

j :fceC(/, i) } * (10)

Dans ce cas t?(l) —v + À,**/0 est un sommet de K adjacent à v. En effet pour
tout keC(I, i), Bk, les lignes de A et celles de BI(l) sont linéairement indépen-
dante. Par suite si ksC'(I, i) = {keC(I, i)\(ak~Bkv)/Bké

l) = X*} alors :

et

où

J=I(i)U{k}i ra(i) = k.

Autrement dit v{l)e V(K) qui est défini par (1), (2) et (3) dans lesquels I est
remplacé par J. De plus si Xf>0 alors vil) est différent de v et on a :
JT(v(l)) = I(i)\jC(I, i). Il s'ensuit qu'au cas où A*>0, v(l) est un sommet
non dégénéré si et seulement si | C' (I, i) | = 1.

Remarquons enfin que si u est non dégénéré alors Xf>0 et que dans ce
cas il y a exactement (n — m) sommets adjacents à v que l'on peut tous
déterminer.

3.2. Description de la phase II de l'algorithme SGGP pour la résolution de (P)

La phase II de SGGP suppose connu un sommet de K qui sera fourni par
la phase I présentée dans le paragraphe 5. Sa description est très simple :

II suffit d'indiquer, lorsqu'un sommet courant v de K n'est pas une solution
de (P) (ou plutôt ne vérifie pas la condition suffisante 2 du théorème 2),
comment passer à un sommet adjacent afin d'augmenter la valeur de la
fonction objective ex. Soit ve V(K) défini par (1), (2) et (3). On résout (6)
pour obtenir fiJ. Si n J ^0 alors v est une solution de (P). Sinon soit
ze{ 1, . . ., | ƒ(} tel que [ira{l)<0 et soit d{l) la solution du système linéaire
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RÉSOLUTION DU PROGRAMME LINÉAIRE GÉNÉRAL 189

(7), (8) et (9). Tenant compte de (6), (7), (8) et (9) on a :

cél) = (X A + u1 Bj) d(i) = \im {i) Bm {i) d
{i) = - \ira {iK

Par suite le déplacement de v à TJ + X,frf
(i) avec X^O augmente la valeur de

ex de —A,£(i
ro(i). Comme dans le paragraphe 3.1 on va distinguer deux cas :

(i) Bré
i}£0 alors v + Xtd

(i)e V(K) pour tout A^O. Dans ce cas on a ;

lim {cx:x = v + Xid
{i)}= + oo

et le problème (P) n'admet pas de solution finie.

(ii) Sinon C(/, i) = {keP:Bkd
(i)>O}^0 et v(i) = v + Xf él)eK avec Xf

défini par (10), est un sommet de K adjacent à v qui sera le prochain sommet
courant dans l'algorithme SGGP.

La convergence de l'algorithme SGGP résulte de la stricte augmentation
de la fonction objective (au moins en l'absence de la dégénérescence) et la
fmitude de V(K).

THÉORÈME 3 (convergence) : Si aucun sommet généré par cet algorithme
n'est dégénéré alors après un nombre fini d'itérations il permet d'obtenir une
solution de (P) ou de déclarer que (P) n'a pas de solution, •

II est bien connu [15] que la règle de Bland ne dépend pas du type de
contraintes (inégalités) linéaires (Bx^a ou xg;0), elle peut être ainsi
incorporée à l'algorithme SGGP présenté ci-dessus :

1. On choisit ie{ 1, . . ., j ƒ]} tel que ra(ï) est le plus petit élément de /
vérifiant |ira(i)<0 (dans le cas où ^iz^0 n'a pas lieu).

2. Dans (ii) on choisit k comme étant le plus petit élément de ƒ* tel que
Bkd

il)>0.

4. RELATION AVEC L'ALGORITHME DU SIMPLEXE ET L'ALGORITHME DUAL
DU SIMPLEXE

4.1. Lien avec l'algorithme du simplexe

Considérons maintenant le programme linéaire (P') sous forme standard
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190 PHAMDINHTAO

où A est une matrice de type mxn de rang m, (P') est un cas particulier de
(P) où p~n, a = 0 et B= — Un, (Un étant la matrice identité d'ordre n).

On va montrer que l'application de l'algorithme SGGP au problème (P')
permet de retrouver l'algorithme du simplexe. Soit

Voyons tout d'abord comment introduire les bases réalisables de (P') et
caractériser les sommets de K à l'aide de ces bases.

Comme dans le paragraphe 2, xe V(K) si et seulement si x est la solution
de (1), (2) et (3) avec ici 5 = - Un.

On a donc :

Xj = 0 (11)

Et le système linéaire (1) devient :

A^xj^b (12)

On en déduit facilement le résultat classique sur la caractérisation des som-
mets de K'[4, 13, 15]

THÉORÈME 4 : Soit Kr — {xGMn:Ax = b, x^O} avec A une matrice de type

m x w, de rang m. Alors xe V{K) si et seulement si il existe / c {1, . . ., n);

| J\ — m9 tel que :

(i) AJ est non singulière et (A1)"1 b*tO

(ii) xJ = (AJy1betxJ* = 0. •

Une telle partie / est usuellement appelée, en programmation linéaire, base
réalisable de (P') et le sommet x défini par (i) et (ii) solution réaliable de
base J. On remarque que / et J* ne sont autres que 1* et / respectivement
dans (11) et (12). Dès lors l'équation (6) devient :

car

(rt^-y* et oW=o.

On en déduit que - \ir = ̂  = cJ* - cJ (AJ) "x AJ\
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RÉSOLUTION DU PROGRAMME LINÉAIRE GÉNÉRAL 191

Ceci étant, l'algorithme SGGP appliqué à (P') redonne exactement l'algo-
rithme du simplexe [4, 13, 15].

Remarques importantes

Les systèmes linéaires intervenant dans le calcul de la direction de déplace-
ment, le calcul du pas de déplacement et la vérification des conditions
d'optimalité deviennent plus simple dans la programmation linéaire sous
forme standard. C'est sous cette forme simplifiée de SGGP que l'on retrouve
l'algorithme du simplexe.

Remarquer que cette simplification est due à la technique de décomposition
des systèmes linéaires précédents. Pour plus de détails, voir [9], [16].

Cette technique de décomposition sera d'une utilisation constante dans
Fimplémentation de différentes versions de l'algorithme SGGP, notamment
dans la phase ƒ de SGGP appliqué aux programmes linéaires sous forme
canonique et standard [9, 16].

4.2. Lien avec l'algorithme dual du simplexe

Considérons un programme linéaire sous forme standard :

Ax = b, x^O)

On suppose que le rang de la matrice A, de type m x n, est égal à m et
que le problème (P') est dual réalisable, c'est-à-dire que l'on dispose d'un
ensemble Ja {1, . . . , « ) , | ƒ | = m tel que ;

(i) ÀJ est non singulière.

(ii) c^-nA^SOoùn^c^A1)-1

L'ensemble / est une base du système linéaire Ax = b qui n'est pas nécessai-
rement réalisable pour (P'). Le problème dual (D) s'écrit :

(D)

II est clair que n est une solution réalisable de (D), et plus précisément un
sommet du polyèdre convexe des solutions réalisables de (D).

En appliquant à (D) l'algorithme SGGP décrit dans le paragraphe 3, on
retrouve l'algorithme dual du simplexe [4, 13S 15].
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192 PHAM DINH TAO

4.3. Programme linéaire avec contraintes de bornes

Ce sont des problèmes de ce type

ex = 2 (max)

où I est une partie {1, . . . , « } . Les constantes at peuvent être égales à - oo
et les constantes bt peuvent être égales à+ oo. Des méthodes issues de l'algo-
rithme du simplexe sont adaptées à la résolution de ce type de problème.
Mais très souvent leur présentation (plus compliquées que l'algorithme du
simplexe et l'algorithme dual du simplexe) ne sont pas assez naturelles pour
faciliter leur compréhension en profondeur.

Par contre en traitant toutes les contraintes linéaires (y compris les
contraintes de bornes) de (P) de la même manière, c'est-à-dire qu'en appli-
quant l'algorithme SGGP au problème (P), on obtient une description claire,
simple et facile à comprendre (cf. § 3). D'autres techniques pour traiter
le programme linéaire avec contraintes de bornes sont précisées dans le
paragraphe 6.4.

Le problème (P) est un cas particulier du programme linéaire général
auquel l'application de l'algorithme SGGP permet de retrouver les algo-
rithmes connus [4, 13, 15] et surtout de remédier aux inconvénients cités ci-
dessus.

4.4. Lien avec la méthode du gradient projeté

Donnons tout d'abord une description succinte de la méthode du gradient
projeté dû à Rosen [4] pour la résolution du problème d'optimisation suivant :

(Q)

où A et B sont les matrices vérifiant les mêmes hypothèses que dans le
paragraphe 2 et ƒ (x) est une fonction différentiable.

Cette méthode consiste en la construction d'une suite (xk) de solutions
admissibles de la manière suivante : On suppose la régularité des contraintes
en tout point xk, Le. les lignes de A et les lignes de B#^ sont linéairement
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RÉSOLUTION DU PROGRAMME LINÉAIRE GÉNÉRAL 193

indépendantes. Le passage de x? à xk+1 est défini par :

(i) La direction de déplacement xk qui est la projection orthogonale
de - V ƒ (xk) sur le sous-espace tangent Vk = { : Ad = 0, B# {x^ d— 0} de dimen-
sion w- (m +1 j f (Ve) | ).

(ii) Si dk^Q, on calcule a* et pk solutions respectivement de

Max {or.

Min {ƒ(**+

On pose xk+i = xk+fikdk et réitère le processus.
r ^ y

(iii) Si dk = 0 alors le système y = Mjy = — V / (x*) admet une

(
solution unique, plus précisément : y= — (MkMlYx Mk Vf (xk).

(a) Si jj^O pour tout j correspondant aux contraintes définies par
alors xk vérifie les conditions de Kuhn-Tucker relatives au problème (Q) et
par suite est une solution de (Q) si ƒ est convexe.

(b) Sinon on choisit un yfc<0 qui correspond à une contrainte active en xk

définie par une ligne de B^^y Soit Jf ' (xk) = Jf (*fc)\{ indice de cette ligne}.
Retourner à (i) avec Jf(x fc) à la place de Jf(xk). Soit maintenant ƒ (x) = ex
et appliquons la méthode du gradient projeté avec un vecteur initial x° e V(K),
il est clair que Vo = { 0} et par suite d° = 0. L'étape (iii) correspond exactement
à la résolution du système linéaire (6) car Mk est une matrice carrée non
singulière. Dans les itérations suivantes le calcul de dk, &^1 , est immédiat
car dim Vk=\, Vk est exactement une droite parallèle à une arête de K issue
xfc. De plus il est clair que afc= (3fe. Finalement si ƒ {x) — cx et si Ton part d'un
x° e V(K), la méthode du gradient projeté donne exactement l'algorithme
SGGP.

5. INITIALISATION DE L'ALGORITHME SGGP (PHASE I). DÉTERMINATION D'UN
SOMMET DE K PAR L'ALGORITHME SGGP

Ce chapitre est consacré à l'initialisation de l'algorithme SGGP pour la
résolution du programme linéaire général (cf. § 3).

(P)
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194 PHAM DINH TAO

i.e. à la détermination d'un sommet de K={xeUn:Ax = b, Bx^a}, A étant
une matrice de type m x n et B une matrice de type p x n. Et comme dans
l'algorithme du simplexe, la phase I de SGGP n'est autre que sa phase II
appliquée à des programmes linéaires convenablement définis.

Nous allons présenter ci-dessous deux nouveaux procédés d'initialisation.
On peut supposer, sans perte de généralité, que le rang de A est égal à m. Si
tel n'est pas le cas, il suffirait d'appliquer la méthode d'élimination de Gauss
au système A x = b pour enlever les lignes redondantes lorsque les équations
du système Ax = b sont compatibles ou arriver à la conclusion de la vacuité
de K dans le cas contraire.

5.1. Procédé primai

On recherche un ensemble I0 = {ra(l), . . ., r a ( | / 0 | ) } de { 1, . . . ,ƒ?} tel

que | Io | = n — m et que le rang de soit égal à n {cf. §3.1).

On pourrait, pour cela, utiliser la méthode d'élimination de Gauss opérant
sur les lignes de A et de B, Si un tel ensemle IQ n'existe pas, V(K) = 0.

Le principe de ce procédé est très simple : On résout le système linéaire

-aio-

pour obtenir la solution xi0) qui est un sommet du polyèdre

K(I0) = {x:Ax = b, BlQxSaIo,

où :

Si /*(x ( 0 )) = I%\f(xio)) = 0 alors x{0)e V(K).

Dans le cas contraire on va construire une suite finie de programmes
linéaires auxquels la phase II de l'algorithme SGGP peut être applicable.

On obtiendra ainsi une suite finie (xk) (de sommets solutions desdits
programmes linéaires), le passage de x* à xk+1 augmente d'au moins une
unité le nombre des contraintes de K qui sont vérifiées. Ainsi après la
résolution d'un nombre fini de programmes linéaires, ce procédé permet
d'obtenir un sommet de K ou de conclure que K est vide.
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Voici donc la description du procédé primai :
0. On résout le système linéaire

\-\b ]
pour obtenir la solution xi0\

L Si /*(x (0)) = {ie75 :Blx
(0)>at} = 0 alors x(0)e V(K).

2. Sinon on choisit i0 e ƒ* (x(0)), par exemple i0 défini par :

BiQ JC(0) - aiQ = Max { Bt x
(0) -at:ie/* (JC(0)) }.

Soit :

Ax = b

On a x(0)e K(A^(/0)) par suite on peut appliquer la phase II de SGGP à la
résolution de (P(70)). On résout le système linéaire

2.1. Si ji'o^O alors x{0) est une solution de (P(/o)) (cf. § 2). Dans ce cas
on a - £ i o x < ~ai0, VxeK(I0).

Autrement dit K= 0 car KcK(I0).
22. Sinon on choisit j0 e {1, . . ., 1701} tel que |4.raüo)<0, par exemple :

On calcule <̂ °o) solution du système linéaire (cf. § 3.2)

Ad = 0

2.2.1. Si /(x<0)) est vide ou si
tout X^O : l'ensemble

^d^SO alors x(O) + X.do'o>e :̂(7o) pour
^0} est un rayon extrémal de K(I0) le
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long duquel la fonction objective - Biö x augmente indéfiniment. Dans ce cas
on calcule Xjo tel que : - BiQ (x(0) + XJo o?°o)) = - a l V

Soit

(Rappelons ici que £ ïorfW = n" W < 0 {cf § 3.2) et Biox
{O)>aio).

On pose I, = [Io\{ra(j0)} ] U {i'o }, ra(/0) = h, *(1) = *(0) + XJo

La contrainte ~BiQx^ — aio qui est violée par x(0) devient active en xiX).

On remplace /0 par Ix et x (0 ) par x{1) et on retourne à l'étape 1.

2.2.2. Sinon, on calcule

a - B JC(0)

On choisit z\ e S (x(0)) tel que Bh d
u'>) > 0 et (ah - Bt 11

On pose A = [Io\{ ra (/0)} ] U { h }, ra (ƒ„) = /i, *(1) = x(0) + XJ,.

On remplace /0 par i\ et x(0) par x(1) et on retourne à l'étape 1.

Dans le cas des programmes linéaires sous forme standard ou canonique,
on obtiendra des versions simplifiées du procédé primai [9, 16].

5.2. Procédé dual

Ce deuxième procédé est basé sur l'application de notre algorithme à un
problème dual dont le primai est construit de façon que les conditions
suivantes soient vérifiées :

(i) Le problème primai est dual réalisable

(ii) Tout sommet solution du problème primai est un sommet de K.
La définition de la duaîe-réalisabilité d'un programme linéaire général sera
donnée dans le paragraphe 6.3.

Comme dans le procédé primai, on détermine une matrice B2 telle que le

r Al
rang de soit égal à n.

= ^^4 + |ajr5jr, où X est un w-vecteur ligne quelconque
Bi J

et \i un /?-vecteur ligne tel que \i* > 0 et \ir = 0.

Recherche opérationnelle/Opérations Research



RÉSOLUTION DU PROGRAMME LINÉAIRE GÉNÉRAL 197

Considérons les programmes linéaires auxiliaires duaux suivants :

Ax = b \

Bx^a | (P)

dx=z(ma.x)J

yb + va = w (min). )

II est clair que (k, [i) est un sommet du polyèdre convexe des solutions
réalisables de (DA). Autrement dit (PA) est dual réalisable et l'application
de notre algorithme (phase II) au problème dual (DA) va fournir un sommet
de K, solution de (PA) ou bien conduire à la conclusion de la vacuité de K
[en cas de non existence de solution de (DA)].

Comme dans le procédé primai, on obtient des versions simplifiées du
procédé dual pour les programmes linéaires sous forme standard ou cano-
nique [9, 16].

6. APPLICATIONS

Ce travail est motivé par la résolution d'un certain nombre de problèmes
dont les principaux sont présentés ci-dessous.

6.1. Programme linéaire général

La résolution de (P) défini dans le paragraphe 2.

(P)

ex = z (max)

dans l'espace des variables x elles-mêmes (sans être obligé de se ramener
dans Un+ par translation ce qui n'est possible que si pour tout i= 1, . . . ,«,
Min{xi:xeK} existe ni de décomposer x — x+— x~, x + ^ 0 , x~ ^ 0 pour
devoir travailler dans M2+, ce qui augmente maladroitement la complexité du
problème, d'autant plus que l'application x^(x+,x~) n'échange pas les
sommets entre eux) peut se faire grâce à l'algorithme SGGP dans les deux
cas suivants :

(a) On connaît un sommet x° de K.

(b) On connaît un point x° de K, x°$
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Dans ce cas on peut démarrer avec la méthode du gradient projeté et
obtenir :

* Soit une solution de (P) en xk sans rencontrer auparavant aucun sommet
de K [i. e, xl$ V(K), V l^k-1].

* Soit un sommet x* de K et puis continuer la méthode du gradient projeté
qui coïncide avec l'algorithme SGGP à partir de cet xk.

Les situations décrites ci-dessus figurent dans les méthodes d'optimisation
globales (pour la résolution des problèmes d'optimisation non convexe)
utilisant le principe d'approximation extérieure et la technique des coupes
planes [1, 7, 8, 10, 12, 16].

6.2. Détermination de l'ensemble des sommets V(Sk) d'une suite emboîtée de
polyèdres convexes bornés

L'élaboration des algorithme d'optimisation globale pose le problème de
calcul de V(Sk) où (S*) est une suite emboîtée de polyèdres convexes bornés
(non nécessairement contenus dans Un

+) qui représente les approximations
extérieures : Sfc + 1 est défini à partir de Sk en y ajoutant une contrainte linéaire
supplémentaire :

La connaissance de V(Sk) permet de déterminer V(Sk+l) de la manière
suivante [1, 7, 8, 10, 12, 16] : ve V(Sk+1) si et seulement si

(a) Soit ve V(Sk) QtakvS<*>*>

(b) Soit

ve[vu v2]P\Hk o ù Hk = {x:ckx = ak},

La détermination d'un sommet ve V(Sk+1) du cas (b) passe par la détermi-
nation (au cas de non dégénérescence) de n sommets adjacents de vx (ou de
v2) déjà calculé qui peut être faite par l'algorithme SGGP (voir § 3.1.)-
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6.3. Problème linéaire général dual réalisable

Reprenons le programme linéaire général sous forme canonique (P) défini
précédemment :

Ax = b

(P)
cx = z(max)

Son problème dual (D) s'écrit

yb~\-va = w(min). )

On dit que (P) est dual réalisable si l'on dispose d'un ensemble
J c { l , . . .,/?}, \l\ = n-m9 tel que :

nee soit(i) La matrice soit non singulière.
L&I J

(ii) La solution (X, u) du système linéaire :

(14)

vérifie u^O.

Cette définition généralise celle plus connue dans les cas usuels où
K={xeR":Ax=b, x^O} ou K={xeU":Ax^b, x^O} [4, 13].

Lorsque (P) est dual réalisable, la solution (k, u) du (14) est un sommet du
polyèdre convexe de solutions réalisables de (D). L'application de l'algorithme
SGGP du problème (D) en partant de cette solution (k, u) permet de résoudre
simultanément les problèmes duaux (P) et (D).

6.4. Programmes linéaires avec variables bornées. Programmes linéaires avec
contraintes linéaires additionnelles en post optimisation

Les bornes inférieures et supérieures des variables dans un programme
linéaire général peuvent être traitées de différentes façons :

1. Les considérer comme des contraintes « ordinaires » dans un programme
linéaire général que l'on résout par SGGP.
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2. Les considérer comme des contraintes linéaires additionnelles en post
optimisation : On résout en premier lieu le programme linéaire sans tenir
compte des contraintes de bornes. Si la solution obtenue vérifie les bornes,
elle est une solution optimale. Dans le cas contraire on y ajoute une à une (à
commencer par une contrainte de borne la plus violée) ou toutes en même
temps pour obtenir des programmes linéaires que Ton résout par SGGP.
L'utilisation des contraintes linéaires additionnelles en post optimisation est
particulièrement efficace dans :

(i) Les programmes linéaires de formes standard et canonique auxquels
des contraintes de bornes sont ajoutées [1, 7» 8, 10» 12-14» 16].

(ii) Optimisation convexe : dans les méthodes d'approximation extérieure
dans lesquelles on approxime les fonctions objectives et on linéarise les
contraintes [1, 4, 65 7, 8, 10, 12-14, 16].

(iii) L'optimisation combinatoire et l'optimisation non convexe où l'usage
des contraintes linéaires additionnelles en post optimisation est essentiel [1,
7, 8, 10, 12, 14, 16].

CONCLUSION

De par leur démarche originale (une synthèse entre le point de vue d'optimi-
sation convexe proprement dite et celui de l'optimisation combinatoire) les
résultats contenus dans ce papier constituent une intéressante contribution à
la théorie de programmation linéaire. Ils apportent un élargissement de
l'éventail des techniques appropriées de résolution des programmes linéaires.

En dehors des applications spécifiques cités dans le paragraphe 6, la mise
en valeur de ces résultats se ferait certainement lors des traitements numéri-
ques, par des utilisateurs, des problèmes qui devraient recourir aux techniques
les mieux adaptées de la programmation linéaire.

Ce travail s'inscrit dans le cadre de recherches sur l'optimisation globale
(optimisation non convexe et non différentiable) menées depuis quelques
années au sein de l'Équipe Modélisation et Optimisation de l'Université de
Grenoble.

Nous remercions vivement le Référée dont les suggestions ont permis l'amélioration de la
présentation de cet article.
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