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CONSTRUCTION DE RANKINGS DANS UN TOURNOI (*)

par Julio DIAZ (*), Jaime GONZALEZ (1) et Nancy LACOURLY (l)

Résumé. — Nous proposons une méthode métrique pour construire des rankings pour n joueurs
jouant dans un tournoi incomplet et non balancé. La méthode consiste à ajuster les résultats du
tournoi de manière à produire une relation transitive sur les n joueurs et ainsi obtenir un ranking.
Le critère proposé nous conduit à résoudre un problème de programmation non linéaire à n—1
variables bornées.

Mots clés : Ranking; tournoi; incomplet; non balancé.

Abstract. — We propose a metric method to rank n players in an incomplete, unbalanced
tournament. The method adjusts the tournament outcomes, in order to produce a transitive relation,
and a ranking for the n players. The proposed criterion requires solving a non-linear programming
problem on n — \ bounded variables.

Keywords : Ranking; tournament; incomplete; unbalanced.

1. INTRODUCTION

Pour classifier les joueurs qui s'affrontent dans un tournoi de nombreuses
méthodes ont été proposées, entre autres les métriques, qui fournissent une
évaluation numérique à chaque joueur, appelée ranking; celle-ci permet de
mesurer les différences entre joueurs (par exemples, les méthodes de Bradley-
Terry [2], Jech [3] et Thurstone [5]. Cette dernière ne s'applique pas aux
tournois incomplets et les deux premières attribuent le même ranking aux
joueurs qui obtiennent le même score.
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2. FORMULATION DU PROBLÈME

Considérons les résultats d'un tournoi entre n joueurs ou équipes
El9 E2, . . . , £ „ . Après une partie, les joueurs Et et Ej obtiennent respective-
ment les points tt et tp tels que tt~l et ^ = 0, si Et bat Ej et ti = tj= 1/2, si
EtyEj égalisent.

Si m(J est le nombre de parties jouées entre Et et Ej et rtj est la somme des
points obtenus par E( au cours de ces my parties contre Ejy la matrice R = (rtJ)
des résultats vérifie

V j = l , . . ., n

^ + r i i = M o - P° u r l"> •/= *> * • • > n- (!)
ri( = 0, pour i=l5 . . ., n.

Quand m o^0, pour tout iVj, le tournoi est complet, et en particulier si
niij — m, on parle de tournoi balancé.

Le score du joueur £f est la somme de tous ses points

St~T.ru (2)
j

Plus le score est élevé, meilleur est le joueur. On pourrait donc envisager
de prendre les scores comme rankings pour indiquer les forces relatives des
joueurs. Mais les scores ne respectent pas toujours le principe de Condorcet,
qui postule que si les résultats sont transitifs, alors les rankings doivent suivre
le même ordre.

Si U = (M() est un vecteur de rankings, on doit avoir: «le joueur i est meilleur
que le joueur j si et seulement si Ui>Uj». La relation «meilleur que» est
donc transitive.

Si Ptj est la probabilité que le joueur i gagne le joueur j

alors le joueur i est «meilleur que» le joueur y si et seulement si Pij> 1/2.
Il faut alors imposer la condition de transitivite : si Ptj> 1/2 et

Pjk>ll2=>Pik>l/2.

A partir des résultats rip il nous faut donc déterminer les probabilités P(j

et les rankings ut associés.
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Un estimateur raisonnable de Ptj serait :

Malheureusement, ces estimateurs violent généralement la condition de
transitivité et de plus ne permettent pas d'estimer tous les Ptj dans le cas de
tournois incomplets.

Il y a une manière naturelle de lier les rankings ut et les probabilités P(j :

Pu=uj(ut + uj) avec ui>0 . (3)

Dans ce cas, les ptj vérifient les conditions des probabilités et la condition de
transitivité. Jech [3] donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe un vecteur u qui vérifie (3) :

PijPjkP^PjiPikPkj, Uh *e{l, . . . , n}, iVjVfc. (4)

3. LA MÉTHODE PROPOSÉE

Les méthodes de Thurstone Modifié [1], Bradley-Terry [2], construisent des
rankings en ajustant le mieux possible les scores st,

Y,mijPij=si> P° u r t o u t * = h . . ., ».
j

Les rankings dépendent alors du modèle probabilistique (Normal pour Thurs-
tone et Logistique pour Bradley). Jech ajuste aussi les scores avec les condi-
tions (3) et (4) et obtient les mêmes rankings que Bradley.

Notre méthode, comme celle de Thurstone, estime les Ptj à partir des
résultats r0 avec la condition (3) de Jech:

-m y Py) 2 (5)

avec

Pi}PjkPki = P}iPikPkp Uh * =

THÉORÈME 1 ; La matrice P est complètement déterminée si on connaît une
ligne de P dont les composantes sont différentes de 0 et 1.
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Démonstration: Supposons que la ligne k de P contienne des éléments
différents de 0 et 1. Alors la condition (5) implique

PtjPjtP^P^PkjPji pour tout

et comme Prs-hPsr= 1 pour tout r^s, on en déduit que

PyPH(l - P ^ H O -Pij)Pkj(l
et donc pour i

(6)

ce qui montre que la ligne i est totalement définie en fonction de la
ligne fc. •

Notons que si le quotient de (6) est non nul, les ptj sont bornées entre 0
et 1; il suffit donc d'utiliser des critères d'arrêt pas trop exigents.

THÉORÈME 2 : Le problème (5) équivaut à minimiser une fonction à n—\
variables sous des restrictions linéaires.

Démonstration: Observons que:

rkj-rnkjPk^{mjk-rjk)~mjk{\-Pjk) = mikPjk-rjk (7)

et comme mü=0 et rfi — 0, on a

i>J j

où Ptj{Pkh Pkj) est donnée par (6).
Comme les restrictions d'égalité du problème (8) ont été incorporées explici-

tement dans la fonction objective à partir des expressions (6) et (7), le
problème (5) équivaut à

Mmf(Pkl,Pk2,...,Pka) (8)

avec 0^P f c l^ 1 pour î= 1, . . ., n, i^fc ce qui démontre la proposition. •
Le problème (8) est un problème de Programmation non linéaire dont les

variables sont bornées et pour le résoudre on a modifié l'algorithme général
décrit dans [4]. Il est facile de voir qu'il existe toujours une solution, ƒ étant
continue et l'ensemble des restrictions un compacte non vide.
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On déduit finalement un vector ranking u* de la solution P* —(JP,*) de (8)

uf = (Pfj/Pfd uf avec n? + uj + . , . + « * = K (e .g , ,K-100)

4. EXEMPLES

Nous présentons deux exemples et nous comparons les rankings obtenus
avec ceux de Jech.

Les résultats du tableau I proviennent d'un tournoi incomplet balancé et
ceux du tableau III, d'un tournoi incomplet non balancé. Les rankings obte-
nus dans le premier cas sont semblables à ceux Jech (tableau II), alors que

0,0
0,40
0,26
0,10

0,0
0,24
0,03
0,00

Résultats

0,0
1,0
1,0
0,0

Matrice
de probabilités

0,60
0,00
0,33
0,14

0,76
0,67
0,00
0,26

2,0
0,0
0,0
0,0

0,90
0,86
0,74
0,00

Résultats

0,0
0,0
0,0
0,5

Matrice
de probabilités

0,76
0,00
0,09
0,00

0,97
0,91
0,00
0,01

1,0
0,0
0,0
0,0

1,00
1,00
0,99
0,00

TABLEAU I

du tournoi

2,0 0,0
0,0 3,0
0,0 2,0
1,0 0,0

TABLEAU II

Score
espéré

4,06
3,77
2,97
1,20

TABLEAU III

du tournoi

0,0 0,5
1,0 1,0
0,0 1,0
0,0 0,0

TABLEAU IV

Score
espéré

1,76
2,15
1,08
0,01

Score
obtenu

4,0
4,0
3,0
1,0

Ranking

47,54
31,72
15,44
5,30

Score
obtenu

1,5
2,0
1.0
0,5

Ranking

74,09
23,55
2,33
0,03

Ranking
de Jech

46,25
35,79
13,85
4,12

Ranking
de Jech

48,83
33,40
12,78
0,14
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dans le deuxième cas (tableau IV), ils sont assez différents. Ceci est dû au
fait que les résultats du tableau I sont transitifs et ceux du tableau III ne le
sont pas. Dans ce cas notre méthode pénalise le dernier joueur qui n'a jamais
gagné et récompense le premier qui n'a jamais perdu.
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