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CONSTRUCTION DE RANKINGS DANS UN TOURNOI (*)

par Julio Diaz ('), Jaime GonzALEz (1) et Nancy LacourLry (*)

Résumé. — Nous proposons une méthode métrique pour construire des rankings pour n joueurs
Jjouant dans un tournoi incomplet et non balancé. La méthode consiste a ajuster les résultats du
tournoi de maniére a produire une relation transitive sur les n joueurs et ainsi obtenir un ranking.
Le critére proposé nous conduit a résoudre un probléme de programmation non linéaire a n—1
variables bornées.

Mots clés : Ranking; tournoi; incomplet; non balancé.
Abstract. — We propose a metric method to rank n players in an incomplete, unbalanced
tournament. The method adjusts the tournament outcomes, in order to produce a transitive relation,

and a ranking for the n players. The proposed criterion requires solving a non-linear programming
problem on n—1 bounded variables.

Keywords : Ranking; tournament; incomplete; unbalanced.

1. INTRODUCTION

Pour classifier les joueurs qui s’affrontent dans un tournoi de nombreuses
méthodes ont été proposées, entre autres les métriques, qui fournissent une
évaluation numérique a chaque joueur, appelée ranking; celle-ci permet de
mesurer les différences entre joueurs (par exemples, les méthodes de Bradley-
Terry [2], Jech [3] et Thurstone [S]. Cette derniére ne s’applique pas aux
tournois incomplets et les deux premicres attribuent le méme ranking aux
joueurs qui obtiennent le méme score.

(*) Regu septembre 1988
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2. FORMULATION DU PROBLEME

Considérons les résultats d’un tournoi entre n joueurs ou équipes
E, E,, ..., E, Aprés une partie, les joueurs E; et E; obtiennent respective-
ment les points ¢; et t;, tels que t;=1 et t;=0, si E,; bat E; et t;=t;=1/2, si
E,y E; égalisent.

Si m;; est le nombre de parties jouées entre E; et E; et r;; est la somme des
points obtenus par E; au cours de ces m;; parties contre E;, la matrice R=(r;)
des résultats vérifie

ri=z0pouri j=1,...,n
rijtry=mgpour i, j=1, ..., n (1)

r;=0, pouri=1, ..., n

Quand m;;#0, pour tout i#j, le tournoi est complet, et en particulier si
m;;=m, on parle de tournoi balancé.

Le score du joueur E; est la somme de tous ses points

§;= Zrij (2)

Plus le score est €élevé, meilleur est le joueur. On pourrait donc envisager
de prendre les scores comme rankings pour indiquer les forces relatives des
joueurs. Mais les scores ne respectent pas toujours le principe de Condorcet,
qui postule que si les résultats sont transitifs, alors les rankings doivent suivre
le méme ordre.

Si u=(u;) est un vecteur de rankings, on doit avoir: «le joueur i est meilleur
que le joueur j si et seulement si u;>u;» La relation «meilleur que» est
donc transitive.

Si P;; est la probabilité que le joueur i gagne le joueur j
(0<P;<l1, P;+P;=1),

alors le joueur i est «meilleur que » le joueur j si et seulement si P;;>1/2.
Il faut alors imposer la condition de transitivité: si P;;>1/2 et

Py>1/2=P,>1/2.

A partir des résultats r;; il nous faut donc déterminer les probabilités P;;
et les rankings u; associés.
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Un estimateur raisonnable de P;; serait:
Py=r;/(ri;+7;);

Malheureusement, ces estimateurs violent généralement la condition de
transitivité et de plus ne permettent pas d’estimer tous les P;; dans le cas de
tournois incomplets.

Il y a une manicre naturelle de lier les rankings u; et les probabilités P,;:

Pij=ui/(ui+uj) avec u;>0 | 3)

Dans ce cas, les p;; vérifient les conditions des probabilités et la condition de
transitivité€. Jech [3] donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe un vecteur u qui vérifie (3):

PiijkPki=PjiPikij’ i’j’ ke{l’ '-"n}a l#]?ék (4)

3. LA METHODE PROPOSEE

Les méthodes de Thurstone Modifié [1], Bradley-Terry [2], construisent des
rankings en ajustant le mieux possible les scores s;,

ZmijP,-J:s,-, pour tout i=1, ..., n
j

Les rankings dépendent alors du modéle probabilistique (Normal pour Thurs-
tone et Logistique pour Bradley). Jech ajuste aussi les scores avec les condi-
tions (3) et (4) et obtient les mémes rankings que Bradley.

Notre méthode, comme celle de Thurstone, estime les P;; a partir des
résultats r;;-avec la condition (3) de Jech:

MinZZ(rij—mijP,-j 2 &)

avec
PyPuPu=PyPyPy, ij, k=1 ..., n i#j#k
Py+Pu=1,
0<P;<l.

=

TuEOREME 1 : La matrice P est complétement déterminée si on connait une
ligne de P dont les composantes sont différentes de 0 et 1.
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Démonstration: Supposons que la ligne k de P contienne des éléments
différents de 0 et 1. Alors la condition (5) implique

PPy P,=PyP;P;  pourtout i#j#k
et comme P, + P, =1 pour tout r#s, on en déduit que

Piiji(l_ij):(l _Pij)ij(l_Pki)
et donc pour i#j#k

Pij=Py;(1—-P){(Py; (1= Py) + P;(1—Pyy)) ©)
ce qui montre que la ligne i est totalement définie en fonction de la

ligne k. O

Notons que si le quotient de (6) est non nul, les p;; sont bornées entre 0
et 1; il suffit donc d’utiliser des critéres d’arrét pas trop exigents.

THEOREME 2 : Le probléme (5) équivaut a minimiser une fonction a n—1
variables sous des restrictions linéaires.

Démonstration: Observons que:
"kj‘—mkjpkj‘—‘(mjk*‘rjk)—mjk(1"ij)=mjkij“"jk (N
et comme m;=0¢t r;=0, on a
LY (ry=—my P)*= 3 3 2(r;;—m;; P,)*
i i>jj
= Z 22(rij_mijpij(Pki’ ij))2
i>jj

=f(Pk13 P oo oy le)2

ou P (Py;, P,;) est donnée par (6).

Comme les restrictions d’égalité du probléme (8) ont été incorporées explici-
tement dans la fonction objective a partir des expressions (6) et (7), le
probléme (5) équivaut a

Minf(Pyy, Pias - - -5 Pia) (8)

avec 0P, ; Sl pouri=1, ..., n i#k ce qui démontre la proposition. [

Le probléme (8) est un probléme de Programmation non lin€aire dont les
variables sont bornées et pour le résoudre on a modifié I'algorithme général
décrit dans [4]. Tl est facile de voir qu’il existe toujours une solution, f étant
continue et 'ensemble des restrictions un compacte non vide.
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On déduit finalement un vector ranking u* de la solution P*=(P}) de (8)

ut=(Pt/P)uf

4. EXEMPLES

avec uf+ui+...+uf=K

(e. g., K=100)

Nous présentons deux exemples et nous comparons les rankings obtenus
avec ceux de Jech.
Les résultats du tableau I proviennent d’un tournoi incomplet balancé et
ceux du tableau III, d’un tournoi incomplet non balancé. Les rankings obte-
nus dans le premier cas sont semblables a ceux Jech (tableau II), alors que

0,0

TABLEAU I

Résultats du tournoi

Matrice

de probabilités

0,60

0,76

0,40 0,00 0,67

0,26

0,33

0,00

0,10 0,14 0,26

0,0
0,24
0,03
0,00
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0,0
0)0
0,0
0,5
Matrice
de probabilités
0,76 0,97
0,00 0,91
0,09 0,00
0,00 0,01

2,0 2,0 0,0

0,0 0,0 3,0

0,0 0,0 2,0

0,0 1,0 0,0

TABLEAU II

Score
espéré

0,90 4,06

0,86 3,77

0,74 2,97

0,00 1,20

TaBLEAU I

Résultats du tournoi

10 0,0 0,5
0,0 1,0 1,0
0,0 0,0 1,0
0,0 0,0 0,0
TABLEAU IV
Score
espéré
1,00 1,76
1,00 2,15
0,99 1,08
0,00 0,01

Score
obtenu
4,0
4,0
3,0
1,0
Ranking
Ranking de Jech
47,54 46,25
31,72 35,79
15,44 13,85
5,30 4,12
Score
obtenu
1,5
2,0
1,0
0,5
Ranking
Ranking de Jech
74,09 48,83
23,55 33,40
2,33 12,78
0,03 0,14
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dans le deuxiéme cas (tableau IV), ils sont assez différents. Ceci est di au
fait que les résultats du tableau I sont transitifs et ceux du tableau III ne le
sont pas. Dans ce cas notre méthode pénalise le dernier joueur qui n’a jamais
gagné et récompense le premier qui n’a jamais perdu.
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