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RECOUVREMENT ET PARTITION EN CHAINES
DES ARETES D'UN GRAPHE CUBIQUE (*)

par B. PerocrE (1), et B. Sapr (%)

Résumé. — Etant donné un graphe cubique, nous montrons que la détermination de son indice
de recouvrement en chaines est un probléme NP-complet et nous exhibons un algorithme linéaire
pour obtenir son indice de partition en chaines.

Mots clés : Complexité, algorithme, graphe, recouvrement.

Abstract. — Given a cubic graph, we prove that the determination of its unrestricted path
number is a NP-complete problem but we exhibit a linear algorithm for the determination of its
path number.

Keywords: Complexity, algorithm, graph, cover.

1. INTRODUCTION

Un graphe G est constitué d’un ensemble fini non vide de sommets, X (G),
et d’une famille finie E (G) de paires de sommets, les arétes.

La terminologie suivie sera celle de Berge [1].

Soit P une famille de chaines élémentaires de G. Si chaque aréte de G
appartient 4 au moins un élément de P, alors P est un recouvrement en
chaines des arétes de G; si chaque aréte de G appartient 4 exactement un
¢élément de P, alors P est une partition en chaines des arétes de G. On notera
p (G) [resp. m(G)] le cardinal minimal d’un recouvrement (resp. partition) en
chaines de E(G). Ces invariants ont été introduits par Harary dans [4] et
étudiés par de nombreux auteurs, en particulier [2], [S], [6], [7] et [9].

Dans cet article, nous allons nous intéresser a la complexité de problémes
de détermination des invariants définis ci-dessus. Pour les définitions de
complexité utilisées ici, nous renvoyons le lecteur a [3].

(*) Regu mars 1985. . B

(') Département Informatique, Ecole des Mines de Saint-Etienne, 158, cours Fauriel, 42023
Saint-Etienne Cedex 2, France.

(?) Laboratoire d’Econométrie, Université P. et M. Curie, 4, place Jussieu, 75230 Paris Cedex,
France.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research, 0399-0559/86/01 163 8/$ 2.80
© AFCET-Gauthier-Villars.
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Dans [8], les problémes de détermination de ©(G) et de p (G) ont été classés.
Plus précisément, si on note 2-PAR le probléme:

donnée: un graphe G;

question: a-t-on n(G)=2?
et 2-REC le probléme:

donnée: un graphe G;

question: a-t-on p(G)=2?
ona:

THEOREME A [8]: 2-PAR et 2-REC sont NP-complets.

Dans cet article, nous allons nous restreindre a la classe des graphes
cubiques. Nous allons montrer que la détermination de p(G) reste un pro-
bléme NP-complet; par contre, nous exhiberons un algorithme linéaire four-
nissant une partition en chaines de cardinal minimal des arétes de G.

A notre connaissance, c’est la premiére fois que des problémes correspon-
dants de partition et de recouvrement des arétes ou des sommets d’un graphe
ne figurent pas dans la méme classe de complexité. Nous pensons qu’il s’agit
1a d’un fait qui mérite d’étre souligné.

2. DETERMINATION DE L’INDICE DE RECOUVREMENT

Considérons le probléme suivant, que nous noterons 2-REC/CUBIQUE:

donnée: un graphe cubique G;

question: a-t-on p(G)=2?

Il est clair que 2-REC/CUB1QUE appartient a NP. Nous allons montrer
que ce probléme est NP-complet en exhibant une transformation polynomiale

de 2-DEC vers 2-REC/CUBIQUE, ou 2-DEC est défini de la maniére
suivante:

donnée: un graphe orienté G=(X, U) tel que VxeX, d* (x)=d~ (x)=2;
question: peut-on partitionner U en deux circuits hamiltoniens ?
Rappellons que 2-DEC a été étudié dans [8] et qu’il a été classé NP-complet.

Pour définir la transformation, nous allons utiliser le graphe cubique G,
défini par la figure 1.

Ce graphe vérifie les propriétés suivantes:

LEMME 1:
@ p(Go)=2.
R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



165

RECOUVREMENT DES ARETES D'UN GRAPHE CUBIQUE

IITES

@
[T
@ o u
0 <o) @ W
Figure 1 € w O g O
W o 2 5 '
= A -
L O i & m
2 ! P < D
3 ¢ £
é ; < 1 kg )
oo oy O =
P
) O > o ?
= oe oy g QO
o) D 3
¥ == T B
° 3 I ¥ ©
> b= .o
2 2 = p)
(@)

Figure 2

(i) Pour tout recouvrement en chaines P={P, P,} des arétes de G,, xy
appartient a P, et a P,.

Preuve: (i) est évident.

Pour prouver (ii), il suffit de montrer que toute chaine hamiltonienne de
G, contient xy. Supposons donc qu’il existe une chaine hamiltonienne p ne
contenant pas xy. Si p n’a pas d’extrémité en x, u a nécessairement une
extrémité dans { 11, 12}, par exemple 12; 'autre extrémité ne peut donc étre
que 9 et p ne peut alors passer a la fois par 5 et par y. Ce cas est donc
impossible et p joint donc x a y. Supposons que p contienne I'aréte {x,1};
si {1,2} (resp. {1,12}) appartient a p, 12 (resp. 2) doit étre extrémité de p,
ce qui contredit le fait que p joint x & y. Toute chaine hamiltonienne de G,

contient donc xy. [

vol. 20, n° 2, mai 1986
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Remarque: il est possible d’obtenir un graphe ayant la propriété du graphe
G, et sans arétes paralléles; pour ce faire, il suffit de remplacer toute paire
d’arétes paralléles entre deux sommets par le graphe H de la figure 2.

On peut maintenant définir la transformation T.

Soit G=(X, U) un graphe orienté tel que VxeX, d* (x)=d~ (x)=2. On
supposera que X={1,2,...,n}.

(i) On remplace le sommet 1 par un graphe isomorphe a G, —xy +xx’+yy’,
ou x’ et y’ sont de nouveaux sommets.

(ii) Pour tout i€ 2,...,n}, on remplace le sommet i par un graphe G;
isomorphe a H +aa’ + bb’, ou a’ et b’ sont de nouveaux sommets (on supposera
que X(Gy)= { a;, a; bi’ b:’ Cis di })

(iii) Pour toutietje{1,2,...,n}, on remplace chaque arc [i,j] par:

— une aréte b;aj, sii#l etj#l;

— une aréte y' aj, sii=1;

— une aréte b x’, si j=1.

T, qui peut étre schématisée par la figure 3, est bien polyndémiale et associe a
G un graphe non orienté cubique G’. On a:

THEOREME 2: G peut étre décomposé en deux circuits hamiltoniens si et
seulement si p(G")=2.

X x"' X ' v'
B T
y Yy >
1 2
z z' Yy z'
z
Figure 3

Preuve: Supposons que G soit décomposé par les deux circuits
hamiltoniens:

Cl=[il= l,iz, .. .,in, i1]
et
;=li1=Ljz - sJwiil

Si on note:
—i=[aj, a;c;,d;, b, bi],
«i=[a},a;d;c,; b;, bi],

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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les deux chaines recouvrant les arétes de G;, on peut définir deux chaines
dans G’ par:

W =[9,8,7,6,54,,), =iy iy ..., —=i,x,x10,11,12,1,2,3],
Ry =[12,11,10,9,8,7, 3,5, « jz < Ja - - -» —jm X' %, 1,2, 3,4, 5, 6].

Il est facile de vérifier que {p,,p,} est un recouvrement en chaines des
arétes de G'.

Inversement, supposons que p(G’)=2 et soit P={y,, i, } un recouvrement
en chaines minimal des arétes de G'. Comme G’ est cubique, p; et p, ont
quatre extrémités distinctes et, d’aprés le Lemme 1, ces quatre extrémités
appartiennent au graphe isomorphe a G, Pour i=1,2, chaque chaine p;
arrivant en un sommet aj traverse donc tous les sommets du graphe G; et
ressort par b}. En remplagant chaque sous-chaine [a}, . . ., b}] par le sommet j,
on obtient deux circuits hamiltoniens de G qui sont disjoints, aucune aréte
a;b; de G’ ne pouvant étre couverte deux fois par les chaines de P. [J

11 est facile de voir que le graphe cubique G’ obtenu par la transformation
T est 2-connexe. Définissons alors le probléme 2-REC/3-CONNEXE par:

donnée: un graphe G cubique, 3-connexe;

question: a-t-on p(G)=2?

Nous proposons la conjecture suivante:

ConJECTURE 1: 2-REC/3-CONNEXE est NP-complet.

3. DETERMINATION DE L’INDICE DE PARTITION

Soit G un graphe cubique connexe simple (c’est-a-dire sans arétes paral-
léles); nous noterons n=| X (G)| et m=| E(G)|. Nous allons proposer ci-des-
sous un algorithme linéaire exhibant une partition en chaines de cardinal
minimal de E (G). :

Nous fournirons deux versions de cet algorithme. La premiére présente les
idées utilisées et permet de prouver facilement I'algorithme; la seconde, plus
détaillée, permet de mesurer la complexité de I’algorithme.

3.1. Version simplifiée

début
Tant qu’il existe une aréte e non marquée, faire
début
prendre une chaine élémentaire maximale p contenant e
marquer toutes les arétes de p
fintantque
fin

vol. 20, n° 2, mai 1986
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Pour prouver cet algorithme, nous allons démontrer la propriété suivante:

ProposiTiION 3: L’algorithme fournit une partition en chaines élémentaires
ou tout sommet est exactement extrémité d’une chaine.

Preuve: Raisonnons par I'absurde; supposons la propriété fausse et soit x
le premier sommet rencontré au cours de ’exécution de I'algorithme en lequel
deux chaines p, et p, aient une extrémité commune. On supposera que x a
pour voisins x;, x, et x; (comme G est simple, x;# x; si i#j). On supposera
que pg=[x,x,...] a été obtenue avant p, =[x, x,, ...] lors de I'’exécution
de I’algorithme.

Comme p, est maximale par construction, p, passe par x; le méme
raisonnement montre que W, passe par x;. Comme l'aréte xx; ne peut
appartenir ni a p,, ni & g,, on a p, =[x, x,, ..., x5} et p,=[x,%,, ..., %3]
Considérons alors le sommet y voisin de x5 sur p,. Comme p, est maximale,
K, passe par y; on obtient donc une contradiction car y, de degré 3, devrait
étre sommet intérieur de deux chaines distinctes, ce qui est impossible. []

La Proposition 3 permet de valider I'algorithme car elle met en évidence
I'invariant de I’algorithme: a chaque fois que I’on visite un arc supplémentaire,
la propriété est vérifiée.

Par ailleurs, ©(G)=i(G)/2 (voir [7]), ou i(G) est le nombre de sommets
impairs de G. D’aprés la Proposition 3, on obtient i (G)/2 chaines élémentaires
partitionnant E (G), ce qui prouve que la partition est optimale.

3.2. 2¢ version

Nous allons présenter maintenant une version plus précise de Ialgorithme;
cette version sera exprimé en un pseudo-langage proche de PASCAL.

Nous utiliserons les structures de données suivantes:

deux tableaux a une dimension, MARQ et NUM, indicés par les sommets;
un tableau a une dimension, UTILISE, indicé par les arétes;

une pile PIL, qui pourra contenir les sommets.

3.3. Algorithme PARTIT (G)

début
1. pourjde 1 a n, faire
début
MARQ [j]«< 0
NUM [j]«~ 0
finpour
2. pour toute aréte xy, faire
UTILISE [xy] « 0
3.ie1
choisir une aréte e=xy dans G

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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w0}
UTILISE [xy] « 1
empiler (y, PIL)
MARQ [x] « MARQ [x]+1
MARQ [y] « MARQ [y]+1
NUM [x] «i
NUM [y «i
4. tant que c’est possible, faire
début
choisir une aréte uv, avec
ue {origine (), extrémité (u,) }, telle que NUM [v] =0
pp Ufuo}
UTILISE [uv] « 1
empiler (v, PIL)
MARQ [v] « MARQ [v]+1
NUM [v] « i
fintantque
5. dépiler (PIL, x)
6. tant que PIL non vide, faire
début
ie—it+l
7. répéter
dépiler (PIL, x)
jusqu’a ce que (MARQ [x]<2) ou (PIL vide)
8. si PIL non vide, alors
début
choisir I'aréte xy telle que UTILISE [xy]=0
w={xy}
UTILISE [xy] « 1
MARQ [x] « MARQ [x]+1
MARQ [y] « MARQ [y]+1
NUM [x] «i
NUM [y] «i
empiler (y, PIL)
Xey
9. tant que c’est possible, faire
debut
choisir une aréte xy telle que UTILISE [xy]=0
et NUM [y)<i
pepU{xy}
UTILISE [xy] « 1
MARQ [y] « MARQ ] +1
NUM [y} < i
empiler (y, PIL)
fintantque
10. dépiler (PIL, x)
finsi
fintantque
fin.

Cette version de I'algorithme permet de préciser comment on construit une
chaine maximale contenant une aréte e non marquée. Par ailleurs, la pile a
été introduite pour obtenir une complexité en temps linéaire de I'algorithme.

3.4. Complexité de Palgorithme

Grice au tableau UTILISE, chaque aréte est utilisée une fois dans l’algo-
rithme. De plus, chaque sommet est empilé au plus deux fois dans PIL,

vol. 20, n° 2, mai 1986
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chaque élément de MARQ, NUM, UTILISE regoit au plus deux affectations,
donc le nombre d’opérations élémentaires utilise par PARTIT (G) est en
O (n+m); comme m =3 n/2, ’algorithme a une complexité en temps en O (n).

La complexité en espace est également linéaire par rapport a n: les tableaux
MARQ, NUM et UTILISE et la pile PIL utilisant O (n+m) emplacements.

Remarque: Dans [6], Lovasz a montré que pour tout graphe impair
(graphe dont tous les sommets sont de degré impair), ©(G) =|X (G) ]/2. Nous
retrouvons ici ce résultat dans le cas tres particulier des graphes cubiques,
mais par une procédure algorithmique, ce qui ne parait pas étre le cas de la
preuve de Lovasz.

De plus, nous pensons que notre résultat peut étre notablement amélioré:
Notons PAR/IMPAIR le probléme:

donnée: un graphe G dont tous les sommets sont impairs;
question: trouver une partition en chaine optimale des arétes de G.
Nous proposons la:

ConsecTturE 2: PAR/IMPAIR est polyndmial.
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