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MIN-MAX POUR DES CRITÈRES MULTIPLES (')

par CONSTANTIN DRAGUSIN (2)

Résumé. — On étudie le problème de min-max au cas vectoriel (min-max de Pareto).
Pans la première partie on donne les conditions pour l'existence des points de min-max

de Pareto et une condition nécessaire pour les fonctions différentiables en direction.
Dans la deuxième partie on propose des méthodes de sélection.

INTRODUCTION

Dans la théorie des jeux on considère une seule fonction objective et on
recherche les points de min-max ou col.

Dans cet ouvrage nous considérons des fonctions vectorielles et recherchons
les points de min-max Pareto. En ce cas, la définition usuelle n'est pas possible.
Il est nécessaire d'introduire une définition correspondante.

La première partie contient la définition des points de min-max de Pareto,
des conditions pour l'existence et des conditions nécessaires.

Compte tenu qu'un problème de critères multiples a de nombreux points
de min-max de Pareto, il est nécessaire d'introduire des méthodes de sélection.

La deuxième partie est consacrée à la présentation des méthodes de sélection :
la méthode d'hiérarchisation, la méthode de compromis, la méthode de la
fonction de minimum et la méthode de la norme.

1. L'EXISTENCE DES POINTS DE MIN-MAX DE PARETO

Soit % et 9 deux espaces de Bariach réels, Rm l'espace euclidien w-dimen-
sipnnel et

r = { z = (zu . . . , zJeFT/zt £ 0, * = 1, . . . , m}, (1)

P = {z = (zl5 . . . , ZJGR^Z, > 0, i = 1, . . . , m}. (2)

Dans Rm on considère la relation d'ordre

zx^z2(z2^zl) o z2-z1eKm (3)

(*) Manuscrit reçu avril 1977.
(?) Catedra Matematici I, Facultatea Transporturi, Institutul Politehnic Bucureçti.
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170 C. DRÀGUSIN

et on notera
o

zï<z2(z2>z1) o z2-zxeKk. (4)

DÉFINITION 1.1 : Soit A c X9 B c ty et ƒ = (fu . . . , /m) :

a) On rappelle que le point (*°, y0) e AxB est de min-max de Pareto
pour la fonction ƒ sur AxB s'il n'existe pas de points (x,y)eAxB qui satis-
fassent aux conditions suivantes :

(ii)ou \\f(Ay°)-f(x9y*)\\>0
ou\\f(x°9y

0)-f(x0,y)\\>0.
b) On rappelle que le point (x°> y0) e AxB est de min-max de Pareto

faible s'il n'existe pas de points (x, y) s AxB qui satisfassent la condition
suivante :

(i')f(x,yo)<f(xo
9y

o)<f(x°,y).

REMARQUE 1.1 : La condition (ii) est équivalente à l'affirmation suivante :

(ii') «il existe soit i0 soit j0 e { 1, . . M m } tels que :

ou fi0 (x, y°) < fiQ (x°, / ) ̂  fi0 (x°y y)
ou 4 (x, y0) £fJo (*°, y0) <fJo (x°, y) ».

DÉFINITION 1.2 : La fonction ƒ = (fu . . . , ƒ„ ) : XxW-tR* est appelée
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) au point (JC°, y0)
(sur AxB) par rapport à x (resp. y), si les fonctions partielles / f(.., y0)
(fi(-,y), yeB) [resp. fi(x°, .) (ƒ<(*, .), X G ^ ) ] , V / = 1, . . . , m sont
semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) en x° (sur 4) [resp. y0

(sur 5)].

DÉFINITION 1.3 : La fonctionnelle O : Rm —> R est appelée isotonique si

zx ^z2 => O(zx) ^ <D(z2) (5)

et strictement

Exemples ;

isotonique si

z1 ^ z2 et z1 ̂

1° La fonctionnelle ^

Y(z) =

: Z 2 =* <

min Zi,

D(z1)<0

l, définie

(z2).

par

(6)

(7)

est isotonique.
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MIN-MAX POUR DES CRITÈRES MULTIPLES 171

2° Soit X e Km. La fonctionnelle \ : Rm -+ R, définie par

(8)

est strictement isotonique.

3° Soit JS?+(i?M)= {tf/rf:Rm->Rm linéaire, tel que s/(Km) a Km

et < si z, z > > 0, pour tout z # 0 } et soit sie&+ (Rm). Pour tout z e iîm,
on notera . , , „ , . . f .

La fonctionnelle || . ||^ \Rm (la restriction de || . ||^ à Km) est strictement
isotonique.

THÉORÈME 1.1 : Soit AcX, B c <gf, ƒ = (/ l5 .. . , / J : Xx<&-*Rm

et $ ;Rm—>R strictement isotonique. Si (x°, y0) est de point de min-max
pour la fonctionnelle $<>ƒ sur AxB> alors (x°, y0) est un point de min-max
de Pareto pour la fonction ƒ sur AxB.

La démonstration est immédiate.

LEMME 1.1 : Soit ƒ - (fu . . . , /m) : &x<3f-+Rm (faiblement) semi-
continue inférieurement par rapport à x et (faiblement) semi-continue supé-
rieurement par rapport à y et O : Rm —> R isótonique et continue. Alors la
fonctionnelle O o ƒ est (faiblement) semi-continue inférieurement par rapport
à x et (faiblement) semi-continue supérieurement par rapport à y.

Démonstration; Soit (JC°, y0) e X x <& et (xn9 yn) - • (x°, y0) pour rt->oo.

Compte tenu que la fonction ƒ est semi-continue inférieurement par rapport

à X> nous avons ƒ(»•,/, s *°. (10)

où zf = Urn ƒ, (*„, ƒ«), i = 1, . . . . m et z° = (z?, . . . , z°J.

Soit e > 0. Comme la fonctionnelle O est continue, 3 5 (e) > 0, telle que

zeRm et | | z - z° | |<8(e ) => $(z° ) - s <4»(z),

et donc pour

\ Zsjm Zy/m/

nous avons
O(z°)<$(z1)+e. (11)

Notons r\ (e) = 8 (e)/2 ̂ /m. Alors il existe n (t\ (s)) = nt (e) e JV tel que

I zl = z°-lV<ft(Xn,y<>) (12)
I 2 V m

pour tout i — 1 m.
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172 C. DRAGUSIN

L'isotonie de la fonctionnelle G> et les relations (10), (11) et (12) entraînent

<&(ƒ (*°, / ) ) g *(*°) S *&) + * ̂  *(ƒ(xn , /

pour tout n ^ nt (e) et donc

De façon analogue on prouve que O o / est semi-continue supérieurement
par rapport à y.

La démonstration est identique pour le cas faible.

THÉORÈME 1.2 : Soit ƒ = (fu . . . , / m ) : 3>xW-+Rm. Supposons que f
est (faiblement) semi-continue inférïeurement par rapport à x et {faiblement)
semi-continue supérieurement par rapport à y, A c & et B a $/ sont compacts
(faible).

Alors il existe des points de min-max de Pareto pour la f onction f sur AxB.

Démonstration : Pour la fonctionnelle <DX et la fonction ƒ on applique le
lemme 1.1, le lemme 4 [9] et le théorème 1.1.

LBMME 1.2 : Soit A c X9 B c ty des ensembles compacts, f:SFx.&->R
une fonction (faiblement) continue par rapport à x uniformément par rapport
à y et (faiblement) semi-continue supérieurement par rapport à y.

(0 Si
B(x) = {yeBlf(x9 y) - sup ƒ (x, v)}9 Vxe^5

veB

alors
B(A)=\jB(x), (13)

xeA

est (faiblement séquentielle) compact.

(ii) Si
C = {xeAI<p(x) = inf (p(u) = inf sup ƒ (u, v)}9

ueA ueA veB

alors ;

D = \J(x9B(x))9 (14)
xeC

est (faiblement séquentielle) compact.

Démonstration : (i) Parce que B (A) c B, il suffit de montrer que B (A)
est fermé.

Soit (yn)nGN c B(A), yn-+y°. Alors il existe xneA tels que yneB(xn)9

VneN.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



MIN-MAX POUR DES CRITÈRES MULTIPLES 173

! Comme A est compact et (xn)AeN G A, alors il existe une suite
(x*i)keN c (xn)neN t e^ e <lue Xnk —• x° e ^> e t pour la suite correspondante

o C w > nous avons y*K-*y0 et J ^ ^ (*«*)> v * e # .
Nous montrerons que ƒ (JC°, y0) = max ƒ (JC°, ƒ), d'où l'on déduit

y°eB(x°) c B(A). y€B

Soit e > 0. Comme x„k -> xü, alors il existe kx (e) e N tel que pour tout
kt ^ kx (e), nous avons

f (A y»k)~Z <f(*nki> ynù < / (X°, n̂fc) + 6, V*6Nf (15)

et comme ^„k ̂ ^ ƒ°, alors il existe k2 (e) e JV, tel que pour tout k2 ^ k2 (e),
nous avons

A ° ° (16)

Notons A: (e) = max (^x (e), /:2 (s)), et soit fc ̂  k (e).
Les relations (15) et (16) impliquent

f(xnk,ynk)<f(x0,y°)+2e,
d'où

^ (17)

Soit ^e^(jc°) et ynkeB(xn)); les relations suivantes sont vraies

f(x°,yo)Sf(x°,y) (18)
et

f(xnk,J)èf(xttk9ynk)9 (19)
d'où, on a

ƒ (x°, y) ̂  Urn ƒ 0c„fcJ y) g iM ƒ (*„„, y) ̂  Ü^ ƒ (x„t, y„..). (20)
Jk-^oo k-*oo fc-^oo

Les relations (20), (17) et (18) nous donnent

ƒ (*°, / ) - ƒ (*°.y) = max ƒ (x°, y),

ce qui achève la démonstration de (i).
(ii) Comme D <= AxB, il suffit de montrer que D est fermé.
Soit ((xtt,yn))nBN CT D, (xn,yn)^(x°,y0); alors xn->x° et >>n->j>°, mais

La fonction <p(x) = sup/(x5 y) est continue, d'où on a
yeB

(p(x°)-lim(p(x„),
«- •oo

c'est-à-dire x° e C.
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174 C. DRAGUSIN

Maintenant, pour l'ensemble C on applique le point (i) et on a y0 e B (x°)
ou (x°9 y

0) e D. Le lemme est démontrée.

LEMME 1.3; Soit X et <2f des espaces de Banach réflexifs, ƒ : X x <& -> R
faiblement continue par rapport à x, uniformément par rapport à y et faiblement
semi-continue supérieurement par rapport à y et qui satisfait les conditions

(i) ïïm f(x9y) = +00, VyeW;
1 1 * 1 1 - * co

(ii) lim f{x9y) = - o o , V x 6 l
i i*n-+«

Alors l'ensemble

Jt = {(x9y)eXx&lf(x9y) = inf sup/(u,t;)}, (21)
ueSt ve<$f

est faiblement compact.

Démonstration : Nous montrerons tout d'abord que M ^ 0 .
A cause de (ii), nous avons que

B(x) = {ye&lf(x, y) = sup ƒ (x, v)}9 VxeST (22)
ve<8t

est un ensemble non vide et faiblement compact.
Nous notons

iO. (23)

La fonction <p : X —> R satisfait les conditions suivantes :

a) <p est faiblement continue sur X\

b) lim <p(x) = +00.
I l JC | | - ^ 0 0

En effet, soit x°eX et e > 0. Alors il existe yte<& tel que

>;£)^(p(A (24)

Soit (xn)n6N c Xy xn—>x° faible. Parce que ƒ est faiblement continue
par rapport à x, il existe n(e)e N tel que pour tout n ^ n (e), on a

ƒ (*°, K)-S < ƒ (Xi,, Je) < ƒ (X°, JO + 8. (25)

Les inégalités (24) et (23) impliquent

d'où
(p(x°)-2£ g sup ƒ (xB, y) ̂  q)(x°)+2e,

pour tout « ̂  n (e), c'est-à-dire a).

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research
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Pour démontrer l'affirmation b\ nous supposons le contraire, c'est-à-dire

lim <P(JC) < oo; alors il existe M > 0, tel que <p(jc) ^ M, VxeSE et
x -*• oo

par la relation (23) nous obtenons :

/ (x , y)£M, V x e ^ et Vye^,
donc

ïïm f(x,y)^M9
| | * | | - c o

ce | qui vient en contradiction avec la supposition (i).

Les conditions a) et b) entraînent que l'ensemble

4 = {xe#7<p(x)= infq>(u)},

est non vide et faiblement compact.

Soit x°eA et y°eB(x°); alors on a

min max ƒ (M, V) - mincp(u) = cp(x°) == max ƒ (x°, v) = f(x°, y0)
u e 3C ve<& u e SC veW

et donc (x°5

Notons B = (J B (x). L'ensemble B est fermé [le lemme 1.2 (i)]. Montrons
xeA

que B est borné, donc faiblement compact. Supposons le contraire, alors il
existe une suite (yn)neN <= B, telle que || yn \\ —> oo, quand n —> oo. Il existe
une suite (x^)neN <=• A, telle que yn eB{x^t Mais A est faiblement compact,
il existe, par suite, (xnj)keN c (xn)neN telle que x„k —• x° faible, x0 6 ̂ 4 et pour
la suite correspondant (ynj)keN, nous avons \\y„k \\ —• oo.

Soit e > 0. Considérons maintenant la définition de q> et la continuité
faible de ƒ par rapport à JC, uniformément par rapport à y, alors il existe
k (e) eN, tel que pour tout k ^ A: (s) et j> e <̂ , nous avons

ƒ (x°, 30-e < ƒ (xnk, >0 ̂  f(xnk9 yj < ƒ (x°, yBfc)+E, (26)
d'qù

ce qui contredit l'hypothèse (ii).
Comme A c f e t ^ c ^ sont faiblements compacts, en vertu du lemme 1.2,

Jt = (J (x, l?(x)) est faiblement compact, et le lemme est démontré.

THÉORÈME 1 . 3 : Soit % et <%/ des espaces de Banach rêflexifs,

vol. 12, nQ 2, mai 1978



176 C. DRAGÜSIN

faiblement continue par rapport à x uniformément par rapport à y et faiblement
semi-continue supérieurement par rapport à y et qui satisfait aux conditions :

(i) ïïm f(x,y)

(ii) lim f(x9 y) = -coR m , V x e l
llyl|-*oo

Alors la fonction f a des points min-max de Pareto sur
o

Démonstration : Soit X e Km. La fonctionnelle \ <> ƒ ; X x <& —• R, où Ox

est la fonctionnelle de la relation (8), satisfait aux conditions du lemme 1.3,
et a donc des points de min-max ou col. Du théorème 1.1 il en résulte que
ces points sont de min-max de Pareto pour la fonction ƒ sur X x <W.

Soit f:X-^Rm et x°, heSC, alors bf(x°;h) est la différentielle de la
fonction ƒ au point x° en direction h.

THÉORÈME 1.4 : Soit A1 c X, Bt c & des ensembles ouverts,
f-ifu •••»/») : AxxB±->IP différentiable en direction sur A1xB1 et
A e Au B e Bx des ensembles fermés et convexes.

La condition nécessaire pour que (x°, y0) e AxB soit un point de min-max
de Pareto pour la fonction f sur AxB est que

W(x°9 y
0)

= {(hu h2)e%x<&j3(a1 > 0, aa > 0)

tels que

(psP + ̂ hu y°)eAxB,(x°9 y° + a2h2)eAxB,

5/((x°, y0); (fci,' o)) < ORm, 5/((x°, / ) ; (o, fc2)) > ORW} (27)

«* wn ensemble vide.

Démonstration ; Supposons le contraire, c'est-à-dire W(x°, y$) ̂  0,
et soit (A1? A2)

e ^ (^° , y0); alors il existe ât > 0, â2 > 0 tels qu'on a
(x° + (xlhuy

0)eAxB et (x°, y° + a2 h2) EAXB pour tous 0 < ax ^ âx

et 0 < a2 ^ a2.
De la différentiabilité en direction, on a

ƒ (x° + a i *!, / ) - ƒ (x°, / ) = «! 5/((x°, / ) ; (ha, o))+oM, (28)

ƒ (x°, / + a2/ l 2)-/(*°, / ) = «2Ô/((x°, / ) ; (o, /l2))+o2(a2), (29)

où

l i m °J^H = ORm, i = l , 2

R.AJ.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



MIN-MAX POUR DES CRITÈRES MULTIPLES 177

et ensuite qu'il existe 0 < ocj ^ âx et 0 < oc2 ^ öc2, tels que

et

«ƒ «*°, J>°); (*i, o))+ ïlëè * J«/((x°, / ) ; (hu o)), (30)
at 2

»ƒ ((*°, / ) ; (o, fca))+ ̂ } ^ ^ô/((x°, / ) ; (o, A,». (31)
oc2 2

Parce que A et B sont convexes, alors on a (JC°+SI Ai, J?0+à2 h2)eAxB.

De (28), (29), (30), (31) et (27), on obtient :

ƒ (xo + it hu y0) <f(x°9 / ) < ƒ (x°, / + a 3 Ai),

ce qui contredit la définition de (x°9 y% d'où le théorème.

2. SÉLECTION DES SOLUTIONS DE MIN-MAX DE PARETO

Dans ce qui suit, nous exposerons des méthodes de sélection des points
de min-max de Pareto.

2.1. La méthode de hiérarchisation

Soit ƒ = (fi9 . . . , /m) :SFx&->lF, A c <T et Bcz<&.

Notons
AQ — Ay BQ = B9

sup fj(x9v)}9
B

j 1l<pj(x)= inf tyj(u)= inf sup

Bj= (J *,(*),

pour tout j = 1, . . . , w.

PROPOSITION 2.1 ; Si AmxBm^ 0 , öf/ör.y röw^ (x, ^ )e^4 m x£ m

de min-max de Pareto pour la fonction f sur AxB.

Démonstration : Soit (x°, y0)eAmxBm. Parce que

alors (x°, y0) e AkxBk pour tout k = 0, 1, . . . , m.

vol. 12, n° 2, mai 1978



178 C. DRAGUSIN

Supposons, maintenant, que (JC°, y°) n'est pas un point de min-max de
Pareto pour la fonction ƒ sur A x B. Alors il existe (x> y) e A x B tel que :

(ii) ou l | / ( * , / ) - / ( x ° , / ) | | > 0 ou | | / ( x o , ^ ) - / ( x ° , / ) | | > 0.
De la relation (i) il résulte yeBx(x°) et xeAu d'où ( ^ J J G ^

D'une manière analogue nous obtenons que (x,y)eAkxBk, pour tout
k — 0, 1, . . . , m ce qui contredit la relation (ii).

La proposition est démontrée.

REMARQUE 2.1 : Si (x°, y0) est un point de min-max de Pareto pour la
fonction ƒ sur A x B, alors JC° est de point de minimum de Pareto pour la
fonction partielle ƒ (., y0) sur A, mais y0 est un point de maximum de Pareto
pour la fonction partielle ƒ (JC°, .) sur B.

REMARQUE 2.2 : Dans la méthode antérieure on peut remplacer y* par a (j ),
où a est une permutation des indices {1, . . . , m }. Dans ce cas nous avons
AmxBm # Aaim)xBain0 ce qui exprime le fait que l'ensemble des points
de min-max de Pareto est nombreux.

REMARQUE 2.3 : Si ƒ :&x<&-+Rm est continue, et A c 3C B c <& sont
compacts, alors AmxBm ^ 0 .

2.2. La méthode de compromis
A,

Soit / - ( A , ...,ƒ„,) :â fx^->* r o , ,4c3r , 5 c ^ et A,€^M.

Considérons la fonctionnelle

et notons

AxxBx - {(x, y)e^xJ3/F,(x, v) £ F,(x, y) ^ F,(«, y),

La proposition suivante est une conséquence du théorème 1.1.

PROPOSITION 2.2 : Si AxxBx # 0 , alors tout le point qui appartient à
Vensemble AkxBx est de min-max de Pareto pour la fonction ƒ sur AxB,

o

REMARQUE 2.4 : On peut considérer seulement des vecteurs XeJCm tels

que £ A . , - 1 & = (ku ..
REMARQUE 2.5 : Si pour X e Km, (x°, y0) eAxx BX9 alors (JC°, y0) est un point

de min-max de Pareto faible pour la fonction ƒ sur AxB.

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Operations.Research



MIN-MAX POUR DES CRITÈRES MULTIPLES 179

REMARQUE 2.6 : Si.f=(fl9 . . . , /m) : %*<&-*«" est (faiblement) semi-
continue inférieurement par rapport à x, uniformément par rapport à y et
(faiblement) semi-continue supérieurement par rapport à y, mais ^ c ï
et B a. ®f sont (faiblements) compacts, alors AxB ^ 0 .

2.3. La méthode de la fonction de minimum

Soit ƒ = C/i, . . . , /m) :

On considère la fonctionnelle

G(x9y) = min ƒ,(*, y),

et notons

i°xB° = {(x, y)eAxBIG(x, v) ̂  G(x, y) ̂  G(u, y), V(ii, v)eAxB}.

PROPOSITION 2.3 : à) Si A°xB° ^ 0 , a/o™ fej /?of«tó f̂e ̂ o x ^ ° sont de
min-max de Pareto faible pour la fonction f sur AxB.

b) Si A°xB° est formé d'un point, alors il est de min-max de Pareto pour
la fonction ƒ sur AxB.

2.4. La méthode de la norme

Soit ƒ = ( / ; , . . . , / J : â f x « ^ i r , ^ câT et B^&.
Nous considérons le vecteur a = (<xu . . . , am), où

a;= inf fi(x9y), î = 1, . . . , m
(JC, y) e ̂  x B

et supposons que || a || < oo.
Nous formons la fonctionnelle

/ m \l/p

r,(x, y) = || ƒ (x, y)-o||p = ̂ E | ^J
OÙ 1 g /? < 00.

Notons

^ x B , = {(x, y)eAxBITp(x, v) ̂  Tp(x9 y) g Tp(u9 y), V(u, ü

Parce que || . jj^ est une fonctionnelle isotonique strictement sur Km
9 du

théorème 1.1 il résulte la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4 : Si Ap x Bp ^ 0 , alors les points de Ap x Bp sont de min-
max de Pareto pour la fonction f sur AxB.

REMARQUE 2.7 : Dans le cas p = 1, pour tout (x, y) e AxB, nous avons
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180 C. DRAGUSIN

et on obtient le même résultat comme la méthode du compromis pour

-(i.± A
\m m m/
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