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QUELQUES EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES
SUR LA PROGRAMMATION NON LINÉAIRE

EN NOMBRES ENTIERS ( )
par J. ABADIE (*), H. DAYAN (2) et J. AKOKA (3)

Résumé. — II est rendu compte d'expériences numériques portant sur deux méthodes
arborescentes, à Vaide de sept problèmes d'optimisation non linéaire totalement ou partiel-
lement entiers.

Notre objet est de rendre compte de quelques expériences numériques
faites, à l'aide de méthodes de branchement, sur la résolution de programmes
non linéaires en nombres entiers mixtes. Nous écrirons un tel programme,
où x s R", sous la forme suivante ;

min<p(x), (1)

Mx)£0, iel = {h . . . , m } , (2)
ajZxj^bj, jeJ = {h . . - , » } , (3)

Xj entier, jeE cz J. (4)

Ce qui suit s'applique encore si Ton remplace dans (2), pour certains i
ou même pour tous, le signe d'inégalité par le signe d'égalité, ou si la condition
d'intégrité (4) est remplacée par la condition plus générale

où Sj est un ensemble discret quelconque. Nous conserverons cependant
la forme (1), (2), (3), (4) ci-dessus, qui enferme les problèmes-test utilisés
plus loin.

Dans la suite, un problème du type (1), (2), (3), (4) sera appelé un programme
entier [en abrégé PE, ou PLE si la fonction cp et les inéquations (2) sont
linéaires]; lorsqu'il n'y a pas de condition d'intégrité (4), nous dirons
qu'il s'agit d'un programme ordinaire (en abrégé PO, ou PLO s'il s'agit
d'̂ un programme linéaire ordinaire). Le mot solution désigne une solution
du système (2), (3), tandis qu'une solution entière est une solution de (2), (3), (4).
Une solution optimale est une solution du problème (1), (2), (3), tandis qu'une
solution optimale entière est une solution du problème (1), (2), (3), (4).

(*) Reçu mai 1976.
C1) Électricité de France.
(2) Ministère de l'Industrie et de la Recherche.
(3) E.S.S.E.C.
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LES METHODES UTILISÉES

La plus usuelle des méthodes de branchement, en ce qui concerne la program-
mation linéaire entière mixte, est basée sur la méthode de Land et Doig [13],
auxquelles se sont ajoutées des idées dues à Little, Murty, Sweeney et Karel [15],
Dakin [9], Beale et Small [5], Driebeek [10], Roy [18], Tomlin [19].
Sous sa forme la plus simple, la procédure peut être décrite comme suit.

A une étape quelconque, soit x la meilleure solution entière connue.
On pose cp = cp (JC)S et cp =+oo si aucune solution entière n'est connue.
On possède une liste de PLO. La première liste est constituée du seul pro-
blème (1), (2), (3) (suppression des conditions d'intégrité dans le problème
donné).

L'étape générale se décompose en quatre pas successifs.

1. Si la liste est vide, le programme linéaire entier donné est résolu :
si cp < + oo5 alors x est une solution optimale; si cp = + oo, alors le programme
linéaire n'a pas de solution.

2. Prendre le dernier problème PP de la liste et le résoudre. Soit x*
une solution optimale, cp* = <p (x*) {on pose (p* = + oo dans le cas où PP
n'a pas de solution). Si <p* ̂  cp, oter PP de la liste et aller en 1 pour une
nouvelle étape.

3. Si tous les xj, j e E, sont entiers, alors x* est une solution entière meilleure
que x. Poser x = x*? cp = (p*, oter le problème PP de la liste, et aller en 1
pour une nouvelle étape.

4. Choisir un xp non entier, $ e E. Ajouter à la liste, dans un ordre à choisir,
deux nouveaux problèmes, qui ne diffèrent de PP que par de nouvelles bornes
imposées à xp ;

(à) une borne supérieure égale à [ x p ] ;
(b) une borne inférieure égale à < jtj£ ) ;

où [xf] désigne le plus grand entier inférieur à xjf, et où < x^ > = [^p] + l.

Le choix de la variable xp au pas 4, et de l'ordre dans lequel les deux
problèmes y sont créés, ont fait l'objet de nombreux travaux en ce qui
concerne la programmation linéaire (voir, outre les auteurs déjà mentionnés,
Le Faou [14]). Quels que soient ces choix, la même variable xp peut être
choisie à des étapes différentes, si bien que le nombre des problèmes de la liste
ne peut pas être borné a priori. La méthode peut donc avoir quelque inconvé-
nient de mémorisation lorsqu'on veut l'utiliser entièrement en unité centrale
de la machine.

L'un des auteurs du présent article a proposé [1] deux méthodes
où le nombre de mémoires nécessaires est connu a priori. Nous ne rappelons
ici que le principe de celle qui a fait l'objet, avec la méthode précédente,
de notre expérimentation numérique.
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Les pas 1, 2, 3 sont les mêmes que ci-dessus, et le pas 4 est remplacé par
le suivant :

4'. Choisir un x$ non entier, P e E. Considérer les trois problèmes suivants :
(a) le problème déduit de PP en fixant x^ à la valeur [xjf ] ;
(b) le problème déduit de PP en fixant xp à la valeur < xjf >;
(c) le problème PP lui-même ayant été obtenu en fixant une certaine variable xa

à une valeur entière xa par excès ou par défaut, augmenter cet excès ou ce défaut
en fixant, selon le cas, cette valeur à 3ca+l ou \—\ [ce problème (c) n'existe
pas à la première étape'].

Si aucun des problèmes (a) ou (b) n'a été résolu, les ajouter à la liste, dans
un ordre à choisir, et aller en 2 pour' une nouvelle étape; dans le cas où
les problèmes (a) et (b) ont été tous deux résolus, supprimer PP de la liste,
y ajouter (c), et aller en 2; dans le cas enfin où un et un seul des problèmes (a), (b)
a été résolu, supprimer PP de la liste, y ajouter {dans l'ordre) le problème (c),
puis celui des deux problèmes (a), (b), non résolus et aller en 2.

Nous nommerons DAK le premier des deux algorithmes, et BBB le second.
Tous deux, comme celui de Land et Doig d'ailleurs, s'appliquent au cas
où le minimum de (1) est une fonction convexe et où la région définie par (2)
est convexe. Ils peuvent également s'appliquer dans des cas plus étendus
de la programmation non linéaire. Si cependant le problème PP peut avoir
des cols ou des minimums locaux non absolus, les procédures exposées
deviennent alors « heuristiques, c'est-à-dire, dans l'acception relativement
récente de cette dernière locution, des procédures donnant une assez bonne
chance de trouver une solution qui ne soit pas trop mauvaise.

Pour mémoriser un problème, en programmation non linéaire, il suffit
de mémoriser la solution optimale xpp du problème PP dont il descend,
plus quelques informations occupant à peine deux ou trois mémoires.
Si l'on mémorise xp? en effet, passer de xpp à la résolution de (a), (b) où (c)
ne requiert qu'un très petit nombre d'itérations (deux ou trois en moyenne).
Si Ton n'utilise pas xpp comme point de départ, ce nombre d'itérations est
aisément multiplié par 10, voire parfois par 100.

Ces considérations expliquent que, en 4 ou 4', la création de deux problèmes
n'exige en fait que la réservation d'un seul groupe de mémoire pour xpp,
à deux ou trois unités près.

EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES

L'expérimentation numérique a porté sur sept programmes non linéaires
entiers et quatre critères de choix au pas 4 ou 4' pour DAK et BBB respecti-
vement. Le critère de choix porte sur la variable xp et sur l'ordre des pro-
blèmes (a) ou {b) à ajouter à la liste. Comme le dernier entré sera résolu
immédiatement après, on peut dire que l'on choisit en fait simultanément

octobre 1976.



68 J. ABADIE, H. DAYAN, J. AKOKA

une variable xp, dite « arbitrée », et un des deux problèmes à résoudre immé-
diatement, l'autre étant mis en attente dans la liste.

Soit xj j e E, une valeur non entière, et soient x' et x" respectivement
les vecteurs obtenus à partir de x* en y remplaçant respectivement
xf par [x*] et < xf >. Posons Aj = <p (xfj\ Bj = cp (xfj); Aj9 Bj sont appelés
pénalités. Voici les quatre critères :

CRITÈRE 1 : Arbitrage au plus proche d'un entier : x% est celui des xf, j e E,
qui est le plus proche d'un entier (sans être un entier). Le problème que
l'on choisit de traiter correspond à celui des deux nombres [xj£], < JcjJ >,
qui est le plus proche de xjf.

CRITÈRE 2 : Arbitrage au plus éloigné d'un entier : x* est celui des xf, j e E,
qui est le plus éloigné d'un entier. Le problème que l'on choisit de traiter
est le même que pour le critère 1.

CRITÈRE 3 : Mise en attente du problème correspondant à la plus grande
pénalité : si A^ est le plus grand de tous les Aj, Bj, j B E, cela détermine p;
on choisit l'ordre (a), (&). Procéder de même si i?p est le plus grand de tous
les Aj9 Bj, j e E, mais choisir alors Tordre (b), (a).

CRITÈRE 4 : BJsolution du problème correspondant à la plus petite pénalité :
si A^ est le plus petit de tous les Aj, BJ9jeE9 cela détermine P; on choisit
l'ordre (b), (a). Procéder de même si 2?p est le plus petit de tous les Aj, B},j e E,
mais choisir alors l'ordre (a), (b).

Les sept problèmes-test que nous avons utilisés se trouvent dans les réfé-
rences suivantes, auxquelles le lecteur intéressé est renvoyé :

Problème 1
Problème 2
Problème 3
Problème 4
Problème 5
Problème 6

Abadie [1],
Bracken et McCormick [6].
Rosen et Suzuki [17].
Hammer et Rudeanu [11].
Colville [7] (problème 1).
Colville [7] (problème 3).

Problème 1 : Mao [16] (p. 295).

Tous ces problèmes, sauf le problème 4, sont totalement entiers. Aucun
de ces problèmes n'est linéaire; deux ne sont pas convexes (5 et 6). On trouve,
pour chaque problème, la même solution avec les dix essais, sauf en ce qui
concerne le problème 6, pour lequel on trouve un minimum égal à 30 452,93
lorsqu'on applique BBB (x = 78; 33; 31; 45; 35) et 30 512,45 avec DAK
(x ~ 81 ; 33; 30; 45; 36). L'un de ces deux minimums au moins est donc local,
et BBB semble donner une meilleure chance d'obtenir une meilleure solution
entière.
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La méthode d'optimisation non linéaire sous-jacente (résolution de PP)
est la méthode GRG (Abadie et Carpentier [3]), classée première dans le clas-
sement de Colville (Colville, [8]). On pourra en trouver un exposé, par exemple,
dans le livre de Himmelblau [12].

Dans le tableau qui suit, on désigne par DAK i ou BBB i respectivement
l'algorithme DAK ou BBB avec le critère i = 1, 2, 3, 4. Le nombre Sk

(le « score ») est la valeur de

s = - y tkj

1 j min(

où îkj est le temps nécessaire pour résoudre le problème j avec la méthode k.
La méthode est d'autant meilleure que Sk est plus petit, l'idéal étant 1. En gros,
le rapport des temps de calcul pour deux méthodes k et k' ne devrait pas être
trop éloigné de SJSk' (Abadie et Guigou [4]) :

CONCLUSION

Methode

BBB1
BBB 3
BBB 4
BBB 2

S

1.16
1.18
1.36
1.37

Méthode

DAK 3
DAK1
DAK 2
DAK 4

1
3
3
3

S

.85

.17

.22

.67

11 semble résulter du tableau précédent que BBB soit supérieur à DAK
en ce qui concerne la vitesse d'exécution, ce qui n'était nullement évident
a priori. BBB pourrait donner aussi, comme on l'a vu, une meilleure chance
de réussite dans le cas d'un problème non convexe. Enfin, elle possède la qualité
que le nombre de mémoires nécessaires à la mémorisation de l'arborescence
peut être borné a priori.

Si l'on avait à choisir entre les critères, il faudrait peut-être préférer 1 et 3
pour BBB, et 3 en ce qui concerne DAK.

L'expérience faite est encourageante, en ce sens que les problèmes
se résolvent assez vite (86 secondes pour les 56 essais sur une machine CDC 6600
sous SCOPE 3 b), et que certaines différences paraissent assez significatives.
Ce travail devrait être poursuivi, pour atteindre des conclusions plus solides,
avec un plus grand nombre de problèmes-test, d'autres critères, plus fins,
et peut-être la seconde des deux méthodes BBB mentionnées dans
la référence [1].
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