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R.A.I.R.O.
(7e année, septembre 1973, V-3, p. 35 à 54)

UN OUTIL POUR LA PROGRAMMATION
EN NOMBRES ENTIERS :

«LA METHODE DES GONGRUENCES
DECROISSANTES »

par M. GONDRAN (l)

Résumé. — V auteur montre que « la méthode des congruences décroissantes » permet
d'obtenir une bonne évaluation de la solution d'un programme à variables entières ou mixtes.

1. INTRODUCTION

Les deux principales approches de la programmation en nombres entiers
(méthode des troncatures et procédure d'exploration arborescente), ne donnent
pas dans le cas général de bons résultats.

Les méthodes de troncature sont généralement très longues à converger :
cela tient principalement au fait que les troncatures ne sont pas assez fortes.
Or, une troncature est déterminée par son orientation et sa pénétration dans
le domaine.

Une troncature forte sera donc une troncature, qui pour une orientation
donnée, donne une bonne pénétration du domaine. Elle sera donc obtenue si
on peut déterminer une bonne évaluation de la solution optimale d'un pro-
gramme en nombres entiers.

Dans les méthodes d'exploration :
— si on utilise une exploration séquentielle (PSES; Branch and Bound,

méthode LIFO), on ne peut généralement montrer l'optimalité d'une solution
sans augmenter considérablement l'arborescence,

— si on utilise une exploration dirigée (PSEP), on doit souvent construire
une arborescence importante : la raison essentielle est que l'évaluation par

(1) Département Traitement de l'information et études mathématiques de TEDF à
Clamart.
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36 M. GONDRAN

défaut (cas de minimisation) de la solution optimale aux sommets de l'arbo-
rescence n'est pas assez bonne.

Ainsi une difficulté majeure de ces deux approches réside dans le pro-
blème suivant : « Obtenir en peu de calculs une bonne évaluation par défaut
(cas de la minimisation) de la solution optimale d'un programme en nombres
entiers ».

Un premier type d'évaluation par défaut est la solution continue de ce
programme. En tenant compte que certaines variables sont entières, on obtient
une amélioration qui sera appelée « pénalités » (cf. en particulier Driebeek [2],
Beale et Small [1], Tomlin [13], Roy, Benayoun et Tergny [12]).

Malheureusement l'évaluation donnée par ces « pénalités » n'est pas
bien bonne.

Un second type d'évaluation par défaut qui donne une évaluation bien
meilleure est la solution du problème asymptotique introduit par Gomory
dans [5],

Malheureusement le nombre des calculs nécessaires est alors prohibitif.
Nous proposons ici une méthode qui alliera presque les avantages des deux
méthodes précédentes : peu de calculs et bonne évaluation.

En effet « la méthode des congruences décroissantes » permet de trouver,
en peu de calculs, une borne inférieure (cas de la minimisation) de la fonction
objective d'un problème asymptotique et, dans certains cas (imprévisibles)
une solution de ce problème asymptotique.

De plus cette borne inférieure sera toujours meilleure que l'évaluation
donnée par la méthode des pénalités.

Nous donnons aux paragraphes 2 et 3 une amélioration notable de cette
méthode que nous avons introduit dans [7] et utilisée dans un article récent [9]
(cf. aussi Frehel [4]).

Au paragraphe 4, nous en donnerons une généralisation tandis qu'au para-
graphe 5 nous montrerons certains domaines d'applications.

2. METHODE DES CONGRUENCES DECROISSANTES

La méthode suivante se propose d'obtenir une bonne évaluation par défaut
de la solution optimale du programme P

n

min z = 2 cixi

avec x € X

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 37

OU

(2-1) X={xeZn\ J &x,3 goimodD^O^x^ ĉ  }

avec (c l f..., O € R+n, felf..., gn) € ZJ,, * 0 €E Zj>,

On rappelle que l'on note Z/ZD ou plus simplement ZD le groupe des entiers
modulo D.

On fera deux remarques sur ce problème.

2.1. Remarque

En (2.1) nous ne prenons qu'une égalité linéaire sur le groupe ZDy c'est-
à-dire que nous considérons le cas où le groupe est cyclique. Nous générali-
serons ce cas au paragraphe 4. Mais on peut déjà remarquer que, comme
nous ne cherchons qu'une évaluation par défaut du problème asymptotique,
nous pouvons nous restreindre à une seule égalité linéaire, donc à un groupe
cyclique.

2.2. Remarque

La condition xt < ocj n'est jamais restrictive puisque l'on a toujours :

(2-2) Xi < r* = T~r^—x = ordre du sous-groupe engendré par gt dans ZD

pgcd (A gt)
([5]), [7]).

2.3. Automorphismes [8]

Considérons les automorphismes de ZD. Ils sont de la forme :

(2-3) Ox(g)

où X est un nombre premier avec D. Le nombre d'automorphismes est donc
égal à <p(Z>), l'indicateur d'Euler de D.

On rappelle que si D =/>il .•./>£", alors

(2-4)

Pour tout automorphisme <Î  de ZD, l'équation de groupe (2-1) est équi-
valente à :

(2-5) J Qjfgdxt s Oxfe0) (ZD)

on a donc <?(D) équations de ce type.

n° septembre 1973, V-3.



38 M. GONDRAN

On notera par \g\D le représentant de g € ZD dans [0, D — 1].

Posons alors :

(2-6) ƒ, = \<t>x(gù \D pour i = 0, 1 n

l'équation (2-5) s'écrit alors :

(2-7)

avec x n + 1 entier positif puisque le premier membre est positif.

2.4. Algorithme

Déterminons alors la solution du programme linéaire Pc

min z = 2

avec £ ƒ,*, = /o + x

O < Xi < oct- pour i de 1 à n

xn+l ^ 0

On peut supposer que les indices sont tels que :

JX Jl Jn

Posons alors Fo == 0 et Ff == F ^ j + /fa(. pour i de 1 à ».

Soit /0 l'indice tel que :

(2-9) i V i < /o < ^o

(si z*0 n'existe pas, alors Pc n'a pas de solution et à plus forte raison le pro-
gramme P).

Alors la solution de Pe est :

(2-10) xf = a£ pour i€ I = { f|f < i0 — 1 }

(2-11) «î=^=rtl

(2-12) xf = 0 pour i € / = { I|I > i0 }

(2-i3) r* = y

Revue Française d9Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 3 9

Si xfQ donné par (2-11) est entier la solution de Pc est entière et c'est la
solution de P.

Dans le cas contraire, nous allons faire un changement de variables qui va
permettre de transformer le programme P en un programme presque du même
type mais dans un groupe d'ordre plus petit.

Pour cela on élimine xiQ de l'équation (2-7) et on pose :

(2-14) j>| = af — xi , pour i € /

(2-15) yk-xn+1

(2-16) J>,- = * Î pour / € I

Le programme P s'écrit alors :

(2-17) E ( ^ ^ ^ o 1
\Jiù ) Jh i€ï

(2-18) soumis à 0 < yi < oci5 yt entier, pouri de 1 à ».

(2-19)

(2-20) 0 *£ xî0 ^ al0 et x£ entier.

Les conditions (2-19) et (2-20) sont alors équivalentes à :

(2-21) 0 < / o - F i o „ 1 + DyiQ + £/i)>i — £ / ^ ^ ajVf*0

et

(2-22) X (—/i)* + ^ i 0 + Z /iJi = /o - ^ 0 ^ i (mod/i0)X 0 Z
En supprimant la condition (2-21) le programme défini par (2-17), (2-18)

et (2-22) est un programme du même type que P mais dans un groupe Zfi&

d'ordre plus petit que D (fiQ = ^ ( g j U < D — 1).

On refera sur ce programme la procédure effectuée sur P.

Au bout d'un nombre fini d'itérations (< D) la solution donnée par (2-11)
est entière puisque le dénominateur peut décroître jusqu'à L

Puisqu'à chaque itération on n'a pas perdu la condition d'intégrité des
variables, l'algorithme précédent donne une solution entière x et une évaluation
par défaut i de la solution optimale du programme P.

Par contre à chaque itération on a perdu la contrainte 0 < xio < alV Si
pourtant on a 0 < xf < at V; € /, alors x est une solution optimale de P.

n° septembre 1973, V-3.



4 0 M. GONDRAN

2.5. Exemple

(2-23) min z = 5xx + 3x2

avec

(2-24) 4xt + x2 = 3 (mod 7)

xu x2 entiers positifs.

Appliquons la méthode des congruences décroissantes en choisissant à
chaque itération Tautomorphisme identité.

L'équation (2-24) s'écrit :

(2-25) 4xx + x2 = 3 + 7x3

la solution du programme continu est :

(2-26) x* =

Le changement de variable, yt — x3, y2 = x2, avec

(2-27) x1=^{3 + 7y1-y2)

donne le nouveau programme

(2-28) min z = H + 1 (35^t + ly2)

avec

(2-29) J i + ^ 2 - 3 (mod4)

yu y2 entiers positifs.

L'équation (2-29) s'écrit

(2-30) J>i+3>2 = 3 + 4j3

La solution du programme continu est :

(2-31) J* = (0,3) , z* = 9.
entière

De (2-31) et (2-27), on déduit alors

3c = (0,3) , i = 9.

Comme x ^ 0, c'est même la solution optimale de (2-23), (2-24).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 41

3. QUELQUES CHOIX IMPORTANTS

Dans la procédure présentée au paragraphe 2, deux choix sont à faire à
chaque étape. Le premier est le choix de l'automorphisme Ox qui donnera
l'équation (2-7); le second, moins visible, est le classement des indices dans (2-8)
en cas d'égalité des rapports. Nous allons étudier ces deux choix.

3.1. Choix de Pautomorphisme

Nous devons choisir un automorphisme parmi les cp(D) possibles. Le but
de la méthode étant d'obtenir la meilleure évaluation possible du programme P,
sans trop de calculs, on aura donc intérêt à choisir, à chaque itération, l'auto-
morphisme qui donne la plus grande valeur au programme Pc. Dans le cas où
il n'existe pas de contraintes de bornes sur les variables, cet automorphisme Ox

est obtenu par la résolution de :

max Ci L ,D

(P) \ e- c-
sous les contraintes u

 li ^ '

pgcd (X5 D) = 1

qui peut aussi s'écrire :

max
x j

pgcd (X, D) = 1
A A

La recherche de X solution de P est trop longue dans le cas général et
nous sommes amenés à définir une bonne heuristique. Il semble bien alors
qu'une excellente heuristique est de donner la plus grande valeur possible à

On recherchera donc les automorphismes qui donnent les meilleures
valeurs à f0.

Soit S = pgcd (D, |go|i>)- On a alors le théorème suivant :

Théorème 1. Il existe toujours un automorphisme tel que fo = D — S.

Démonstration constructive.

D'après le théorème de Bezout, il existe une infinité de couple (X, (i.) € Z2

tel que :

(3-3) — X |*0|D + nZ) =

n° septembre 1973, V-3.



42 M. GONDRAN

L'algorithme d'Euclide nous permet de déterminer un de ces couples
soit (Xl5 jAt). Les autres couples sont de la forme :

(3-4) X = Xt + aD'

p. = (xx + <x.g'o pour tout oc € Z

où D' = D/8 et g'o = \go\D/$ avec pgcd (ku D') - 1.
Xj et Z)' étant premiers entre eux, un théorème (!) de Lejeune-Dirichlet

montre qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme Xt + aD'.
Nous pouvons alors en déduire qu'il existe un a = a0 compris entre 0 et
S — 1 tel que le X = Xo correspondant soit premier avec S.

Comme de plus, il est évident que Xo est premier avec Z>', Xo est premier
avec D,

Si on choisit alors l'automorphisme 4>Ao, il donne la plus grande valeur
à f0 puisque l'on a :

Le théorème est donc démontré.
Si S = 1, il n'existe qu'un automorphisme tel que fo~D — S.
Si S > 1, l'équation (3-4) montre qu'il peut exister au plus 8 valeurs pos-

sibles (mod Z>) pour X.
Pratiquement on considérera tous ces automorphismes et on choisira celui

qui maximise Â Pour améliorer encore la résolution de P nous pouvons être
amenés à chercher les automorphismes tel que f0 = D — fcS (k ^ 1).

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2, II existe un automorphisme tel que ƒ0 = D — k$ si et seule-
ment si pgcd (k\u D') = 1

Démonstration constructive.
Un automorphisme Ox est tel que fo = D — k8 si il existe \L e Z tel que :

(3-5) — \\go\D + V-D = tâ.

L'équation (3-3) pouvant s'écrire :

(3-6) — kkx \go\D + k^xD = k8

on en déduit alors la forme générale des X vérifiant (3-5), soit :

(3-7) X =s k\x + $D' pour tout p € Z.

(1) Je remercie J. Pouget de m'avoir suggéré l'utilisation du théorème de Lejeune-
Dirichlet.

Revue Française d9Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Alors si pgcd (kXu D') ^ 1, (3-7) entraîne pgdc (X, D) ^ 1 et il n'existe
pas d'automorphisme tel que ƒ0 = D — fcS.

Si pgcd (/cXl5 DO = 1, alors l'application du théorème de Lejeune-Dirichlet
montre qu'il existe au moins un p = (30 compris entre 0 et S — 1 tel que
le X = Xo correspondant soit premier avec D. L'automorphisme 0Xo répond
alors à l'énoncé.

Si S > 1, l'équation (3-7) montre qu'il peut exister au plus S valeurs pos-
sibles (mod D) pour X. Pratiquement on considérera alors tous ces automor-
phismes et on choisira celui qui maximise P.

3*2, Exemple

Reprenons ici l'exemple 2.5.
L'algorithme d'Euclide nous donne Xt = 2 avec pgdc (X1? D) = 1.
L'automorphisme O2 transforme alors (2-24) en :

d'où la solution continue de Pc

x = (0, 3) , i = 9.

C'est la solution optimale du problème donné.

3.3. Exemple

(3-7) min z = 2xt -f- 3x2 + #3

avec

(3-8) 12*t + 18JC2 + 7x3 s 2 (mod 20)

xt > 0

Itération 1. L'algorithme d'Euclide nous donne Xx = 9. L'équation (3-4)
s'écrit :

(3-9) X = 9 + 10a

on en déduit deux automorphismes possibles O9 et O19 puisque pgcd
(9,20)== pgcd (19, 20) = 1.

— L'automorphisme O9 transforme (3-8) en

(3-10) 8*! + 2x2 + 3x3 = 18 + 20x4

d'où la solution continue

(3-11)

n° septembre 1973, V-3.
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44 M. GONDRAN

— L'automorphisme O19 transforme (3-8) en :

_ = 18 -

d'où la solution continue

* (* o 18\ m 18

I ' ' Ï3/ » T*
On choisit donc l'automorphisme O9.

En posant yx = x4)y2 = x2, j>3 = x3 et

(3-12) Xl=± (18 + 20^! — 2y2 — 3y3)

le nouveau programme s'écrit :

9 1
(3-13) min z = - + 7 (20jx + 10y2 + j 3 )

2 4

avec

(3-14) 4yt + 2y2 + 3y3 = 2 (mod 8)

Itération 2. L'algorithme d'Euclide nous donne *kx = 3. L'équation (3-4)
s'écrit :

(3-15) X = 3+4oc

on en déduit deux automorphismes possibles : O3 et O7 puisque
pgcd (3,8)= pgcd (7,8) = 1.

— L'automorphisme <3>7 transforme (3-14) en :

4yt + 6y2 + 5y3 = 6 + Sy4

d'où la solution continue :

* 51

— L'automorphisme O3 transforme (3-14) en

(3-16) 4yx +6y2 + y3 = 6 + %y4

d'où la solution continue :

(3-17) 3;* = (0,0,6) , z* = 6.

Revue Française d*Automatiquey Informatique et Recherche Opérationnelle



PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 45

On choisit donc l'automorphisme O3.

(3-18) Alors les équations (3-17) et (3-12) donnent x = (0, 0, 6). Comme
5c ̂  0 c'est une solution optimale du problème.

3.4. Choix de i0

Théoriquement on n'a pas besoin de s'occuper du choix du i0 parmi les
indices possibles. Mais pratiquement on cherche en même temps que l'éva-
luation par défaut du programme P une solution optimale de P, si possible.
On aura donc intérêt à chercher toutes les solutions possibles du problème
continu.

Pour simplifier l'exposé qui va suivre, supposons que les bornes des variables
x( ne jouent pas dans l'optimisation.

Si les variables sont indicées comme en (2-8), une solution optimale de Pc

est :

Y* — ( Û. o 0

On cherchera donc d'abord s'il existe un vecteur xIo entier positif tel que :

(3-19) Y
i€I0

S'il existe une solution entière à ce problème, on aura la solution optimale
du problème P.

Sinon considérons deux cas

cas 1. Soit fio = min/f Si fî0 \ft pour tout i € /0.

On applique la méthode des congruences décroissantes en passant dans le
groupe Zfi0.

cas 2. Si fi0 f fi pour au moins un i € Io, on change l'équation (2-7) en
considérant un autre automorphisme. On aura alors intérêt à choisir cet auto-
morphisme parmi ceux qui donnent une grande valeur à f0 autre que D — S,
c'est-à-dire tel que f0 = D — 28, D — 38, etc. (cf. théorème 2 pour déterminer
de tels automorphismes). On résoud alors le programme Pc avec cette nouvelle
équation à la place de (2-7).

n° septembre 1973, V-3.



46 M. GONDRAN

3.5. Exemple
(3-20) min z = 2xt + 3x2 + 3xz

avec

(3-21) 7xt + 6x2 + 3x3 = 4 (mod 9)
x% > 0.

Itération 1. L'algorithme d'Eucîide nous donne \x = 2 avec pgcd
(X D) = L L'automorphisme # 2 transforme alors (3-21) en :

(3-22) 5*! + 3x2 + 6x3 = 8 + 9xA

d'où la solution continue :

(3-23) x*-(|,O,oj , **=^.

yx = x4f y2 = ^2> y s = xz e t

(3-24) xx = - (8 + 9yt — 3j 2 — 6,y3),

d'où le nouveau programme

(3-25) min z = ~ + i (I871 + 9 j 2 + 3y3)

avec
(3-26) yt + 3y2 + j 3 = 3 (mod 5)

Itération 2. 0> = d>3.

(3-27) 3 * + 4 j 2 + 3^3 = 4 + 5j>4

y* =

*i = 7i» '2 = y2, h = 74 et

(3-28) y3 = i (4 + 5*3 - 3f t - 4t2),

d'où le nouveau. programme :

(3-29) min z = 4 + (3^ + *2 + f 3)

avec

(3-3Ö) (2 + r 3 s l (mod 3)

tt> 0.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Itération 3. O = O2.

(3-31) 2/2 - 2

Ici — = -~ • donc on cherche toutes les solutions entières positives de :
fi /3

(3-32) 2t2 + 2t3 = 2.

On trouve donc :
t* = (0,0s 1) ce qui donne x = (— 2, 0, 3)
** = (0,1, 0) ce qui donne x = (1, 1,0).
On a donc une solution optimale (1,1, 0).

3.5. Evaluation du nombre de calculs

Le nombre d'étapes dans « la méthode des congruences décroissantes »
paraît être approximativement en log D. Le nombre de calcul est donc pro-
portionnel à n log D.

La méthode s'appliquera avec succès pour D très grand et n moyen.

4. METHODES DES CONGRUENCES DECROISSANTES

GENERALISEES

Au paragraphe 2, nous avons supposé que le groupe était cyclique.

Considérons ici le programme Q

(Q)
mm z = 2 J cixi

avec x € X

ou

(4-1) = { x € Zn J g^ s £o (dans Gj), 0 < x{ < a(. }

avec (cu ..., O € R+n , (ax, ...3 an) € Nn,

G1 A = groupe somme directe des groupes cycliques Zej (/ de 1 à ri)

n° septembre 1973, V-3.



48 M. GONDRAN

4.1. Transformation de Q

L'équation linéaire (4-1) dans le groupe GA se décompose en n équations
linéaires dans les groupes cycliques Ze; :

A •
(4-2) 2 J iiXi s 8o (mo<* £j) Po u r 7 de 1 à n.

Si g0 ^ 0 (d a n s <*A), il existe un/ 0 tel que g*0 # 0(Zef0).
Considérons alors l'équation j 0 et un automorphisme Ox de Z w Cette

équation devient :

(4-3) 2, ^fef)** = <Wo°) (Z<rt)

c'est-à-dire en posant :

(4-4) ft = |*Afeftk pour i « 0, 1, ..., n

(4-5) 2 J ƒ*** = fo + Xn + lsj0

avec xn+1 entier positif puisque le premier membre est positif.
On considère alors, comme en (2-4), le programme Pc que l'on résoud en

continu.
On fait alors le changement de variables (2-14), (2-15), (2-16). Le pro-

gramme Q s'écrit alors :

(4-6) min z = z* + 2.

soumis à

(4-7) 0 ^ yir ^ oc{. , y% entier, f de 1 à n

(4-8) 0 < ƒ„ — F*- ! + sJoyio + Z /*y« — E /I^I

(4-9) E (—ƒ«)ƒ« + «Wio + E /«y« = /o — ̂ o-1 (mod/£o)

et pour tout j

(4-io) YJ (fisL —fiodïïi + gloeit + S (fiogi—figioïïi

+ gio(Fio-1 — fo) — E /ioSk
€ƒ

En supprimant la condition (4-8) le programme défini alors par (4-6),
(4-7), (4-9) et (4-10) est un programme du même type que Q.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Si A = I I sj était l'ordre du groupe GA initial, l'ordre du nouveau groupe

est A' = (/£o) FI (fi^j) = ' (Pratiquement l'ordre du groupe sera

plus petit car l'équation (4-10) peut être divisée par pgcd (£*,ƒ$<>)•)
On refera sur ce programme la procédure effectuée sur Q. Mais on ne

pourra donc pas dire comme en 2-4 que l'ordre du groupe GA' est plus petit
que GA et que la procédure s'arrête en un nombre fini d'étapes de ce fait.

Pratiquement, la procédure s'arrêtera pourtant en un nombre fini d'étapes
car rapidement on aura g0 S 0(ZA).

Puisque à chaque étape on n'a pas perdu la condition d'intégrité des
variables, « la méthode des congruences décroissantes généralisée » donne une
solution entière x et une évaluation par défaut z de la solution optimale de Q.
Si de plus 0 < 3cf < ai? x est une solution optimale de Q.

4.2. Quelques choix

A l'intérieur de la procédure précédente, il reste quelques choix à faire à
chaque étape : choix de l'équation j 0 , choix de Fautomorphisme <t>̂  et choix
de i0 comme dans le paragraphe 3.

Ces choix sont des heuristiques permettant d'améliorer en moyenne la
méthode.

Pour Ox et i0 nous ferons comme au paragraphe 3.
Pour j 0 nous prendrons :

(4-11)

4.3* Exemple

(4-12)

avec

(4-13)

(4-14)

Itération 1*

(4-15)

d'où la solution

n° septembre 1973,

si0 = min {
j

« i l *
;
0 = 0 dans ZCJ.

min z = 3xx + x2

xx +

xu x2

(4-13) s'écrit :

x*=(0, l

V-3.

2JC2 E= 2 (mod 3)

s 4 (mod 6)

entiers positifs.

2x2 =

,0)

= 2 + 3x3

, z* - 1.
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En posant yx = xu y2 = x3 et

(4-16) x2=±(2-yi-

Le nouveau programme s'écrit :

(4-17)

avec

(4-18) ^1+^2 = 0 (mod 2)

(4-19) Sy± + 9y2 = 2 (mod 12)

yuy2 entiers positifs.

Itération 2. En appliquant O5 à (4-19) on obtient :

(4-20) yx + 9j2 - 10

d'où la solution :

. 9 J . z - 3-
En posant /x = ƒx , ?2 = y3 et

(4-21) 7 2 = 5 ( 1 0 + 1 2 / , — ^

le nouveau programme s'écrit :

(4-22) min z = | + ~ (7t1 + 6t2)

avec

(4-23) tt + 6t2 = 1 (mod 9)

(4-24) 8ft + 12*2. s 8 (mod 18)

tu t2 entiers positifs.

Itération 3. En appliquant O8 à (4-23) on obtient :

(4-25) 8*! + 3t2 = 8 + 9f3

d'où la solution
f* = (l,0) , z* = 5.
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En posant ut = t3, u2 = t2 et

(4-26) ' i = » ( 8 + 9 t t 1 — 3u2)

le nouveau programme s'écrit :

(4-27) min z = 5 + | (7«x + 3w2)

avec

(4-28) 7i*! + 3u2 = 0 (mod 8)

(4-29) 9ux +9u2 = 0 (mod 18)

uu u2 entiers positifs.

Ici on a g0 S 0 dans GA. Fin de l'algorithme.
En utilisant (4-21), (4-16) on trouve donc :

Comme x ^ 0, c'est même la solution optimale de (4-12), (4-13), (4-14).

5. APPLICATIONS DE «LA METHODE
DES CONGRUENCES DECROISSANTES»

5.1. Cas d'un programme tout entier

Dans le cas où la matrice des contraintes est entière et où les variables
sont toutes entières, la solution du problème asymptotique donne une excel-
lente évaluation de la solution optimale du programme initial. « La méthode
des congruences décroissantes» ou, «la méthode des congruences décrois-
santes généralisée », qui donne une bonne évaluation du problème asympto-
tique donnera donc une bonne évaluation du programme initial.

De plus, comme nous le montrons dans [10], elle permet de résoudre
exactement le problème asymptotique par une procédure arborescente.

5.2. Cas d'un programme mixte

Considérons le programme linéaire en variables mixtes :

min z = ex

avec Ax = a

x > 0 , certains Xj entiers,

où les Atj et at sont entiers.

n° septembre 1973, V-3.
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Transformons ce programme comme dans Gomory Johnson [6]
(cf. Guignard [11]).

Soit Io une base optimale du programme continu lié à Pm9 I les variables
hors bases correspondant aux variables entières et / les variables hors bases
correspondant aux variables continues.

Si la solution continue xl0 — (A10)'1 a = 3cIo vérifie les contraintes d'in-
tégrité, on a une évaluation exacte (et une solution) du programme Pm.

Sinon il existe un z0 € Io tel que xi0 n'est pas entier.

Alors si D = [det (Al0)\9 le tableau simplicial donne :

avec aio, (3f0; entiers puisque Atj et at sont entiers.

En posant :

(5-2) gj = pJo;, (mod D) poux je I

(5-3) g0 s al0 (mod D)

(5-4) / + = {j € J | P,Ot, > 0 }

(5-5) ƒ" = {7 € J | PfOff < 0 }

(5-6) X = 2 J Pio,**/» * ~ iL PfojXj

La condition d'intégrité sur xio transforme l'équation (5-1) en :

P~ ' J Z J gjXj ~r x — x —go (mod JJ)

De plus dans le tableau simplicial la fonction économique s'écrit :

(5-8) z = z+ ^ djxj

ou :

(5-10) dj = cj — cIü(A
Ior XAJ > 0, y € / U / .

Une évaluation par défaut de Pm pourra être une évaluation par défaut du
programme Öm obtenue par relaxation des contraintes de Pm :

min z = 5 + Z djXj + Z djXj + Z djxj

(Qm) \ avec ^ &^/ + x+ — x ~ - ^0 (mod Z>)

je,. ^ 0, Xi entier
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53. Evaluation du programme Qm

En remarquant que pour une solution optimale de Qm on doit avoir
x+ ou x" nul, le minimum de Qm sera obtenu pour le minimum des deux pro-
grammes suivants :

(Qm)

min z = i + ]T djXj + d+x +

j€I

avec £ gpj + x* =go (mod D)

Xp JC+ ^ 0, Xj entiers

et

min z ~ z + ?J djX: + d x

ce;) avec 2Lr SM + (—!)*= go (mod /))

x., JC~ ̂  0, Xi entiers

ou

(5-11) d+ = min ( - ^ L ) , d~ = min
+ \ P J€JT

De plus les équations d'intégrité de Q+ et g " montrent que ^ + e/ x~
doivent être entiers.

Les deux programmes Q* et ô^ pourront donc être évalués par la
méthode des congruences décroissantes.

Le minimum de ces deux évaluations sera alors une bonne évaluation par
défaut de Qm, et par suite de Pm.

5.4. Remarque

La transformation du programme Pm et l'évaluation par défaut ont été
obtenues en tenant compte de l'intégrité d'une des variables de base xt. On
pourrait obtenir d'autres évaluations en considérant les autres variables devant
être entières.

On prendrait alors pour évaluation par défaut le minimum des évaluations
trouvées.
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