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LES PREMIERES DEMONSTRATIONS DE LA
FORMULE INTEGRALE DE FOURIER

Silvia ANNARATONE (*)

RESUME. — Fourier, Cauchy et Poisson ont & la méme époque et, semble-t-il,
indépendamment, introduit la transformée intégrale qui est devenue depuis 'un des
outils les plus féconds de ’analyse et de ses applications. Plusieurs démonstrations de
convergence de la formule intégrale correspondante ont été proposées par Cauchy et
Poisson, alors que Fourier, auquel est attribuée la paternité de la formule, n’en a donné
qu’une seule. Une autre preuve est due & un mathématicien peu connu, Camille Deflers.

Une comparaison des diverses démonstrations présentées dans les années 1810
et 1820 conduit & en proposer une classification d’apres la méthode utilisée. On repeére
ainsi les preuves utilisant la technique du facteur auxiliaire (Cauchy, Poisson), celles
fondées sur une « évaluation du poids de l'intégrale» (Deflers, Fourier, Poisson), et enfin
celle de Cauchy de 1827 utilisant le calcul des résidus.

ABSTRACT. — THE INITIAL PROOFS FOR THE FOURIER INTEGRAL THEO-
REM. — Fourier, Cauchy and Poisson, working during the same period of time, and —
so it would appear — independently, introduced the integral transform which has, over
the years, proved itself to be one of the most powerful instruments to gain new results in
the field of analysis and its applications. A number of proofs of the convergence of the
corresponding integral formula were adduced by Cauchy and Poisson, whereas Fourier,
to whom paternity of the formula is ascribed as a matter of course, only presented the
single one. Yet another proof was arrived at by a little known mathematician, Camille
Deflers.

The paper proceeds with a comparative survey of the various proofs propounded in
the 1810s and 1820s, leading to a suggested classification of such proofs, on the basis
of the method involved. One may thus distinguish those proofs using the auxiliary
factor technique (Cauchy, Poisson), those relying on an “evaluation of the weight of the
integral” (Deflers, Fourier, Poisson), and finally that presented by Cauchy, bringing in
the calculus of residues.

INTRODUCTION

La Théorie analytique de la chaleur, publiée par Fourier en 1822,
constitue, on le sait, un texte novateur et fondamental, & la fois dans

(*) Texte recu le 4 juillet 1994, révisé le 19 février 1997.
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le domaine de la physique et dans celui des mathématiques. On y trouve
notamment 'utilisation systématique de la représentation d’une fonction
«arbitraire par une série «de Fourier»' ou a I'aide d’une intégrale «de
Fourier »2. Ces innovations analytiques étaient déja présentes, en 1807 et
1811 respectivement, dans des mémoires non publiés alors (un résumé
étant paru en 1816); mais c’est seulement dans son ouvrage de 1822 que
Fourier aborde la question de la convergence des séries et de l'intégrale.
S’il existe de nombreux travaux sur l'histoire des séries de Fourier et
de leur convergence?, I'intégrale de Fourier a, par contre, assez peu attiré
I’attention des historiens des mathématiques. Citons cependant le célebre
mémoire de H. Burkhardt* sur les développements en séries de fonctions
oscillantes, ainsi qu'un article d’A. Dahan Dalmedico [1992] qui évoque

1 Par l’expression « série de Fourier de la fonction f», on désigne de maniére générale

+oo
une série trigonométrique Z an cosnz + by sinnx ou les coefficients a, et b, sont
n=0
définis par
1 27 1 27
ap = — fl@)dz, an= — f(z)cosnzdx (n>1),
2 o T Jo

1 2m
bn = — / f(z)sinnxdz
T Jo

On sait que de telles séries avaient déja été utilisées au XVIII® siécle, notamment par
Euler.

2 L’« intégrale de Fourier de la fonction f» est une expression du type

+oo
k (a)e™*** da

—o0

ou k est une constante que ’on peut choisir opportunément. Aujourd’hui, I’intégrale de
Fourier de la fonction f est plutot appellée la « transformée de Fourier» de f et on la
note souvent f . Cette notion n’a évidemment d’intérét que si I’intégrale est convergente
presque partout.

3 Voir notamment : Riemann [1857], Sachse [1880], Gibson [1893], et, plus récemment,
Grattan-Guinness [1970, ch. 5; 1990, ch. 9], Mackey [1980], Bottazzini [1986, p. 5778,
183-196;1990, p. 83-87].

4 Burkhardt consacre & l'intégrale de Fourier quelques paragraphes dans le chapitre
« Darstellung willkiirlicher Functionen durch bestimmte Integrale. Fortbildung der
Reihenentwicklungen » [Burkhardt 1908, p. 423-447]. Il ne mentionne que deux démons-
trations de convergence, celles de Cauchy et de Poisson de 1815-1816, et ceci dans le
cadre de 1’étude d’équations aux dérivées partielles liées & la résolution de probleémes
physiques : c’est ce qui intéresse particulierement Burkhardt.
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I’application de la transformée de Fourier a la résolution des équations aux
dérivées partielles chez Cauchy. On trouve aussi des éléments sur ’histoire
de l'intégrale de Fourier dans des ouvrages plus généraux, notamment
ceux d’I. Grattan-Guinness®, mais, il n’y a pas, pour autant que nous le
sachions, de monographie consacrée au probleme de la convergence de la
formule intégrale. D. Laugwitz formule aussi d’intéressantes considérations
sur ce theme dans un article consacré a la convergence des séries et
des intégrales vers 1820. Il interprete certaines intégrales en termes de
fonctions delta et d’analyse non standard [1989, p. 219, 227-232]; ce
sont, en grande partie, les mémes intégrales que Fourier, Cauchy et
Poisson utilisent dans leurs démonstrations de convergence de la formule
de représentation.

Afin d’unifier les diverses terminologies et notations utilisées par
Fourier, Cauchy et Poisson, ’expression « formule intégrale » sera ici tou-
jours entendue comme 1'une des égalités équivalentes suivantes®

1 “+ o0 —+o0
(1) F(z) = — / dg F(a)cosq(x — a)da,
™ Jo —o0
1 +oo p+ )
2) Fla) = 5- / F(a) @) dadg,
T J_o J—0

tandis que 'expression «démonstration de convergence», rapportée a la
formule intégrale, renverra a tout processus démonstratif de cette formule
visant a en attester la validité. Méme si les théoremes sont nombreux, et
les techniques utilisées par chaque auteur différentes, dans tous les cas
examinés ici, démontrer 1’égalité (1) équivaut & démontrer la convergence
d’une suite d’intégrales impropres, ou généralisées, par des passages a la
limite sous le signe intégral.

Dans cet article, nous considérons seulement la période de 'histoire
de la théorie qui va de la découverte de l'intégrale de Fourier, en 1811,
a la démonstration de convergence donnée par Cauchy en 1827. Comme

5 Voir Grattan-Guinness [1970, p. 42-44; 1990, vol. 2, § 9.3.2, 10.3.6 et 11.6.1], et aussi
Kline [1972, p. 679-681].

6 Cauchy est le premier & avoir introduit la notation exponentielle, dans son mémoire
de 1823 consacré & la résolution des équations aux dérivées partielles [Cauchy 1823a,
p- 276]. Nous appelons quelquefois « formule de représentation la formule intégrale (1)
ou (2).
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on le verra, cette période, méme breve, est d'un grand intérét pour le
sujet. Nous rappellerons d’abord les circonstances de la découverte de
la formule intégrale chez Fourier, Cauchy et Poisson, avant d’étudier en
détail la question de la convergence.

1. LA DECOUVERTE DE LA FORMULE INTEGRALE

Meéme si elle porte traditionnellement le nom de Fourier, on ne peut
pas attribuer de maniere exclusive & celui-ci la découverte de la formule
intégrale. En effet, a la méme époque et au sein du méme milieu scien-
tifique et académique, Cauchy et Poisson sont parvenus indépendamment,
semble-t-il, a un résultat analogue.

Fourier

En 1812, Fourier remporte le prix de I'Institut de France pour son
manuscrit, déposé en 1811, sur la transmission de la chaleur entre des
masses disjointes ou dans les corps continus de dimension finie ou infinie.
La partie consacrée aux corps continus de dimension finie est de loin la
plus développée. On y trouve l'utilisation systématique du développement
des fonctions en série «de Fourier». L’intégrale n’apparait que dans le
chapitre XI du manuscrit ou il traite de la transmission de la chaleur
dans les corps dont une dimension est infinie”. Dans le mémoire de 1811,

Fourier aborde ce probleme sous la seule forme unidimensionnelle8.

7 Le manuscrit de 1811 n’est en fait que ’extension d’une précédente recherche
transmise en 1807 par Fourier & 1’Académie des sciences. Cette version de 1807 a
rencontré la ferme opposition de Lagrange et n’a pas alors été acceptée. (Elle n’a été
publiée qu’en 1972, par I. Grattan-Guinness et J.R. Ravetz.) Dans le texte de 1807, qui
ne contient pas la partie relative aux corps continus de dimension infinie, I'intégrale de
Fourier ne figure pas. Grattan-Guinness [1970, p. 42] a signalé I'influence de Laplace

sur Fourier dans le passage a l’expression intégrale des fonctions.

8 Dans sa Théorie analytique de la chaleur, Fourier étend le probleme au cas tridi-
mensionnel [Fourier 1822, p.427-461]. En 1811, il se limite & examiner la trans-
mission de la chaleur dans un prisme de faible épaisseur et de longueur infinie
dont seule une partie intermédiaire est initialement chauffée. Fourier imagine que le
prisme coincide avec un axe de coordonnées dont l'origine est le milieu de la partie
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Apres une série de considérations sur la nature physique du probleme?,
Fourier [1811/1824, p. 486-487] se ramene a la recherche d’une fonction
u(x,t) satisfaisant a la double condition suivante

o _, 0
(3) ot = ox?
u(z,0) = o(x).

L’absence de limitations spatiales dans la description du probleme
physique, correspond analytiquement a ’absence de conditions aux lim-
ites.

Fourier considere d’abord une fonction paire ¢ et écrit la solution sous
la forme d’une série infinie

2 2
(4) u(z,t) = ay e Ut cos 4+ age Pt cos gax + ete.,

comme il 'avait déja fait en présence de conditions aux limites!'?. Puis il

suppose que

chauffée. En notant v(z,t) la température au temps ¢ du point dont ’abscisse
est x, on peut représenter la situation physique examinée de la maniére suivante :

v(z,0) =0 v(z,0) = p(z) v(z,0) =0

—a a
En posant v(z,t) = e "u(x,t), out h désigne une constante physique, il parvient au
systéme (3) qui correspond & ce qu’on appelle aujourd’hui un « probleme de Cauchy ».
9 Nous n’exposerons pas ici la maniere dont Fourier, Cauchy et Poisson sont parvenus
aux équations différentielles qui décrivent le modele physique. On peut se reporter, par
exemple, a I’ouvrage ou G. Bachelard traite de I’histoire de la théorie physique de la
chaleur [1928].

10 Dans le chapitre V du mémoire de 1811, Fourier, dans I’hypothese ol la fonction
u(z,t) est périodique par rapport & z (de période 27r), exprime la solution de I’équation

ou 0%u
= =
ot Oxz?
sous la forme (nous utilisons une notation un peu modernisée) :

oo

u(z,t) = Z ekt (ai cos(i/r)x + b; sin(i/r)x)

1=0

ol les a; et b; sont calculés (une fois posée la condition initiale u(z,0) = ¢(z)) par les
formules intégrales rappelées supra note 1 [Fourier 1811/1824, p. 320 sq.].
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«les valeurs q1, qz2, q3, etc., croissent par degrés infiniment petits, comme
les abscisses q d’une certaine courbe en sorte qu’elles deviennent égales
a dq, 2dq, 3dq, etc., dq étant la différentielle constante de ’abscisse et
que les valeurs ay,as,as3, etc. sont proportionnelles auxr ordonnées @ de
la méme courbe, et qu’elles deviennent égales a QQ1dq, Q2dq, Qsdg, etc.,
Q étant une certaine fonction de q» [Fourier 1811/1824, p. 487].

Il obtient ainsi la solution sous la forme

+00

u(z,t) = Qq) ekt g qrdg.
0

Une fois la condition initiale posée

“+oo
() o(z) = u(z,0) = Q(q) cos gz dq,
0
il lui reste a déterminer la fonction Q(q) qui satisfait a (5), p(x) étant une
fonction donnée. Utilisant encore une fois le développement en série (4),
il parvient a

“+o00
(6) Qq) = _/o o(a) cos gada.

Substituant ’expression (6) dans 1’égalité (5), Fourier obtient la formule
intégrale (relative & une fonction paire) :

2

“+oo +oo
p(z) = —/ quOqu/ o(a) cos qada.
i 0 0

11 établit ensuite la formule intégrale analogue lorsque la fonction donnée ¢
est impaire

2 +oo +oo
(7) p(x) = - /0 dq Sinqx/O o(a) singada.
Fourier n’écrit pas alors la formule intégrale (1), mais il indique qu’en
ajoutant les deux formules correspondant aux cas pair et impair, «on a en
cosinus expression [de la somme], qui peut étre une fonction quelconquey
[1811/1824, p. 500]1*.

11 La formule intégrale (1) apparait pour la premigre fois explicitement dans la Théorie
[Fourier 1822, p. 408].
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Bien que ce mémoire de 1811 vaille a Fourier le prix de I'Institut de
France, il n’a paru qu’en 1824 et 1826, en deux parties, dans les Mémoires
de I’Académie royale des sciences. Entre-temps, en 1822, Fourier a publié
la Théorie analytique de la chaleur, qui, pour ce qui touche notam-
ment a la formule intégrale, constitue une extension significative du
manuscrit de 1811. Dans la Théorie, on trouve entre autres la premiere et
unique démonstration donnée par Fourier de la convergence de la formule
intégrale, démonstration absente du texte de 1811.

Cauchy

La découverte de la formule de représentation par Cauchy a une
histoire étonnamment similaire. En 1815, & 'occasion du Grand Prix de
Mathématiques, Cauchy adresse & I’Académie des sciences un manuscrit
relatif a la propagation des ondes a la surface d’un liquide. Celui-ci
contient une formulation et la premiére démonstration de convergence
de la formule intégrale. Dans ce mémoire, Cauchy utilise la formule
intégrale une premiere fois dans le cas stationnaire. Il se propose de décrire
I’état initial du liquide, c’est-a-dire, I'impulsion initiale en chaque point,
lorsqu’on connait a l'origine la forme de la surface extérieure (exprimée
par 'équation y = F(z,z)) et les forces qui agissent sur elle (c’est-a-
dire I'impulsion initiale & la surface go(x, F(z,2),2) = f(x,z)) [Cauchy
1815/1827, p. 7].

En éliminant d’abord 1'une des dimensions pour simplifier et en sup-
posant que la surface est, au début, en état de repos, il parvient a un
systeme du type suivant

q | P
ox2 ' 9y?
qo(z,0) = f(x).

En supposant de plus que I'impulsion gy ne devient pas infinie pour y

:O’

tendant vers —oo (c’est-a-dire, physiquement, pour de trés grandes pro-
fondeurs), on obtient 'intégrale de 1’équation aux dérivées partielles sous

la forme
—+oo —+oo
(8) qolz,y) = / cosmze™p(m)dm + / sinmaxe™(m)dm,
0 0

ou ¢ et ¥ sont des fonctions arbitraires. La condition initiale conduit a

+oo +oo
9) flx) = /0 cosmz p(m)dm +/O sin ma 1 (m)dm
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et il s’agit a nouveau de résoudre un probleme d’inversion, apparemment
plus compliqué que celui de Fourier.

En réalité, Cauchy le ramene a un probleme tout a fait analogue, en
observant que l'expression (9) est équivalente aux égalités

“+o00
(10) A cosma p(m)dm = 1 (f(z) + f(~2)) = F(x),

“+o00
(11) /0 sinmax y(m)dm = %(f(m) — f(—x)) = Fa(x).

I1 obtient alors les solutions des équations (10) et (11)

+oo

(12) wmzil cosmp Fy (1) dy,
+oo

(13) wlm) = 2 [ sinmu Paio di,

en renvoyant, pour la démonstration, a la note VI du mémoire!2.
Comme précédemment pour Fourier, le mémoire de Cauchy, bien que
remportant le prix de I’Académie des sciences en 1815, n’est publié que
tardivement, en 1827, bien apres que le lauréat ait, a plus d’une occasion,
démontré et utilisé la formule intégrale. Historiquement, les causes de ce
retard ne sont pas simples a reconstituer!?. Quoi qu’il en soit, juste avant
I’échéance du concours, Poisson, qui en tant qu’académicien ne pouvait
pas concourir, annonce la rédaction d’'un mémoire sur le méme theme
(la propagation des ondes a la surface d’un liquide) ott il utilise et démontre

a son tour la formule intégrale.
Poisson

Son travail a paru assez rapidement dans les Mémoires de I’Académie
des sciences [Poisson 1816]; c’est la premiere publication de la formule

12 Le manuscrit de 1815 est composé de trois parties et de treize notes. La premiere
partie est consacrée au probléme dont nous venons de parler. Dans la deuxieéme, Cauchy
donne «les équations qui déterminent, a une époque quelconque du mouvement, l’état
de la masse fluide et celui de sa surfacey ; la troisiéme partie contient « les lois générales
qui résultent des formules données dans la seconde) [Cauchy 1815/1827, p. 7]. Au cours
des années suivantes, Cauchy a écrit sept notes supplémentaires qui, au moment de la
publication du mémoire en 1827, ont été ajoutées aux notes originelles.

13 Pour des détails sur les vicissitudes du manuscrit aprés 1815, nous renvoyons & la
biographie de Cauchy par B. Belhoste [1991, p. 87-90].
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intégrale dans le monde académique. Poisson utilise la formule intégrale
au cours d’'un processus démonstratif assez obscur et parfois difficile a
suivre. Au point de vue physique, il s’agit de décrire le mouvement d’un
fluide incompressible et homogene dont la densité ¢ est constante et la
profondeur h finie. Le fluide, dont la surface est supposée voisine de son
état de repos, n’est soumise ensuite qu’a la force de gravité.

Poisson, dans le cas d’une seule dimension horizontale, parvient au

systeme
82 2
T Te _
ox? = 022
90(33’070) - F($)7
0
o (,0,0) = f(a),
auquel s’ajoutent les conditions aux limites!4
3_90 — 82_<p =0 pour z=0
99: oz " P -
0
e _ 0 pour z = h.
0z

F(z) et f(x) sont des fonctions données et la fonction ¢(z, z, t) représente,
4 une constante pres, I'impulsion des points de coordonnées (z,z) a
Iinstant t.

Poisson fournit la solution de 1’équation aux dérivées partielles

p(,2,t) = [A(t) e + A'(t)e*D?] cos[a(t)z + d'(t)]

ot A, A’,a,a’ sont des fonctions de t.
En imposant les conditions aux limites et grace a la linéarité de I’équa-
tion, il détermine la solution suivante du probleme

(14) oz, z,t) = Z[e“(h_z) + e_“(h_z)] cos(ax + a’)
x (Bsinct + B’ cosct),

14 Méme si le probleme physique est non stationnaire, la présence d’une équation
aux dérivées partielles elliptique se justifie par 'hypothese implicite d’'un mouvement
irrotationnel (rotw = 0, ol w = (uz,uy) désigne le vecteur vitesse). La variable
temporelle fait par contre son apparition dans la premiere des conditions aux limites,
dite aujourd’hui « condition de Bernoulliy. Enfin, c’est & I’hypotheése de profondeur
finie (Cauchy la supposait infinie) que ’on doit la deuxiéme condition aux limites.
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ol a, a’, B et B’ sont maintenant des constantes, le symbole > indiquant
des sommes calculées par rapport a toutes les valeurs possibles de ces
constantes.

L’introduction des conditions initiales donne

(15) F(x) = ZB’(eah + =) cos(az + d'),
(16) flx)= Z Be(e™ + e cos(ax + d'),

ce qui correspond a un probleme d’inversion. Méme si apparemment les
conditions (15) et (16) ont peu a voir avec l'intégrale de Fourier, c’est
ici que Poisson introduit la formule intégrale dont il donne alors une
démonstration de convergence et énonce :

«Quelle que soit la fonction fx, continue ou discontinue, pourvu qu’elle
ne devienne infinie pour aucune valeur réelle de x, on aura, pour toutes
les valeurs réelles de cette variable,

(17) fx= % / fa.cos.(azx — acr).e”* dada

cette intégrale double étant prise depuis « = —1/0 jusqu’a o = +1/0, et
depuis a = 0 jusqu’d a = 1/0» [Poisson 1816, p. 85], (k étant une quantité
positive qu’il supposera infiniment petite ou nulle apres l'intégration).

Une fois la formule intégrale introduite, et sa convergence démontrée,
Poisson donne I'impression de vouloir 1'utiliser & tout prix, méme lorsque
cette utilisation peut paraitre forcée. Considérant les signes de sommation
dans les formules (15) et (16) comme des signes d’intégration double,
il fait en sorte que les deuxiemes membres de ces formules prennent la
forme (17). A cette fin, il pose

a = —ac,

F(a)e~*dada
(e + e—ah) ’
fla)e*dada
me(eoh + e—ah) '

B =

En remplagant les expressions de a’, B et B’ dans la solution (14), il
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obtient finalement

oz, z,t) =

1 [tee toogalh=2) 4 g=a(h=2) sin ct

Z d — d

=N fa) a/o P —— cos(ax — aq) - da
1 +o0 400 ja(h—2z) —a(h—=z)

+ — / F(a) da/ ° - re - cos(az — aa) cos ctda.
T J_ o 0 e + e~ ¢

Comparaisons

Les analogies entre les trois découvertes sont nombreuses. Elles se
situent d’abord au sein du méme contexte scientifique. Il s’agit, dans
chacun des cas, de décrire, puis de résoudre un probleme issu de la
physique. En outre, la description de 1’état du systeme physique conduit
dans les trois cas a des équations aux dérivées partielles du second ordre,
linéaires, & coefficients constants (I’équation «de la chaleur » pour Fourier
et celle dite «de Laplace» pour Cauchy et Poisson) dont la solution est
exprimée sous la forme d’une représentation intégrale. Au cours de la
résolution, la transformée « de Fourier» apparait lorsque sont posées les
conditions initiales, et que se présente un probleme d’inversion.

La maniere d’introduire et d’utiliser la formule intégrale est cepen-
dant différente chez les trois auteurs. Pour Fourier il s’agit d’étendre la
méthode du développement en série trigonométrique, utilisée pour obtenir
la solution du probleme physique dans le cas discret, en une méthode de
représentation intégrale dans le cas continu'®. Fourier est explicite a ce
propos; il est convaincu que chaque développement en série de Fourier

peut se transformer en une représentation sous la forme d’une intégrale :

15 Dans le cas du mouvement de la chaleur dans une armille, Fourier résout 1’équation

ou 0%u

Fri k Fa2 avee la condition aux limites u(xz) = u(z+27r), en exprimant la solution
T

sous la forme d’une série trigonométrique (cf. supra note 10).

Pour décrire le mouvement de la chaleur dans une barre infinie, il utilise la méme
équation, mais sans condition aux limites. Cela signifie que les coefficients h = i/r
(¢ entier) peuvent prendre toutes les valeurs réelles, c’est-a-dire appartiennent a un
ensemble continu. Du fait de cette propriété (et de la condition initiale u(z,0) = p(z)),
au lieu de la série, solution du cas « discrety», Fourier [1822, p. 401] obtient 'intégrale

double
+oo p+oo
1 ka2t
u(z,t) = —/ / p(a)e™ " " cos gz — o) dgda,
w
0 —o00

qui est solution du probléme « continu).
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«Lorsque, dans les séries convergentes que cette analyse fournit [il se
réfere au développement en série des solutions des problémes physiques
abordés précédemment|, on donne auz quantités qui désignent les dimen-
sions une valeur infinie, chacun des termes devient infiniment petit, et
la somme de la série n’est autre chose qu’une intégrale. On pourrait
passer directement de la méme maniére, et sans aucune considération
physique, des diverses séries trigonométriques que nous avons employées
auz intégrales définies» [Fourier 1811/1824, p. 496].

Comme on ’a déja remarqué, en 1811 Fourier ne s’est pas interrogé
sur la convergence de la formule intégrale. Si, dans la Théorie analytique
de la chaleur, i1 donne plus d’importance a ces questions, son attitude
reste pourtant plutot celle d’'un physicien. Les équations différentielles
considérées proviennent toutes de problemes physiques et, méme s’il
utilise en pratique une méthode standard pour chercher les solutions, il
ne s’intéresse pas a la généralisation de cette méthode en I’étendant a
des classes plus générales d’équations. La question de la généralité des
solutions trouvées, ou de 'unicité, ne semble pas avoir d’'importance pour
Fourier : la solution est unique parce qu’elle décrit un phénomene physique
qui est lui-méme unique.

A la différence de Fourier, Cauchy est trées attentif aux questions
proprement mathématiques qui concernent la formule intégrale. Chez lui,
la découverte de cette formule, méme si elle découle de la résolution d’un
probleme de mécanique, se produit d’'une maniere relativement autonome.
Il ne s’agit pas cette fois d’'une extension du cas discret au cas continu et sa
démonstration de convergence est sans rapport avec le probleme physique
originel. A la fin de cette démonstration, Cauchy [1815/1827, note VI]
cherche a établir quelles sont les conditions de régularité de la fonction
a intégrer dans la formule intégrale. En général, pour que la formule de
représentation soit vraie, il faut que la fonction F(«) dans I'expression (1)
ait une valeur finie pour toutes les valeurs positives de « et, implicitement,
il la considere comme infiniment petite pour a tendant vers I'infini. Dans le
cas ol la fonction F'(«) n’est pas infiniment petite, mais seulement bornée
pour « tendant vers I'infini, Cauchy suggere de la multiplier par e %, De
cette fagon, l'intégrale devient convergente et, pour k tendant vers zéro,
on retrouve bien la formule de représentation (1). De maniére analogue,
si la fonction F(«) ne reste pas bornée pour a tendant vers l'infini, on
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—ka—k[F()]”  Comme on le verra par la

peut la multiplier6 par le facteur e
suite, ce type de considération servira de fondement & ses trois premieres
démonstrations de convergence.

En ce qui concerne les équations aux dérivées partielles, la tendance de
Cauchy a rechercher la plus grande généralité est encore plus nette. Dans
son mémoire'” de 1823, il parvient a trouver une méthode de résolution
pour toutes les équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients
constants de n’importe quel ordre et, pour cela, il utilise d’une fagon
déterminante les propriétés de la formule intégrale.

Le contenu du mémoire de Poisson sur la théorie des ondes peut laisser
a penser que 'auteur, au cours de sa rédaction, a lu le mémoire de Cauchy
sur le méme sujet (voir, par exemple, [Poisson 1816, p.85-86]). Il s’agit
d’abord de la fagon générale et a priori dont il introduit la formule
intégrale. Chez Poisson, la découverte de cette formule ne semble étre
I’aboutissement ni d’une extension du discret au continu comme chez
Fourier, ni directement de la résolution du probleme d’inversion. Une
deuxieme raison concerne la démonstration de convergence de la formule
donnée par Poisson au cours du méme mémoire. Les conditions imposées,
comme la technique du facteur auxiliaire utilisée, sont les mémes que celles
de Cauchy!®. La différence entre les deux démonstrations réside en ce que

16 Meéme si cette derniere observation est intéressante, la suggestion qu’elle offre est
assez difficile & appliquer. En effet, une fois la fonction F'(a)) multipliée par le facteur
e*k"‘*k[F(o‘)]{z, il n’est pas simple de prévoir le comportement de ’intégrale lorsque k

tend vers zéro.

17 Voir Cauchy [1823a]. Il s’agit d’un mémoire tres structuré : Cauchy consacre
essentiellement la deuxieme partie a la résolution des équations aux dérivées partielles
linéaires & coefficients constants, aprés avoir donné dans la premiere tous les outils
mathématiques qui lui paraissent nécessaires pour cette résolution. Parmi ces outils,
il y a, avant tout, la formule intégrale de Fourier dont il donne & cette occasion une
nouvelle démonstration de convergence (la troisieme).

Dans la derniére partie du mémoire, Cauchy donne des résultats concernant la
valeur principale d’une intégrale et les intégrales singuliéres, qu’il a aussi exposés dans
[1814/1827, p. 388-394] et dans [1823b, lecons 24, 25 et 34]. Il utilise ces résultats
pour donner des formules qui permettent d’exprimer, par des intégrales, des sommes
de fonctions des racines d’une équation algébrique ou transcendante, et applique cela
aux équations aux dérivées partielles.

18 Les deux auteurs imposent que la fonction F sous le signe d’intégration dans
la formule (1) soit finie pour toutes les valeurs réelles (positives dans le cas de
Cauchy) de la variable et, comme on le verra par la suite, ils utilisent le méme facteur
auxiliaire e~*9 pour démontrer la convergence de I'intégrale double dans (1).



112 S. ANNARATONE

celle de Cauchy apparait plus précise!®.

Au-dela de ces considérations, il y a toutefois une circonstance matérielle
qui rend chronologiquement assez improbable une influence de Cauchy sur
Poisson. Ce dernier présente la formule intégrale a 1’ Académie des sciences
le 2 octobre 1815, lors de la lecture de la premiere partie de son manuscrit
sur la théorie des ondes (déposé en aoiit), alors que Cauchy avait envoyé
en juillet & I’Académie des sciences le manuscrit (anonyme) qui renferme
la formule intégrale. Méme si cet élément ne constitue pas une preuve
absolue, compte tenu de ’ensemble des données historiques disponibles,
nous faisons I’hypothése d’'une indépendance de la découverte de la for-
mule intégrale chez nos trois auteurs?°, dont les finalités apparaissent assez
différentes.

2. LESDEMONSTRATIONS DE CONVERGENCE DE LA
FORMULE INTEGRALE

Nous dirions aujourd’hui que l'intégrale située au second membre de la
formule (5) (et également de la formule (12)) est, & une constante pres, la
transformée cosinus de Fourier?! de la fonction ) (respectivement Fy), de
méme que la formule (1) peut étre considérée comme une représentation
intégrale de la fonction F' par sa transformée de Fourier. L’exactitude de
cette représentation est assurée par le théoreme d’inversion qui garan-
tit, dans I'hypothese ou la fonction F' et sa transformée appartiennent

19 Par exemple, comme nous ’avons déja remarqué, Cauchy prend en considération les
cas ou la fonction & intégrer n’est pas infiniment petite, ni méme bornée. On verra plus
tard qu’au cours de la démonstration la démarche de Cauchy est aussi plus rigoureuse.

20 Pour des détails supplémentaires, notamment sur des aspects biographiques con-
cernant Fourier, Cauchy et Poisson, et donc sur les circonstances qui pourraient avoir
porté a la connaissance de 'un d’eux les travaux des autres, voir Grattan-Guinness
[1970, p. 43-45], Grattan-Guinness et Ravetz [1972, p. 1-25, 421-490], Belhoste [1991]
et Costabel [1981]. Nous avons consacré le premier chapitre de notre thése de doctorat
[Annaratone 1994] & la question de 'indépendance de ces trois découvertes.

21 On appelle « transformée cosinus de la fonction f» une expression de la forme

—+oo
k (a) cos azdz
0

pourvu que l’intégrale soit convergente presque partout.
Dans le cas ou f est une fonction paire, la transformée cosinus coincide avec la
transformée de Fourier.
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a L'(R), que la transformée inverse?? de la transformée de Fourier est, &
une constante pres, la fonction F' elle-méme.

L’expression «transformée de Fourier) suggere évidemment 1'idée de
transformation : d’une équation aux dérivées partielles & une équation
ordinaire et surtout d’une fonction a une autre qui n’appartient pas
nécessairement a la méme classe??. Il s’agit d’une notion qui se forme et se
développe progressivement au cours du XIX® siecle, méme si ’expression
elle-méme semble assez tardive?!. Pour comprendre comment Fourier,
Cauchy et Poisson interprétaient les formules (1) et (2), par exemple,
le meilleur moyen est, a notre avis, d’analyser la maniere dont ils les ont
traitées dans les démonstrations de convergence.

Remarquons tout d’abord les différences quant aux nombres de démons-
trations de convergence données suivant les auteurs : Cauchy en fournit
quatre dont la premiere remonte a 1815; Poisson, lui, en donne trois
dont une est manifestement inspirée de celle de Camille Deflers?5, un
mathématicien aujourd’hui presque inconnu; Fourier, enfin, donne une
seule démonstration, en 1822 dans la Théorie analytique de la chaleur.
La question se pose de comprendre le pourquoi de telles variations.

Par ailleurs, si chaque auteur manie, dans ses démonstrations de
convergence, les différentes techniques d’une fagon assez personnelle, des
analogies apparaissent cependant entre les différentes démonstrations,
ce qui permet de les regrouper en trois classes, selon les méthodes
employées. La premiere, dans ’ordre chronologique est celle ol est utilisé
un facteur auxiliaire (voir, par exemple, [Cauchy 1823a]). La deuxiéme,

22 Etant donnée une fonction f, on appelle « transformée inverse de la fonction f) la
fonction

—+oo
flx) = (@)e' da

—o0

pourvu que l’intégrale soit convergente presque partout.

23 Si, par exemple, la fonction f appartient & L!(R), sa transformée existe toujours,
mais elle n’appartient pas nécessairement & L!(R).

24 Afin de déterminer le moment ol ce terme a été introduit, nous avons passé en revue
les plus importants textes sur ce sujet depuis le début du XX siecle. Nous avons trouvé
pour la premiere fois les expressions « transformée de Fouriery (Fourier transform et
Fourier transformation) dans le livre de Wiener [1933, p. x| ol cependant ’expression
« intégrale de Fourier) (Fourier integral) figure encore dans le titre.

25 Voir infra la note biographique sur Deflers.
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que nous avons appelée technique « d’évaluation du poids de l'intégrale »,
est notamment utilisée par Fourier [1822]. La troisieme enfin, fondée sur le
calcul des résidus, se trouve chez Cauchy [1827b]. Méme si en pratique les
distinctions ne sont pas toujours aussi strictes, cette division se fonde sur
trois points de vue différents qui, a leur tour, mettent en jeu des propriétés
différentes des intégrales impropres et généralisées.

Dans ce cadre, on peut poser la question de 'influence réciproque de
ces quatre mathématiciens dans le cas des démonstrations de convergence,
réparties sur une période de temps assez longue pour qu’il y ait eu
plusieurs occasions d’échanges.

Repéres chronologiques

Pour permettre au lecteur de suivre plus facilement, nous donnons un
bref schéma chronologique de toutes les démonstrations de la formule
intégrale que nous analysons ici. Les expressions entre crochets font
référence au type de technique utilisée (leur signification sera éclaircie
par la suite).

1815. — Premiére démonstration de Cauchy dans son mémoire sur la
propagation des ondes [Cauchy 1815/1827, note VI, p. 133-139] transmis
a ’Académie des sciences a 'occasion du Prix d’analyse mathématique,
publié par la suite en 1827. [Facteur auxiliaire du type F(k,q) = e %9

1816. — Premiere démonstration de Poisson dans son article sur la
propagation des ondes [Poisson 1816, p. 85 sq¢.], annoncé en 1815 & I’éché-
ance du concours remporté par Cauchy. [Facteur auxiliaire F(k, q) = e=%4.]

1818. — Seconde démonstration de Cauchy [1818, p. 228-232] dans un
article sur les fonctions réciproques?. [Facteur auxiliaire F'(k,q) = e %))

1819. — Démonstration par Camille Deflers [1819, p. 161-166] qui
anticipe, bien que de maniére souvent obscure, 'idée directrice utilisée
par Fourier dans sa Théorie et par Poisson dans une des démonstrations
de 1823. [Evaluation du poids de lintégrale.]

1822. — Unique démonstration de Fourier, dans la Théorie analytique
de la chaleur [1822, p. 494-502]. [Evaluation du poids de I'intégrale.]

1823. — Deux nouvelles démonstrations de Poisson dans la « Suite du

mémoire sur les intégrales définies et sur la sommation des séries» [1823,

26 Ce que Cauchy appelle fonctions réciproques de premiere ou de seconde espece
sont les fonctions qui interviennent dans la transformée cosinus ou sinus de Fourier,
respectivement.
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p. 452-456]. La premiere utilise un facteur auxiliaire différent de celui
utilisé par Cauchy ; autre est explicitement inspirée de la démonstration

2 7 . .
—ka” . ¢valuation du poids de

de Deflers. [Facteur auxiliaire F'(k,q) = e
l'intégrale.

1823. — Troisieme démonstration de Cauchy, de forme plus générale
[1823a, p. 276-280], dans un long article consacré a la résolution des
équations aux dérivées partielles linéaires & coefficients constants. [Facteur
auxiliaire F'(k,q) = ¥ (kq)/4(0).]

1827. — Derniere démonstration de Cauchy [1827b, p. 146-153] con-
tenue dans un mémoire « Sur la transformation des fonctions d’une seule
variable en intégrales doubles», dans un cadre théorique totalement nou-
veau. [Calcul des résidus.]

A Texception des premieres démonstrations de Cauchy, Poisson et de
celle de Fourier, nées dans un contexte d’étude d’un probleme physique,
les autres démonstrations apparaissent toutes dans des articles au contenu
strictement mathématique. Dans la suite, nous entrerons dans le détail de
ces méthodes en consacrant une section a chacune des trois techniques de
démonstration indiquées. Nous les présentons dans ’ordre chronologique
induit par la premiere démonstration utilisant la technique considérée.

3.LATECHNIQUE DU FACTEUR AUXILIAIRE

L’introduction d’un facteur auxiliaire dans la formule intégrale est
le moyen auquel Cauchy et Poisson ont recours le plus souvent dans
leurs démonstrations de convergence et c’est aussi, chronologiquement,
la premiere technique employée. Parmi les nombreuses démonstrations
dont on dispose, nous en exposerons deux : celles données par Cauchy,
respectivement en 1815 et 1823. Cette derniere est sans doute la plus
générale de toutes. Le facteur auxiliaire utilisé a cette occasion est tout a
fait abstrait et le point de vue de Cauchy, méme s’il ne s’agit que d’une
généralisation de la technique employée dans les démonstrations de 1815
et 1818 (voir les repeéres chronologiques dans la précédente section), est
assez moderne : la formule intégrale est considérée, d’'une certaine fagon,

comme un opérateur fonctionnel.

Cauchy 1815

La premiere démonstration, de 1815, par laquelle nous commencerons
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est la moins élaborée de toutes, mais en revanche I'utilisation du facteur
auxiliaire s’y manifeste de la fagon la plus claire. (Les autres démons-
trations, dont nous ne parlerons pas, sont assez semblables & celle-ci.)
Dans son mémoire sur la théorie de la propagation des ondes, Cauchy est
confronté a un probleme d’inversion : il s’agit de calculer la fonction ¢
a partir de I’équation (10), la fonction Fy étant connue??. Comme nous
lavons déja dit, Cauchy donne tout de suite la solution (12) renvoyant la
démonstration a la note VI du méme mémoire.

Pour que Pexpression (12) soit solution du probleme d’inversion (10),
il suffit de démontrer que 1’égalité?s

+oo ptoo T
(18) / / cosmpy cosmz Fy(p)dpdm = §F1(.73)
o Jo

est vraie. Dans ce but Cauchy introduit d’abord le facteur auxiliaire e =™

et montre (notation modernisée)

+oo +oo
lim du/ cosmpcosmz Fy(p)e™*dm = lim I,(z) = zFl(ac).
0 0 a—0 2

a—0

Cette égalité serait équivalente & (18), si on avait la possibilité de passer
a la limite sous le signe d’intégration

+oo +oo
(19) lim du/ cosmyp cosmx Fy(p)e™ ™ dm
0

a—0 0

400 p+o00
= / / lim [cos mp cosma Fy(p)e” "] dudm
0 0 a—0

ce qui, nous le savons, n’est pas vrai en général (condition d’uniformité).
Cependant, Cauchy, comme Poisson apres lui, juge ce passage évident et
il I'utilise chaque fois qu’il en a besoin.

Le choix du facteur auxiliaire semble d’ailleurs étre assez naturel :

Poisson utilisera le méme type de facteur e™*™ dans sa premiere démons-

27 La résolution de I’équation (11) est tout & fait analogue.

28 1égalité (18) est la formule intégrale relative & la fonction Fy(zx) qui, par définition,
est paire.
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tration, et le facteur F(a, m) = e=o™” dans la deuxieme?. A I'aide de la

relation trigonométrique
2 cosmpcosma = cos|[m(p + z)] + cos[m(p — )],

Cauchy peut utiliser les égalités bien connues3?
Feo e
/0 cosm(ptx)e " dm = ey gl
Ce faisant, il obtient
+00

1 a -
I, (z) = 2, dp F1(p) o2+ (n+ )2 + a2+(u—x)2]

Cauchy observe que le premier terme entre crochets est infiniment petit
quand « tend vers zéro, u étant positif, et que 'on peut donc 1’éliminer.
(C’est la premiere fois que Cauchy utilise implicitement le passage a la
limite (19).) Par contre, la valeur du deuxiéme terme & lintérieur des
crochets peut étre tres grande pour des valeurs de p peu différentes de x.
Il s’agit donc finalement de calculer 'intégrale

(07

“+o00
(20) Io(z) = %/0 duﬂ(MW'

Pour dégager la fonction F; du signe d’intégration, Cauchy fait la

29 Comme l'indique Laugwitz, & propos des résultats obtenus par Cauchy et Poisson
a ’aide des facteurs auxiliaires : «they give some support to an analogous conjecture
on divergent series in place of integralsy [1989, p.222]. Les séries auxquelles il se
réfere sont les séries de Fourier. Poisson [1820] et Cauchy [1827a] donneront en effet
des démonstrations de la convergence de ces séries par le biais de facteurs auxiliaires
analogues a ceux qu’ils utilisent pour la convergence de l'intégrale.

30 Voir [Euler 1768, p. 157-158]. Cauchy lui-méme consacre un paragraphe de son
« Mémoire sur les intégrales définies) de 1814 & une famille d’intégrales plus générales
dont celles-ci sont un cas particulier [Cauchy 1814/1827, p.353]. D’une maniere
analogue, dans sa deuxieme démonstration de convergence de 1823, Poisson utilise
les égalités

i (nt=)?

too 2 1 et
cosm(pxz)e ™ dm= -,/ —e 4o
0 2 «

qui avaient aussi été étudiées par Fuler.
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substitution g = x 4+ af, et obtient3!
+o0 d§
I, (x) = l/ Fi(z 4 af) —— -
s 1+¢
Considérant que lorsque « est tres petit, la fonction Fj(x + af) est tres

proche de Fj(x), il sort ce facteur du signe intégral, et on a finalement les
égalités suivantes

. 1. too 3
Mm@ =gl | el le
1 oo e T
= _F — = _F .
2 1(96)/_00 re 2@

Cauchy 1823

Pour comprendre 'essence de la méthode du facteur auxiliaire, on peut
s’en remettre aux propres termes de Cauchy. Il en décrit en effet les traits
généraux dans son mémoire consacré aux équations aux dérivées partielles
linéaires & coefficients constants [Cauchy 1823a]. A cette occasion, il
introduit la formule intégrale pour des fonctions de n variables32

21 f(z,y,2,...) = (%)n/.../f(a,ﬁ,’y,...)cosq(a;—a)

x cosp(y — B)cosr(z —7)---
x dgdpdr--- dadBdy---

31 Dans sa deuxiéme démonstration de convergence de 1818, Cauchy, plus rigoureuse-
ment, prend —x/a comme borne inférieure de l'intégrale et change la suite de la
démonstration en décomposant ’intégrale

“+oo
3
/_I/QFl(gH D ite

en la somme
—z /v 4z /o +oo
d. d. d
/ F1(m+a§)1 £2+/ F1(m+a§)1 £2+/ F1(m+a£)1 524
- +& Jove +& e +e

11 utilise alors le théoréme de la valeur moyenne (sous forme intégrale) pour chaque
terme de la somme.

z/a

32 Par rapport a la formule intégrale (1), Cauchy a doublé 'intervalle d’intégration de
la variable g et a divisé le tout par 2. Dans le cas unidimensionnel on pourrait ainsi

écrire
1 —+o0 —+oo
F(z)= — / / F(a)cosq(z — o) dadg.
2r J_ o) o



LA FORMULE INTEGRALE DE FOURIER 119

I'intégration étant effectuée de —oo a 400 par rapport a q,p,r,... et,
par rapport & «,f,7,... entre des limites comprenant z,y, z,... (par
exemple, —0o et +00).

Observant que les fonctions situées sous le signe intégral oscillent con-
stamment entre des valeurs positives et négatives quand ¢, p, 7, . .. varient,
il souligne que «ces intégrales multiples pourront devenir indéterminées
mais jamais infinies»33. Mais «pour faire cesser l'indétermination», il suf-
fit de multiplier la fonction par un «facteur auziliaire» de la forme

Y(kq, K p,k"r,...)
¥(0,0,0,...)

(22) =FkK K .. ..q,p,7,...),
ol k,k',k",... sont des quantités positives qui tendront vers zéro et )
une fonction «convenablement choisie» [Cauchy 1823a, p. 277].

Le facteur auxiliaire, introduisant un parametre dans la fonction
a intégrer, permet de considérer 'intégrale comme limite d’une suite
d’intégrales et, comme on ’a déja vu dans un cas particulier, la démons-
tration de la formule de représentation se réduit a la démonstration de
I’égalité (nous nous restreignons au cas unidimensionnel)

+oo +oo

;iir(l) dg fla)F(k,q)cosq(x — a)da = 27 f(x).

Finalement, le facteur auxiliaire sert (Cauchy l'indique ici explicitement)
a «régularisery la fonction a intégrer dans I’éventualité ou elle ne serait
pas intégrable au voisinage d’un point, ou a l'infini3*, c’est-a-dire qu’il
rend convergente une intégrale qui ne I’est pas en général.

Le probleme ainsi posé, on s’attendrait a ce que le choix du facteur aux-
iliaire F' dépende, sinon directement de la fonction f qui apparait sous le

33 Une intégrale est indéterminée, pour Cauchy, lorsque la fonction & intégrer est
indéterminée pour certaines valeurs entre les limites d’intégration (voir, par exem-
ple, [Cauchy 1814/1827, p.379-380]). Comprendre ce qu’il entend par fonction
indéterminée est par contre plus difficile. Il semble alors se préoccuper de savoir si
la fonction & intégrer admet une limite finie & I’infini.

34 A propos du concept d’intégrabilité chez Cauchy, voir, par exemple, Bottazzini
[1986, ch. 4] et Belhoste [1991, ch. 7]). Dans ses démonstrations de convergence, Cauchy
multiplie la fonction & intégrer par un facteur auxiliaire de fagon & obtenir une fonction
dont il connait la valeur de l’intégrale entre —oco et 4+o0o. Nous avons déja signalé,
dans la premiere section, les conditions que Cauchy impose a la fonction sous le signe
d’intégration.
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signe d’intégration, du moins de la classe des fonctions a laquelle f appar-
tient, et que F ait certaines caractéristiques de régularité correspondant &
ce qu’aujourd’hui nous appelons des noyaux de sommation. Cauchy, pour
sa part, est convaincu que pour chaque fonction f il est toujours possible
de trouver un facteur auxiliaire :

«Est-il possible, dans tous les cas, de choisir la fonction v de maniére
a faire cesser lindétermination ? Si cette question était résolue négati-
vement, il est clair qu’on devrait restreindre les applications des formules
[(21)] auz seuls cas pour lesquels la condition qu’on vient d’énoncer serait
satisfaite. Mais rien jusqu’a présent ne nous porte a croire que l'on se
trouve jamais dans limpossibilité de la rempliry [Cauchy 1823a, p. 277,
note 1].

Pour mieux nous convaincre de cette possibilité, Cauchy donne alors
une démonstration de la convergence ou il utilise effectivement un fac-
teur auxiliaire abstrait de la forme (22), c’est-a-dire qu’il démontre que

I’expression

e 1 (k) B
Xur) = [ ag [ HE cosgto — o) fla)da

tend vers 27 f(x) quand k tend vers zéro, x étant compris entre o et o

(o’ et o pouvant étre pris égaux & —oo et +0o respectivement).

Le début est analogue a la démonstration de 1815. Le but est toujours
de «libérer » la fonction f du signe intégral. A cette fin, Cauchy remplace
a par Pexpression z + kv et pose kg = (. L’intégrale Xy (f) devient alors

oo [T ()

Xk(f):/ ds cos v f(x + kv)dv.
—o0 (o —z)/k ¢(0)

Puis, en utilisant la décomposition de l'intégrale en une somme de

trois termes comme en 1818 (voir note 31), Cauchy obtient 1’égalité

« fonctionnelle »

) 1 +oo “+o00
(23) I?E%)Xk(f) =Af avec A= 20 /_OO dg . ¥(B) cos Brdv,

ou la constante A est a déterminer. Mais, note Cauchy, comme une telle
quantité ne dépend plus de f, on peut dans la relation (23) utiliser une

fonction convenablement choisie. Cauchy prend la fonction f(z) = e’
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Une fois cette fonction substituée dans chacun des membres de la rela-
tion (23), et en prenant les bornes o' = —o0, o' = +00, il obtient 1’égalité

+oo +oo
e Y(kq)
Aet =l | ) )

Faisant tendre alors k vers zéro, la relation précédente devient (en

cosq(x — @) e da.

permutant les signes de limite et d’intégration)

2 +oo +oo 2
Ae™® z/ dq/ cosq(z —a)e™™ da

400 400 5
:/ dq/ e~ cosqacosqrda.
— 00 — 00

En utilisant la formule connue

+OO 2 2
/ cos2Bv e dv = /me ?,

— 00

Cauchy obtient finalement A = 27.

4. L’EVALUATION DU POIDS DE L' INTEGRALE

Poisson, Deflers ou Fourier n’utilisent pas I’expression « évaluation du
poids de lintégrale» dans leurs travaux. Nous l'avons empruntée a la
théorie de la mesure pour interpréter le procédé sur lequel se fondent les
démonstrations de ce deuxieme groupe. Intuitivement, la méthode consiste
a considérer la valeur d’une certaine intégrale comme concentrée dans le
voisinage d’un point en négligeant les contributions infiniment petites.

Cette technique est employée par Poisson dans ses deux nouvelles3®
démonstrations de 1823 [Poisson 1823, p. 425-426]. Dans un cas il utilise,
a coté de la technique d’évaluation du poids de l'intégrale, le facteur
auxiliaire F'(k,q) = e—kda® déja évoqué, et dans l'autre cas, il s’inspire,
comme il affirme lui-méme, de la démonstration de Deflers. Ce dernier
peut étre considéré de plein droit comme I'inventeur, avec Fourier, de cette
technique de démonstration, alternative a celle du facteur auxiliaire.

Bien que Fourier et Deflers aient des points de vue assez différents,
géomeétrique et descriptif pour le premier, plus analytique pour le second,

35 Une autre démonstration étant identique & celle qu’il a donnée dans son mémoire
sur la propagation des ondes en 1816.
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I'idée directrice dont ils s’inspirent est identique. Il s’agit de démontrer
I’égalité suivante

—+o0
f(x) = lim —/ da/f ) cos g(x — o) dgq.
k—)oo ™
A cette fin tous deux effectuent I'intégration par rapport a g dans le
second membre et il ne leur reste plus qu’a évaluer la limite suivante

+oo
lim f(a)
k—o0

— 00

sink(z — a)
—— = doa.

T—

On est ainsi ramené, dans ce deuxieme groupe de démonstrations, & une

famille d’intégrales du type

+oo
fl@)Gg(z — a)da

dont il s’agit de calculer la limite lorsque k£ tend vers 'infini3¢. Le fait
toutefois que k devienne infiniment grand, et non infiniment petit comme
dans la méthode précédente, conduit a des considérations tout a fait

originales.

Fourier

Bien qu’elle soit postérieure a la démonstration de Deflers de 1819,
nous commencerons par la démonstration de Fourier pour illustrer la
méthode. La démarche de Fourier est en effet plus claire et justifie bien
I’expression « évaluation du poids de l'intégrale» que nous utilisons. La
propriété fondamentale sur laquelle elle se fonde est que, lorsque k& tend
vers 'infini, la limite de I'intégrale

(24) /bsink(x—a) da

r—«

36 On peut faire une comparaison avec la formule (20) et le calcul qui suit. Dans ce
cas, on avait
k

avec k tendant vers zéro.
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vaut 7 ou 0 selon que 'intervalle d’intégration contient x ou non. Fourier
parvient a ces conclusions en considérant d’abord l'intégrale3”

(25) /smpa: da

T

dont la valeur, entre 0 et +00, est connue (elle vaut %w) Il observe que,

lorsque p tend vers U'infini :
sin

«Les sinuosités de la courbe dont est l'ordonnée sont infiniment

. . . . 3 7 \ 7r
voisines. Leur base est une longueur infiniment petite égale a —. Cela

étant, si l’on compare ’aire positive qui repose sur un de ces intervalles —

p
a Uaire mégative qui repose sur l'intervalle suivant, et si l'on désigne
par X labscisse finie et assez grande qui répond au commencement du
premier arc, on voit que l’abscisse x, qui entre comme dénominateur dans

. sin , o ‘
l’expression de l'ordonnée, n’a aucune variation sensible dans le

2w
double intervalle — qui sert de base aux deux aires. Par conséquent

lintégrale est la méme que si x était une quantité constante. Il s’ensuit
que la somme des deuz aires qui se succédent est nulle » [Fourier 1822,
p. 496].

La situation est tout & fait différente si dans I'intégrale (25) on prend
une borne X infiniment petite. Dans ce cas, note Fourier, l'intervalle [0, X]
n’est méme pas suffisamment grand pour sous-tendre deux «sinuosités» et
donc l'intégrale (25) a une valeur différente de zéro. En bref, la valeur de
cette intégrale, lorsque p tend vers U'infini, «est entiérement formée de la
somme de ses premiers termes qui répondent o des valeurs extrémement
petites de x» [Fourier 1822, p. 497]. C’est-a-dire que

400 - W3

s sin px sin px

- :/ P dmz/ P dx
2 0 T 0o

avec w infiniment petit. Fourier étend ensuite & I'intégrale

+00 3 _
/ sinp(xz — ) da
0

r—«

37 A propos de la fonction .
sin px

x

ou p devient infiniment grand, Laugwitz parle de « first appearance of a delta functiony
[1989, p. 219].
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dans un voisinage de z, les considérations relatives a l'intégrale

+00
sin pxr
dz
0 :L.

dans un voisinage de zéro. Doublant l'intervalle d’intégration, il obtient

que l'intégrale impropre

+00 1 _
/ sinp(z — «) do,

oo T —a

pour p tendant vers U'infini, qui vaut 7, coincide avec I'intégrale définie

/JHBSinp(x —a) da

(26)
-8 r—«

ou (3 représente une quantité infiniment petite.
sinp(z — @)

Si on veut intégrer maintenant l'expression f(«) , la fonc-

tion f valant approximativement f(z) dans l'intervalle [x — 8, 4 (], peut
«sortir» du signe intégral, et on a donc la succession d’égalités suivante

+oo ; _ z+p ; _
im [ fa)SRE =) g Flay e =a) 4
p—oo J_ o T —a p=oo J, g r—a
. T Bsinp(z —
= f(a;)[ lim / % da}
pooo f, g T«
. tsinp(x — a)
:f(x){pllmo/ T da}

=f(z),
ce qui démontre la formule intégrale.
Deflers38

La propriété «fondamentale» précédente utilisée par Fourier n’est
jamais exprimée par Deflers d’une maniere claire et précise. Il est probable

38 Le nom de Deflers n’apparait pas dans les dictionnaires, y compris ceux qui sont
spécialisés dans le domaine scientifique. Dans un recueil de notices biographiques
consacré au département de Seine- et-Oise [Daniel 1832, p. 143], on apprend cependant
que Deflers se prénommait Camille et qu’il était né a Versailles en 1794. 11 fut éleve
de I’Ecole normale puis y devint maitre de conférences (c’est ce titre qui apparait en
téte de son article de 1819). Il fut aussi professeur au college royal de Bourbon (c’est
le titre que lui donne Poisson dans son article de 1823; rappelons que I'Ecole normale
a été fermée en 1822 pour plusieurs années). La consultation aux Archives Nationales,
A Paris, du dossier relatif & la comptabilité du college de Bourbon (cote AJ'6 99)
permet d’apporter quelques informations supplémentaires. Sur les listes trimestrielles
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qu’il arrive a ce résultat par analogie avec un autre cas qu’il avait traité
avec plus d’attention. Il s’agit de 'intégrale

B

sinkz

/ - dz.
o Sinz

Si k tend vers l'infini, affirme Deflers, une telle intégrale est «nulle pour

toutes les limites qui ne comprennent pas les valeurs 0,7, 2w, ..., —7, ...
qui seules rendent le multiplicateur de sin kz infini» [Deflers 1819, p. 163].
Si I'on applique ce raisonnement a 'intégrale

B .

sinkz

/ dz,
o 2

on parvient & la conclusion de Fourier selon laquelle pour k tendant vers

I'infini, cette intégrale devient nulle dans tous les intervalles [«, 8] qui ne
contiennent pas zéro.

Pour ce qui concerne la valeur de I'intégrale sur un voisinage de zéro,
au lieu d’observer, comme avait fait Fourier, que, pour k infini, elle est la
meéme que sur tout l'axe réel, il se propose de la calculer directement en
démontrant que

* sinkz

(27) lim dz =,

k— oo 2 z

avec 7’ et 2’/ compris entre 0 et 7. Pour parvenir & ce résultat, il écrit la

xr : xT : xT :
sin kx sin kx . T —sinz
dx = - dx — sinky ——— dz
_ T _ . sinx - rsinx

x’ T

relation

des traitements versés pour les années 1821 & 1824, Deflers apparait comme professeur
agrégé de mathématiques. En octobre 1824 cependant, c’est le proviseur du college qui
signe le registre, «pour M. Deflers décédéy». Mort prématurément en 1824, Deflers ne
semblait pas isolé du milieu mathématique francais de I’époque. L’introduction de son
mémoire de 1819 témoigne de sa connaissance des travaux effectués récemment sur
le sujet traité, et méme du mémoire que Poisson a publié seulement ’année suivante
dans le Journal de I’Ecole polytechnique. Cela laisse supposer ’existence de contacts
directs entre les deux hommes. Signalons par ailleurs que Deflers apparaissait, comme
«rédacteur principal) de la partie mathématique, dans la liste des collaborateurs
figurant dans les tomes 1 et 2 (1824) du Bulletin universel des sciences et de l’industrie,
(section I), publié par le baron de Férussac.



126 S. ANNARATONE

et observe que l'intégrale

”

. .

. T —sinx
sin ke ——— dx
o rsinx

est nulle pour k tendant vers I'infini3?. 11 lui suffit alors de démontrer que

.
¥ sinkz
dz = .

(28) lim -
k—oo J_,/ sInz

La démonstration, certes longue et laborieuse, est intéressante. C’est
la seule qui utilise le développement de la fonction en série de Fourier,
en l'intégrant terme a terme. Ce faisant, Deflers essaie de fonder sur une
base rigoureuse le lien (en général seulement pergu intuitivement) entre
les séries et 'intégrale de Fourier. L’«erreur» que fait alors Deflers est
bien sur typique de son époque : il permute les signes d’intégration et de
sommation4?.

Il considere pour j € N les relations trigonométriques

sin(2) + 1 4
ST DT 5§ o2k 41,

sin x —
(29) o
sin 2jx
— =2 s(2k — 1
sinx I; cos( )

puis en intégrant chacun des membres dans I'intervalle [—2’, 2"], il obtient

*"sin(2j + 1)z 7. sin 2kz" y 7. sin 2k’ ,
SIS T gy = 9§ MRS P P

/_T sinz v ; L Z TR
(30) B

”

¥ sin 2jx J sin(2k — sin(2k — 1)z’
AT Qe =2 SN T )
/_T sne & > 2k—1 Z % —1

k=1 k=

39 11 avait en effet démontré [Ibid., p. 161-162] que les intégrales du type

/f(:):) sin kx dz

tendent vers 0 lorsque k tend vers linfini, si f(z) satisfait & certaines conditions de
régularité entre les bornes d’intégration.

40 On trouve la méme erreur dans un mémoire de Lagrange (1759, p. 89] ou il exprime
la solution du probleme de la corde vibrante sous la forme d’une intégrale renfermant
une série de Fourier. C’est aussi I’erreur commise par Cauchy et Poisson dans leurs
démonstrations de la convergence des séries de Fourier.
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En faisant tendre j vers I'infini, les sommes finies se transforment en

séries infinies et les relations (30) en les égalités

*"sin(2j + 1)z

lim - dz
J—00 J_ 4 ST
>, sin 2kz” >\ sin 2ka’
:2 " 2 /
kil Ton +z + kil ok +z,
(31) , - '_
" in 24
‘lim/ de
J—oo J_ 0 SINT
> sin(2k — sin(2k — 1)z’
=2 _— 2

Deflers utilise alors les développements en série de Fourier 4!

>, sin 2kzx
Cr =2y T
. ; 2%

0ol

3
Il
I\
(]
<
B,
©
™
I
—_
8

2
valables pour x non nul compris entre —7 et w, pour conclure que les

seconds membres des égalités (31) valent chacun 7 et qu’ainsi 1’égalité (28)

est vraie.

41 En évaluant I'intégrale indéfinie de chacun des membres des égalités (29) et en faisant
tendre j vers infini, Deflers [Ibid., p. 163] obtient

—+oco
. sin(2j 4+ 1)z sin 2kx
1 SMH T T qp =2 § ,
]Ln;o / sinz * 2k twte

sin 2j$ sin(2k — 1)z ,
lim c.
j—»oo/ sinx Z 2k —1 +

Il a remarqué précédemment que, si z est compris entre 0 et 7, les premiers membres
sont nuls. En faisant z = %71'7 il obtient c = ¢/ = — %71' (en utilisant le fait que la somme
de la série alternée des inverses des entiers impairs vaut iﬂ') et, par conséquent, les
développements en série de Fourier qui suivent.

Le deuxieme de ces développements se trouve dans le premier mémoire de Fourier
[1807/1972, p. 165]. Quant au premier, il peut s’obtenir en faisant ¢ = 7 — 2z dans

oo
Z (—1)k+1 S sin kt

k=1

lequel figure dans Fourier [1807/1972, p. 163] ainsi d’ailleurs que dans Euler [1760,
p. 584].
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Une fois la propriété (27) démontrée, il pose @ = x + u dans l'intégrale

z+p sink(x —
/ fa) sink(@ — o) da, qui se transforme en U'intégrale
z—f r—«
+8
(32) flz+u)
B

sin ku

du.

Deflers développe alors la fonction f(x + u) en série de puissances de u
f(z+u) = f(z) + Au® 4+ Bu® + -
et, substituant ce développement dans I'intégrale (32), il obtient la somme
Bgin k Bgin k
f(a:)/ . udu+A/ . uuo‘du+~-~
-8B u -8 u

Chaque terme de cette somme étant nul4?, sauf le premier qui, comme

infinie

on 'a vu précédemment, est égal a wf(x), il obtient ainsi la formule
intégrale (1). Considérant de maniere analytique ce qui, pour Fourier,
était surtout une intuition d’ordre géométrique, le procédé de Deflers,
meéme s’il est assez laborieux, a le mérite de 'originalité.

Remarquons que si la technique du facteur auxiliaire sera reprise
par Cauchy et Poisson pour démontrer la convergence de la série de
Fourier, ce sera une méthode analogue a celle de I’évaluation du poids de
Iintégrale qui sera choisie par Dirichlet en 1829 et développée de maniere
particulierement rigoureuse dans sa démonstration de la convergence des
séries de Fourier43.

5.LE CALCUL DESRESIDUS

La derniére technique que ’on va considérer se fonde sur la théorie des
résidus; elle est utilisée dans une seule démonstration, celle de Cauchy
de 1827. Le coeur de la démonstration est constitué par le théoreme suivant
[Cauchy 1827b, p. 146].

Cauchy considere des fonctions ¢, y de deux variables réelles, f une

42 Voir supra la note 39.

43 Voir [Dirichlet 1829]. Si Dirichlet n’y considere pas la formule intégrale, il est clair
que l'on peut étendre sans probléme & ce cas sa démonstration de la convergence des
séries de Fourier. Ce faisant, on voit que le procédé de Dirichlet est, en gros, le méme
que celui de Deflers et de Fourier.
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fonction d’une variable complexe et pose
F(p,r) = ¢(p,r) +ix(p, 7).
En supposant implicitement que la fonction f o F' a uniquement des poles

Z1,...,2 simples dans le rectangle Q = {(p,r) € [po, P] X [ro, R]}, il
affirme que la formule suivante est vraie

(33) Af{(@—jfoF)<p,R>—(Z—jfoF)@,m)}dp
« [1Grrer)en = (5ser)omn]ar
= :|:27rizk:Res,;(f)

i=1

ot Res;(f) désigne le résidu de la fonction f au point w; = F(z;) et ou le
signe + du second membre dépend du signe de la quantité

¢ 8X( ) dp 3x( )

Z X ) — 2 X (pr

dp Or P Or Op P
évaluée successivement aux poles** z1,..., 2x.

Dans cette derniere démonstration de la formule intégrale, Cauchy
utilise en fait la relation (33) dans ’hypothese ou f «ne devient pas infinie»
entre les limites d’intégration et donc o la quantité Y Res;(f) est nulle.
Il est clair que dans ce cas le calcul des résidus est loin d’étre indispensable
pour montrer la formule (33) : elle s’obtient en effet par une simple
opération de double intégration, comme Cauchy I’a lui-méme montré dans
la 34° legon du Résumé*® de son cours de I'Ecole polytechnique.

44 GSi on suppose que F est une fonction holomorphe, on peut reconnaitre dans ce qu’on
vient d’énoncer le théoréme dit aujourd’hui « des résidusy concernant la fonction f dans
Pouvert F(Q). En effet, le premier membre de la formule (33) n’est rien d’autre que
I'expression explicite de

f(w)dw:/f(F(z))F’(z)dzA
F(Q) Q

oF OF
45 Remarquons d’abord que, en posant H = B_f oF et K = B_f o F, égalité
D r

OH oK ¢ .
— = —— est vraie.
or dp

Dans la 33° lecon du Résumé, Cauchy a montré que ’on peut échanger I’ordre
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Le lien entre le théoreme énoncé au début et la formule intégrale n’est
d’ailleurs pas immédiat. La formule

+oo +oo
(34) o) = / ar / cos (@ — 1) ${js) dps

que Cauchy va démontrer*® n’est que le dernier maillon d’une chaine
d’égalités dont la premiere est la formule (33) et les suivantes sont chacune
un cas particulier de la précédente.

En posant dans (33), ¢(p,r) = ar, x(p,7) = pr, [po, P] = [e, ],
[ro, R] = [0,1/¢], oll € est une quantité infiniment petite, il obtient4?

1/e
(35) /0 {(a+ib)f[(a+ib)r] — (a+ic)f[(atic)r] b

b .
) a+ipy\ d
i / Ry e,
. € €
11 évalue ensuite I'intégrale située au deuxieme membre de la formule (35),
en attribuant a la fonction f l’expression

(36) ft) = / ze*“““)qb(u) du

0

puis I'expression?®

X
(37) f(t) = / e~ g (11) dp

d’intégration chaque fois que la fonction & intégrer est continue par rapport a chacune
des variables entre les limites d’intégration [Cauchy 1823b, p.197]. Gréace & cette
propriété on trouve la formule (33) (dans le cas ou ZResi(f) = 0) en intégrant le
OH oK
premier membre de ol d’abord par rapport & r dans l'intervalle [ro, R], puis
T P
par rapport & p dans I'intervalle [pog, P], et le second membre dans l'ordre inverse.
46 Cauchy suppose que la fonction ¢(x) est nulle pour = négatif. C’est pour cette raison

que les extrémités de la seconde intégrale sont 0 et 400, au lieu de —oo et +o0o.

47 La formule (35) équivaut & 1’égalité suivante

/f(z)dz =0
T

ol T est le triangle dont les sommets sont les points de coordonnées O(0,0), A(a/e,b/e)
et B(a/e,c/e).

48 Le texte de Cauchy comporte zp comme borne inférieure de lintégrale dans ce
deuxiéme cas; il ressort de la suite de la démonstration qu’il faut en fait prendre z.
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sous 'hypothese que ¢(u) ne devient pas infinie entre les limites u = xg,
@ = X. Il obtient finalement, dans le cas ou xg < = < X, et en faisant
tendre ¢ vers zéro

_ - —(a+ib)r|z—p|
(38)  o(z) = 72(B+Z_A)/O dr/zo [(a + ib)e(*F 4 »
— (a+ic)e” rHIrlE 1 g () dpy

ou

b c 1 a? + b?
A=aretan 2 —arctan £ B = D1og (S0,
arc ana arc ana 2 og a2—|—c2

En posant, dans (38), a = 0, b = 1 et ¢ = —1, Cauchy parvient a la
formule intégrale

o) = = | Tar / jcosr(x — 1) () dp.

Ceci est encore vrai pour zg = 0 et X = +o00, et 'on a la formule (34).

On peut s’interroger sur les motivations qui ont conduit Cauchy a
donner cette derniere démonstration. Rappelons qu’a cette époque, il
avait non seulement déja publié trois autres démonstrations de la formule
intégrale, mais qu’il lavait utilisée avec succes dans différents champs
de l'analyse, en tout premier lieu, pour la résolution des équations aux
dérivées partielles linéaires a coefficients constants. Pourquoi donc publier
une nouvelle démonstration ?

Remarquons que cela ne constitue pas un fait isolé. Dans son « Mémoire
sur le développement des fonctions en séries périodiques », lu & I’Académie
des sciences en 1826, et se rapportant a la convergence des séries de
Fourier, Cauchy énonce également un cas particulier du résultat exprimé
par la formule (33). Dans la démonstration de la convergence, il I'utilise
aussi dans le cas ol les résidus sont nuls [Cauchy 1827a, p. 14]. Evidem-
ment, 'importance qu’il attribue & la formule (33) va bien au-dela des
applications a la convergence de l'intégrale et de la série de Fourier. Cela
est sans doute lié a I'importance croissante que prend dans les travaux de
Cauchy la théorie des fonctions de variable complexe, et notamment la
théorie des résidus, a partir de 1825.

En janvier et février de cette année-la, Cauchy présente a I’Académie
des sciences trois mémoires sur ce sujet. L'un d’eux, consacré précisément

a la théorie des résidus, contient une vue programmatique sur I’avenir de
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ce nouveau domaine. Cauchy déclare explicitement qu’il veut constituer
un nouveau calcul qui ait la portée et 1’étendue d’application du cal-
cul infinitésimal. Pour lui, les applications possibles de cette nouvelle
découverte peuvent intéresser toutes les branches des mathématiques :
de la décomposition des fractions rationnelles a la détermination des
intégrales définies, de la sommation des séries périodiques a l'intégration
des équations différentielles et a la résolution des équations algébriques
et transcendantes [Cauchy 1826, p.24]. Il retrouve ainsi beaucoup de
résultats qu’il avait déja obtenus a diverses occasions*.

CONCLUSION

La comparaison de leur attitude par rapport a la démonstration de
la formule intégrale illustre la différence de style entre Cauchy, Pois-
son et Fourier. I.’abondance du nombre de démonstrations proposées par
Cauchy, leur longueur, sa recherche d’une généralité croissante, son souci
de rigueur, soulignent son intérét pour les questions de pure analyse. Au
contraire, pour Fourier, dont la seule démonstration est donnée plus de
dix ans apres la découverte de la formule intégrale, I’essentiel semble étre
de parvenir a la résolution du probleme physique considéré. Chaque tenta-
tive effectuée dans cette direction conduit & élaborer des techniques ana-
lytiques ad hoc dont Defficacité pour le probleme en question en garantit
a ses yeux la validité. S’attachant a publier plusieurs démonstrations de
la formule intégrale (dont I'une inspirée par Deflers), mais les présentant
de maniere breve, la démarche de Poisson nous semble intermédiaire entre
les deux précédentes.

La nature des démonstrations de la formule de Fourier, les innovations
analytiques qui y apparaissent, sont symptomatiques de 1’évolution de
I’analyse dans les années 1810 et 1820, avec notamment la genese d’une
théorie de l'intégration au sens moderne du terme. L’utilisation d’un
facteur auxiliaire pour rendre convergente une intégrale qui ne 1’était pas,

49 L’un des aspects les plus intéressants de ce mémoire est I’analogie signalée par
Cauchy entre ce qu’il appelle les coefficients différentiels de la fonction et ses résidus.
Pour le reste, il se limite & décrire quelques techniques de calcul des résidus de fonctions
a l'infini ou aux extrémités de 'intervalle d’intégration. Pour de plus amples détails
sur ce mémoire et sur les motivations qui ont amené Cauchy & le rédiger, voir [Belhoste
1991, p. 122-123].
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est a l'origine de ce qu’on appelle aujourd’hui les fonctions « test ». Avec la
méthode d’évaluation du poids de l'intégrale, c’est le concept d’intégrale
généralisée qui est en jeu®?. On a vu aussi le lien qui s’établit, chez Cauchy,
avec la théorie naissante des fonctions de variable complexe et notamment
le calcul des résidus.

Il ne faut pas, cependant, sous-estimer la distance entre la théorie
«de Fouriery» a I'époque que nous avons considérée ici et ce qu’elle est
devenue ensuite. Nous avons pu ainsi constater que les démonstrations
de la formule intégrale comportaient des lacunes importantes au plan
de la rigueur, méme chez Cauchy qui est celui qui s’en est le plus
préoccupé. En outre, le statut de I'intégrale de Fourier doit étre situé dans
les limites qui étaient alors celles de l’analyse. Une propriété essentielle
de la formule intégrale qui apparait est qu’elle permet de représenter
une fonction a l’aide d’une expression ou les variables ne figurent que
dans des fonctions élémentaires (trigonométriques ou exponentielles).
De la résultent des relations algébriques simples entre la transformée
de Fourier d’une fonction et celles de ses dérivées, sur lesquelles se
fonde lefficacité de ’application de la formule intégrale a 1’étude des
diverses équations différentielles. Mais, malgré la modernité de travaux
comme ceux de Cauchy [1818] sur la réciprocité des fonctions dites
de premiere ou de seconde espece, la transformée de Fourier n’est pas
vraiment utilisée & 1’époque comme un opérateur entre fonctions. Le
role central joué par la formule intégrale, a la fois dans la théorie et
dans les applications, correspond, nous semble-t-il, au fait que c’est
encore la notion de représentation, plutot que celle de transformation,

qui domine alors.
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