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Résumé 

Nous présentons ici une description explicite basée sur des démonstrations détaillées d'une 

construction d'invariants topologiques à l'aide d'algèbres quasi-Hopf de Drinfeld. La méthode 

de Reshetikhin et Turaev s'étend à ces algèbres qui semblent jouer un rôle notable dans les 

théories conformes bidimensionnelles. Tout en se suffisant à lui-même, ce texte approfondit 

la présentation publiée précédemment (en anglais dans Communications in Mathematical 

Physics) de cette extension nouvelle qui contenait en outre un exposé de motivations et une 

application reliée aux invariants de Dijkgraaf et Witten pour les variétés tridimensionnelles. 
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1 Introduction 

De nombreux auteurs s'intéressent aux relations entre les théories conformes bidimension-

nelles, les théories topologiques tridimensionnelles, et les groupes quantiques. Sans être 

exhaustifs, citons [1]-[17]. 

Un aspect remarquable de ces relations est que les trois types d'objets ci-dessus four­

nissent des invariants topologiques d'entrelacs et de variétés tridimensionnelles. Par exemple 

les invariants associés à l'entrelac de Hopf sont les éléments de la matrice modulaire S [2, 3], 

et un raisonnement sur l'entrelac à trois cercles donne la formule de Verlinde. 

La construction d'invariants d'entrelacs à partir d'une catégorie de représentations d'un 

groupe quantique a été réalisée dans les travaux [7, 18, 19, 20] où les algèbres de Hopf 

enrubannées (ou "de rubans" ) sont définies. 

Néammoins il arrive que le seul coproduit Δ connu pour une algèbre A n'est pas coasso-

ciatif, mais quasi-coassociatif: 

;id< Δ Δ ί α ) ) Φ ' Δ ® ' Δ ( α Φ -ι (1.1) 

ουφξ.Α<%>Α(%)Αβί satisfait les identités pentagonales et hexagonales naturelles (faisant 

intervenir également une matrice i?, comme on va le voir plus loin). Une telle structure, 

connue désormais sous le nom d'algèbre quasi-Hopf, a été définie par Drinfeld [21]. Signalons 
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que Futilité de ces algèbres dans les théories topologiques des champs a été mise en lumière 

dans l'article de Dijkgraaf, Pasquier et Roche [22, 23], où est construit un exemple intéressant, 

Όω{ο) qui est une déformation discrète du double d'un groupe fini G quelconque à l'aide d'un 

3-cocycle non trivial ω. Cette algèbre reproduit les règles de fusion de la théorie topologique 

de Dijkgraaf-Witten [24, 25]. Mack et Schomerus [26] ont proposé d'utiliser les algèbres 

quasi-Hopf pour décrire les champs primaires et les règles de fusion des théories des champs 

rationnelles, par exemple du modèle d'Ising. Pour cela ils ont même semble-t-il dû procéder 

à une généralisation supplémentaire en définissant des "algèbres quasi-Hopf au sens faible". 

Nous présentons ici une généralisation des constructions de Reshetikhin et Turaev [7, 20] 

au cas des algèbres quasi-Hopf et essayons de donner de façon aussi détaillée et pédagogique 

qu'il nous a été possible une démonstration de l'invariance isotopique qui puisse intéresser à 

la fois le mathématicien épris de rigueur et le physicien souhaitant faire des calculs explicites. 

Aussi notre motivation n'est pas de vérifier le nombre minimal de relations d'isotopie pour 

établir l'existence des invariants, mais de détailler comment la "machinerie catégorique" 

est à l'oeuvre, en présentant un enchaînement déductif d'un bon nombre de ces relations 

qui permettent de calculer( et en pratique de simplifier au maximum, voire d'obtenir des 

expressions nouvelles comme celles de R~l) l'invariant associé à n'importe quel graphe. 

Plusieurs auteurs ont étudié des aspects connexes (cf par ex [27]). Les experts pourraient 

certainement formuler des axiomes d' "algèbres quasi-Hopf modulaires" selon la ligne de [7, 

20]. Nous ne l'avons pas fait car dans l'exemple particulier que nous avons étudié [16,17] nous 

avons pu formuler l'invariant d'une variété tridimensionnelle à partir de la représentation 

régulière. 

2 Définitions 

Soit A une algèbre associative sur C, avec unité 1. A est une quasi-bigèbre ssi il existe 

des homomorphismes d'algèbres Δ : A —> A (g) A, ε : A —> C et un élément inversible 

φ G A ® A ® A, tel que: 

rid Δ)(Δ(α ώ Δ g) id [Α(α))φ -ι pour tout α G A (2.1) 

(id id <g> Δ » ( Δ ( ϊά®ΐά){φ) (Ι® Φ) ( i d ® Δ 3>id)(£ [Φ® I) (2.2) 

(ε ® id) ο Δ = id : : ( i d ® ε) ο Δ (2.3) 

( id® ε = 1 (2.4) 

Δ est appelé le coproduit, et ε la counité. 

3 



Rappelons brièvement quelques conséquences de ces définitions sur la théorie des repre­

sentations de A. Nous ne considérerons que des représentations (π, V) de dimension finie de 

A, interpréterons l'espace vectoriel V comme un A-module et écrirons indifféremment a · ν 

pour π(α)υ, a G A, υ ou \v > un vecteur de V, θ ou < 0| pour une forme linéaire. Etant 

données deux telles représentations (πι, Vi) et (π 2 , V 2 ) , on peut construire les représentations 

(7Γ12, Vi <g)C V 2 ) et (π 2 1 , y 2 ® c Vi): 

fl"i2 = (πι ® π 2 ) ο Δ , π2ι = (π 2 ® πχ) ο Δ (2.5) 

Ayant trois représentations (π,·, Vi), ζ = 1,2,3 on peut introduire 

,Vk ,V 2 ,Vj (πι ® π 2 ® π3)(<£). (2.6) 

(2.1) signifie que φν^ν*>ν* : (Vi ® V 2 ) ® V3 -> Vi ® (V 2 ® V3) est un entrelaceur, i.e. les 

représentations portées par les modules (Vi ® V2) (g) V 3 et Vi ® (V 2 <8> V3) sont équivalentes. 

Pour quatre représentations l'identité (2.2) signifie que le diagramme 

{{V1®V2)®V3)®VA -> (V1®V2)®(V3®V4) - ΐ 4 ® ( ν 2 ® ( ^ 3 ® 1 / 4 ) ) 

( V i ® ( V 2 ® V 3 ) ) ® V 4 V i ® ( ( V 2 ® V 3 ) ® V 4 ) 

est commutatif pour les flèches φνι®ν2'ν*'ν*, φνι^ι<ν3&ν* ^ e ^ c D ' o u \ e n o m d' identité pentag-

onale de Mac Lane pour (2.2) [28], [29]. 

La counité e, fournit une représentation de A de dimension 1 sur C appelée représentation 

triviale. (2.3) signifie que V ® C = V = C ®V pour tout A-module V. 

(2.2) et (2.4) impliquent [21] 

(ε ® id ® \ά)(φ) = (id ® id ® ε)(φ) = 1, (2.7) 

ce qui permet de ne pas se soucier des facteurs triviaux dans les produits tensoriels. 

Une quasi-bigèbre A est une algèbre quasi-Hopf si il existe un anti-automorphisme S de 

A, i.e. S(ab) = S(b)S(a), et deux éléments α,/? G A tels que: 

Σ 
l 

S(a\l))aa?] = ε(α)α Τ.αΫ (2.8) 

pour tout a e A avec £ { α,·1* ® α,·2^ = Δ ( α ) , et 

^ Χ ^ 5 ( Κ ) α ^ , · = 1, avec TXi ®Υ{ ® Ζ, = φ, (2.9) 
t 

Σ S{P3)aQjßS{Rj) = 1, avec £ Ρ, ® ® = (2.10) 
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Notons deux conséquences des définitions de 5, α, β: 

ε(α)ε(β) = 1, ε ο S = ε. (2.11) 

5, appelé l'antipode, permet de définir la représentation (ît*, V*) duale de (π, V ) , où V* est 

l'espace dual, en termes de la transposition de morphismes: 

ττ*(α) = ( π ο 5 ( α ) ) ' (2.12) 

Dans le contexte des algebres de Hopf, on connaît la relation : 

Δ ( α ) = ( 5 ® 5 ) ( Δ Ό 5 - 1 ( ο ) ) , ο υ 

Δ ' = Ρ ο Δ , P:a®bi->b®a (2.13) 

Sa généralisation, due à Drinfeld se révèle utile. Soient 

Σ AJ ® Bj ® Cj ® £>? = (</> ® 1 ) (Δ ® id <g> id)((^" 1 ) , 
3 

(2.14) 

7 = £ S(Bj)aCj ® S{Aj)aDj, 
3 

(2.15) 

2 # i ® U ® Mi ® Ν{ = ( Δ ® id ® id)(<£)(^ _ 1 ® 1), (2.16) 

8 = yiKißS(Ni)( (2.17) 
t 

Alors pour tout α G A, 

fA(a)f~l = (S ® S)(A' ο S~l(a)) (2.18) 

OÙ 

/ = J2(S ® 5 ) ( Δ ' ( Ρ , ) ) · 7 · &(QißS(Ri)). 
ι 

(2.19) 

De plus, 

7 = / Δ ( α ) , δ = Δ{β)Γι. (2.20) 

En fait, Drinfeld a montré que / définit une torsion de A, pour laquelle le coproduit modifié 

est le membre de droite de (2.18). 

Une algèbre quasi-Hopf est dite quasi-triangulaire, ssi il existe un élément inversible 

R € A ® A, satisfaisant: 

Δ ' (α ) = RA(a)R~1 (2.21) 

( Δ ® id){R) = φ312 Rl3 Φΐ32 # 2 3 Φ, (2.22) 
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(id <g> A)(R) = 0 2 3 \ R13 Φ213 R12 Φ (2.23) -ι 

où nous avons utilisé la notation: i? t J est l'image de R dans le produit tensoriel (sur C) 

A ® · · · ® A, non triviale sur les i-eme et j -eme composantes. 

Si s denote une permutation de { 1 , 2 , 3 } et φ = Σία] ®
 al ® a ? posons 5̂(1)5(2)5(3) = 

Σ.·αΓ 1 ( 1 ) ®«Γ 1 ( 2 , ®«Γ 1 ( 3 ) · 
Ces relations impliquent l'équation de quasi-Yang-Baxter: 

^ 1 2 ^ 3 1 2 ^ 1 3 ^ 3 ^ 2 3 ^ = ^ 3 2 1 ^ 2 3 ^ 3 1 ^ 1 3 ^ 1 3 ^ 1 2 . (2.24) 

(2.22) et (2.23) sont représentés par des diagrammes commutatifs hexagonaux [21]. 

Il est aisé d'établir la propriété suivante de R: 

(e®ià)R= {\d®e)R = 1. (2.25) 

La conséquence la plus importante de (2.21) pour la théorie des représentations est 

l'équivalence de ( 7 r 1 2 , Vi ® V2) et de (π 2ι, V2 ® Vi) : 

π 2 ι(α) = Ä 1 2 οττ 1 2 (α) o f i j (2.26) 

où jRX 2 : Vi (g) V2 —• V2 ® Vi est donnée par Εχ2 — Pn(^i ® π 2 ) /? et Ρ Χ 2 est l'opérateur qui 

permute les espaces Vi et V 2. 

3 Le carre de l'antipode 

Soit A une algèbre quasi-Hopf munie d'une "matrice universelle" R au sens ci-dessus et 

vérifiant (2.21). 

Généralisant un théorème de Drinfeld sur les algèbres de Hopf montrons que pour tout 

a e A, 

S2(a) = xtau 1 , (3.1) 

avec u donné par: 

u = Σ SiQrfSiRj)) S(bp)aapP3, 
hV 

(3-2) 

en termes de 

Υ α ρ (g) bp, Φ-1 Σ Pj ® Qj ® ßj. 
P 

(3.3) 

Commençons par établir: 

S2(a)u — ua. (3-4) 
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Posons ( Δ ® id)A(a) = fk ® gk ® h>k ; en utilisant (2.3) et (2.8) on obtient: 

V . S(fk)otgk ® hk = α ® a, 
it 

(3.5) 

et donc 

5 2 (a )u = V 5 2 ( ^ ) 5 ( α · ^ ( Α , ) ) 5 ( 6 ρ ) 5 ( Λ ) ^ α Ρ Ρ , · . (3.6) 

Mais (2.21) implique 

X] apfk ® bpgk ®hk = J2gkap ® Λ& ρ <g> (3.7) 

de sorte que: 

S 2 (a)u = X SigkQjßSihR^SibJaarfkPj. (3.8) 

Mais, ( A ® i d ) A ( a ) ^ ) - 1 = ^ - 1 ( i d ® Δ ) Δ ( α ) , (2.3) et (2.8), donnent (3.4). 

L'étape suivante est l'établissement du lemme: 

S(a)u = S(bp)aap. 
ρ 

(3.9) 

Pour cela effectuons dans la définition (3.2) de u la substitution 

V Pj ® Qj ® ® 1 = ( Δ ® id ® i d ) ( ^ 1 ) ( i d ® id ® Δ ) ( ^ _ 1 ) ( 1 ® <£)(id ® Δ ® id)(<£) 

et simplifions en plusieurs étapes l'expression obtenue pour S(a)u en faisant un bon usage 

de (2.4), (2.7), (2.8) et (2.9). 

Or (3.9) implique 

ut = a (3.10) 

où nous avons posé: 

ί = Σ 5 l(adq)cv 
9 9 

(3.11) 

En reportant (3.10) dans (2.10) nous obtenons 

1 =J2S{Pi)utQjßS(Ri) = uTS-l(P,)tQ3ßS(R}) = SPfcS-HPAtQißSiRj))* 
3 J J 

(3.12) 

u, qui a des inverses à droite et à gauche est donc inversible, ainsi que S(u) . Ceci clôt la 

preuve de (3.1). 

Mentionnons quelques corollaires simples: 

S2{u) = u (3.13) 

uS(u) — S(u)u est central (3.14) 

Y]S(bp)aap - S(a)u = S(t)S(u)u = S(u)u Y^S(cq)adq 

ρ 9 

(3.15) 

7 

R'1 Σ C? ® 



De plus (2.4) et (2.11) entraînent 

e(u) = 1. (3.16) 

La conséquence la plus importante du théorème (3.1) pour la théorie des représentations, 

est que pour une algèbre quasi-Hopf quasitriangulaire A, et pour une représentation (π, V) 

de dimension finie, le bidual (π**, V**) est équivalent à (π, V ) , au moyen de Pentrelaceur 

7r(u). Cela signifie également que le dual (à droite) (π*, V*) est équivalent au dual à gauche 

(*7Γ, V*) défini en [21] par *π(α) = (ττ ο S"1 (a))* pour tout α G A. 

4 Le foncteur de Reshetikhin-Turaev généralisé 

4.1 algèbre quasi-Hopf de rubans 

Soit A une algèbre quasi-Hopf quasitriangulaire. Nous proposons la généralisation suivante 

de la structure d'algèbre de Hopf de rubans (ou "enrubannée") de Reshetikhin et Turaev. 

Nous dirons que A est une algèbre quasi-Hopf de rubans ssi il existe un élément central ν G A 

vérifiant 

R I . v2 = uS(u) 

R2. S(v) = ν 

R3- e(v) = 1 

R4. A(uv~l) - /-'((S ® SX/aiîXtitr 1 ® m;"1), 

où / est défini en (2.19) (cf aussi (2.10 ) ) . Nous avons étudié en détail l'algèbre D"(G) de 

Dijkgraaf-Pasquier-Roche-Witten [22, 25], qui est une algèbre quasi-Hopf de rubans, dans 

l'article [16]. 

4.2 Graphes de rubans colorés 

Un graphe de rubans [20] peut être défini comme une projection régulière sur un plan d'un 

nombre fini de rubans orientés de IR3, i.e. des sous variétés bidimensionnelles orientées, à 

bords, images disjointes de plongements réguliers [0,1] x [0,1] —• IR2 x [0,1] (rubans ouverts) 

ou S1 x [0,1] —> IR2 x [0,1] (anneaux). Les rubans de Moebius sont exclus par cette définition, 

les rubans considérés ont un côté "foncé" et un côté "clair" (cela ne les empêche d'ailleurs 

pas de prendre des couleurs). La définition de graphe de ruban sous entend aussi que le 
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côté clair est face au lecteur en haut et en bas du dessin. De plus les extrémités de tous les 

rubans ouverts sont verticales et appartiennent à Κ 2 χ { 0 , 1 } . Les rubans sont aussi dirigés, 

i.e. munis d'une flèche indiquant une direction de parcours. 

Voici un exemple de graphe de rubans: 

Deux graphes sont considérés comme équivalents ssi ce sont des projections de rubans 

isotopes. Ce qui signifie que nous considérons une isotopie lisse de IR3 qui conserve les 

directions des flèches, l'orientation de la surface du graphe et laisse fixes les extrémités des 

rubans ouverts. Par commodité, nous représenterons graphiquement un tel graphe de rubans 

comme la projection d'un câblage (entrelac avec composantes éventuellement ouvertes): 

Définissons maintenant les graphes de rubans colorés, ou c-graphes en abrégé. Soit A une 

algèbre quasi-Hopf de rubans. Notons N(A)k la classe de tous les mots ( expressions non 

associatives formelles) de la forme 

( ( ( ( ^ • ( ( V / ' O (4.1) 

où les k lettres Κ sont des Λ-modules, Ci = ± 1 , à ce stade V1 et V"1 sont de simples symboles, 

que nous n'identifierons que plus tard au module V et au module dual. Il n'y a pas de restric­

tion sur l'emplacement des parenthèses, et nous considérons deux mots constitués des mêmes 

lettres parenthèsées différemment commme distincts, ainsi ( V i D V ^ ) ^ ^ φ VxU{y2^Vz). 

Par définition N(A)Q contient seulement le mot à une lettre, C, la représentation triviale. 
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Un c-graphe est un graphe de rubans, décoré à son sommet et à sa base de deux mots 

Wk G Ν (A) ki wi G Ν(Α)ι , chaque ruban étant "coloré" par un A-module V. Ces décorations 

doivent être compatibles, i.e. les lettres de Wk et wi correspondant aux extrémités d'un ruban 

ouvert doivent être égales à sa couleur, et la direction de la flèche tracée sur le ruban est 

déterminée par le signe a d'après la règle suivante: si l'extrémité d'un ruban correspond à 

la lettre Vf1, la flèche est dirigée vers le bas (resp. vers le haut) si ε,· = +1 (resp. -1). Voici 

un exemple de tel c-graphe: 

( v , • V , " ) 

ν, a (V, a v-' ) 

Λ 

Ces définitions permettent de définir une catégorie GTC(A) des c-graphes. Ses objets sont 

les éléments de Ν (A) = \JkN(A)k, et les morphismes sont les c-graphes. Par exemple, le 

c-graphe de la figure 3 est un morphisme ^ • ( ^ • V ^ " 1 ) —> ( V i ü V ^ " 1 ) ^ ^ . Notre convention 

graphique est qu'un c-graphe est un morphisme de l'objet situé en bas du graphe vers l'objet 

situé en haut de celui ci. Si un c-graphe ne présente pas d'extrémités de rubans ouverts 

au bas ou au sommet, c'est un morphisme de ou vers C. S'il n'a aucun ruban ouvert nous 

dirons que c'est un c-graphe fermé. Il peut être utile de souligner que les objets de départ 

et d'arrivée, avec leur parenthésage, sont pour nous des parties essentielles du graphe, ainsi 

Va. 

χ α (ν. α ν : 1 ) 
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4.3 Le foncteur F 

Nous nous proposons de définir un foncteur F de G r c ( A ) vers la catégorie R e p ( A ) des 

représentations de dimension finie de A, dont les objets sont les A-modules de dimension 

finie , et les morphismes les entrelaceurs. Si w G Ν (A), F(w) est le A-module obtenu en 

remplaçant les produits formels pour • par les produits tensoriels ® définis en (2 .5) , et en 

remplaçant les lettres V** par V{ si et- = + 1 , par V* si a = —1. Pour un c-graphe C : w —• w', 

F(C) est un entrelaceur F(w) -* F(w'). L'image F(C) d'un c-graphe C fermé, F{C) : C -> C 

est identifiée à un scalaire, qui est l'ingrédient essentiel des invariants d'entrelacs et de 3-

variétés que l 'on construit par ces méthodes. La définition de F(C) repose sur l 'observation 

que tout c-graphe C peut être construit à partir de quelques graphes "élémentaires" par 

collage et juxtaposi t ion. Ces c-graphes élémentaires 7^, X±, U, D, Φ sont 

V 
i 

W α V 

V 

γ 

ν" 1 

W α V 

Va W V a W 

ν ν a ν*"1 

V 
ν • y' 1 

L 

V 

V, a ( V l D V 3 ) 

(V ,a v 2 ) o v/3 
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Définissons plus précisément les notions de collage et juxtaposition. Soit C : w -* w' et 

C : w' —> w" deux c-graphes. Par "collage1' nous entendons la composition des morphismes 

dans Grc(A), C" ο C : w —> w"définie comme dans 

C 

C 

c'o C 

Il est essentiel que l'arrivée w' de C soit exactement égale au départ de C , avec le même 

parenthèsage. 

La juxtaposition dans Grc(A) est une loi de composition • . Pour w G N(A)k, 10 G N(A)i, 

c'est simplement Wk^wi G N(A)k+h Pour les c-graphes C : w —> iz/, C : χ —> ;r', nous 

définissons C O C : I Ü Ü X —* w'Ox' par juxtaposition des deux graphes: 

C C 

Signalons que Grc(A) contient une classe de c-graphes Φ£' , composés entièrement de 

lignes verticales, et tels que w et w* diffèrent seulement par leur parenthèsage. Nous poserons 

alors 

(4.2) 

Le cas u; = (V10(V2OV3-
1))nV4 , w' = ( V i ü V ^ a O ^ ü K ) est représenté par: 

(Vjo(via V&-))oVf 
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On demande que le foncteur F ait les propriétés suivantes: c'est un foncteur covariant, 

F(C'oC) = F(C')oF(C), (4.3) 

la juxtaposition correspond aux produits tensoriels: 

F{CUC) = F{C) ® F{C% (4.4) 

et les Φ graphes satisfont une propriété de "fusion", ce qui signifie que lorsque w,w' G 

N(A)k diffèrent seulement par leur parenthésage, mais ont une séquence (K^K+Î1) = w ^ 
commune, alors 

(4.5) 

où w® G N(A)k-i est obtenu en remplaçant par F(w^) dans w. Le foncteur F est alors 

défini par ses valeurs sur les graphes élémentaires X±, U, D, Φ, comme suit: 

F ( / + ) = idy F(Iy) = i d v . (4.6) 

(4.7) 

F(U$){< θ\ ® \x >) = <θ\α\χ>=θ{αχ), < θ\ G V*, \x > G V, (4.8) 

F ( [ /£ ) ( |x > ® < 0|) = <e\S(a)uv-1\x>=0(S(a)uv-xx) (4.9) 

^ Ρ £ ) ( 1 ) = Σ / ? · | β ; > ® < e ' | , (4.10) 

où {\ej > } est une base de V, et { < e J | } la base duale de V*, 

/ ? ( ^ ) ( l ) = X ; < ^ | ® « - 1 t ; S , ( / î ) - | e i > , (4.11) 

(4.12) 

F est aussi défini par ses valeurs sur les graphes dont certaines directions de parcours (corre­

spondant à des 6i négatifs) ont été renversées, obtenues par l'action de S en vertu de (2.12) 

(cf par exemple (4.16) ci-dessous). Notons que toutes les valeurs ci-dessus sont bien des 

entrelaceurs, en accord avec le principe général de cette construction. 
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Les propriétés des algèbres quasi-Hopf concernant les éléments a, β garantissent la 

cohérence de la définition de F sur les c-graphes contenant des demi cercles U ou D ; celles 

concernant la matrice R universelle la cohérence de la définition de F sur les graphes tressés 

[28]. 

Illustrons ce point par les exemples suivants: 

Dans l'espace vectoriel sous jacent 

F ( (V 1 D (V 2 DV 2 - 1 ) )av 3 ) \ψι > ® I 0 3 >= i?(v /in((V2aV2-1)DF3))|V'i > <8# 3 > 

= Σ l^i > ®/?l e« > ® < e °l ® 1̂ 3 > (4.13) 
α 

Une condition nécessaire de cohérence à vérifier est que le vecteur de V\ ® V2 <8> V̂ * ® V3 ci 

dessus soit invariant sous l'isomorphisme naturel de modules. Nous avons effectivement 

• Γ β Κ · Σ ι* > > « < *•! β ι* > 
α 

= Σ > ®Yi{1)ß\ea >®< e a | 5 ( V ; ( 2 ) ) ® Ζ,-103 > 
α,ζ 

= > ®yil)ßK >®< e e | 5 ( y ; ( 2 ) ) | e 6 Χ e 6 | <g> Ζί\φ3 > 
α,6,t 

= Σχί\Ψι > ®Yil)ßK >< ea\S(Y?2))\eb > ® < e 6 | ® Ζ , # 3 > 
α,6,ΐ 

= Σ .̂-Ι ι̂ > ®Y^]ßS(Y^)\eb >®<eb\® Ζ , # 3 > 

= ΣΧλΦι > ®e{Yi)ß\eb >®<eb\® Ζ,\φ3 > 
b,i 

= Σ \Φι > ®ß\e>> > ®<eb\® \φ3 > 
6 

(4.14) 

où (id®Α® ιά)φ = £,• Xi ® Y^l) ® Υ^2) ® Zi et où nous avons utilisé les axiomes (2.4), (2.8). 

De même 
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\φΐ > ® < θ2\ ® \φ2 > ®\Φ3 > 

(Vr •(l/2-1DV2))D]/3 

\φι>® < θ2\ ® \φ2 > ®\φ3 > 

νχ • ( ( v 2 - 1 D F 2 ) n y 3 ) 

< θ2\α\φ2 > \φλ > ® \φ3 > 

est tel que 

*( i ΓΧ i ) = 
Vi • ( ( ν ς - 1 α ν 2 ) α κ 3 ) 

νλ • ( ( v 2 - 1 D V 2 ) ü y 3 ) 

ni r\ ι ΐ ι D 
y 1 a((V 2 - 1 DK 2 )Dy 3 ) (Vi a(Vflnv2)pV3 (4.15) 

Les égalités ci-dessus jointes au théorème de Mac Lane permettent de montrer que pour 

tout graphe: 
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l'égalité analogue pour deux tresses élémentaires contigües 

(ν, • V t )o( V, α Vi,) ( V,a v j 0 ( V 3 α ^ ) 

Fl 

résulte simplement des définitions. Par contre pour raisonner sur des tresses quelconques 

il faut de la même façon prendre conscience du rôle du parenthésage dans la définition de F, 

sont a priori des objets différents. Il se trouve en fait que l'axiome 

Δ ' = RAR"1 et le fait que R23 commute avec 

φ ϊ ν ^ Υ ^ Ά — (id® Δ® id) φ donnent 

( V , O C V Ä D V 4 ) ) O V ^ 

F\ 

( ν , η ( ν λ α V3))oVV 

_ ô ( V i Q (v3av2)) av4 p 
- Vv^uvsovi) αν*) 0 r ° ψ(ν1α(ν2ον3)) ov„ 

I 

= # 2 3 

Ma(CV4o\4)a )̂ 
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Les deux dernières égalités étant comprises dans 

Homç<(yx®ç v 2 ® € v 3 ® € v4 ^Vt®€ v3®£ v 2 ® € V4). 

De même Φ ^ α ν ^ α ^ ο ν Ί ) = (id® id® A) φ donne 

V , Q ( V , o ( V v a V 3 ) ) 

F 

_ φ ^ α (v2a{v3aVi)) p 

- ψ(ν1αν2) a (v3DVt) ° r ° ψν1π(ν2 a (V 3 DV 4 ) ) 

C V . o V 4 ) a ( V 3 a V ^ ) 

(Via X)o(Vvn V 3) 

(V,a V t ) o ( V o V j 

Le théorème de cohérence de Mac Lane nous assure alors que l'application linéaire 

Ri i+i reste bien définie, c'est à dire indépendante du parenthèsage, quel que soit le nombre 

d'espaces apparaissant dans le produit tensoriel, pourvu que Vi et Vî+i soient placés dans une 

même parenthèse (ViüV^+i). La spécification des parenthésages reste bien sûr indispensable 

pour un graphe général. 

4.4 Démonstration détaillée de l'invariance d'isotopie 

Nous prouvons ci dessous l'invariance de F sous isotopie de ruban en vérifiant l'invariance 

sous les déformations du graphe (espaces de départ et d'arrivée fixés) et sous les trois types 

de mouvement de Reidemeister [31, 32]. 

Notons que le rôle de l'antipode S dans la définition de F donnée ci-dessus signifie entre 

autres que: 
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F ( X + _ A w ) < θν\® \Φ\ν > = ΣΚ· \Φη > ® < Ο ν | ο 5 ( α ρ ) 
Ρ 

F ( â ' + > 0 < θ\ν\ = Σ < Ow\o S(bp)®av - \φν > 
ρ 

F(X^_1 w_i) < θν\® < ew\ = Σ < θ π \ ° S(bp)® <θν\° S(ap) 
Ρ 

F(Xy-! w ) < θν\ <8> \Φ\ν > = Σν\Ψ™>®< θν\ ο S{dt) 
ι 

Γ(Χγΐν-1)\φν>®<θνν\ = Σ<θη\°3(0')®ά'-\Ψν> 

ι 
F(Xy.1 w-i) <θν\® <0W\ = 5;<Mo5(cl)®<tfv|oS'(4,) 

(4.16) 

de sorte qu'il faudra également vérifier la compatibilité des valeurs de F pour tous les croise­

ments possibles avec l'invariance sous isotopie. Commençons par un type d'invariance sous 

déformation qui résulte des axiomes (2.9),(2.10): 

Fl )\φ> = F 

V 

YJK > ® < ea\® \φ > 
a 

V a(v aV) 
Σ Χι ß\ea >®< ea\S(Yi) ® Ζί\φ > 

= ;ß\ea><e*\S{Yi)aZi \φ > 
α,ι 

= £ A ' , / ? S ( K ) a Z , \φ>=\φ> 
I 

= F( i ) \Φ> 
ν 

où \ea > est une C-base de V (qui est de dimension finie) et < ea\ est la base duale: 

< eb\ea >= 8b

a Σ \ea >< ea\ = idy 
a 

F\ 

V 

= Σ R^SiaQjß) uPj 
J 

= u'1 SfcS(Pi)aQi ßS(Ri))u 
J 

= 1 =F I 
V 
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Et on obtient les identités où la direction des flèches a été renversée en appliquant l 'antipode 

aux formules ci-dessus. 

Prenant la numérotation traditionnelle à rebours, examinons tout d 'abord l'invariance 

sous les mouvements de Reidemeister du troisième type: 

V, a (V z a V 3 ) 

( V, ο v 2 )oV 3 

= π 

V,o(V l Q V 5 ) 

(4.17) 

(V, q Vz)a V 3 

L'expression du membre de gauche est, à une permutation des facteurs près 

(R Q 1) ( Δ ® id ) R 

- Σ CÎrY'iaqPjXk Q hZiRjdpYk ® XibgQjbpZk , 

ce qui, en vertu de quasi Yang-Baxter est aussi égal à 

( Δ ' -jid )R (R Q 1) 

= Y" Z.R.aJ'lcir Q YjaqPjXkbr Ç) XlbqQ1bvZk , 

(4.18) 

ce qui est encore, à la m ê m e permutation près, l 'expression du membre de droite. 

Les identités correspondant à des directions de flèches opposées sont obtenues, en vertu des 

définitions ci-dessus des images des huit croisements, par application de l 'antipode aux divers 

facteurs. 

Si le mouvement de Reidemeister de type 2 le plus simple: 

)=Fl (4.19) 
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résulte de R R 1 — R 1 R = l o i ; il n'en faut pas moins considérer aussi les mouvements 

de type 2 sur des graphes obliques! 

Ainsi pour vérifier que 

(4.20) 

vrO(v l Qv*) 

évaluons l 'action de ce graphe sur un vecteur < θ\ \ © [φι > Θ\Φ·2 > de V *̂ 0 V\ © V2, nous 

posons Τ (a 0 b 0 c) = S(a)ab © c : 

V^otV.o v j 

< 0i I ο (Ι'/Ί > ©N'2 > ) 

9 

=*·( 

(V, ο V z ) Q y , 

.7.9 
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( V 2 o Y , )DV , 

y, o f t o v . ) 
«.J.P.9 

- ( < fh\ : id) T(o:iU # 1 3 ΨΪ32 R23) (\Φΐ > ®\Ψ2 >) 

= ( < 0 x | © i r f ) T((A®id)R ρ1ιι-1)(\ψι>®\φ2» 

= ( < 0 1 | · . : . / ( / ) T(Yio[!)PJ © a™Qj 0 > ®\φ2 » 
Ρ, 3 

= F i < 01 Ι Θ \Φΐ > ΘΙ02 > 

En d'autres termes l'invariance de F sous le mouvement ci-dessus découle des axiomes 

d 'antipode, de (ε ® icl)R = 1^, et de 

(A ul)H Φ-1 = £ « < / > P ; Θ / y R , 
hV 

— 0 3 1 2 # 1 3 (/)^2 R23 = X] ïiClpPj 0 ZiRjClq © XibpQjbq 

= E < ^ | . s ' ( P ; ) , s , ( « ' 1 ) ) a 0 f g J K A , > 

= Σ>Κ>) < # l | 5 (P ? ) aQ , | ^ l > &pÄj | ^ 2 > 

= Σ<0ΐ|5(Ρ,·)α(?;|ν>ι > Äi|V'2 > 

On démontre de même 

(ν, oVi ) D y,. (Ko v J o V j 

(4.21) 

21 
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et en utilisant (id® A)R φ = ^ 2 3

1

1 i? i 3 φ2\3 Ru 

F (4.22) 

ν, α(νΓ'αν,) 

= F( ι = F (4.23) 

V, o ( V i a V z ) 

Composant le graphe (4.20) ci-dessus avec F( on obtient 

(4.24) 

qui correspond au croquis simplifié: 

F( = F( (4.25) 

et à l'identité 

Σ S{YiapP3) aZiRj ® XibpQ3 = Y S(P3) aQjCi ® R3di 
3,1 

(4.26) 

De même 

F 

vfa(V a aV,) 

= F 

VÎ 'o(Y z aV,) 

(4.27) 
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v , a ( V t o V Î ) Vto(VzüV~) 

F (4.28) 

F = F (4.29) 

correspondant respectivement aux identités: 

J2X'c'Qj ® S(YidiPj)aZiRj = Σ Ε ί α ρ ® S(Pi)QQ)bp 

Y^XibpQjßSiZiRAQYiapPj = ^ X i ß S ( d ' Y i ) ® c ' Z i 

Y^XiCiQjßSiZiRAQYidiPj = Y , X i ß S ( a P Y i ) ® b P Z i 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32] 

Les images des graphes dont les directions de certaines composantes ont été renversées 

peuvent également être calculées, et l'invariance sous les mouvements ci-dessus résulte des 

mêmes identités combinées avec S2(x) = uxu'1. Par exemple 

F 

ν ,ο (ν λ αν; ' ) 

(4.33) 

correspond à l'identité 

Σ S{aZiRj) uYiüpPj ® XibpQj = £ SiaQjc,) uP, <g> Ä,-<fj (4.34) 

équivalente à (4.26). 

Pour terminer la démonstration de l'invariance sous les mouvements de type 2 il reste 

encore à vérifier: 

(4.35) 
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Nous avons par exemple: 

v, 

iF(
 νΛ )®f 

F 

VioiVÎWoM)) 

= F 

^(vfO^oV,)) 

VxoiVTniV;iiV.rt 

F 

= F 

v, 

Les mouvements cle type 1 engendrant l ' isotopie de ruban (qui correspond à l ' isotopie 

ambiente des rubans dans IR 3 ) sont : 

(4.36) 

Pour vérifier l'invariance d'isotopie corres])ondante on peut présenter une étude systématique 

des valeurs des boucles élémentaires, appelées "twists" en anglais et représentant les torons 
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observés fréquemment par les alpinistes sur leur corde: 

La formule S(a) u = ^ S(bp)aap 

ρ 

(4.37) 

implique 

f i 

V V" ' 

-F ο (ν ® idy ) 

ν V 
(4.38) 

Appliquant 5 à (4.37) on obtient 

S(u)S2(a) = TS(aap)S*(bp) 

i.e. v2a = Y S(aap) ubp 

P 

(4.39) 

impliquant l'identité avec la direction opposée: 

V ' ν 
V"' V 

ο (idy* (g) v) (4.40) 

L'identité 

Û = W ^ ] 5 ' l\oid\) ci 

est équivalente à 

S(a)u = y2S(ci)adiv2 

ι 

(4.41) 

(4.42) 

qui implique 

F 

V v"' v v"' 

ο (v 1 (g) zefvO (4.43) 

Appliquant à nouveau 5 à (4.42) on obtient 

α = J]S(adi) (4.44) 
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et donc 

ν " 1 V 

) = ?( 

ν " V 

ο (idy* ®vl) (4.45) 

Evaluons maintenant les boucles latérales 

)\Φ >=F( 

V 
( V O V ) D V 

Σ 
a 

< ea\ S(ß)\ea > ®\φ > 

= F 

V D ( V Q V 

Σ 
α,ι 

< ea\S(Xi) <8> vYiU-'Siß)^ > ®Ζ{\φ > 

= F( Ό ^ ) Σ < ε Ί 5 ( Α 1 ) ® ο ; Ζ , | 0 > ® ζ ; ^ - 1 5 ( ^ ) | β α > 

V ' Q ( V Q V ) Α " 

= F ( i ) <ea\S(PjXi)®Q:CiZi^>®vRjdlYiu-1S(ß)\ea> 

( V O V ) Q V A , J / 

= Σ < ea\S(PjXi)aQjCiZi\^ > vR^Yu'1 S(ß)\ea 

= vYiRjdlYm-lS{ß)S{Pixi)aQjclzi^ > 

= vY/^~1S(P]XißS(RjdlYi))aQjc,Zi^ > 

Mais la formule (4.31) ci-dessus est équivalente à 

Σ PjXißSiRjdK) ® QjcZi = Σ bpQ3ßS(R3) ® α,Ρ,· 
t',j,/ i,p 

(4.46) 
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de sorte que 

^S(PjXißS(RjdlmoQjclZi = YiS(bpQjßS(Rj))aapPj = u (4.47) 
hp 

et on a donc tout simplement 

= V (4.48) 

Cette démonstration qui peut paraître à première vue un peu miraculeuse n'est que la 

mise en forme de l'intuition graphique suivante: 

~ F M V " O V ) D V 

(v'oV)oV 

(VoVjnV 
= F — ν 

de même 

= η ) = v~2 oF( = ir1 (4.49) 

= Fi ) = r\ 0 V — V (4.50) 
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V 
(v oV)aV 

oF( 

; v ' a v ) û V 

= F 

(VoY)aV 

( V o V ) o V 

F = F 

V 

(4.52) 

partons de 

v = J^Xtbpu-lvS{ß)S{ap)S{Yi)aZt (4.53) 

et substituons l'identité pentagonale φ ® 1 = 

(id ® Δ ® id )φ~1 (1 ® φ~ι)(ιά ® ici (g) A U ( Δ ® ® io?)<^ 

i.e. £xt- ® y - ® z t ® ι = Σ P i ^ i X i 1 ' ® W ) ® QfQmZ\l)Yk ® R3RmZ\2)zk 

i i,j,k,m 
dans 

υ/? = ^X,-6 p u- 1

l ;5( /3)S' (a p )5 (K )aZ^5( l ) 

= ^ X , - 4 1 ) 6 p U - ^ 5 ( ^ ) 5 ( a p ) 5 ( P m K A f V Q m ^ 1 ) n ^ 5 ( i î m Z Î 2 ) Z f c ) 

= ^ ^ 6 p 4 2 ) « " 1 ^ ( / 5 ) 5 ( x i 1 ) ) 5 ( a p ) 5 ( p m y ; ) a g m z i 1 ) n / ? 5 ( i ? r o z i 2 ) z , ) 

= ^ X i 6 p t 1 - 1 t ; 5 ( X Î 1 V 5 ( 4 2 ) ) ) 5 ( a p ) 5 ( P m y ; ) a Q m Z f ) y ^ 5 ( i ? m Z Î 2 ) Z f c ) 

= ^ ^ 6 p n - 1

l ; 5 ( / 3 ) 5 ( a p ) 5 ( P m y ; ' ) a Q m Z i 1 ) ^ 5 ( Z ; 2 ) ) 5 ( Ä m ) 

= Y^bpu-xvS(ß)S(ap)S(Pm)aQmßS(Rm) 

= J2bpu-1vS(ß)S(ap) 

28 

Pour obtenir les valeurs des boucles inférieures écrivons enfin: 

l o t ; 1 (4.51) 



Nous avons donc démontré, puisque ν est central, 

β = Σ bp u-1 S(apß) 
Ρ 

(4.54) 

qui implique 

ν ν " 1 

F i = (ν <g> idy) F 
ν v -

(4.55) 

L'intuition graphique de la démonstration ci-dessus de (4.54) est simple: 

4 = F( 

mais à cause de la nécessité de parenthèser les objets intermédiaires sa mise en formules 

a dû utiliser l'identité pentagonale ! 

De (4.54) on déduit 

S{ß) = u^apßu-'Siu-^Sibp) 
ν 

ou encore 

v2u-lS(ß) = Y/^ßS(bp) 
Ρ 

(4.56) 

qui donne 
ν ' ν 

F I = [idy Θ ν) F 

- I 
V V 

(4.57) 

On dérive encore de (4.54) 

u-1S(ß) = ZdißS(cl) (4.58) 
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et en appliquant .S aux deux membres 

v-2ß = TcnrlS(ß)S(dl) (4.59) 
ι 

(4.58) et (4.59) impliquent respectivement 

= (idv. ·'. r - ' ) o F 

- ι 
V V 

(4.60) 

•Fi 

V y*' 
= ( r - 1 Oidv) ο F (4.61) 

En résumé on a montré qu'à chacune des boucles 

est associé l 'opérateur v qui correspond à la torsion du ruban 

Alors que l 'opérateur υ 1 est associé aux huit autres boucles 

i ; " 1 = 

Pour parachever cette démonstration il est encore nécessaire de vérifier la consistence des 

valeurs posées pour les huit croisements avec l'invariance par isotopie, et au passage cela 

donne une expression explicite pour 7?" 1 . 
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Etablissons en premier lieu 

(4.62) 

équivalente à 

= F 

dont la démonstration comporte les étapes suivantes: 
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F 

ν;ο(ν;α(νίον4)) 

O F ( o F l 

V.afV.ofaoVa)) 

oF 
(v.oVfWKoVj 

V.oCvtoCV.nVJ) 

( a v ^ - 1 ) n ( \ ^ αν Λ

2 ) \ 

F 

V , O ( ( V > , ) B V 0 

F | o i w r ; û v . ) w o f ( 

QF 

v, Vi v, vv 

Pour achever de convaincre le lecteur de la valeur de telles démonstrations graphiques don­

nons à nouveau sa transcription en formules explicites: 
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= F i 

V.aftv.aVjoV*,) 

ο [id ® S © id © id] [( 1 Θ φ~ι){ιά © id © Α)φ\ 

Y •At„ > © < e°| © |V'2 > ©|</'i > 
u 

= F\ yTt8\ca > © < e°\S(Ut) © VM>2 > ®Wi\4h > 
a.i 

V, o((v; D\4JOV,) 

= F 

ν,ο(νχοθ/Γ0ν.)) 

(4.63) 

où ( ι © φ-1 ) ( id © id A)y- = J!'/;.·.. r, ν; © w; 
= y X v . Q P ^ Q Q ^ V R ^ (4.64) 

./.m 
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Evaluons tout d'abord F 

Σ Ttßlta > QbpVi\lp2 > 
α,ί,ρ 

> < e°| S(Y,apUi) © Z,Wi \φι > 

< ea\ S{apUi)®Wi > 



Ce calcul nous donne donc explicitement: 

v, v x 

= Σ Xmß S(YiapPjYm) a Z.RjZ^a, ® X^QjZ^b, 

= Σ Xmß S{YiapPjYm) a ZiR^Z^ ® XtbpQ}bqZ^ 

j,/,m,p,g 

mais d'après (4.24) cette expression est égale à 

5 > m / 3 S(rm)S(P;) aCfcZW ® Ä;3La> 

Et l'identité pentagonale s'écrit encore 

Σ Xm ® PjKn ® Q j Z ^ ® ^ - ^ 2 ) = (irf ® Δ ® irf)^ (φ ® 1) ( Δ ® id ® td )^" 1 

de sorte qu'en utilisant les axiomes on obtient bien 

1 ® 1 (4.65) 

Nous avons donc démontré au passage la formule explicite 

R'1 = Y^cq®dq  

ι 
= YjTlßS{YlapUi)aZlWi®XlbpVi 

i,P,l 
(4.66) 

avec les notations de Drinfeld données en (4.64). 

En utilisant l'identité pentagonale et les axiomes on a également la formule équivalente: 

R ' 1 = J 2 J < i X l ß S ( M i a P Y l ) a N i ® L<bPZ' 
t,/,p 

(4.67) 
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où Σ Κ, Ο L, Ο Μ, J. Λ, ··• (Λ Θ id Q id) y 0 1 ) 

Des preuves analogues donnent 

(4.68) 

F( = H (4.69) 

= F (4.70) 

= F (4.71) 

et les identités similaires lorsque la direction de certaines flèches a été renversée. 

4.5 Traces et dimensions quantiques 

Soit C : w —> w un c-graphe muni des mêmes mots de départ et d'arrivée, w 6 N(A)k • 

Définissons la fermeture C de C comme sur la figure: 

Λ 
c - c 

Par construction F{C) G Fnd F{w) est un entrelaceur. Posons: 

tv,F(C) = tvyM(F(C)llS(a)uv-1). (4.72) 
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Nous avons 

F(C) = t r ,F (C) . (4.73) 

Et pour deux tels c-graphes C, C 

tvq(F(CoC')) = tvq(F(COC)), (4.74) 

La démonstration de (4.73) fait appel à l'axiome (R4) d'algèbre quasi-Hopf de ruban, à (2.18) 

et (2.20). Considérons d'abord le cas C : \\πν2 -> V1DV2 . Soit Λ = (π χ ® π2 0 ^ ® 

π ΐ ) (Δ 0 id 0 id)(<£)(<£""x 0 1). On a alors 

F ( C ) = F ( C / ^ 1 ) ( i d ® F ( t / 4 ) ® i d ) A - 1 ( F ( C ) ® i d v 2 . ® i d v ? ) A ( i d 0 F ( Z ) £ j 0 i d ) F ( . D £ ) 

= Y^tTVi9V,[(S(aDiNj)uv-lAi ® SiaQMrfuv-1 B,)F(C){Krf ® Ljß)] 

= trv1®v2[F(C)(6(S®S)(1n)(uv-1®uv-1)} 

= tTVl*v2[F{C)A(ß)f-\S 0 5 ) ( / 2 1 Δ ' ( α ) ) ( ^ " 1 0 utT 1 )] 

= t r V l ® v 2 [ F ( C ) A ( ^ 5 ( a ) ) / - 1 ( 5 ® 5 ) ( / 2 1 ) ( ι ί υ " 1 ® utT 1 )] 

= t r ,F (C) . (4.75) 

Le cas général peut s'établir par récurrence. 

La dimension quantique est alors: 

dim,(V) = tr,(idv) = t rv(7r ( /95(a)«v - 1 ) ) . (4.76) 

L'utilisation de (4.73) pour le graphe vertical correspondant à l'identité nous montre que les 

dimensions quantiques sont multiplicatives, 

dim,(Vi 0 V2) = dim,(Vi) · dimq(V2). (4.77) 

R e m a r q u e . Il est possible de formuler la condition fondamentale (R4), de manière semblable 

à l'axiome correspondant pour une algèbre de Hopf de ruban. Commençons par calculer 

A(u): Lorsque α est inversible, de (3.9), (2.18) et (2.21) on déduit: 

A(u) = f-*(S ® S)(rif2l)J2(S ® 5 ) ( Δ ' ( 6 ρ ) ) 7 Δ ( α ρ ) . 
Ρ 

(4.78) 

Que l'on peut réexprimer à l'aide des propriétés du foncteur F sous la forme: 

A(u) = f-\S ® S)f2l(u ® u)(R2lR12)-
1 (4.79) 

Cette formule peut en fait s'établir sans hypothèse sur a en partant directement de la 

définition de u et en utilisant (2.18) et (2.20). Pour cela il faut d'abord montrer 

Σ (S ® S)A'{bp) 7 Δ ( α ρ ) - (S ® S)72i(u ® u ) ( i? 2 1 Ru)'1 

Ρ 
(4.80) 
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dont la démonstration assez longue (dont nous tenons le manuscrit à disposition du lecteur 

intéressé) utilise notamment l'identité pentagonale. L'isotopie de graphes correspondant à 

(4.80) est 

Comme, en plus de (4.79) on peut aussi montrer que 

(S®S)R = f21Rf-\ (4.81) 

qui implique 

( 5 ® 5 ) ( ß 1 2 Ä 2 1 ) = / Ä 2 1 Ä 1 2 / - 1 , (4.82) 

l'expression A(S(u)) = f~l(S ® S)A'(u)f devient: 

A(S(u)) = (RnR^iSiu) ® S(u))(S ® 5 ) / 2 - 1

1 / - (4.83) 

d'où 

A(S{u)u) = {S(u)u®S(u)u)(R21Rï2)-
2, (4.84) 

en accord avec (RI) et 

Δ ( ν ) = {v®v){R21Ru)-\ (4.85) 

cette condition est un des axiomes d'algèbre de Hopf de ruban, qui a la même interprétation 

graphique dans le cas d'une algèbre quasi-Hopf. En d'autres termes nous avons montré que 

(4.85) est équivalente à (R.4), 

4.6 Représentations du groupe des tresses 

Toute représentation (π, V) d'une algèbre quasi-Hopf quasitriangulaire conduit à une représentation 

du groupe des tresses à η brins, Bn [26]. Les images des générateurs 6,·, i = 1, ...,n — 1 sont 

les endomorphismes suivants du module 

(((V ® V) (g) V) (g) · · ·) ® V = V®n (nous ouvrons toutes les parenthèses à gauche): 

h - Ru 

bi = φ^&ί+ιφί, ι > 1 

(4.86) 

(4.87) 
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où 

φΐ^π^η(Αι

[;2(φ)®1^η-ί-1). (4.88) 

Ici Ri,i+i agit sur les ieme et i + lerne espaces accouplés, est défini pour η > 1 par 

® · · · ® α η ) = Δ (α ι ) ® α 2 ® · · · ® a n , (4.89) 

et la notation AK

L représente AL ο AL - · - AL (k fois) pour k > 1, Δ ° = id. Par exemple, 

dans le cas de i ? 5 , R34 est un morphisme du module ((V ® V) ® (V ® V)) ® V et b3 est le 

morphisme correspondant de (((V®V)®V)(&V)®V : 

b3 = τγ® 5((Δ ® id ® id)(<^"1) ® 1) Ä34 τγ® 5((Δ ® id ® Ίά)(φ) ® 1). (4.90) 

Les relations du groupe des tresses: 

bibj = bjb{ for \i — j\ > 2 

bibi+ibi = &t+iMi+i 

(4.91) 

(4.92) 

résultent comme on l'a vu plus haut de l'invariance isotopique du functeur F, (4.92) étant la 

représentation graphique de léquation quasi-Yang-Baxter (2.24). Soulignons encore que ces 

résultats méritaient une démonstration, car c'est l'insertion de morphismes Α\(φ) qui rend 

possible la composition des générateurs formant un mot du groupe des tresses. En d'autres 

termes, il existe des identités du style: 

^£\φ){^2(φ-χ) 0 1 ) = (id®' 0 Δ ) Δ ί - 2 ( 0 ( 1 β , ' _ 1 ® ^ )ΔΓ 2 ( ΐ (1 0 Δ ® ϊά){φ) 

qui découlent de l'identité pentagonale, en accord avec le théorème de cohérence de Mac 

Lane. 

Cette représentation du groupe des tresses dépend du choix de parenthèses fait sur V®71 , 

mais d'autres choix donnent des représentations équivalentes. Le présent choix permet le 

plongement de Bn dans Bn+i en ajoutant un brin à droite. 

Limitons nous maintenant à une représentation (π, V) irréductible telle que dim gV φ 0. 

Posons 

Tn(g) = (4.93) 

où g € Bn. En vertu de (4.74), Tn est une trace de Markov: 

Tn+1(gb^) = r$Tn(g), 

(4.94) 

(4.95) 
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où Ty = π ( ν τ 1 ) J d im g V. Cette trace s'étend à B^, car 

Tn(g) = Tm(g) si m > n, g β Bn C Bm. (4.96) 

A l'aide de 7^ on construit des invariants d'isotopie ambiente des entrelacs par la méthode 

usuelle [32, 33]. 

Conclus ion et Perspect ives 

La construction d'invariants topologiques à partir de catégories tressées semble très 

générale. Nous avons montré qu'elle pouvait être mise en oeuvre, au prix de l'insertion 

(lourde mais parfaitement rigoureuse) d'associateurs (appelés Φ graphes dans le texte), dès 

que l'on rencontre une algèbre Quasi-Hopf de ruban. Il est connu que l'on peut même parfois 

élargir encore certains des axiomes de Drinfeld [26]. 

Par delà la théorie des entrelacs, ces méthodes donnent accès, via la chirurgie de Dehn, 

Kirby, Fenn, Rourke à des invariants de variétés tridimensionnelles orientées. Nous avons 

construit explicitement de tels invariants à partir de l'algèbre D W ( G ) de Dijkgraaf, Pasquier, 

Roche [22, 23] dans le paragraphe 5 de [16] et vérifié leur coincidence avec les fonctions de 

partition de Dijkgraaf Witten [25, 17] pour des espaces lenticulaires. De façon cavalière on 

peut dire que ces auteurs formulent une théorie des champs topologique de Chern-Simons 

associée au 3-cocycle ω du groupe fini G général considéré [27]. 

Les déformations d'algèbres enveloppantes prises à des racines de l'unité se sont également 

révélées très intéressantes [3, 7, 8, 34]. 

On pourrait conclure par la question suivante: Ayant une telle algèbre, comment prédire à 

partir de caractéristiques algébriques la finesse des invariants qu'elle engendre, comment ces 

invariants se placent-ils dans la classification de Vassiliev ? 
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