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Résumé
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1 Introduction

De nombreux auteurs s’intéressent aux relations entre les théories conformes bidimension-
nelles, les théories topologiques tridimensionnelles, et les groupes quantiques. Sans étre
exhaustifs, citons [1}-[17].

Un aspect remarquable de ces relations est que les trois types d’objets ci-dessus four-
nissent des invariants topologiques d’entrelacs et de variétés tridimensionnelles. Par exemple
les invariants associés a 'entrelac de Hopf sont les éléments de la matrice modulaire S [2, 3],

et un raisonnement sur ’entrelac a trois cercles donne la formule de Verlinde.

La construction d’invariants d’entrelacs a partir d’une catégorie de représentations d'un
groupe quantique a été réalisée dans les travaux [7, 18, 19, 20] ou les algebres de Hopf

enrubannées (ou “de rubans”) sont définies.
Néammoins il arrive que le seul coproduit A connu pour une algebre A n’est pas coasso-
ciatif, mais quasi-coassociatif:

(id @ A)(A(a) = ¢ (A @id)(A(a))d7, (1.1)

ot ¢ € A® A ® A et satisfait les identités pentagonales et hexagonales naturelles (faisant
intervenir également une matrice R, comme on va le voir plus loin). Une telle structure,

connue désormais sous le nom d’algebre quasi-Hopf, a été définie par Drinfeld {21]. Signalons



que l'utilité de ces algebres dans les théories topologiques des champs a été mise en lumiére
dans larticle de Dijkgraaf, Pasquier et Roche [22, 23], ou est construit un exemple intéressant,
D*(G) qui est une déformation discrete du double d’un groupe fini G quelconque 4 ’aide d’un
3-cocycle non trivial w. Cette algebre reproduit les regles de fusion de la théorie topologique
de Dijkgraaf-Witten [24, 25]. Mack et Schomerus [26] ont proposé d’utiliser les algebres
quasi-Hopf pour décrire les champs primaires et les regles de fusion des théories des champs
rationnelles, par exemple du modele d’Ising. Pour cela ils ont méme semble-t-il dd procéder

a une généralisation supplémentaire en définissant des “algebres quasi-Hopf au sens faible”.

Nous présentons ici une généralisation des constructions de Reshetikhin et Turaev [7, 20]
au cas des algebres quasi-Hopf et essayons de donner de facon aussi détaillée et pédagogique
qu’il nous a été possible une démonstration de l'invariance isotopique qui puisse intéresser a
la fois le mathématicien épris de rigueur et le physicien souhaitant faire des calculs explicites.
Aussi notre motivation n’est pas de vérifier le nombre minimal de relations d’isotopie pour
établir I'existence des invariants, mais de détailler comment la “machinerie catégorique”
est a l‘oeuvre, en présentant un enchainement déductif d’un bon nombre de ces relations
qui permettent de calculer( et en pratique de simplifier au maximum, voire d’obtenir des

expressions nouvelles comme celles de R™!) I'invariant associé a n’importe quel graphe.

Plusieurs auteurs ont étudié des aspects connexes (cf par ex [27]). Les experts pourraient
certainement formuler des axiomes d’ ”algebres quasi-Hopf modulaires” selon la ligne de [7,
20]. Nous ne ’avons pas fait car dans I’exemple particulier que nous avons étudié [16, 17] nous
avons pu formuler 'invariant d’une variété tridimensionnelle a partir de la représentation

réguliére.

2 Définitions

Soit A une algebre associative sur C, avec unité 1. A est une quasi-bigebre ssi il existe
des homomorphismes d’algebres A : A - AQ A, ¢ : A — C et un élément inversible
pEARAR A, tel que:

(id ® A)(A(a)) = ¢ (A ®id)(Aa))¢™"  pour tout a € A (2.1)
([deide A)¢) (ARid®id)(4) = (18 ¢) ([d® A®id)(¢)(¢@ 1) (2.2)
(e®idjoA=id=(ld®ec)o A (2.3)

(id®e®id)(¢) =1 (2.4)

A est appelé le coproduit, et € la counité.



Rappelons brievement quelques conséquences de ces définitions sur la théorie des repre-
sentations de A. Nous ne considérerons que des représentations (7, V) de dimension finie de
A, interpreterons I’espace vectoriel V comme un A-module et écrirons indifferemment a - v
pour 7(a)v, @ € A, v ou |v > un vecteur de V, § ou < 6| pour une forme linéaire. Etant

données deux telles représentations (m;, V;) et (72, V2), on peut construire les représentations

(r12, V1 @ V2) et (721, V2 ®¢ V1)

T2 = (1 @m) 0 A, Ty = (T2 ®@7m)0 A (2.5)

Ayant trois représentations (w;, Vi), 1 = 1,2,3 on peut introduire
¢V;,V2,V3 = (m ® 72 @ 73)(9). (2.6)

(2.1) signifie que ¢"1"2%> 1 (, @ V) ® V3 — V; ® (Vo ® V3) est un entrelaceur, i.e. les
représentations portées par les modules (V; ® V) ® V5 et V; ® (Vo ® V3) sont équivalentes.

Pour quatre représentations I'identité (2.2) signifie que le diagramme

(MeV)eV)eV, - (MeW)e(heV,) — Ve (e (Vae Vi)
! {
Ve (V.®V))eV, — Vie((l2®Vs) V)

est commutatif pour les fleches ¢"18V2:VaVa  gV1.V2.Va®Va "ot D’ou le nom d’ identité pentag-
onale de Mac Lane pour (2.2) [28], [29].

La counité ¢, fournit une représentation de A de dimension 1 sur C appelée représentation
triviale. (2.3) signifie que VQC€ =V =C ® V pour tout A-module V.

(2.2) et (2.4) impliquent [21)
(e®1d®id)(¢) = ([d®id®e)(¢) =1, (2.7)
ce qui permet de ne pas se soucier des facteurs triviaux dans les produits tensoriels.

Une quasi-bigebre A est une algebre quasi-Hopf si il existe un anti-automorphisme S de

A,ie. S(ab) = S(b)S(a), et deux éléments «, 3 € A tels que:

> S(@aa® = c(@a 3 aVS(e”) = e(a)8 (2.8)
pour tout a € A avec ) ; asl) ® a$2) = A(a), et
ZX;,BS(Y})O(Z,' =1, avec ZX,- RY.®Z = ¢, (2.9)
ZS(PJ)O(QJﬁS(RJ) =1, avec Z PRQ;®R;= (}5—1. (2.10)
J J



Notons deux conséquences des définitions de S, «, 3:
e(a)e(B)=1, coS=c. (2.11)

S, appelé 'antipode, permet de définir la représentation (7*, V*) duale de (7, V), ou V* est
’espace dual, en termes de la transposition de morphismes:

7(a) = (7 0 S(a))* | (2.12)

Dans le contexte des algebres de Hopf, on connait la relation :

Aa) = (S® S)(A' 0 S7(a)), ou

A'=PoA , P:a®b—b®a (2.13)

Sa généralisation, due a Drinfeld se révele utile. Soient

ZA]@B]-@C]- ®D; = (¢ 1)(ARid®id)(¢™), (2.14)
v = Z S(Bj)aC]- &® S(A]‘)CYDJ', (215)
ZK,- QLM RN, =(A®id®id)(4)(¢ ' ®1), (2.16)
6= Z K;BS(N;) ® LiBS(M;). (2.17)

Alors pour tout a € A,

fA(Q)f™ = (S ® 5)(A0 57H(a)) (2.18)
f=2AS@S)A(P)) - v AQiBS(Ry)). (2.19)

De plus,
v=fA(e), §=A(B)f. (2.20)

En fait, Drinfeld a montré que f définit une torsion de A, pour laquelle le coproduit modifié
est le membre de droite de (2.18).

Une algebre quasi-Hopf est dite quasi-triangulaire, ssi il existe un élément inversible
R e A® A, satisfaisant:
A'(a) = RA(a) R™ (2.21)

(A ®id)(R) = ¢a12 Ria 15y Ras 6, (2.22)



(id @ A)(R) = ¢ggy Rz b1z Raz 977, (2.23)

ol nous avons utilisé la notation: R;; est 'image de R dans le produit tensoriel (sur C)

A®---® A, non triviale sur les z-eme et j-eme composantes.

Si s denote une permutation de {1,2,3} et ¢ = ¥;a! ® a? @ a? posons @,1)s(2)s(3) =
3, & Wea @ ges O

i

Ces relations impliquent 1’équation de quasi-Yang-Baxter:

Ri2¢312 R13d13, Rasd = o1 Raadasy RizdarzRaa. (2.24)

(2.22) et (2.23) sont représentés par des diagrammes commutatifs hexagonaux [21].

Il est aisé d’établir la propriété suivante de R:

(e®id)R=(id®¢e)R=1. (2.25)

La conséquence la plus importante de (2.21) pour la théorie des représentations est
Péquivalence de (712, V1 @ V2) et de (721, Vo @ 1)) :
Ta1(a) = Ryy 0 mya(a) o R} (2.26)

ot Riz: Vi ®@Vs — V3 ® V; est donnée par Ryp = Pia(m ® 7o) R et Pig est I'opérateur qui
permute les espaces V; et V5.

3 Le carré de antipode

Soit A une algebre quasi-Hopf munie d’une “matrice universelle” R au sens ci-dessus et

vérifiant (2.21).

Généralisant un théoreme de Drinfeld sur les algebres de Hopf montrons que pour tout
a€ A,

S*(a) = uau™t, (3.1)
avec u donné par:
u= Y S(Q;85(R,) S(by)aa, P, (3.2)
3P
en termes de
R=Za,,®bp, ¢—1=ZP]'®Q]'®R]‘. (33)
p 3
Commencons par établir:
S*(a)u = ua. (3.4)



Posons (A ® id)A(a) = 34 fx @ gx ® hy ; en utilisant (2.3) et (2.8) on obtient:

Y S(fe)age @ hy = a®a, (3.5)
k
et donc
S*(a)u= ) S*(he)S(Q;BS(R;)) S(b,)S(fx)agrayP;. (3.6)
Jik.p
Mais (2.21) implique
> apfr @ bygk @ i =) gra, @ fib, ® ki, (3.7
k,p k,p
de sorte que:
S*(a)u = ) S(9eQ;BS(hiR;))S(by)cxa, fiP;. (3.8)
Jkp

Mais, (A ® id)A(a)¢™! = ¢71(id ® A)A(a), (2.3) et (2.8), donnent (3.4).
L’étape suivante est 1’établissement du lemme:
a)u =Y S(b,)aa,. (3.9)
14
Pour cela effectuons dans la définition (3.2) de u la substitution
YPRQ;OR®l=(AgidRid)(¢)(d@ideA)(47)(1® ¢)(id® A @id)(4)
J
et simplifions en plusieurs étapes 1’expression obtenue pour S{a)u en faisant un bon usage
de (2.4), (2.7), (2.8) et (2.9).
Or (3.9) implique
ut = « (3.10)

oll nous avons poseé:

t =3 S adg)c, Zcq@)d (3.11)

q

En reportant (3.10) dans (2.10) nous obtenons

1= 2 S(P;)utQ;BS(R;) = uz STHP)1QBS(R;) = S* (X STH(P)UQsBS(R;)) u
J
(3.12)
u, qui a des inverses & droite et & gauche est donc inversible, ainsi que S(u) . Ceci clot la
preuve de (3.1).

Mentionnons quelques corollaires simples:

S*(u) = wu (3.13)
uS(u) = S(u)u est central (3.14)
S S(by)aa, = S(e)u = S(t)S(uyu=S(u)u Y S(c)ad, (3.15)



De plus (2.4) et (2.11) entrainent
e(u) = L. (3.16)

La conséquence la plus importante du théoreme (3.1) pour la théorie des représentations,
est que pour une algébre quasi-Hopf quasitriangulaire A, et pour une représentation (7, V)
de dimension finie, le bidual (7**,V**) est équivalent a (7,V), au moyen de I’entrelaceur
m(u). Cela signifie également que le dual (a droite) (7*, V*) est équivalent au dual @ gauche
(*x, V*) défini en [21] par *x(a) = (7 0 S™'(a))* pour tout a € A.

4 Le foncteur de Reshetikhin-Turaev généralisé

4.1 algebre quasi-Hopf de rubans

Soit A une algebre quasi-Hopf quasitriangulaire. Nous proposons la généralisation suivante
de la structure d’algebre de Hopf de rubans (ou “enrubannée”) de Reshetikhin et Turaev.

Nous dirons que A est une algebre quasi-Hopf de rubans ssi il existe un élément central v € A

vérifiant

R1. v? = uS(u)
R2. S(v)=v
R3. ¢(v) =1

R4. A(uv™) = (S Q@ S)(fa1))(uv! @ uv™1),

ou f est défini en (2.19) (cf aussi (2.10 )). Nous avons étudié en détail I’algebre D¥(G) de
Dijkgraaf-Pasquier-Roche-Witten [22, 25], qui est une algebre quasi-Hopf de rubans, dans
Particle [16].

4.2 Graphes de rubans colorés

Un graphe de rubans [20] peut étre défini comme une projection réguliére sur un plan d’un
nombre fini de rubans orientés de IR>, i.e. des sous variétés bidimensionnelles orientées, &
bords, images disjointes de plongements réguliers [0,1] x [0,1] — R? x [0, 1] (rubans ouverts)
ou S'x[0,1] — IR?x [0, 1] (anneaux). Les rubans de Moebius sont exclus par cette définition,
les rubans considérés ont un c6té “foncé” et un c6té “clair” (cela ne les empéche d’ailleurs

pas de prendre des couleurs). La définition de graphe de ruban sous entend aussi que le



c6té clair est face au lecteur en haut et en bas du dessin. De plus les extrémités de tous les
rubans ouverts sont verticales et appartiennent & IR* x {0,1}. Les rubans sont aussi dirigés,
i.e. munis d’une fléche indiquant une direction de parcours.

Voici un exemple de graphe de rubans:

=/

7z
¥

i ({

Deux graphes sont considérés comme équivalents ssi ce sont des projections de rubans
isotopes. Ce qui signifie que nous considerons une isotopie lisse de IR® qui conserve les
directions des fleches, 'orientation de la surface du graphe et laisse fixes les extrémités des
rubans ouverts. Par commodité, nous représenterons graphiquement un tel graphe de rubans

comme la projection d’un ciblage (entrelac avec composantes éventuellement ouvertes):

\

~ ~ N\ ~ ~

N

Définissons maintenant les graphes de rubans colorés, ou c-graphes en abrégé. Soit A une
algebre quasi-Hopf de rubans. Notons N(A); la classe de tous les mots ( expressions non

associatives formelles) de la forme

(VP o((¥320--4))--)BVE*)) (4.1)

ot les k lettres V; sont des A-modules, ¢; = +1, a ce stade V! et V! sont de simples symboles,
que nous n’identifierons que plus tard au module V' et au module dual. Il n’y a pas de restric-
tion sur I'emplacement des parenthéses, et nous considerons deux mots constitués des mémes
lettres parenthésées differemment commme distincts. ainsi (V,0V,)0V; # Vi0O(V,0V3).

Par définition N{A)o contient seulement le mot a une lettre, C, la représentation triviale.



Un c-graphe est un graphe de rubans, décoré a son sommet et a sa base de deux mots
wi € N(A)g, w € N(A); , chaque ruban étant “coloré” par un A-module V. Ces décorations
doivent etre compatibles, i.e. les lettres de wy et w; correspondant aux extrémités d’un ruban

P ) p
ouvert doivent étre égales a sa couleur, et la direction de la fléche tracée sur le ruban est
déterminée par le signe ¢; d’apres la régle suivante: si 'extrémité d’un ruban correspond a

la lettre V™, la fléche est dirigée vers le bas (resp. vers le haut) si ¢; = +1 (resp. -1). Voici

/ C@;

v D(V oVv,")

un exemple de tel c-graphe:

lDV3

Ces définitions permettent de définir une catégorie Gre(A) des c-graphes. Ses objets sont
les éléments de N(A) = U, N(A)k, et les morphismes sont les c-graphes. Par exemple, le
c-graphe de la figure 3 est un morphisme V;0(V,0V;™') — (V,0V;1)OV,. Notre convention
graphique est qu’un c-graphe est un morphisme de ’objet situé en bas du graphe vers ’objet
situé en haut de celui ci. Si un c-graphe ne présente pas d’ extrémités de rubans ouverts
au bas ou au sommet, c’est un morphisme de ou vers €. S’il n’a aucun ruban ouvert nous
dirons que c’est un c-graphe fermé. Il peut étre utile de souligner que les objets de départ

et d’arrivée, avec leur parenthésage, sont pour nous des parties essentielles du graphe, ainsi

vl VQ_

/ /
[\ /

- -
(vov)oy, va,av,')

10



4.3 Le foncteur F

Nous nous proposons de définir un foncteur F de Gre(A) vers la catégorie Rep(A) des
représentations de dimension finie de A, dont les objets sont les A-modules de dimension
finie , et les morphismes les entrelaceurs. Si w € N(A), F(w) est le A-module obtenu en
remplacant les produits formels pour O par les produits tensoriels ® définis en (2.5), et en
remplacant les lettres V™ par Vi sie; = 41, par V*si¢; = —1. Pour un c-graphe C : w — o/,
F(C)est un entrelaceur F(w) — F(w'). L'image F(C) d’un c-graphe C fermé, F(C):C - C
est identifiée & un scalaire, qui est I'ingrédient essentiel des invariants d’entrelacs et de 3-
variétés que 'on construit par ces méthodes. La définition de F/(C') repose sur l'observation
que tout c-graphe (' peut étre construit a partir de quelques graphes “élémentaires” par

collage et juxtaposition. Ces c-graphes élémentaires I*, X+, U/, D, ® sont

v v
+ T -
IY = J—y -
Vv vo!
W oV W o V
+ _ N\ - _ /
“ow ,,/\ Xow* A
Va w Vaw
UR = m UL:.
v via v vayv
R - Loy
:D — VCIV :D o

Hg
Jl

(V,n Vz)ﬂ V3

1



Définissons plus précisément les notions de collage et juxtaposition. Soit €' :w — w' et
C': w' — w" deux c-graphes. Par “collage” nous entendons la composition des morphismes

dans Grc(A), C'o C 1w — w”, définie comme dans

* ,f v A

C/

Il est essentiel que 'arrivée w’ de C soit exactement égale au départ de C', avec le méme

parenthesage.

La juxtaposition dans Grc(A) est une loi de composition O. Pour w € N(A)g, w € N(A),,

c’est simplement wyDw; € N(A)zy. Pour les c-graphes C' 1 w — o', C' : 2 — 2', nous

définissons COC’ : wOz — w'Ox’ par juxtaposition des deux graphes:

o l+---+,+] by 44

. . W ’ o~
Signalons que Grc(A) contient une classe de c-graphes W, composés entierement de
lignes verticales, et tels que w et w’ different seulement par leur parenthesage. Nous poserons

alors
oY = F(T) (4.2)

Le cas w = (V,O(V,0V51))OV, | w’ = (Vi0V,)D(V5'0V,) est représenté par:

(Viova)a(Vs'a V4 )

(Vio(V,0 V:))U V(«.

12



On demande que le foncteur F ait les propriétés suivantes: c’est un foncteur covariant,
F(C'oC)= F(C")o F(C), (4.3)

la juxtaposition correspond aux produits tensoriels:
F(CoC') = F(C)® F(C, (4.4)

et les ¥ graphes satisfont une propriété de “fusion”, ce qui signifie que lorsque w,w’ €
N(A); different seulement par leur parenthésage, mais ont une séquence (V,#0OVi{") = w®
commune, alors

F(UY) = F(U28), (4.5)

ol wg € N(A)k-1 est obtenu en remplacant w() par F(w(")) dans w. Le foncteur F est alors

défini par ses valeurs sur les graphes élémentaires I*, X*,U, D, ®, comme suit:

F(I§)=idy  F(Iy) =idy. (4.6)

F(X{w)=Rvw F(Xiw)=Buy (4.7)
FUMH(<0l@|z>) = <blajz>=6(az), <€V, |z>€V, (4.8)
FUH(z>® <0) = <8S(a)uw Yz >=0(S(a)uv™'x) (4.9)
F(DY)(1)=3_B-le; > ® <€l (4.10)

ot {|e; >} est une base de V, et {< €’|} la base duale de V*,

F(DH)(1) = 32 < @l @uvS(8)-le; >, (4.11)

F(@V],V2,V3) — ¢V1,V27V3_ (412)

F est aussi défini par ses valeurs sur les graphes dont certaines directions de parcours (corre-
spondant & des ¢; négatifs) ont été renversées, obtenues par 'action de S en vertu de (2.12)
(cf par exemple (4.16) ci-dessous). Notons que toutes les valeurs ci-dessus sont bien des

entrelaceurs, en accord avec le principe général de cette construction.

13



Les propriétés des algébres quasi-Hopf concernant les éléments a, 3 garantissent la
cohérence de la définition de F sur les c-graphes contenant des demi cercles U ou D ; celles

concernant la matrice R universelle la cohérence de la définition de F' sur les graphes tressés
[28].

Nustrons ce point par les exemples suivants:

Dans ’espace vectoriel sous jacent

F ((MB(1av;)awn) [k > 8lvs >= F(KB((%OV;)0W)) i > 8lvs >
v Vw4

= D |1 >0Blea>® < e ®Ps> (4.13)

Une condition nécessaire de cohérence a vérifier est que le vecteur de V; @ Vo @ V' @ V3 ci

dessus soit invariant sous 'isomorphisme naturel de modules. Nous avons effectivement

via((v,0v, av,)

2 romiov-yons - 2 41 > ©Blea > & < €| @ s >
= Xt > @YV Bles > @ < ISV ) @ Zilaps >

= 3 Xt > @Y VBle, > @ < |S(YP)ey >< | ® Zilys >

a,b,t

= 3 Xl > OV VBle, >< e[SV |es > @ < €8] @ Zilaps >

a,b,t

= 3 Xity > @Y V85 (YD) e, > @ < € @ Zilys >
bt

= 3 Xilth > @e(Yi)Bles > ® < €| @ Zilps >
bt

= Z Y1 > @Bley > @ < ebl ® |3 > (4.14)
b

ou (1dRARid)d =3, X;® Yi(l) ® Yim ® Z; et ol nous avons utilisé les axiomes (2.4), (2.8).

De méme

14



F( Jf m \L)W‘1>®<92|®|¢2>®|¢3>

(i O(V;'0V)0%

:F( \L m \1,)|?/)1>®<92|®|¢‘2>®|¢3>

Vi O(Vy'0V)0V)

= < Oylalpy > |1 > @ | >

est tel que

A

Vi O((V,'DV,)01)
Vi O((V;'0V;)0V)

lml lTll

10((V;710V;)0V3) V,7'0V;))0V, (4.15)

Les égalités ci-dessus jointes au théoreme de Mac Lane permettent de montrer que pour

g U'lﬂ) I 177

tout graphe:

15



I’égalité analogue pour deux tresses élémentaires contigiies

(V. o V)a(Vaa V) (Vo V2)a(V;ay,

UR-8 U

résulte simplement des définitions. Par contre pour raisonner sur des tresses quelconques

il faut de la méme facon prendre conscience du réle du parenthésage dans la définition de F',

ie que (Via(Vso %))V, vV o((V,o¥,) oV,
4 ! 3 &

AR

sont a priori des objets differents. Il se trouve en fait que 'axiome

A’ = RAR™! et le fait que R,3 commute avec

V; V30V,)av, . .
B iaviyoy = ((d® A®id) ¢ donnent

(Va3 0 V,_))an,

F(l Xy

(V. l'.l(v)_ a VS))U Vl,
\ :I«V3 aVy)a V.,)

_ VO (uow)) av, ( 1§ ) o V20 (a0Va)avy)
= Pyovown) oy °© N l (V18(V20V3)) oV,
(M (ANALYA

16



Les deux dernieres égalités étant comprises dans
Homg(Vi®g Va®¢ Va@g Va = Vi®g Va®g Va®g Va)-

De méme CD:,",]DD&:;GCEV("Z?‘),E) = (t1d@1d® A) ¢ donne

V Q(V a Vq.tl Vs))

F(l A

Via(Ya(Vya v, )
(V.D Vz)ﬂ(vqﬂ V)

Vi0 (V,0(V50V;)) (Vi0 V2)0(V30V4)
e ) 0 B0 ot e

(V| o V;)U(V3DV‘,)

(A RAL qu)

_ _ ftu
1 l Y
(V.o ¥,)e

V uV)

Le théoreme de cohérence de Mac Lane nous assure alors que l’application linéaire
R; ;+1 reste bien définie, c’est & dire indépendante du parenthésage, quel que soit le nombre
d’espaces apparaissant dans le produit tensoriel, pourvu que V; et V4, soient placés dans une
méme parenthese (V;OV,;,). La spécification des parenthésages reste bien sir indispensable

pour un graphe général.

4.4 Démonstration détaillée de 1’'invariance d’isotopie

Nous prouvons ci dessous l'invariance de F' sous isotopie de ruban en vérifiant I'invariance
sous les déformations du graphe (espaces de départ et d’arrivée fixés) et sous les trois types
de mouvement de Reidemeister [31, 32].

Notons que le réle de I'antipode S dans la définition de F' donnée ci-dessus signifie entre

autres que:

17



F(X$ ) <0vl@lw > = by lbw > ® < bv] 0 5(a)
4
F(X‘f W_l)ld)v >@<Ow| = Y. <O0w|loS(b)Qa,- v >
P
F(XPo o) <Ov®@ <Ow| = Y <0wloS(b,)® < by|oS(ay)
14
F(Xyo ) <@ lpw > = Y a-ldw > ® < 0v]o S(d)
{
F(X7 wa)lbv >@ <bw| = 3 <OwloS(e)®d-|pv >
i
F(X7 o) <Ov® < bw| = 3 <bwl|oS(e)® < by|oS(d) (4.16)
l

de sorte qu’il faudra également vérifier la compatibilité des valeurs de F' pour tous les croise-
ments possibles avec 'invariance sous isotopie. Commencons par un type d’invariance sous

déformation qui résulte des axiomes (2.9),(2.10):

F( myzw = F( l (V) Shle>o<elal>

(Vvav')gvy °
v av'la

= #(| (1) T X blea> © < eIS(V) © Zilw >
vavav)

= Y X; Blea >< e*|S(Yi)aZi |9 >

= 2 X BS(Y)aZ; [ >=1¢ >

= F(1)w>

ou |e* > est une C-base de V (qui est de dimension finie) et < €*| est la base duale:

< elleg >= & , > lea >< €®| = idy
F( N ) = Z Riu™'S(aQ;B) uP;
Y = u™ 5L S(P)a@; BS(R;))u

-1 =r()



Et on obtient les identités ot la direction des fléches a été renversée en appliquant ’antipode

aux formules ci-dessus.

Prenant la numérotation traditionnelle a rebours, examinons tout d’abord I'invariance

sous les mouvements de Reidemeister du troisieme type:

Vi 2 8 v?:) V,_ o V3
\, (4.17)
(V UV;)UV:; (VIQ V;UV3

L’expression du membre de gauche est, a une permutation des facteurs pres

(R 1) (Acid) R
= Z (L,.}';(Lqux’k % I)TZL'R]‘CLP)"}\- @.Y,’qu]‘l)ka R

ce qui, en vertu de quasi Yang-Baxter est aussi égal a

S ZiRaYea, ©Yia PiXib, O XibQbyZi
(4.18)

ce qui est encore, a la méme permutation pres, ’expression du membre de droite.
Les identités correspondant & des directions de fléches opposées sont obtenues, en vertu des

définitions ci-dessus des images des huit croisements, par application de Pantipode aux divers

facteurs.

Si le mouvement de Reidemeister de tvpe 2 le plus simple:

() )-r(hy=rC ) ) (4.19)

v Y
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résultede R R™' = R™' R = 10 1: il n’en faut pas moins consideérer aussi les mouvements

de type 2 sur des graphes obliques!

Ainsi pour vérifier que

=P B ), 0

3

, -
Vio(ViaVz) V,a(ViaV,)

évaluons 'action de ce graphe sur un vecteur < 0y @ |ty > Gy > de V@ Vi © 15, nous
posons T(a®b®@c) = S(a)ab@ c:

<O S (o > Sl >)

(

= F( \, ) Z < 01[ o (bqllgf‘g > E‘mqif‘#/’l >)

q

WB(%DW)

(

- p( Y ) < IS S Qb

1.9
(Yﬂn Vz) ny,

g >) O Rya, iy >

20



= F(l m ) S (0, Qub e > < 0|SCa,P)) o Riayly >

Vav'hy,

:F(\L O) > Xib,Q,blv: > @(< 1|5(Yia, P;) @ Zi Rjaglhr >
oV o) 7
= Z < 0,|S(Yia,P)) a Z;Rja,lvr > Xib,Q bl >

L300
= ( <O i(]) (0312 Riz ¢13; st) ([r > @ty >)
= ( < | ¢ 7(/) ’T( A @ )R phi~ ) [1h > @2 >)
= (<0|cid) T(Za“)P o aPQ; @ b,R; )(|¢»1 > @y >)
= Z < B|S(P;)S a“ aa(z)th/v] > b, R, |12

P

= Z =(ap) < |S(Pj)aQ;vn > by Rilws >

Ya

= Z<01|5 aQ;lvy > Rl >

- m ‘l/ ) <0 @ Iy > Ol >

V. Q (V,qu)

En d’autres termes l'invariance de [’ sous le mouvement ci-dessus découle des axiomes

d’antipode, de (¢ @ 1d)R = 14, et de

(A@id)R o' = ) (/5)1)]3_7 & (I,;)Q)Q]‘ O by R;
i

-1 - Py = -
= @312 Ris D139 Ryy = Z )‘,'(LPPJ' (2 Z.,'Rj(Lq (s 4\iprjbq

LI
On démontre de méme

- -1
(Y, a Va) nYz. (ViaVo)aV, (Ko V2)oVa

X
*\j U) = F( ™~ ) ) (4.21)
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et en utilisant (Zd @ A)R Qf) = ¢2-—311 R13 ¢213 R12

F<%>-—F<l M- )

vy, Ja Vav;, )aV,
vio(viav)  va(Vaw) v a(v'a,)
|
P ) =F( ) =F( )
D72V
&
V| a (Vl a Vz_)
Composant le graphe (4.20) ci-dessus avec F (l (/ ) on obtient
V,a(V, oV
Vi ﬂ(vz_ﬂv) n\/l

qui correspond au croquis simplifié:

et a l'identité

Z S(Yia,P;) aZiR; @ X:b,Q; = 3 S(Pj) aQjci ® Rjdy

i

o AN )=+ A )

-1
Vi a(v,aV)) V, a(Y, av))

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)



v, U(Vzﬂ V-,.‘) Vnn(VznV.—')

F( yJ ) = F( \_\7 ) (4.28)

Vv, n(VznV..') V,alv; aV,’)

F( \/ =F \ 4.29
(=) o

correspondant respectivement aux identités:

Z X{CIQJ' & S(Y,-lej)aZ,-Rj = Z Rja,, ® S(Pj)anbp (430)
1,50 P

ZX,‘bPQJﬂS(Z,'Rj) ®Y,~aij = ZX,,BS(d[Y,) ® qZ; (4.31)
4,0,p il

Z XilejﬁS(ZiRj) ® Y;dlpj = Z X,',BS(GPY;) ® pr,' (4.32)
7,0 1,p

Les images des graphes dont les directions de certaines composantes ont été renversées
peuvent également étre calculées, et 1'invariance sous les mouvements ci-dessus résulte des

mémes identités combinées avec S%(z) = uzu~'. Par exemple

\

AN )R Y ) 439

=1 -1
vlu (vz,ﬂ Vi ) V,n(Vzﬂv. )
correspond a l’identité

Z S(CYZ,'RJ') uY,-aij ® X,'prj = Z S(ancl) tu ® Rjdz (4.34)

1.,p i

équivalente a (4.26).

Pour terminer la démonstration de I'invariance sous les mouvements de type 2 il reste

encore a vérifier:

F(H) = F( >_<‘ )=F(\":/\,) (4.35)

[



Nous avons par exemple:

Va, V.;l
X N4
F( K\h ) =
o V, oV a(V,a%))
(v er( FN) i
v,'a(V,a¥) v
Vs a(V; b(VaVi))
-r() ) FV(FUA )
%o(V "ol 5 V) Y
L4,
9
V,_I:I(V,_aV V,

r(h ) A9 e
Uﬂ ) - Y )

Les mouvements de type 1 engendrant I'isotopie de ruban (qui correspond a l'isotopie

ambiente des rubans dans R*) sont :

\o o/ o/

F) — ) — b (4.36)

Pour vérifier I'invariance d'isotopie correspondante on peut présenter une étude systématique

des valeurs des boucles élémentaires. appelées “twists” en anglais et représentant les torons
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observés fréquemment par les alpinistes sur leur corde:

La formule S(a)u = Z S(by)aay

implique

\ ) =F( ) o (v@idy-. )
V Vv

Appliquant S a (4.37) on obtient
S(u) S*a) = Y S(aa,)S*(b
P
ie. v’a = > S(aa,) ub
P

impliquant l'identité avec la direction opposée:

L’identité
est équivalente a

qui implique

Appliquant a nouveau S a (4.42) on obtient

a = ZS(adl) e
]

25

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)



et donc

v Vv

F( /% )=F( Q ) o (idy. ®v7?) (4.45)
v v

Evaluons maintenant les boucles latérales

| /
F( % e >=F( [ )zaj<ea|®vu-15(ﬂ)|e.,>®|¢>

¢ (\/—‘OV) nV
= F( % )3 < €S(Xi) @ oY S(B)lea > BZilY >
v alv nV) ,

= F(£Y ) Y < elS(X) ® aZily > @vdYiu ' S(B)les >
ve(Vav)

= F( (Vv V)X <elS(PX) @ QiaZilp > @vR;idYiuS(B)lea >
(Wovdav = @il

= Y <e|S(PXi)aQ;aZil > vR;dYu' S(B)|es >
a,t,5,!
= v Z RjdlY,-u_lS(ﬂ)S(PjX,-)anch,-|7,/) >
1,7,
= v uT'S(PXiBS(RidY:))aQiaZilv >

il

Mais la formule (4.31) ci-dessus est équivalente a

> PXiBS(R;diY:) ® QiaZ: = Y b,QiBS(R;) ® a,P; (4.46)
3p

5.0
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de sorte que

ZS’(P,-Xi,BS( s Y))aQaZ; —Z S(6,Q;B8S(R;))aa,P; = u (4.47)

1,5, 7P

et on a donc tout simplement

F( % ) =v (4.48)

Cette démonstration qui peut paraitre a premiere vue un peu miraculeuse n’est que la

mise en forme de I'intuition graphique suivante:

(V uV)n v

(R Pl

N ) V)n
= F((vav)a v ) © F((vn V

de méme

F( % ) = F( ﬁj )=v"? o F( fd ) =07t (4.49)
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l
(2 ) - r % =r( U Jorn

Pour obtenir les valeurs des boucles inférieures écrivons enfin:

) (vuv)uv
F( [\ oF /4 J/

(vov)aY

:F(kmqw‘“v o\

(V.'u V)aV

partons de

V= E Xibyu'vS(8)S(a,)S(Y:)aZ;

et substituons I'identité pentagonale ¢ ® 1 =

(1dRA®id)¢ (1046 (idRidR A)p (AQidRQid)d

(4.52)

(4.53)

ie. ZX RYieZiel= Y PXX"eQVP.Y.XP®QPQ.zMY: ® RR.2{" Z,

1,7, ksm
dans

vB = Y Xibu'vS(8)S(ay)S(¥))aZ:pS(1)

= 3 PXXbuvS(8)S(a,)S(Q PnYiXi)aQP Qu Z{ Y BS (R R 27 Z4.)

)
= S X XMb,u0S(8)S(ay)S(Pa YX(2 )aQm ZNYiBS(Rm 2 Z1)
(

= T Xib, XPu0S(8)S(X)S(0,)S (P Y:)eQm ZVYiBS (R 27 Z2)
= Y Xibpu uS(X{BS(X())S(0,)S (PnY:)aQm Z Vi BS (R 27 Z.)

= 3 Xibu=S(8)S(a,)S(PnY:)aQm 2V BS(Z)S(R.)
= Y b,u"0S(8)S(ap)S(Pr)aQmBS(Ru)
= pru"le(ﬂ)S(ap)
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Nous avons donc démontré, puisque v est central,
B=Y b,u S(a,p) (4.54)
3

qui implique

v v
X v v
P )=eidy) F( \_I ) (4.55)

L’intuition graphique de la démonstration ci-dessus de (4.54) est simple:
A
X _
F( )=F( )

|
'
!
t
i
mais a cause de la nécessité de parentheser les objets intermédiaires sa mise en formules

a di utiliser I’identité pentagonale !

De (4.54) on déduit
S(8) = u Y apfu=S(u)S(5,)

ou encore

vulS(8) =Y a,85(by) (4.56)

qui donne \
F( d ) = (idy- @ v) F( \€/ ) (4.57)

u'lS(ﬂ) = Zdlﬂs(cl) (458)

29



et en appliquant S aux deux membres

p"zﬁ = Z C['U."l‘_q(_;g)s’(dl) (459)
l

(4.58) et (4.59) impliquent respectivement

V" \
F( %/ ) (idv oY) o F( R ) (4.60)
v V"

v oy
F( bz ) = ' sidvyor( ) (4.61)

En résumé on a montré qu’'a chacune des boucles

2 2 % € o p

est associé Popérateur v qui correspond a la torsion du ruban

Alors que l'opérateur v=! est associé aux huit autres boucles

KRRY Y YKLp P

)

Pour parachever cette démonstration il est encore nécessaire de vérifier la consistence des
valeurs posées pour les huit croisements avec I'invariance par isotopie, et au passage cela

donne une expression explicite pour R,
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Etablissons en premier lieu

F<tk/ﬁ>=F< X )

{
LA =rC ] ])
l

dont la démonstration comporte les étapes suivantes:

équivalente a
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V. ofV, afwav) OATA

F(l%] ) op((j,utjjvtm)op(u Lfl ) -

Y, (v, al%ave)
L vldv:iﬂ(\/.o\/,_)) TALA
F(J,d}) (YA} (B ] |-
V,u(V,E':(V.::v,_)) (Vs JafvaV,)

(Vu UV. .uvl)

(| ﬂl ) e |-

v' O(V—,‘n(v,n\/l))
1 (an. )JV(IVJ.
lﬂ¢ o (D(‘lDE(]“—l av, lgtj) F U\ \L l
Vuﬂ((Vt!Vu Uv;_)
V,o(v-lav))avs «V, V:l)OV.)IVz
ﬂ \L © @:(C_]E(”{_J)DCIRD‘; oF( kuj\ \l, \w =
(Vm(V oV|))n Va
F<U1 ey =R L))
v, v YV,

Pour achever de convaincre lc lecteur de la valeur de telles démonstrations graphiques don-

nons a nouveau sa transcription en formules explicites:
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Vi V,

Evaluons tout d’abord F ( L )|'g/f72 > @)Yy >

M

= F( l Jolide Soidoid[(1©e™)(id@id o A
N Z Ble, > < e O |y > Oy >
-] 2
V, a((v.uVJn\A)

= F( Ljyl ) S Tiles > © < IS @ Vi > OWiy >

V. ol 0 )aV)

= Fi J, m ) > TiBlea > @b, Vily > @ < €| S(aply) @ Wi by >

Y. D«V;ﬂ\;:)n Vn) "

- F(li (\l ) S Tidle, > Xib Vil > 0 < | S(ial) © ZW, iy >
adp.l

V. u(V, olV;aV.))

= YT S(Yiapl) @ ZiWilyy > 2Xib, Vil > (4.63)

,pl

o (1@ Hidoido ANy = Z T, U o VoW,

= Y N, oPY, o,z Rz (4.64)

m
J.m
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Ce calcul nous donne donc explicitement:

= 3 X.B S(Yia,P;Yy) a ZiR;ZPa, ® Xib,Q;Z0)b,

Jlmpg
= Y X8 S(YieyPYn) a ZiR;a,Z) ® Xib,Q;b, 28
Jlm,pyg

mais d’apres (4.24) cette expression est égale a

3" XuB S(Yn)S(P;) aQ; 28 @ R; 2D
7m
Et I'identité pentagonale s’écrit encore

Y Xn®@PYa®Q;ZV @ R;ZP = (id@ AQid)¢ (¢ ®1) (AR id®id)¢™"

Jm

de sorte qu’en utilisant les axiomes on obtient bien

F( \ J=181 (4.65)

Nous avons donc démontré au passage la formule explicite
R = ) ¢, ®d,
q

= S TBS(Yia,Ui)aZiW; @ Xib, Vi (4.66)

,p,l

avec les notations de Drinfeld données en (4.64).

En utilisant I’identité pentagonale et les axiomes on a également la formule équivalente:

R =3 K. X.8S(Mia,Y:)aN; @ Lib,Zi (4.67)

ilp
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ou Z KNy oL oMo N = (Adidaad)e (670 91) (4.68)

Des preuves analogues donnent

P (?L] ) = F( K\/ ) (4.69)
F( l/%/l) = F( ‘\/\‘ ) (4.70)

F( ‘(J ) = F( \I/N ) (4.71)

et les identités similaires lorsque la direction de certaines fleches a été renversée.

4.5 Traces et dimensions quantiques

Soit €' : w — w un c-graphe muni des mémes mots de départ et d’arrivée, w € N(A); .

Définissons la fermeture €' de (' comme sur la figure:

N>
i’"
N

Par construction F/(C') € End F(w) est un entrelaceur. Posons:

tr, F'(C) = tl';x(u,)(F((,")z’ﬁi‘S'(a')'lL'l.'_l). (4.72)
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Nous avons

F(C) = tr, F(C). (4.73)
Et pour deux tels c-graphes C, C’
try(F(C o C") = try (F(C' 0 C)), (4.74)

La démonstration de (4.73) fait appel a I’axiome (R4) d’algebre quasi-Hopf de ruban, a (2.18)
et (2.20). Considerons d’abord le cas C : V0OV, - ViOV; . Soit A = (m @ m @73 @
) (A ®id®id)(¢)(¢ ' ®1). On a alors

F(C)

F(UL)(d ® F(UL) ® id)A™ (F(C) ® idvy @ idve)A(id ® F(D5,) @ id)F(DF; )
= Z trvl®v2[(S(aD;Nj)uv'lA,~ ® S(aC,-Mj)uv”lB,-)F(C)(Kjﬂ ® LJ,B)]
= tryen[F(C)(8(S ® S)(ra)(ue™ @ uv™)]
= tryen[F(C)AB)f(S® S)(fald'(a))(uwv™! @ uv™")]
= trienlF(C)A(BS(@)f (S ® S)(fa)(wv™ @ uv™)]
= tr F(C). (4.75)
Le cas général peut s’établir par récurrence.

La dimension quantique est alors:
dim, (V) = tr,(idv) = try (x(8S(a)uv™h)). (4.76)

L’utilisation de (4.73) pour le graphe vertical correspondant a 1'identité nous montre que les

dimensions quantiques sont multiplicatives,
dim,(V; ® V2) = dimy(V}) - dimy(V2). (4.77)

Remarque. Il est possible de formuler la condition fondamentale (R4), de maniere semblable
a P'axiome correspondant pour une algebre de Hopf de ruban. Commencons par calculer

A(u): Lorsque a est inversible, de (3.9), (2.18) et (2.21) on déduit:

Alu) = fTHS ® S)(var fa1) 3 (S ® S)HA'(b,))1A(ap)- (4.78)

P

Que ’on peut réexprimer a ’aide des propriétés du foncteur F' sous la forme:

Au) = (S ® ) fu(u®u)(RaRiz) ™ (4.79)

Cette formule peut en fait s’établir sans hypothése sur o en partant directement de la

définition de u et en utilisant (2.18) et (2.20). Pour cela il faut d’abord montrer

3" (S ® S)A'(b,) YA(ay) = (S @ S)ya1(u @ u)(Rax Riz)™? (4.80)

4
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dont la démonstration assez longue (dont nous tenons le manuscrit a disposition du lecteur

interessé) utilise notamment 1'identité pentagonale. L’isotopie de graphes correspondant a

A4,

Comme, en plus de (4.79) on peut aussi montrer que

(S®S)R = faRf™, (4.81)
qui implique
(S ® S)(Ri2Ra1) = fRuRiaf ™7, (4.82)
Pexpression A(S(u)) = f~1(S ® S)A'(u)f devient:

A(S(u)) = (BaRi2) 7 (S(w) @ Su))(S @ S) f3' f- (4.83)
d’ou
A(S(u)u) = (S(u)u @ S(u)u)( Ry Ri2) 72, (4.84)
en accord avec (R1) et
Av) = (v@v)(Rafiz) ™. (4.85)

cette condition est un des axiomes d’algebre de Hopf de ruban, qui a la méme interprétation
graphique dans le cas d’une algebre quasi-Hopf. En d’autres termes nous avons montré que
(4.85) est équivalente a (R.4),

4.6 Représentations du groupe des tresses

Toute représentation (7, V') d’une algebre quasi-Hopf quasitriangulaire conduit a une représentation
du groupe des tresses a n brins, B, [26]. Les images des générateurs b;, 2 = 1,...,n — 1 sont

les endomorphismes suivants du module

(VeV)eV)®---)®V = V2 (nous ouvrons toutes les parentheéses & gauche):

by = Ry (4.86)
by = 7' Rigpaty, i>1 (4.87)
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ou
'¢’i — 7r®n(A2—2(¢) ® 1®n—i—1). (4.88)

Ici R; ;41 agit sur les ieme et ¢ + leme espaces accouplés, Ay est défini pour n > 1 par
A6 ®  ® tn) = A1) ® a2 ® - ® an, (4.89)

et la notation A% représente Ap o Ap---Ap (k fois) pour k£ > 1, A} = id. Par exemple,
dans le cas de Bs, Rs4 est un morphisme du module (V® V)@ (V@ V))® V et b; est le
morphisme correspondant de (V@ V)@ V)@V)®V :

by = 7®(ARid®id)(¢7") ® 1) Rzy 7 ((A @ id @ 1d)(¢) ® 1). (4.90)
Les relations du groupe des tresses:

b,‘bj == bjb,‘ fOI‘ IZ—]IZQ (491)
b,‘b,‘+1bi = b,‘+1b1‘bi+1 (492)

résultent comme on ’a vu plus haut de I'invariance isotopique du functeur F, (4.92) étant la
représentation graphique de léquation quasi-Yang-Baxter (2.24). Soulignons encore que ces
résultats méritaient une démonstration, car c’est l'insertion de morphismes Af(¢) qui rend
possible la composition des générateurs formant un mot du groupe des tresses. En d’autres

termes, il existe des identités du style:

ATH ALY @) = ([d™ @ A)ATH (7)1 @ ¢)AL(d ® A ®id)(9)
AT AT ™) = (1d®T' @A @id® AT (¢T)ATE(9)

fl

qui découlent de l'identité pentagonale, en accord avec le théoreme de cohérence de Mac

Lane.

Cette représentation du groupe des tresses dépend du choix de parentheses fait sur V" |
mais d’autres choix donnent des représentations équivalentes. Le présent choix permet le

plongement de B, dans B,;; en ajoutant un brin a droite.

Limitons nous maintenant a une représentation (m, V) irréductible telle que dim,V # 0.
Posons

Ta(g) = (dimg V)™ trgy 0n(9) (4.93)
ou g € By,. En vertu de (4.74), T, est une trace de Markov:

T(9192) = Ta(9241) (4.94)
L+l(gb31) = T\ﬂ/: T.(9), (4.95)
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ou & = w(vF)/ dim,V. Cette trace s’étend & B, car

T.(9) =Tn(g) si m>n, g€ B, C By. (4.96)

A laide de 7, on construit des invariants d’isotopie ambiente des entrelacs par la méthode
usuelle [32, 33].

Conclusion et Perspectives

La construction d’invariants topologiques a partir de catégories tressées semble trés
générale. Nous avons montré qu’elle pouvait étre mise en oeuvre, au prix de l'insertion
(lourde mais parfaitement rigoureuse) d’associateurs (appelés ¥ graphes dans le texte), dés
que ’on rencontre une algebre Quasi-Hopf de ruban. Il est connu que I’on peut méme parfois
élargir encore certains des axiomes de Drinfeld [26].

Par dela la théorie des entrelacs, ces méthodes donnent acces, via la chirurgie de Dehn,
Kirby, Fenn, Rourke a des invariants de variétés tridimensionnelles orientées. Nous avons
construit explicitement de tels invariants a partir de I’algebre D“(G) de Dijkgraaf, Pasquier,
Roche [22, 23] dans le paragraphe 5 de [16] et vérifié leur coincidence avec les fonctions de
partition de Dijkgraaf Witten [25, 17] pour des espaces lenticulaires. De facon cavaliére on
peut dire que ces auteurs formulent une théorie des champs topologique de Chern-Simons
associée au 3-cocycle w du groupe fini G général consideré [27].

Les déformations d’algebres enveloppantes prises a des racines de 1'unité se sont également
révelées tres intéressantes (3, 7, 8, 34].

On pourrait conclure par la question suivante: Ayant une telle algebre, comment prédire a
partir de caracteristiques algebriques la finesse des invariants qu’elle engendre, comment ces

invariants se placent-ils dans la classification de Vassiliev ?
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