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Cet exposé est la rédaction de conférences faites a
I'I.H.E.S. en novembre 1982 et 4 Strasbourg en
mai 1983.

Il résume sans démonstrations les principes de la théorie de
J. Ecalle des "fonctions résurgentes', et leur application‘ au- groupe
des germes d'automorphismes de (C,0) tangents & l'identité. Pour
les démonstrations et des détails complémentaires, je renvoie a [E1]
et [E2]. D'autres applications se trouveront dans le travail [E3] et

les suivants ...

CHAPITRE [. -
FONCTIONS RESURGENTES

(I.1) CONVENTIONS RELATIVES A LA MONODROMIE LOCALE

Pour r>0, on note D(r) le disque {|x|<r}c @ , et l'on
pose D(r)* = D(r)-{0} . On choisit un point base a € D(r)¥ , et l'on
note (D(r)*,a) le revétement universel de D(r)* de point-base a
(= les classes d'homotopies de chemins de D(r)* d'origine a ). Soit
C(r) (resp. 6(1')) I'espace des fonctions holomorphes sur D(r) (resp.

(D(r)*¥,a)) ; on fait dans la suite les conventions usuelles suivantes :

Iy soit Oa l'espace des germes de fonctions holomorphes en
a ; l'application f-f, € Ga de "restriction au voisinage de a "
identifie CG(r) (resp. G'(r)) au sous-espace de Oa formé des germes
qui se prolongent & D(r) (resp. (D(r)*,a)) . En particulier, on a ainsi
une injection naturelle C(r) — CNB(r) ; elle se décrit aussi comme l'image

réciproque de la projection (D?r)*,a) — D(r) .
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ii) Soit b un autre point de D(r)* , e¢ y un chemin de
D(r)* d'origine a et d'extrémité b ; la donnée de vy établit un
isomorphisme entre (f)(r)*,a) et (]5(r)*,b) ; I'isomorphisme corres-
pondant de CNB(r) et de l'espace des fonctions holomorphes sur (B(r)*,b)
se lit dans la description i) par le prolongement analytique le long de vy

du germe fa .

En particulier 1'automorphisme de monodromie T : é(r) ——5(r)
est 1'isomorphisme obtenu en prenant b=a , et y un lacet d'origine

a entourant une fois l'origine dans le sens direct.
iii) Si I'on remplace r par r'<r etsi |a] <r' , onaun

plongement canonique évident G(r)— O(r') ; si |a| >r' , on se rameéne

au cas précédent en déplacant le point-base le long du rayon la, 0l

(I.2) MICROFONCTIONS

La construction qu'on va faire ici, et qui est appelée ''germe
qualifié" par Ecalle, est un cas particulier de la notion de microfonc-
tion holomorphe de Sato [S.K.K.] ; un autre aspect de la m&me cons-
truction se trouve chez Deligne [D], a propos de la théorie des cycles

évanescents.

Posons C(r) = B(r)/G(r) , l'injection O(r) — O(r) étant celle
définie au numéro précédent. On a deux fléches

(NB(r) cay C(r) var O(r) (notations de Deligne) qui sont définies ainsi :

e '"can' est la projection canonique 5(r) —»E‘,'(r) ;
e "var" est l'unique fléche qui rende le diagramme suivant
commutatif

B(r) ——% B

can\ /var

C(r)
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Cette fléche ("la variation") est bien définie parce que T agit triviale-

ment sur OG(r) .

Dans la suite, on abrégera souvent les notations en écrivant ''u"
(resp. "V') au lieu de can (resp.'var").Si I'on note encore T I'action
de la monodromie sur a(r) , définie par passage au quotient A partir de

T|G(r) , il est clair quon a T|G(r) = veu+id et T|E(r)=uov+id .

Il pourra aussi &re commode de ne pas fixer r et de se placer
dans les germes en 0 , en suivant les conventions de (1.iii) ; on posera
pour 0 : O(=0,) = im0, 6 =1lm&r) , €= limcC() .

(Chez Ecalle, l'espace C est noté Q).

Pour comprendre la signification de l'espace c, I'interprétation
suivante est commode, quoiqu'elle ne soit pas indispensable. Supposons
qu'on ait choisi un point base a >0 ; alors, la donnée de f € 6(r)
définit une fonction holomorphe g dans le disque coupé D(r) - IR+ ,
4 savoir celle qui coihcide avec f dans l'intersection d'un voisinage
de a avec le demi-espace Imx > 0 ; & u(f) correspond la classe
de g modulo G(r) ; autrement dit, en notant g, les restrictions de
g & D) N {Imx>< 0}, & u(f) correspond 1'hyperfonction [g] sur
l-r,rl & support dans [0,r[ définie par la paire €,.8) . Dans
cette représentation, l'application canonique se lit comme la fléche
g+ lg]l . Quant a la variation, elle s'interpréte de la maniére suivante :
sur ]R+ - {0} , Igl "est" une fonction analytique, donnée par la diffé-
rence des valeurs de g au-dessous et au-dessus de IR (je prends ici
la convention opposée i la convention usuelle) ; par exemple au voisinage
de a, ona [g]a = (Tf), -f_, donc [g]a est égal A la variation de
u(f) . La variation s'interpréte donc ici comme la restriction de [g] &

1R+— {0} , ou si l'on veuf, "l'oubli de 0 ".

On va examiner maintenant les opérations de base sur

convolution, transformation de Fourier (Laplace, Borel) ; ce seront des
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cas particuliers des notions analogues pour les hyperfonctions ou les

distributions i support sur IRJr

(I.3) CONVOLUTION

Pour simplifier, je prends le point base sur IR+—{O} ; on s'y
raméne, soit par rotation des coordonnées, soit comme en (I.1). Soient
f,g e C , et soient T et g € 3(r) , pour r>0 convenable, tels que le
germe de u(f~) (resp. u(g)) en 0 soit égal & f (reép. g) ; soient
a,e avec O<e<a<r , et soit Yae le chemin composé de
[a+i0, ¢ +i0) , du cercle de rayon ¢ autour de O , parcouru dans le

sens direct, et de [ec-i0, a-i0] . Pour x € R, , x voisinde 0,

I'intégrale B(x) =J' f (x-y) é(y)dy est bien définie et indépendante de

a, e
¢ s8i ¢ est assez petit ; ceci donne une fonction holomorphe sur

€-IR, au voisinage de 0 , dont on vérifie facilement qu'elle se pro-
longe en un élément de o ; on voit aussi facilement que si l'on change
a et les représentants f et g , on modifie h par une fonction holo-
morphe en 0 ; donc finalement u(?\) ne dépend que de f e g . On
pose par définition u(fl) = f#xg , et l'on appelle cette opération la conwo-

lution sur C ; ses propriétés sont les propriétés usuelles :
i) elle est associative et commutative ;
ii) elle admet pour élément unité, la (micro) fonction

5 de Can(ZTTix)

(ceci se voit immédiatement par la formule de Cauchy) ;

iii) on a : -(%{(f*g) = %f}—(*g = f*g% ; en particulier, on a :
Rk A

iv) sur ¢, g)—( est inversible (évident, car deux primiti\(ries
dans G différent par une constante !) ; l'inverse de rp
est donc la convolution par (ac—l)—()-lé = can(lgT;gix) :
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peu importe la détermination de logx choisie ici, car deux
déterminations différent par une constante. Suivant 1'usage, on

notera Y cette microfonction ("microfonction d'Heaviside') ;

v) la multiplication par x est une «-dérivation, i.e. on a

x(fwg) = (xf)wg + I*(xg) .

Dans la suite, il sera commode de poser df = - xf (cf.

théoréme (1.4.5)).

Remarque (I.3.1). - De m&me que les distributions, ou les hy-

perfonctions, les éléments de E ne se multiplient pas entre eux ; la
seule multiplication définie va de O x C dans C , et s'obtient par pas-

sage au quotient A partir de la multiplication usuelle Ox3—3 . En
*#Nn_ x-1 v .
(n-1)!

particulier, on a la formule usuelle Y

Remarque (I.3.2). - On peut voir que f#g ne dépend pas du

point base choisi, avec les conventions de changement de point-base

faites au n°1. Ceci nous servira par la suite.

(I.4) TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET BOREL

Il est possible de définir en général la transformée de Laplace
d'un élément de C ; on n'utilisera ici qu'un cas particulier. Il sera
commode de prendre le point-base a € IR +-{0} et de prendre la dé-
termination de log x donnée par arga = 0 . J'examinerai seulement
le cas des "microfonctions de classe de Nilsson”,' c'est-a-dire celle
qui proviennent d'un f € & somme finle de fonctions de la forme

xa(log x)pg(x) , o€ €, pentier >0, g holomorphe en 0 1),

(1) Cela suffira pour l'application qu'on a en vue ici ; d'autres applica-
tions de la théorie d'Ecalle exigent de regarder un cas un peu plus
général ; voir ses travaux.
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En considérant le mé&me chemin Y, qu'au n° précédent, on regarde
€

I'intégrale _['Y f (x)e_xgdx ; son développement asymptotique & 1'infini,
“Ya, e

au voisinage de IR+ , modulo fonctions a4 décroissances rapides, ne

dépend que de f = u(f) , et pas de f,a, et ¢ ; on appellera ce
développement 'transformée de Laplace de f ". Ceci conduit aux for-

mules suivantes, essentiellement classiques.

i) Supposons d'abord o € Z .
On a d'abord £(can xa) ~ f xae_xgdx ~ (ezm.a‘l)‘I“g'c;;lB )
Ya,e ga

(avec argg =0, & —+o en restant sur IR ).

Il est plus commode d'écrire ceci autrement, en posant
Pf (xa) = can((ezma—l)—lxa) ; c'est une microfonction dont la variation
vaut x> ; pour Rea > -1 , c'est la distribution définie par la fonction

intégrable qui vaut & si x>0 et 0 si x<O0 ; alors, on a :

(1.4.1) SPEx> 1“(OL+1)/§OL+1 (On se permettra dans la suite
d'écrire = pour ~ ).

Plus généralement, étant donné p , il existe une et une seule
fonction f~ (x) = %xkxa(log x)k vérifiant (T—id)f = xa(logx)p ; on
posera Pf xa(log xP = u(f) (une autre maniére de faire consisterait a
traiter d'abord le cas Re o > -1 par les distributions, comme ci-dessus,
et 2 faire le prolongement analytique en o de la formule obtenue).

On aura alors v(PfxcL(logx)p ) = xOL(logx)p , et

p k
a p _ & T@H) (log8)
(1.4.2) SPfx (log x) = e = Ck —q
do ga 1 0o k,a go,
avec des C convenables.
k,a
~ +n k ~
Finalement, pour f = 20 a 1(xa (logx) et f =u() , on
n> )
O<k<p

écrit f = Pf(Tb pxouhn(log x) ) , la somme figurant au 2e membre
n

étant égale a (T—l)f : le développement asymptotique &£f est la
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série formelle

an kJlexODLn(logx)k ,

qui s'écrit
k
vq  Uogk)
n,k g0L+n+1

b4

avec des dn K convenables.
3’

Cette série n'est pas convergente en général : il est classique
gqu'on obtient ainsi exactement les séries qui ''convergent au sens de

Gevrey', i.e. qui sont telles que, pour k=0,...,p , les séries
dp,k
LS
n!
ner cette question, et aussi les formules relatives a la transformée de

™ convergent au voisinage de 0 . Je laisse le lecteur exami-
Laplace inverse, ou transformée de Borel.

it) Pour o € Z , il faut opérer de fagon un peu différente.

Tout d'abord, pour o =0, il n'y a aucune ambiguité : on définit
Pfxn(logx)p (n>0) comme la distribution définie par la fonction intégra-
ble xn(logx)p pour x>0, 0 pour x<O0 . En particulier,

n n
PIx =xY ;ona

d® 1y
doP %1 [a=n

|
(1.4.3) .S:Pfxrl = 2+1 ; £Pfxn(logx)p =

Si maintenant, on a f = u(xn(logx)p) , avec n<0 , je ne sais pas
quelle est la maniére la plus simple d'écrire les formules ; on peut

par exemple faire ainsi ; on écrit :

p p 2ﬂia_ +
£f = Sulog x)P) -4 Su(xa)’ _d € :l)r(“ 1)
o=n do o=n dccp ga |c,=n
_ dP onie™”
= -
do® r-0e™ | q=n
. m, _d"
On n'aura vraiment besoin que du cas particulier f = § (=-——I-i 8 ,
d
auquel cas, on a, bien sQr %
@44 g5 =",
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La propriété fondamentale de la transformation de Laplace est
donnée par le théoréme classiyue suivant (qui s'étend, moyennant une

définition convenable, i C tout entier).

THEOREME (1.4.5). - Pour f,g € c , de classe de Nilsson,

ona SE*g) = $f-£g 5 () = —ad—g—(,s:f) dod $(f) = adg,v,f :
af
5(5)_() = g(£f) .

(I.5) HYPERFONCTIONS D'ECALLE (OU FONCTIONS RESURGENTES).

Aprés ces préliminaires, venons-en au sujet proprement dit.
Soit  un sous-groupe discret de @ ; choisissons r tel que
D(r)nQ = {0} , et choisissons un point a € D*(r) . Sit (€-Q,a) le
revétement universel de €-() de point base a ; on a une application
: = gt i, A ;
canonique (D7 (r),a) -~ (€-,a) , obtenue en considérant les chemins de
D*(r) d'origine a comme des chemins de €-(Q , ce qui donne un

sens 4 la définition suivante.

DEFINITION (I.5.1). - On appelle 3(Q) l'espace des fonctions

—~— ~
holomorphes sur (C-(1,a) et on appelle C(Q) le sous-espace

de C(r) formé des f tels que varf se prolonge en un élé-

ment de (S(Q) .

Remarques. -

i) On peut voir que cette définition équivaut 4 la suivante :
f € G(r) appartient & () s'il existe f € 5(0) tel qu'on ait

canf =f1.

ii) Il sera commode, pour f € 6((‘2) , de faire la convention

suivante : on appellera 'détermination principale'" de f la fonction

i*f € O(r) .

Il est visible que les définitions précédentes ne dépendent pasde r ,
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supposé assez petit, moyennant le changement de point-base expliqué en

(1, iii).

Ile premier résultat de la théorie est alors le suivant.

THEOREME (I.5.1). - C(Q) est une sous-algébre de convolution

de C.

Pour la démonstration, je renvoie 4 (E1), p.70. L'idée est, en
gros, d'effectuer le prolongement analytique de f#*g par des intégra-
tions sur des chemins de €-( symétriques par rapport a leur milieu,

et des homotopies convenables dans cette famille de chemins.

Pour énoncer les théorémes suivants, je me bornerai au cas ol
Q= % ; on passerait de 14 au cas d'un sous-groupe quelconque en ap-

pliquant les résultats aux sous-demi-groupes INy , wWE€Q .

Supposons donc qu'on ait (= Z ; et supposons le point-base a
choisi dans 10,r[ ; si ce n'est pas le cas, on s'y raméne par (1,iii) :

faire attention que les définitions qui vont suivre dépendent du chemin vy

choisi pour s'y ramener (voir le n°6 i ce propos).

Soit n >0 . On note Y, un chemin de (€-% d'origine a , et
d'extrémité n-+a fabriqué ainsi : on part du chemin rectiligne la,n+al
et on le remplace au voisinage de b = (1,...,n) par un petit demi-cercle
mau-dessus" —r/-X o ou "au-dessous" —»—\A,-——— pour
b =1,...,n-1 | toujours "au-dessus" pou;' b=n (2 homotopie prés,

il y a donc 2n—1 tels chemins).

Sit p (resp. q=n-1-p) le nombre de points be{1,..,n-1}
contournés par-dessus (resp. par-dessous) ; oh pose

p'q!
n!

(I.5.3) e(yn) =
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DEFINITION (I.5.4). - Soit f € C(%) , et y_ un chemin du

type précédent. On note AY f I'élément de C(Q) obtenu de la

- 3 .n\
maniere suivante : on considére le germe varf € & ; soit
a B

g€ Gn +a le germe obtenu par prolongement analytique de varf

le long de Y, » et soit h € Oa le germe get , t la trans-

lation x+ (x*+a) ; il est visible qu'on a h € G(Z) ; alors, on

pose A f = canh .
Yn
+
Soit en particulier Yo le chemin obtenu en contournant tous les
points (1,...n) '"par-dessus' ; on pose A;: = AY+ . On considére alors

» L3 s - 2 ”~ n
la série formelle de 1'indéterminée t ,

AL = id + 3 A"
n=1

qui est une application C(Z) — C(%)I[t)] ; on munit C(Z) - du produit
de convolution (théoréme 5.2) et C(Z)[[t]] du produit habituel des an-
neaux de séries formelles : (prtp)*(qutq) = )pr-»egqtpﬁ:1 . Le résultat

est alors le suivant.

THEOREME (I.5.5). - A'[[t]] est un homomorphisme d'algdbres.

On trouvera une démonstration de ce résultat dans [E1], p. 80 ;
elle est fondée sur un argument de déformation de contours. Voicl une

esquisse d'une autre démonstration, qui m'a été suggérée par A. Voros.

Pour féé(Z) , désignons par f+ I'hyperfonction sur IR 4
support [0,+wl définie ainsi : on prend au voisinage de 0 I'hyper-
fonction [f] définie au n"2 A partir de f ; on la prolonge par 0 4
gauche de 0 ; & droite de 0, on la prolonge par la "valeur au bord" du prolon-
gement analytique de varf dans le demi-plan Imx > 0 ; on définit

f de la m@me maniére i partir du demi-plan Imx < 0 .

Je laisse le lecteur vérifier que, pour f,g € a(%) , on a
(f* g)+ = f+~n- g, (le premier produit est pris dans E(%) , le second

~

dans les hyperfonctions & support borné & gauche).
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Posons d'autre part, fO = f_ ; et, pour nx=1 , soit fn
1'"hyperfonction (A;f)_ translatée de n vers la droite. On a visible-
ment f = 2 f , dod (f*g), = 2. (f =g ).

+ nZOn’— + p’q p,_ qy—

+ + + +
Mais f # est le translaté par + de A f %A = (A f#A
P, - gq,_ P ptq o - qg_ ( D qg)_

On a donc une décomposition (f#g) = 7, h avec
' ptgsn M-
h = 2 (A+f*A+g) (translaté de n ). Si alors on définit (f#g)
n,- - q - n,-
p+q=n
4 partir de (f#*g) comme on l'a fait ci-dessus pour fn _ 4 partir de
f , on trouve 1'égalité ')Z(f%(-g)n = Zhn _

3

Montrons, par récurrence sur n , que ceci entrate
(f» g)n’_ = hn,— , ce qui équivaut au théoréme annoncé ; au voisinage
de 0 , seul le ler terme des deux séries est # 0 , d'oi
(f*g)O,_ = hO,— ; 4 droite de 0 , les deux membres sont valeurs au

bord de leur prolongement du c6té Imx <0 ; comme ils coihcident

prés de 0 , ils coihcident partout, donc on a partout (f*g)o = h0 ,
et 2, (f*g) = 2, h ; on recommence alors le raisonnement avec
n>1 n,= p>1 M-

n=1 et ainsi de suite.

(I.6) CALCUL DIFFERENTIEL ETRANGER

Pour n >0 , définissons les opérateurs An sur C(%Z) par

I'identité de séries formelles (non commutatives, peu importe).

@.6.1) logid+ Ta'th) = Tath.
n>1 B n>1 N

On a le résultat suivant.

THEOREME (I.6.2). -
1) les A sont des dérivations de C(%) .

2) Ona A = Z ely)h
= "oy
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La premiére assertion résulte formellement du théoréme (5.5).

Pour la seconde, voir (E1), p. 80.

On obtient donc ainsi toute une famille de dérivations, dites ""dé-
rivations étrangéres' de 1'algébre C(%) , A savoir celles qul sont don-
nées par un n>0 et le choix du point-base, et de méme du c6té
négatif : plus précisément, soit €* un revétement universel de @* ,
et 1 la projection C*—~ C* : on aura une dérivation étrangére atta-

chée & chaque point de n_l(Z—{O}) .

Ces dérivations forment une algébre de Lie libre, de dimension

infinie (elles '"n'ont pas de relations entre elles').

Pour écrire les formules qui suivent, je reprends les notations

un peu ambigués du n°5, qui sous-entendent le choix d'un point-base.

(1.6.3) Soit f+xf la "dérivation interne" de (%) (cf. n°3,v) ;

de (6.2.2) on déduit immédiatement qu'on a An(xpf) = (x+n)pAnf ,
autrement dit Anap = (a—n)pAn (p entier =20) .

les résultats qui suivent sont les analogues dans cette théorie
du théoréme des fonctions composées et du théoréme d'inversion locale.

Pour les énoncer, il est nécessaire d'introduire une classe particuliére

d'hyperfonctions que je vais maintenant définir.

Reprenons d'abord les notations du n°1 ; pour r >0, soit
5int(r) I'espace des fonctions g € O(r) qui possédent la propriété
suivante : pour tout b € D*(r) , l'intégrale r[ [ |g| |[dx| est abso-

0,b

b

lument convergente, et ceci uniformément lorsque b parcourt un secteur

|b| < ro<r, oasargbs<g. Sur 5int(r) , on a un relévement cano-

nique de l'application '"var" , qui peut par exemple &re défini ainsi :

#
si le point-base a est sur IR+ , cas auquel on peut se ramener par

changement de base, on définit ce relévement comme étant la distribution
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4 support sur IR, définie par la fonction intégrable égale 4 g sur IR:('_
et & zéro sur IR (il est immédiat que cette distribution appartient a
é(r) ). Par extension de la notation utilisée au n°4, on notera ce re-

lévement Pfg , et on posera (‘;mt(r) = Pf@int(r) .

Une maniére équivalente de définir Pf consiste & considérer
I'intégrale de Cauchy : pour x € D(r)-R+ , oh pose

I S {(7)
Gx) = 2mi 'J‘O y—xdy

G, et l'on pose Pfg = canG .

; G se prolonge visiblement en un élément de

En théorie des distributions, on a 1'habitude d'identifier une
fonction localement intégrable et la distribution qu'elle définit ; comme

cas particulier, on pourrait ici identifier éint et 6i.nt (pour la clarté

de l'exposé, j'éviterai de le faire) ; la convolution sur ¢ se rameéne
int

immédiatement i la convolution des fonctions intégrables, et l'on voit

~ ~

' ~
facilement qu'on a cint*cint o Cint .

DEFINITION (I.6.4). - On note C la sous-algébre de convolu-

tion de C égale & €& + éint .
Reprenons maintenant les notations du n°5, en nous limitant au

cas (1= %Z pour simplifier un peu l'exposé. Soit f € E(Z) et soit vy

n'importe quel chemin de C€-2% d'origine a le point-base et d'extré-

mité n+a , n€ Z ; on définit AYf de maniére analogue 4 (5.4).

DEFINITION (I.6.5). - On note C(Z) l'ensemble des f € G(Z)

qui possédent les propriétés suivantes :

iy fec ;
if) pour tout vy , on_a AYfEC .

La seconde propriété signifie aussi ceci : au voisinage de n€ Z ,

toute détermination de varf est de la forme -Z—?—n- + (translaté de n

-]~

d'un élément de can "C, ).
int
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Remarque sur les notations.

Chez Ecalle, ¢ (resp. C) est noté a (resp. Q) ; E(Q) (resp.
C(Q)) est noté A(Q) (resp. AQ)).

Dans les énoncés qui suivent, on munit 6(%) , (ou plus générale-
ment E(Q) ), de la topologie définie ainsi : E(Z) est le quotient de
(%) par les fonctions dont la détermination principale est holomorphe
en 0 (voir remarque suivant la définition (5.1)) ; on munit alors
5(%) de la convergence uniforme sur tout compact de\ (E:JZ , et C(Z)
de la topologie quotient (le sous-espace qu'on identifie a 0 est évidem-

ment fermé).

Une maniére équivalente de faire est la suivante : on choisit un
r<1 , on munit O(r) de la convergence uniforme sur tout compact de If)\(;)*
et E(r) = 5(r)/@(r) de la topologie quotient ; on injecte alors (~3(Z)
dans ((~3 (r),é(%)) par l'application (id,var) , et on prend la topologie

induite.

On peut maintenant énoncer les résultats annoncés plus haut.

THEOREME (1.6.6). - Pour f € C(%Z) la série expf = Zof*n
n=

converge vers un élément de C(%) (on pose £*0_ ¢ ).

Pour la démonstration, voir (E1) p. 84. A noter que le résultat

ne s'étend pas i E(Z) .

Soient maintenant f € (NB(Z) et g=258+h, avec h€ C(Z)

THEOREME (1.6.7). - ("Fonctions composées')

i) La série f@g= 2 Bl—'(anf)*h*n converge vers un élément
n=0 °

de C(%) .

ii) Pour g fixé, l'application f+ f®g est continue de E(%)

dans C(Z) ; c'est un homomorphisme pour la convolution ;

enfin elle envoie C(%Z) dans C(Z) .
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Pour les démonstrations, voir (E1) p.87. Heuristiquement, et
mé&me rigoureusement dans les cas intéressants, cette opération est la
transformée de Laplace inverse (ou "de Borel") de la composition usuelle
f(g+ﬁ) =z ——H—(s)—ﬁn ; on lui donnera donc le nom harmonieux de

!
composition-convolution.

Sous les hypothéses du théoréme précédent, les formules pour

les dérivations s'écrivent :
(1.6.8) J(f®g) = f®g) * g

(1.6.9) A (®g) = (I®g) » A g + exp, (-nh) (4 ) ®g) .

Ces formules résultent formellement de la définition de f®g ,
du fait que 3 et An sont des dérivations pour la convolution, et de
(I.6.3). A remarquer que si l'on avait laissé Anf "au-dessus de n ",
au lieu de le ramener en 0 , on aurait [An,al = 0 ; alors, le facteur
exponentiel disparaftrait dans (I.6.9). Toutefois, ceci exigerait d'autres

définitions que celles qu'on a prises.

Supposons maintenant qu'on ait f = 8 +k , Kk € C(Z) ; on vé-
rifie immédiatement qu'on a &' ®g = g (analogue de gbé = é ), d'oi
fog € 6' +C(Z) . On peut voir que l'opération ® est associative sur
8" +C(Z) . Je ne sais pas si les éléments de &' +C(Z) sont tous in-

versibles ; on a toutefois le résultat suivant ([E1], p. 88).

THEOREME (1.6.10). - ("Inversion locale'").
Soit g € 8 +(C(Z) et supposons que la détermination principale

de var g soit de monodromie finie autour de 0 (c'est-a-dire

1 .
soit une fonction uniforme de x /p , p entier convenable).

Alors g admet un inverse dans &' +C(Z) , et cet inverse a

la méme propriété.
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CHAPITRE 1l. -

AUTOMORPHISMES DE (€,0) TANGENTS
A L'IDENTITE

(II.1) GENERALITES

Soit G le groupe des germes d'automorphismes de (C,0) tan-
gents 4 l'identité ; un élément de G est donc une application holomor-
phe z+— f(z) = z + azz2 +o.t anzn +... , la série f étant convergente
au voisinage de 0 . On se propose de déterminer les classes de conju-

gaison de G .

Pour cela, on regarde d'abord le m@&me probléme pour le groupe
G des automorphismes formels (i.e. ici, f est une série formelle) ;
ici la classification est facile, et bien connue : en effet, tout f s'écrit
d'une maniére et d'une seule sous la forme exp() , & = (b2z2+...)§2 ;

~

le probléme revient donc a classer les champs de vecteurs formels

s'annulant 4 un ordre > 2 , ou encore, en remplacant £ par 1 les

g H
formes méromorphes formelles 4 pble d'ordre > 2 . lLa classification
de ces formes sous G (qui coihcide d'ailleurs avec la classification
des formes méromorphes convergentes sous G ) est donnée par 2 inva-

riants :

i) le coefficient du terme le plus polaire ;

ii) le résidu.

En revenant 3 G , on voit que la classe de f est donnée par
2 invariants :

i) le premier ap 0 ;

il) un autre invariant, fabriqué avec ap,...,azp_1 ; on peut par
exemple prendre le coefficient de 1 dans .
7 f(z)-z
Exemple.
f(z) = z - z2 + z3 + (n'importe quoi) ; alors f est formellement

Z

conjugué i f0 =1tz
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Dans la suite, pour simplifier 'exposé, je travaillerai uniquement sur
I'exemple de cette classe formelle ; je renvoie aux articles d'Ecalle
pour les modifications - inessentielles, mais un peu fastidieuses - 2

apporter dans le cas général.

Soient donc f(z) = z - z2 +z3 +O(z4) € G, et fo(z) = i:z; i 1l
est commode de faire le changement de variables 1 g , et de poser

z
a
gE) = l/f(l) ;on aalors g@=E+1, gE) =g+1+ 5 —ﬁ il
g n>2 &
existe une série formelle méromorphe et une seule en 1 de la forme
©E) = € +O(%) qui vérifie wog = goocp(=cp+1) . Son inverse { est
de la mé&me forme et vérifie go{ = wog0(= y(E+1)) . Ecalle les nomme

respectivement ''l'itérateur direct' et 'l'itérateur inverse'.

On voit facilement ceci : soit g' une autre série analogue & g,
et soit ' son itérateur : pour que g et g' soient conjugués, il
faut et il suffit que qo_locp' soit convergent ; en particulier, pour que

g soit conjugué a g il faut et il suffit que ¢ soit convergent.

Pour se faire une idée des obstructions & cette convergence,
examinons d'abord le probléme analogue pour une déformation infinité-
simale d'ordre 1 de By > c'est-a-dire considérons la famille 3 1
parameétre g = g +tg , gE) = O(g_z) ; l'itérateur infinitésimal
p=E+tp , = O(g—l) vérifie oog = gy°® (mod tz) , c'est-a-dire
©(E+1) - B(E) = -g(E) ; cette équation détermine la série formelle o
comme on le voit immédiatement en calculant terme i terme. L'obs-

truction 4 la convergence peut se voir classiquement de 2 maniéres.

lére maniére ('"Méthode sectorielle")

Dans un demi-plan Re £ > 0 , 1'équation cp+(§+1)—cp+(g) = —é(g)
a une solution et une seule tendant vers 0 & l'infini, 3 savoir la série
) é(g+n) , et o, se prolonge au plan privé d'une "demi bande arron-
>

n> -
die" {|g[<R} U {|ImE[<R; ReE<0} = B

R (pour R>»0) .
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De mé&me v (E) = - n§0 g(E+n) est une solution de la mé&me
équation hors de la demi bande arrondie BI; définie de facon analogue ;
alors pour que ¢ converge, il faut et il suffit qu'on ait, pour
lImgl >R : TLgE+n)=0 ; plus généralement, on voit que é et é'
sont analytiquement conjugués a l'ordre 1 si et seulement si l'on a,

pour |ImE| > 0 : Tg(F+n) = TgE+n) .

2e maniére (transformation de Borel)

Posons g = 7, = = 2 ——ﬁ- et considérons leurs trans-
n=2 gh n>1 € ‘
- n - n .n
f é = _ . -
ormées de Borel En YZ(n_l)?xn, 0 YZ YT X 3 la premiére

est un élément de E , dont la variation Z(—IS-%T B se prolonge en
une série entiére, et mé@me entiére de type exponentiel, parce que g
converge & l'infini ; a priori, la seconde est seulement une '"micro-
fonction formelle" qu'il suffit de définir par son expression, sans avoir
besoin de définition générale. L'égalité o(E+l) - ©(8) = -g(E) se traduit
ici par 1'égalité (e—X—l)EB = - éB ; en particulier, on a

var 5B = varéB ; donc en fait, var EB est une fonction méro-

-X
(e -1)
morphe sur €, avec des pdles simples sur 2mZ -{0} ; des obstruc-

tions 4 la convergence de ¢ sont ici les résidus de var EB . Ce sont
en fait les seules obstructions : plus généralement si é' est une autre
fonction analogue 4 g , et si var EB et var @'B ont les mémes rési-

dus, alors var EB - var&'B est entiere, et de la forme
1

-X
(e 1) _
raisonnements classiques que var(ch—cph) est entiére de type expo-

x (fonction entiére de type exponentiel) ; il en résulte par des

nentiel, donc que © -@' converge A l'infini, donc que g et g' sont

analytiquement conjugués a l'ordre 1 (la réciproque est évidente).

Pour voir 1'équivalence des 2 méthodes, il suffit de voir que les
résidus de var 5}3 sont égaux aux coefficients de Fourier de la série

T g(E+n) ; je laisse cette yuestion au lecteur.
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Nous allons voir maintenant comment les deux méthodes précé-

dentes se généralisent au probléme envisagé.

(II.2) LA METHODE SECTORIELLE

Je serai ici trés rapide, et renverrai pour les démonstrations i
mon exposé [M]. Cette méthode se trouve essentiellement dans [E] ;

une variante a été retrouvée indépendamment par Voronin [V].

Soient g, ® comme ci-dessus.

THEOREME (I1.2.1) (Kimura [K]). - Pour R >0 , il existe

une unique fonction ®, (resp. © ) , ‘holomorphe dans C—B;

+
(resp. C- BR) et possédant les propriétés suivantes :

i) dans tout secteur {|arg&|<m-e} - By , ®, admet o

pour développement asymptotique i l'infini ; énoncé analogue

pour o .

+
ii) On a o, -g = gy°®, sur (L‘-BR, , avec R'>R convena-

ble ; énoncé analogue pour ®_ -

-1
Considérons alors la fonction o,  , définie dans [Img|>> 0 ;
dans tout secteur € < arg€ <m-e¢ et -mte <arg€ <-¢ (e>0),
cette fonction admet E pour développement asymptotique ; posons alors

CP+CP:] =8+y ; x est asymptotique & 0 ; de plus, le fait que

cp+cp:1 commute i gO montre qu'on a X(E+1) = X() . Donc, on a
dans Im€& > 0 : x(E) = 2 X eZﬂing

I.2.2 nzt 0

(1. 2.2) .
et dans Im € <0 : X(8) = anez in§

n<-1

Soit alors g' une autre fonction analogue 4 g . Notons ¥

et Xg' les "fonctions x ' correspondantes.
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THEOREME (II.2.3). -

1) Pour que g et g' soient conjugués, il faut et il suffit

qu'on ait Xg = Xg’ .

2) Réciproquement, soit ¥ une fonction périodique dans

|ImE| > 0 , du type (2.2). Alors il existe g € G, for-

mellement conjugué i 8y - et telle gu'on ait Xg =¥ .

La premiére assertion est immédiate. On trouvera dans [M]
une démonstration rapide de la seconde. D'autres méthodes, plus expli-

cites, se trouvent dans [E 2].

(I11.3) TRANSFORMATION DE BOREL ET RESURGENCE

La méthode précédente assez élémentaire, n'utilisait pas les

résultats du chapitre I. Ici, au contraire, ils vont jouer un rfle essentiel.

Soient g8, et © comme précédemment, et définissons la

"microfonction formelle" comme au n°1l. Observons d'abord que

¢
les fonctions v, et @_ dlzfinies au théoréme (2.1) vérifient la ma-
joration suivante : dans tout secteur e <argf < m-¢ et
-mte<argg <-¢ (¢>0), o -¢_ est, al'infini, de l'ordre de
e-2TT|Im§| [en effet, on a cp+cp:1 = E +%(€) , dol P, =P =X°@_

et il suffit d'utiliser les propriétés asymptotiques de ¢ et yx pour
obtenir le résultat cherchél. On peut déduire de 14, et de la théorie de
la sommabilité de Borel que var ®q est en fait holomorphe dans le
plan privé des deux demi-droites [2mi,iol et [-2mi,-ixl . Je renvoie
pour ces questions aux travaux sur la sommabilité de Borel, notamment

a [R].
Ici, on va directement obtenir un résultat plus précis :

THEOREME (IL.3.1).- On a oy € C(2MZ) .
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Ceci peut encore 8étre précisé : soit a le point base choisi,
et vy un chemin quelconque de T- 2mMiZ d'origine a et d'extrémité
un point b € a +2mi%Z ; on définit alors AchB comme en (I.5.4).

On a le résultat suivant qui donne l'expression des singularités de

var op

THEOREME (II.3.2). - Pour tout y comme ci-dessus, on a

A =ad+Yg , avec a €C, € & ; en particulier, on
B % By BBy By
a g € 8 +CEnE) .

Indiquons le principe de la démonstration ; pour les détails, voir
(E2), p. 311-318. Posons () = £ +m(g) , g() =€ +1 +k(E+) ;
I'équation o°g = +1 se réécrit g+mog =€ +1 +1m , ou encore

mE+k(E)) = n(E-1) - kE) .

En appelant K (resp. L) 1'image réciproque par 1'application
g€ +Kk(E) (resp. £+~ E-1) , cela s'écrit Km = LT -k , ou encore
(L-I)m = (K-I)m - k . L'idée est alors de faire apparaftre l'inverse de
L-1, comme dans le cas linéaire ; cet inverse est bien défini, des
séries 2 a /g" vers les séries L b /et

n=2 P n>1 B

L'équation précédente a, dans les séries formelles, une solution

unique

=-2; [(L-I)'I(K-I)]H(L-I)'lk .
n>0

[(L—I)"1 augmente de 1 les degrés en & , et (K-I) les diminue

de 3 , donc la série est bien formellement convergente].

On applique alors la transformation de Borel 3 la formule pré-
cédente : (L-I)-1 devient la division par (ex—l) , e¢ K la compo-
sition-convolution avec (€ +k)B . On arrive alors aux résultats cherchés

par un calcul de majoration.
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D'aprés le théoréme (I.6.10) la transformée de Borel de

WB
I'itérateur inverse vérifiera alors aussi tj;B € 8 +C(2miZ) . les hyper-

fonctions wB et vg

quables qu'on va maintenant établir.

vérifient des "relations de résurgence' remar-

Partons de la formule go{ = qugO = ((§+1) ; en passant aux
transformées de Borel, on trouve

gp®lg = ip®gy 5 i
posant = 2min , (@€ Z%-{0}) , on a

bBp = Ang’B =0 ;

d'autre part :

i

o' +6& ,

2min
exp, (g0 B—é') = exp*(—wé) = e 5=28 ;

en utilisant (I.6.9), on trouve alors :

Oep®ipled Vg =28 tp®8; 5

Posons ,S:(Awtj;B) = Aqu ; d'aprés le théoréme précédent, on est
dans le cas d'application de la transformation de Laplace considérée au
chapitre I, et l'on a :

Av= T e, anG;

w n<o B

on aura :

d
(G- 08 ¥ = @ NEHD) -

D'autre part, en dérivant l'équation go{y = |(¢+1) , on trouve

dg 4y _ dy
E V& -~ &C -

Maintenant, il est facile de voir que 1'équation (%go\b)n = n(E+l) n'a
qu'une solution formelle de la forme 2. cngn , 3 un facteur constant

n<0
prés. On trouve donc la relation
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(I.3.3) A ¢y =A
w

Q-‘Q-«
T R==

, Ou A = A . , A T
W wa wa‘UB W €
Maintenant , en utilisant la relation {-p =2 , ou ¢B®ch = &,

et la formule (I1.6.9), on trouve facilement qu'on a :
= - — - AT
(11'3'4) chpB Awexp*( UJ(CPB b )) ’

ce qu'il est commode d'écrire

b= -a e VED
W W

Soit maintenant g' un autre élément de G , formellement conjugué a

8y ° et soient ¢o',§' , (resp. A(’D) les itérateurs (resp. les invariants)

qui lui correspondent.

La version "résurgente' du théoréme (II.2.3), assertion 1, est

alors la suivante.

THEOREME (II.3.5). - Pour que g et g' soient analytique-
ment conjugués, il faut et il suffit qu'on ait, pour tout n € Z-{0} :

= ! .
Aznin A2nin

Soit h la série formelle 2 l'infini définie par o = ¢'-h ;
ona g'=heg <=h-1 , et d'aprés les résultats qui précédent h est
transformé de Laplace d'un certain hB € & +C(2rmi%) , vérifiant

= h ®ch . Pour simplifier les notations, on continuera & se per-

“B~ "B
mettre d'écrire les dérivations étrangéres du coté '"fonctions de & ".

On a:

A V@) _

= (do' - w(h-8)
w Apr - (di h)Awh te

(chp')oh
le dernier terme vaut
premwh-B) 0@ -Eh _ w8
W w
Alors :
1) si h est convergent, i.e. si g et g' sont analytique-

ment conjugués, h_ est entidre, donc Ah =0 e A = A' .
B w w W
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2) Réciproquement, si Aw = A' pourtout @y ,ona Ah=0 ;
w w

on en déduit facilement que hB est entiére. On montre alors, par des
majorations qui se font en méme temps que celles du théoréme (II.3.2)
que hB est de type exponentiel ; (voir (E2), p. 321 et suivantes) ;

donc h est convergent et g' est conjugué a g .

Pour terminer, indiquons rapidement le lien entre les deux séries
d'invariants trouvés aux n°S 2 et 3. Tout d'abord on déduit de la formule
4+ - -

- AT w®-E)
w

b4

+ +
(II.3.4) qu'il existe des Aw € € tels qu'on ait chp =
+
de plus, les A s'expriment par des polyn8mes universels (qu'on
w
pourrait expliciter) dans les A |, et réciproquement. On utilise pour
w

< n . +n
cela la formule (I.6.1) et son "inverse" exp(ZAnt ) = id +2Ant .

Soient alors {xn} les invariants (II.2.2). On a le résultat

suivant.

+
PROPOSITION (I1.3.6). - Pour n>0 ,ona A, =¥

Je me limiterai 4 un argument heuristique ; soit Yg la demi-
droite e16[0,+m[ orientée de maniére i avoir 0 pour origine. On

doit avoir, en un sens convenable,
-xg il
I1.3.7) erch(x)e dx =, sl larg 6] < 3

=@ si |n—arg6| <g

On regarde alors ce qui se passe lorsque 6 traverse la valeur

TET (cf. la démonstration de (I.5.5)) ; formellement, pour Im g « 0,

-nm+e < argf < -¢ , on a

- X% - 21in¢
Xg _)dg

’

+
P, -P_= ZanAmm pp e
T
Yy étant le translaté par 2min de Yg (e=-2-+0)

+ - 2minep _
d'od o, - ®_ = néo Aomin

en comparant avec (II.2.3), on "obtient" le résultat cherché ; je laisse
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le lecteur regarder les modifications a faire pour n <0 .

Dans (E 2), p. 417 et suivantes, le lecteur trouvera une démons-
tration de cette proposition par un argument voisin de celui qui est
esquissé ici ; le point-clef est une majoration & l'infini de var Pp
4 laquelle j'ai déja fait allusion ; ceci permet entre autres d'établir
(IL.3.7) (bien entendu, au voisinage de 0 , l'intégrale doit 8tre inter-

prétée au sens des distributions, comme on l'a fait au chapitre I).

Remarque (II.3.8). - Dans la démarche précédente, on retrouve
nemarque
les P, donc les résultats du n°2 (méthode sectorielle) par la méthode

résurgente du n° 3.

Sans que j'aie vérifié les détails, il me semble qu'une utilisation
plus systématique de la sommabilité de Borel permettrait inversement
de retrouver les résultats du n°3, en particulier le théoréme (I11.3.1) a
partir du n°2, et plus précisément de la formule P, ~¢_= aneZTrincp_ .
A mon avis, ceci ne diminue pas l'intérét de principe qui s'attache a
I'utilisation directe de la convolution et de la méthode résurgente :
outre son élégance, et son caractére direct, cette méthode a aussi
I'avantage de donner des résultats dans d'autres applications dont je
n'ai pas parlé, par exemple dans des cas ol l'on trouve pour ) un

réseau ; dans un tel cas, une méthode de type sectoriel semble difficile

a appliquer.
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