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REPRESENTATION INTEGRALE ET CALCUL FONCTIONNEL

par Jean-Pierre Ferrier

0.~ Introduction

Le calcul fonctionnel holomorphe individuel des algébres de Banach est
issu du théoreme de représentation intégrale de Cauchy. Ce dernier a été
généralisé a n dimensions par Fantappié, Leray, et un calcul fonctionnel
holomorphe pluri-individuel y correspond (cf {10}, { 27, [ 5] par exemple).
Notre point de départ sera une généralisation de ce calcul fonctionnel a des
algebres plus générales, pour lesquelles les spectres d'éléments ne sont
plus compacts, due a L.. Waelbroeck [9]

Commencons par donner deux exemples, tirés du mémoire de L., Waelbroeck,
d'algebres qui interviendront,

Exemple 1: Soit une fonction 0c >0 sur Cn telle que
1) 16(z) -~ dz')| < |z-z'l pour z, z' e c",
2) d(z) = O(1/jzl) lorsque |

oul'onaposé |z| = ( E1 \z,[)

12'1 tend vers 1'infini,
2 siz = (21,...,zn)‘

On note {) 1'ensemble des ZE c" tels que 5(2) > 0. On considere alors
1'ensemble ?5((5) des fonctions numériques complexes f sur Q telles que
d N |f| soit uniformément bornée pour un certain entier naturel N, On vérifie
aussi que T (J) est une algébre contenant la fonction constante 1 et les
fonctions coordonnées Zys..+, 2 . Cependant B (J) n'est pas une algebre
de Banach; c'est la réunion de la suite d'espaces de Banach Nfg(d‘ ) obtenus
en fixant dans la définition 1'entier naturel N,

Nous utiliserons comme modeéle de la théorie 1'algebre ©(J) des fonctions
f de (J) qui sont holomorphes dans £ ; c'est la réunion de la suite
N@((S) = 0(5)n N'G(é‘) d'espaces de Banach.

Les analystes fonctionnels savent, puisque les applicatiens identiques
N@((y ) — N+ 1 @(3 ) sont compactes, que la limite inductive localement
convexe est un espace ultrabornologique et que les ensembles bornés de cette

limite sont exactement ceux qui le sont dans un des N@ (3 ). Ces considérations
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sont toutefois inutiles; nous nous contenterons de retenir que dans cette

algdbre est définie la notion de partie bornée : une partie B de ©(J) est

bornée si elle 1'est dans un des @(é‘ ), i.e. s'il existe un entier naturel

N
N et une constante positive M tels que 0 lel < M pour toute fonction f
de B.

Comme cas particulier de poids ) , signalons la fonction 5 o définie

par 1

5oz) = (1412)%)77;

1'algeébre correspondante @(50) est celle des polyndmes. Plus généralement ,
. n
si () est un ensemble ouvert de €, on pose

39(2) = Min [50(2), d(z,EQ)] ;

1'algebre @(5Q) correspondante s'appelle algebre des fonctions holomorphes
a croissance polynomiale dans Q .

Exemple 2 : On considere un espace vectoriel réel E de dimension n et
dans son dual E * un ensemble ouvert convexe [* . Soit alors D 1'adhérence
dans E de 1'ensemble des § tels que <« E , %*> soit minoré sur [ .

On désigne par A([") 1'ensemble des distributions u a son support dans
D telles que pour tout E*ef', 1'ensemble des distributions e <X~t/E™> u(x - t)
soit borné dans £'(E) lorsque t parcourt E. On vérifie facilement que
A([") est une algébre pour la convolution contenant la distribution de Dirac J
et 1es dérivations partielles 9/0 Xqseoss a/axn .

Dans cette algebre on a encore la notion de partie bornée: B ¢ A([")
est bornée si <X E*> u(x-t) est bornée dans 9'(E) indépendamment de
te E et ue B (Rappelons qu'une partie (5 de D' (E) est bornéde si chaque

fois qu'on se donne un compact K de E et une suite (Mp )p de nombres

=0
positifs, alors f u(x) @(x) dx est borné indépendamment de ¢eP (E) a
support dans K vérifiant \Dp(p[é Mp etde ue (’) ). Ce n'est pas une algébre

de Banach, mais elle possede la propriété :

(C) chaque partie bornée B est contenue dans une autre B' qui est

convexe équilibrée et telle que 1'espace vectoriel Eq engendré par B',
muni de la jauge de B', soit un espace de Banach.

11 suffit de définir B' comme 1'ensemble des ZI 7\ixi ol x,€B et ya Mil <1,
P le ie]
Alors A([") apparaft comme réunion des espaces de Banach EB' . e
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1.- Théorie spectrale

Nous appellerons b -algébre une algebre sur € dans laquelle on a défini
une notion d'ensemble borné pour laquelle la propriété (C) soit vérifiée et
1'ensemble des parties bornées contienne les points, soit héréditaire a gauche
et stable par réunions finies, homothéties et produits finis,

I1 s'agit donc simplement d'une réunion d'espaces de Banach avec certaines
propriétés. L.'essentiel est que 1'on puisse intégrer les fonctions a valeurs
dans une telle algebre,

Pour toute la suite A désignera une b -algébre commutative a unité et
a= (a1 yeees an) un élément de A", Le spectre (joint ou simultané) de
(a1 sy an) est 1'ensembledes s = (s1 yeees sn)é_ c tels que 1'idéal
(a1- s1)A oot (an- sn)A ne contienne pas 1 (si n=1, c'est le complémentaire
de 1'ensemble des se C tels que a-s soit inversible), Cette notion est
cependant insuffisante pour construire un calcul symbolique, car en 1'absence
de continuité de 1'inverse, on a besoin de davantage d'information pour les

points s du complémentaire du spectre,

On considére d'abord 1'ensemble ¢ (a) des parties S de ¢ telles que
1'on puisse trouver des fonctions bornées Ugyoons Uy de CS dans A pour
lesquelles

(@4=54) uy(s) ...+ (an-—sn) u(s) = 1

si s € C S.

I1 est facile de voir que ¢ (a) est un filtre sur ¢ dont 1'intersection est
le spectre usuel. Dans le cas ou A est une algebre de Banach, c'est le filtre
des voisinages du spectre. Au contraire si par exemple A = O(J D) ou D
est le disque unité ouvert de C et a = z, alors D € G (a) et 0(a) estle
filtre des parties contenant 1'ouvert D.

Cette notion est suffisante pour développer un calcul fonctionnel holomorphe,
mais nous aurons besoin de préciser encore. On définit pour cela 1'ensemble

A(a) des fonctions ¢>0 sur c™ telles que 1'on puisse trouver des fonctions

bornées u,,..., u, de ¢ dans A pour lesquelles

* - -
(*) (a1—s1) u1(s) Fouot (an sn) un(s) + (s)ul(s) = 1
si sech,

La relation avec ce qui précede est simple : si ¢ € A(a), alors 1'ensemble
des z ol @(z) # 0 est dans ¢ (a); inversement si S e ¢(a), la fonction

caractéristique XS de S estdans A (a). Cependant la nouvelle relation

-3-
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indique plus : @ (s) représente une '"distance'" entre la fonction 1 et 1'idéal
(a1— s1)A et (an— sn)A; la rapidité avec laquelle @(s) peut tendre vers
zéro au voisinage de certains points apporte une information sur 1'algebre,

Nous aurons besoin par la suite d'un certain nombre de propriétés
concernant A (a) :
a) La fonction J, appartient & Af(a).
b) Si @, @' sontdans A(a), alors Min(@, @') 1'est aussi,
c)Sife Aa) et @'> 6(pN pour £ >0 et N entier, alors @ 'e Af(a).
d) Si @eA(a), ilexiste @'< ® dans Afa) telle que |¢(z)-@(z")|< |z-2!
pour z1z'eCn.

La propriété a) résulte de 1'identité <a-s, U(s)>+Y(s) = 1 ou

Us) = -5 (1+]s171
Y(s) = <t+a,s> (1 +lsl2)—1.

On en déduit que si 1'on peut trouver des fonctions ug,..., u n de " dans A
a croissance polynomiale vérifiant (*) , alors @e A(a). En etfet, on peut

écrire
1 = <a-s, U(s)> +Y(s) [<a-s, us) > + @ls) uo(s)]
<a-s, U(s) +Y(s)u(s)> + @(s) Y(s) uys).

Il

Les nouveaux coefficients ont maintenant une croissance plus lente que les
précédents; on recommence 1'opération jusqu'a 1'obtention de coefficients
bornés.,

La propriété b) se voit aussitdt, La propriété c) est claire pour N = 1; il
suffit de voir que CPN € A(a) des que @ € A(a), et d'élever pour cela (1)
a la puissance N en redistribuant les termes. En effet pour vérifier d) on
introduit la fonction $ donnée par

@(s) = inf {'\s--s'l + Cp(s)}.
ste ¢

I1 s'agit de voir que si @ € A(a), alors C'f)) € A(a). Or de (*), on tire

<a-s, u(s')> + <s-s', u(s")> + @(s')uys') = 1,
soit

la-s, u(s')> +{!s-s‘\ ~+<P(s')} ul(s') = 1
o u!(s')e B, dés que B est convexe équilibré et contient les images de
Uoy ..., u_ . En choisissant alors s[') tel que (?)’(s) < IS'S;J‘ + (P(SF')) +27P,
on obtient,

4=
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1 = Nia! P . 1 —
<a—s,u(sp)>+§o(s)uo(sp)+2 uo(sp) = 1,

ou ul (SI')) € B. Le seul probléme est de montrer que 1'on peut passer a la
limite quand p tend vers 1'infini.On emploie pour cela un procédé sommatoire
qui consiste, si xp désigne la somme des deux premiers termes et yp le dernier,

a écrire
Xp+1™%p T Xpr1 Yp T Xp Ypir
ce qui établit la convergence de la série 3, (Xp R xp), puisque Yp = o(@27Py,
p=0

11 résulte en particulier de ce qui précéde que si S e o (a), alors la fonction
0 g° est dans A(a), D'autre part A (a) possede une ""base" de fonctions qui
vérifient les propriétés 1) et 2) de 1'exemple 1). Si Jd est une telle fonction,
alors ©(0) est définie et on construit un homomorphisme d'algébres de ©(J)
dans A qui envoie 1 sur 1 et la fonction coordonnée z; sur 1'é1émént a;. Ce
morphisme est le calcul fonctionnel holomorphe; si f € © ((5), on note f[a)
1'image de f.

2 .- Calcul de Heaviside

On reprénd ici la situation de 1'exemple 2), et on identifie E et E* & Rn;

on s'intéresse a 1'algebre A({") et al'élément 9 = ('8/8x1, cees B/an) de
[A(F):[n. Alors

Proposition.- L'ensemble S = [ +i R" est dans ¢ (3).

On en déduit un homomorphisme de © (J S) dans A([") qui est le calcul
symbolique de Heaviside par rapport aux opérateurs de dérivation partielle,

Cet exemple est 1'une des justifications de la théorie de 1.. Waelbroeck.

Pour établir la proposition nous utiliserons seulement le
Lemme.- Soient ZeR", [£|= 1 et T€C, T # 0. Si Lg, £*> - Re T»0 pour
tout g% ", alors <€ ,3> - Té est inversible dans A([") et son inverse est

borné indépendamment de = ,T .

L'inverse de <g‘ , 0> - Z0 est formellement la mesure u définie par

%i’C
Ve @) =j0 9(\g) e .

On vérifie d'abord que u a son support dans D; de plus la masse totale

<X, E*>
de e ¢ u%,’t

£,C

(x) est majorée par le nombre
-1
(g, g™ Retf

~5-
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qui est 1'inverse de la distance de E’“ a 1'hyperplan <¢, g*> -Rez=0
de E*; puisque cet hyperplan ne rencontre pas [, le nombre en question
est majoré par 1'inverse de la distance de E’*au complémentaire de [, ce
qui acheve la démonstration du lemme, '

La proposition découle alors facilement; si s = E:‘; + 111’5 ?g/ [+ iIRn, on
peut trouver *g e R", \E\ =1, tel que

<E 7E*>> <E’§?>
quel que soit E*e [®. Sialors T =<E , S>,ona < ,g"}—Re’C >0, de

sorte que < 3 ,0 > -0 admet pour inverse qui est borné indépenda-

u
. . . 5T
ment de s. La démonstration se termine en remarquant que

<ug’z~§,8—sd> = u%_’g{<§,8>-'cé‘§=§ .

3.~ Construction du calcul fonctionnel holomorphe

Soit 4 € A(a) vérifiant les propriétés 1) et 2) de 1'exemple 1), L'idée est
d'écrire pour f € ©(d) 1a relation

=1
(2) fla] = (-———)n n! f f(s) d"u,t(s)/\... A d"u (s) Ads, A ...N\ds_,
2Ti ch n n

formule qui s'obtient en transformant par la formule de Stokes la formule de
Cauchy-Fantappié-Leray. Naturellement cela n'aura de sens que si les fonctions
Ugseons Uy sont assez régulieres pour que 1'on puisse les différentier et si la
forme différentielle d"u1 AN AN d"un décroft assez vite au bord de () pour
compenser la croissance éventuelle de f; il resterait encore a établir que
1'élément f [a] ainsi défini ne dépend pas du choix des fonctions auxiliaires
Upsenoy U Nous nous contenterons de donner des indications sur les deux
premiers points.

Régularisation des coefficients. Le fait que d € A(a) se traduit par 1'existence

de fonctions Ugseonoy Uy ¥ de ¢" dans A d'une part vérifiant
) La-s, uls)> + y(s) = 1
pour tout point s de c" et d'autre part telles gue Uqyeony Uy soient bornées

et que y(s) = O(d(s)). Pour trouver des coefficients différentiables, on

utilise des partitions de 1'unité. Partons d'une fonction ¢ indéfiniment

différentiable a support compact sur c” telle que 7. @(s+t) = 1, la sommation
t

6
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étant étendue a 1'ensemble des points te Zn+in11. Pour tout entier p, nous

posons
Up(s) - . @ (2Pt~ s) u(27Py)
t
et
_ p -p
Y (o) = {:Cé o (@Pt-s) y27Py,

ou C est une constante suffisamment grande. Définissons enfin W b par
4

1-s,U.s Y W = 1.
*) L1-s, UJ)> + Y (8) + W ()

Une vérification facile donne les estimations suivantes

U (s) = 0O(1)

p
Y (5) = O(d(s)
Wis) = o),

alors que pour toute dérivation partielle D d'ordre 1, il vient:

(DU )s) = o(2P)
(DY )(s) = o(2P)
(DW )(s) = o(2P) ,

11 s'agit maintenant d'obtenir des coefficients différentiables par un procédé
sommatoire convenable. Elevons pour cela la relation (4) a la puissance 4;
en renommant les coefficients, il vient

La-s, U (s)> + Y (s) + wg (s) = 1,

ou Up, Y D vérifient 1es4mémes estimations que précéde2mment alors que les
dérivées d'ordre 1 de Wp (s) sont maintenant des O(27“P). En désignant
alors par xp la somme des deux premiers termes de la précédente relation,
on vérifie facilement que

-x_ = O27P
X Xp ( )7

p+1
ce qui permet le passage a la limite cherchée,

Convergence de 1'intégrale. Reprenons la relation (3) dans laquelle les

fonctions ug,..., u,, y sont maintenant supposées avoir des dérivées bornées,
En élevant cette relation a la puissance N, on se ramene aussitét au cas ou

y = 0(Nes)
et py = odNYs)

~7-



- 184 -

pour toute dérivation partielle D d'ordre 1, Dans ces conditions, on peut
écrire

1

dug AL Adhu = [<a-s, u> 4y dhug AL A dl

1
= yd"u1/\... /\d”un

+ u, d" ((31—51)%} AdMuy A AdMu e

+u d'uy AL AdY [(an-sn)un] .

Le premier terme est un 0(5 N); le second peut, compte tenu de (3 ) s'écrire

-u, d"y A\ d"u, AL A d"u_

et est donc un O(4 N_1); il en est de méme pour les autres. Par conséquent, si
N est assez grand, la forme

f d“u1 Ao A d”un )

se prolonge continfiment par O hors de Q ; on peut méme la rendre intégrable
sur ¢,
11 faut noter que f[a] peut encore étre défini par la relation

fla] = (—1 )n (n;:!k)! /

271 c

) .
f(y )d"u1 A A d'u Ads; A... Ads

n

valable cette fois-ci pour k assez grand,

4, Représentation intégrale.

Nous nous placons maintenant dans le cas ou A est une algebre du type
O(Jd) et ol a, = z;,i=1,...,n. On s'attend a ce que dans certains cas,
la fonction ¢ soit dans A(z); le calcul fonctionnel holomorphe sera alors
1'application identique de ©(J), ce qui donnera une représentation intégrale des
fonctions de ©(d). Une condition suffisante, qui n'est pas loin d'étre
nécessaire est donnée par 1'énoncé suivant di 4 1. Cnop [4] :

Théoréme, - Si ~logd est plurisousharmonique sur () , alors deA@z).

La démonstration nécessite 1'utilisation des estimations de type L2 de

L. Hérmander pour la d"-cohomologie [4]. Un corollaire est la

Proposition 1.~ Si Q) est pseudoconvexe, alors Qer (z).

En effet, Q est pseudoconvexe si et seulement si -log 59 est pluri-
sousharmonique, et cela presque par définition.

Nous allons étudier un cas un peu plus général, a savoir celui ou Q ,

-8-
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sans étre nécessairement pseudoconvexe, posséde une enveloppe d'holomorphie
@ qui est un domaine de Cn. Nous définissons alors une fonction 2\ sur @
en prenant pour - logg\ la plus grande minorante plurisousharmonique de
-logd sur 6 (qui est 1a régularisée semi-continue supérieuren/lfznt de

1'enveloppe supérieure des fonctions plurisousharmoniques sur Q qui minorent
-log J ). On peut alors énoncer la

A AN
Proposition 2.~ La fonction J , prolongée par zéro hors de (2 , vérifie
A
les conditions 1), 2) de 1'exemple 1. De plus les algébres @ (J) et O(J)
sont identiques.

En particulier 3\6 A(z). N

Toute la difficulté consiste a prouver que d vérifie 1a condition de
Lipschitz 1); cela revient aussi a prouver que les opérations ™/ et A
commutent, Or il se trouve qu'il en est ainsi sur tout ouvert pseudoconvexe,
De facon précise:

Lemme.- Soit £ un ouvert pseudoconvexe de €" et @ une fonction positive

sur Q ; on note 5 la plus grande minorante de @ qui soit nulle hors

de () et vérifie la condition de Lipschitz 2); on définit d'autre part (/;3 en

prenant pour -log fﬁ la régularisée semi-continue supérieurement de
1'enveloppe supérieure des minorantes plurihypoharmoniques de -log @ .

Alors les opérations ~v et A commutent; en particulier

a) si -log ¢ est plurihypoharmonique (resp. plurisousharmonique) sur

Q , alors -log @ 1'est aussi;

b) si_ ¢, prolongée par O hors de Q , vérifie la condition de Lipschitz 1),
alors (5 , prolongée par O, le vérifie aussi.

On se raméne pour cela a prouver le point a) et on introduit 1'ouvert
Q1 de C"e C des points (s, t) tels que |t| <Cp(s). On vérifie facilement
que Q 1 est pseudoconvexe et que si ¢ o € est muni de la norme
(s, t) —1s| +|t| , alors

$s) = difs, 0, [ Q).

En particulier, -logQS est plurisousharmonique,

5.~ Convexité holomorphe

On déduit aussitdt de la proposition 1 le

Corollaire.~ Si Q) est un ouvert pseudoconvexe de c“, alors () est le domaine

d'existence d'une fonction de € (39 ).

O
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11 suffit de montrer qu'en tout point s du bord de Q. , 1l existe une fonction
de @(JQ) qui ne peut pas se prolonger au voisinage de ce point. Raisonnons
par 1'absurde en supposant que chaque fonction de © (JQ) puisse se prolonger
au voisinage de s. D'apres la proposition 1, il existe des fonctions
Z > U4(s, 2),..., m——-»un(s, z) dans  O(Jq) telles que

Lz=-s,u(s,z)> = 1,

Si ces fonctions peuvent étre prolongées au voisinage de s, la relation

se prolonge et 1'on obtient une absurdité pour z = s,

/N
Par conséquent 1'enveloppe d'holomorphie d'un domaine Q tel que Q
soit un domaine de Cn peut s'obtenir a partir des fonctions de © (3@ ) et
a fortiori & partir des fonctions de  © (Jg).

Pour des résultats plus fins, on renvoie a P, Pflug [6] . Signalons tout
de méme que ces énoncés peuvent également se déduirent d'un résultat de
H. Skoda {8] qui est le suivant:

. n . .
Soient () un ouvert pseudoconvexe de C ', q) une fonction plurisous-

harmonique dans Q et PR gp des fonctions holomorphes dans )
On pose q = inf (n, p-~1) et on choisit &> 1, Alors pour toute fonction f
holomorphe dans Q) et telle que

/Q‘fflz{g]’zuq'z e Pan < 400

oud) est la mesure de Lebesgue dans Cn, il existe des fonctions h1 R

p
holomorphes dans () telles que

f = <g,h>

et
]g;[hlz g% Yan < Tt fgiflz g 72%9-2 o0 gy

p—

Pour obtenir par exemple la proposition 1, on se place dans le cas ou
4) = =N log 59 , ou g; est la fonction z z;-S, qui dépend du parametre
S’7fQ etou f=1, Dans cecas q = n-1 et |g| est minoré par JQ ; on
choisit alors N assez grand pour que

flz-sl’z‘“*'2 Jo @dA(2) £ C< +o

I1 en résulte 1'existence de fonctions z +——>ui(s, z) vérifiant

1 = Lz-5s, u(s, z)>

et

~10-
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fg\u(s, 2) % |z-s] 7% N @ar) ¢ Zcc.

En utilisant alors les propriétés de moyenne des fonctions holomorphes, il
est facile d'établir 1'existence de constantes C', N' telles que

lu(s, 2)) Jg' £ C o,

ce qui achéve la démonstration,

-11-
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