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t Ces notes sont accompagnées d'un appendice technique qui a fait 1'objet
d'une suite de séminaires a 1'Institut Henri Poincaré (G. Rideav) au
printemps 1965.
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INTRODUCTION

Le but de ces notes est d'essayer de donner des éléments suffisants
pour servir de motivation au désir que nous avons de résoudre les probleémes
techniques évoqués au cours d'exposés précédents£01 Nous avons choilsi de sul-~-
vre quelques étapes importantes dans i'histoire de l'affinement des concepts
utilisés & 1'heure actuelle. Ce choix est purzment subjectif et les quelques
éléments donnés ici ne pecuvent éventuellement que servir d'intrcduction a le

lecture de livres et articles cités en référeances,

I1 va sans dire gue nous ne mentiounerons que gquelques aspects parti-
cullers de la théorie quantique des champs, & savoir csux qui servent & formu-
ler une théorie de collisions, et que nous nous erréterons A une description
de celle-ci en termes juste assez précis pour "donner un sens' aux exposén

précédents,

L'idée centrale qui est 4 1'origine de ces développements ezt évidem—
ment celle de la fameuse dualité entre ondes et perticules, les "ondes” inter-
venant 1cl scus forme de champs, cobjets dont la définition a atteint un degré
croissant de précision et de généralité, les particules ayant également regu
une définition précise en mécanique gquantique, au moins en ce qui concerne les

L N . . @
particules stables, c'est-a-dire gqui ne se décomposent pas spontanément .

r
L.a description quantique d'une particule libre a été donnée par OmnésLl]

La forme actuelle, compatible avec le principe de relativité a &té donnéepar
f

.

12 B}
E.P, Wigner en 1039'““, Les états d'une particule de masse m , de spin O

e i e e a0 e o o o e

# La hiédrarchisation des interactions suivant leurs forces, ou, de fagon équiva-
lente, suivant les temps caractéristiques de leurs durées, permet ds considérer
comme approximativement stables pour une ciassse d'interactions, des particules
dont 1'instebilité est caractérisdée par un temps plus long (une force d'inter-
action plus feible) que le temps (que celle qui est carmsctéristique) des inter—
actions de cette classe,



sont représentés par les vecteurs d'un espace de Hilbert E%m °] dans lequel
7
agit la représentation unitaire irréductible [m,o] du (groupe de recouvre-
ment universel du) groupe de Lorentz inhomogéne (M4 x SL{2,C)). %%m o] est
4

, 2,8
commodément réalisé comme L (Rd) avec le preduit scalaire

r.3
- [ d - - 22
(e, = | =& o'® e w =Py
L

1'état tranaformsé de ¢ par (a,A) a pour fonction d'onde :

N\ e I
A -3 \ i.p.a =
la, g@(p) = (U(a,A)w L(p) = e PPy { A 1ay p} '
\ / \ /
1 -~
o a = (ao, a az, a3) = (ao, a)
o 1 2 3 o -
p = (p°, p,25,8) = B, B (dei, p°= wp)

sont des vecteurs de 1'espace de Minkowsky M4 ot 4(A) est 1l'image de
A(SL(2,C)) dans l'application connue de SL(2,C) sur le groupe de Lorentz qui
agit sur M4 .
Hiatoriquement, les particules libres ont été décrites quantiquement,
d'abord de facon compatible avec l'invariance galiléenne par "quantification
canonique'' des équations d'Hamilton ''libres’ de la mécanique classique,
(Schridinger, Heisenberg, Dirac){a], puis de fagon compatible avec la relativité
reastreinte (Schrddinger, Klein-Gordon, Dirac)‘sj, et 1'effort a été concentré
sur la description Hamiltopienne des interactions entre "particulea” via
1'introduction de potentiels & deux corps dans la fonction Hamiltonienne. Le
but éteit & 1'époque de trouver une théorie permettant de calculer les nivsaux
d'énerglie d'un électron dans le champ coulombien créé par un noyau chargé, Ce
n'est que plus tard que l'on a éprouvé le besoin de définir avec précisicn le

concept de particule asymptotiquement libre ainsi que celui d'interaction,



Au méme moment od 1l'on réussissait & formuler la description quanti-~
que de ce qui était auparavant une particule classique, c'est—a-~dire un Hamil-
tonien classique, on donnalt une description quantique de ce qul était aupara~
vant un champ clagsique : le champ de Maxwell {Heisenberg, Pauvli) 3l , et la
formulation guantique permettait d'interpréter le champ de Maxwell comme décri-~
vant de facon équivalente une assemblée d'un nombre quelconque de particules
(photons) ; de méme con interpretait le champ scalaire neuire de masse m  comme
décrivant un nombre arbitraire de particules de masse m {(Pauli Weisskopf)[sly
nous traiterons cet exemple qui est peu différent du précédent, et ur peu plus

simple, car 1l ne fait intervenir que ies représentations {m,O} du groupe de

Lorentz inhomogeéne.

L’éguation de champ est” 1'équaticn de Klein-Gordon 1
2
O+ ") ox) = © .

c'est une conséquence des équations d'Hamilton pour 1'Hamiltonien :

1 r r‘//g-(&—) V‘ 2 2‘1
H=~ {dx - +(g)+mf !
2 L\a" "]

J x

(on ne se précccupe pas trop de ce que doit Stre ¢(x) pour que H existe 1),

81 on choisit une base Py dans %%m o] .— & la lumiére des perfectionnements
’ 3
ultérieurs, nous choisirons méme les Py "), ce qui est poasible - et

s1 on définit

o =
r 3 i(wpx-pX)
- d p -
fa(x) j ™ e @a(p) ,

- ——— v = o o o = -

® nous utilisons dans ce qui suit un systéme d'unités ot M = ¢ = 1



on peut résoudre 1'équation initiale sous ia forme :

W W
o(x = S a ? (x) + 8 2 (x) .
$(x) S ow Ta ) a t«

x

L'Hamiltonier prend alors la forme

“”‘.
- H = D a w a '
g o 6
o
ot
W .
ou . -~ 3
- [ dp #- -+ o=
w b4 o An) W o {p) = w .
&.’Z_B i 2“)p ”a(') jol *ﬁ(z‘) ‘L'r“)-’
o

. %
La quantification canonique s8'effectue on supposant que les a e gont des
q q af By

. % . . . N .
opérateurs (aa 1'adjoint de aa} satisfaisant aux regles de commutation

canoniques @

i

. » » »
fa_,a%,0 = &8 4 ; la ,ai-{aay&e]'w'o ,

qui sont représentés par des opdrateurs non bornés a4 domaine dense dans 1'espace

f4]
de Fock‘4‘ que nousg allons maintenant déurire,

A partir de 1'espace ﬁ%m o] précédemment défini, on construit les
- ' - - ’ . ~9 —’
puissances tensorielles Hilbertiennes symétrisces d*éléments w(ﬁl...pn)

symétriques dans leurs arguments, tels que

K 3 R
- ddp dp 2 \‘”
1 1 a ¢ . ) Ry on! d
| e ewmeee (D, . LD <o, 1 €10 < w): & ~ = #
nb | 20 20 001 n -~ lm, 08 7\ {m,o0]

(4 voulant dire 'symétrisée’) ,



et on considére 1l'espace d'Hilbert :

@ N
. = @ & pF L@ Je,'? ]
g o Lm,O ) o tm,o
N oo
evec %o = € (composante du vide) , obtenue par complétion de l’espace

sous~tendu par les combinazisons linéalres de vecteurs appartenant & un nombre

fint d'espaces & c'est l'espace des suites de fonctions (@o soe B o)
1 ;
P, € %" telles que !

Les opérateurs a az sont définis par

.

aalo> = 0 avac lO> =  (1,0,0,0...) ,
" N a
aalwn) fo ..... - Py 0,0 ...} ,
avec :
o+l ~
a ol - - Y" :—» - - ->
¢n+1(p1"'pn+i) Tl cPa\pk) wn(pl"'pk"'pn+1) :
k=1
- @
et 1 aal@n) = {O ...... Py ? o . §
avec F 3 .
a - ~ _ d‘g % .- - - —
¢n-1(p1"'pn-l) - } 2wp ¢a(p) wn(p’ plf"'pn-i) '
s a
______________ (a.)
# avec ces conventions TI lo} est normalisé & 1'unité si
g /oy



On vérifis facilement les reégles de commutation [aa ,a;] = aaﬁii .
T . _léme .
Dang chague %[m 0} agit la pulssance tensoriellie n de la repréaentation
1
du groupe de Lorentz inhomogéne qui agit dans %? ol » c® qui définit une repré-
? J

gentation U(a,A) dems & & condition de convenir gus !O> ge transforme sui-
vant la représentation identité, L°*Hamiltonier H n’est alors, proprement défini,

rien d'autre que le générateur infiniidsimal des translations dans le temps

U’(xo, 0 :4)

On a de fagon évidente :

-1
Ua,A) a, U {a,A) = aia,Aia
U(a,A) a° v (a,a) = At s
Vla.A) g, . fa,Al
; ————
a,Al tp.a /A ’
avec ! la, ’@R(p) = e @aiA (&Y p .
kN /
! 4
On voit alors que l'opérateur o(f) = ; p(x) £(x) d x,{te€ J(m4)),est défins

4

12

(symétrique, non borné), sur toute somme finie @ # (I sous-ensemble fini

n<X
de N) , et que ce domaine D = U P #"  eat stable par application
I fini ne<l
—f
de tout polynme Plo) = 2:4 j @(xl)... w(xi) fi(xlﬁ...xi) dxl....dxi v

1e¢1
Cfi € Jaﬁéib , einsi que par i'action de U(a,A) , et countient §o) . Ds plus,
d'aprés la définition méme de 4 , et la possibilité de créer suffisamment
d'éléments de Fa par action répétée de az sur §O> , i1 s'ensuit que 1'en-

gsemble des vecteurs de la forme P(@){O) est dense dens # |

Ces propriétés élémentaires nous seront utiles pour couprendre dans la

suite les systémes d’axiomes que nous prasenterons.



Pour 1'instant, citons deux propriétés élémentaires : la distribution
4 valeur opérateur @(xg;?) posséde des propriétés de régularité en x°
aprés saturation des variables '; par une fonction dans JORS) , et, inverse-~
ment, de régularité en -Q aprés saturation de la variable x> par une fonc-
tion de ¢ ; ces deux propriétés sont dues au fait que o(x) est la solution
d’une équation hyperbolique. En particulser, on a8 les régles de commutation

canoniques :

5 LT s
ierX), 'q'(‘b"g (7)) ! =1 8RR
L ox't ]

o _,0
X < Xx
[%(x), plx') = 0
XO: x'O
{99 5 i
s (x) , (x*) | =z 0
ax ax‘to |
o “o_ 40
X = X

et plus généralement :
fe(x), ex"3] = ¢ Dm(x~x') .

ol D(x) est la solution (distribution tempérée), invariante de Lorentz de

1'équation d'onde, impalre on x , satisfaisant aux conditions initisles

Q)
D(x} o 0 |, QEB(X) o = 5% ; qui jouit de la propriété impor-
X = 0 9x X =0

1}

©
tante 1 D(x) =0 x” < 0 , d'ol suit la propriété de commutetivité locale

~ ou microcausalité -

Lp(x), ox")] =0 (x~-x')2 <0 (x ~»x')



sur laquelle nous reviendrons également par la sulte :

- Remarque -

On peut également associer a toute représentation [m,s] du groupe
de recouvrement du groupe de Lorentz inhomogeéne un champ libre "spinoriel"
et mener & bien la construction cl-dessus, a la différence prés que, pour o
demi-entier, on doit utiliser des régies d'anticommutation canoniques

» . r il — * i‘] - .
a a =5 i a a = {e a si on veut respecter le localité
[0_' B]"' “5 'LC'.’ BJ+ [C(’ 544* |4

qui se présente icl scus forme d'anticommutativité locale.

A la suite de ce modéle de champs iibres, susceptible de décrire, en
ncombre quelconque, des particules sansg interactious -~ (libres) - et, en s'ins~
pirant toujours d'équations classiques existantes, on a été amené & écrire des
équatione de champs couplés, cdont la quantification-canonique et 1'interpréta-
tion en termes de particules libres était destinee a décrire les interactions
entre celles-~ci, en nombre arbitraire. Le formallsme Lagrangien a été, pour des
raisons de covariance,préféré au formalisme Hemiltcnien, la construction de
1'Hamiltonien & partir du Lagrangien permettant la quantification canonique.

Nous zllons succintement décrire le cas de l'élsctrcdynemique quantique, dans

5

une des versions qui en était donnée vers les années 1950. .

Les équations de Maxwell

at F - 0 ,

ou Ap est le vecteur potentiel et ng le tenscur antisyméirique de Maxwell,
quil groupe de fagon covariante les champs électrique et magnétique (f,.ﬂ) R

peuvent s'obtenir & partir de la densité de Lagranglen :



-
b 1 MY Ly e
AY) » 5 F}J.V r ‘(x) N

-
2. (x) =P (M aY -3
Max Lowy

L'équation de la particule chargée décrite par un chemp complexe

p{x) & ¢ (x) :
3~ w?) o (x) =0

ae déduit de la deunslté de Lagrangien :

MJﬂlp * 2 & B .
£ch(X) _.id P BH P+ B¢ ¢~!(x) . .

Le principe d'invariance de jauge connu en physique classlque conduit & écrire
le Legrangien décrivant 1'interaction du champ ds Maxwell avec le champ des

particules chaergées :

2 w
L= [}hax ~ 3%+ ie Aty o (3p - le AP) ¢+m @ ¢|

; (x) »

les équations qu'on en déduit sont :

e = g (s 3T = 0)

Ho Bycs - 2 -
(9 te A )(dp ie Ap> ¢ + m @ = O

i.e ([J+ 2o = £,



ou Jv s £ , sources du champ de Maxwell et du champ chargé respectivement

contiennent des expressions mondmiales dans les champs prils en un point, ce

qul laisse prévoir quelques catastrophes aprés notre remarque que les champs

.-

libres quantitiés sont des distributions

. ® L . » . 2 % .
Par exemple, J = le ¢ 2 ¢ -2 o ¢+ 28 A 9 ¢ . Les parame-
p Q jes . f'L [0/ P
tres e, mO seront ajustés & la masse m et & lo charge électrique e des

- N
particules que 1'on veut décrire

11 s'agit mainteunant de trouver une représentation des opérateurs
F“v ’ Av » ¢® satisfaisant aux reéples de comrutation canoniques & temps égaux,
dans un espace de Hilbert # oU <n puisse faire une interprétation en termes

de particules : on récrit les équations du mouvement sous forme intégrale,

aprég avolr impogé la ccndition de transversalité™® ot Ap§©> =0 €&

in ret
out )
A GO =AY ) + {p B {(x-x") J (x*) d4x’
i i i o M
. (Y.F.)
in ret

- a -~ 4
2(x) = 1500 + | b FVixx')y Fxh) a'x’

in in
N out, . 2, .out
o : I A“ (x3 =0 ;- (O n°) %) = o ;
Boin o
a“ A Ouu(x)1@> =0 s

ret

’Y . . . .
et D sont les solutions élémentaires retardées ou avancées (a sunportis

V*" {x}xz >0 xo %()} des opérateurs différentiels définissant les équations

des champs libres. Les deux ensembles d'opérateurs in, out szont des limites,

¥ nous avons en fait simplifié la situation réelle,

## condition technique particuliére 3 1'électrodynamique.
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dans un sens que nous préciserons ultérieursment des opérateurs de champ couplés.
On suppose alors que l'espace de Hilbert # ast de deux facons (in et out)
le produit tensoriel des espaces de Fock pour le champ de Maxwell libre et
pour le champ chargé, de masse wm , libre, asutiement 4if qu'il existe dang &
deux représentations de Fock (unitaivement éguilvelienter) des régles de com~—
mutation canoniques des opérateurs de créazicnret d’g thilation do particules

oy out

an
libres, au moyen dss champs in ot out : ant . Tz“ P Cé 4

annihilateurs et créastsurs de photons et de particules chargdes.
On suppoae de plus que 1'état du vide EO} 28t le méme pour les deux reprégen—

tations, ainsi que les états & une particule :

lo = fo ) = o)

in) out /

Yoy = (19 foy

‘ ‘
-
h
=R
N

!

#in . out oo lm
c !o>~ca fod= jc > .

De ce qui précéde, i1l decoule qu'il exnlste un opérateur unitaire S dans
¥ q ’

# , tel que :

E3 g L
JEin JEout
L3 i 3
in ut
2
+ Yo o . ‘u
S #*in S Jrout
Ive o
in cut
C C
[} a

+
(S's =8 S? =4

slo) = |o) sly,>= ey sfed = ic) )

Uns théoris das collisions est alors possible. La questlion stendard est la

n in
sulvantegdtant donnéd un état entrant !Tir oo Yiﬁ ;CBP
n

in
e €y ) composé
1 B

1 n



. . . 2
de particulss loin les unes des suires et n'intersgisseut pas , quelle est

1'amplitude de probabilits de trouver au hHout d'un temps "infiniment grand"

. ) out out out cut
up autre état de particuloas Andépondantas Y, s ¥ s, C ve.. C
R . 3,1 g
1] n i 133
Autrement dit, veut on calculer
out out out in in in in
('zut e Cy' s Gy ISP S N NN
3? n? 11 mi 1 i 11 Yra
; An in in in . An in in in
=Yy e Yg  Cg e Gy 18y e Yg Cg ++- Cq )
1’ af 1! m’ 1 n 1 »
s out out out out | 1 out out out out
= \Ya ‘a CB M > ;S {Ya o Ya Cﬁ se CB > ’
1? n' n' m? 1 n 1 m

)

en fonctlion des parameires s, v B, Intervenant dens la théorie, Ce probléme
3 -
est ''résolu’ par une méthode de perturbations suivant les puissinces do e

(la charge vraie) . On écrit :

(5]
_ N 2n
e = e ) £ )
O Lo 2n 0O
no
2 2 Zn
m - m )
[ I
5 = 4 + 3
2n :

oo

(11 se trouve que la symétrie des équations est telle gue gsules les puilssancss

paires de e, interviennent) et on développe eu sériz de porturbaticans les

équations de Yang Feldman misss sous ia forme ¢

u c'sst un probiéme particulier & l'electradynamique ol, les photons ayant une
masse nulle, la portée des forces est infinle, gue deux particulles chargédes ns
sont jamais loir 1'une de 1'autre | de sorte que 1'électrodynamique ast un trés
mauvals exemple pour servir d'introduction 4 une théorie de celiiaion.



u — %..' - oo ¢ ...~' . . '., 4 ¢
Aout(x) = Ain(n} + ! D {xx ) J“\x Y ax
4 ~ 3
(x) = )+ LD (et by aix
P X :pm(x) -9-j D ex®) £ (x%) d'x
H B \
AY (x AT (x3
in( ) cut
S* S =
" 3y £ (
Qin(X) pout'X)
ce qui permet de calculer les S an fuenctlion des opérateurs in et  out

2n
et d'évaluer les amplitudes de transition au noyen de 1’application des végzles

de commutation canoniques pour les champs 4in ou out |,

Malheureussment, dés qu’on cherche & calculer des termes correctifs
& 1'approximation d'ordre lo plus bas en e on tcmbe sur des expressions ip-
déterminées ou infinles qui s'écrivent formsllement cowmme produits de distri-
buticns ainguliéres. Des prescriptions de calcul sont alors impoases,qui pexr-
mettent de lever ces ambiguités ot les résultats numériques gui émergent sa
trouvent en accord avec 1l'expérience & un degré de précision qui ofa jamals ~-ot
de loin ~ été ;etrouvé dans le domazine de la physique Jdss particuies. Cos succés
ont alors conduit vers les années 1580 & essayer de formaliser, par analogie avec
l’électrodynémique, 1'idée de Yukawa selon iaquelie les forces nucléaires, liant
les nucléons (neutrons, protons) dans les noyaux,.étailent dues & 1'échange Qe
mégons X , de néme que les forces électriques <talent dues a 1'échange de pho-
tons entre particules chargées ., On éorit alors un Lagrangien contenant lea

champa de nucléons (champ spiroriel de Dirze ¥) et ceux des mémons % (scalaires $):

2 - p
& 4 . + £
nucléons = “mésone int,
=W (e e MYy = T U
nucidon v g o
] . . 2
R m 4 a & Kg &
mbson == 0 - - — -
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Liptm 188 VX VR < 12,

oi 9 et KG sont les opérateurs de Dirac st Klein-Gordon, resapectiivement .

Les équstions du mouvements sont alors :

£

&
<
i

Py
(&}
L {3
ti

o4 ’

et on essaye de résoudrs comme précédemment en thécrie dea perturbations en

2
puissance de g ¢

mz.‘:m +Z m gzn
2n "o
n=lo
/]
2 " 2n
g - 2y fon P
n=c

ot M et m sont los meRsses observées dog nucléons et mésonas n et g2 la

constante de couplage physique de 1'interaction pion-nucléom,

On développe S = 4 + Z 8221 SmJ et on trouve malhsursuscment que
2] “72 . :
2t 4 g._ - 2—. T e S 2
L'on doit prendre an - 18 eau lieu de an = 137 an électrodynamique ; le
parametre offectif intervenant dans le dévelopreacnt des éléments de matrice §

2 2
dge trouve Stre %{( %)z0,0B ,c€ qul empSche le¢ développement perturbatif de
MEAAN

converger numériquement ot enléve toute poasibilité de reproduire les rdsuliats

expérimentaux.,

Cet échec de la théorie perturbative 'Lagrangiemne” dans une tenta-
tive d'explication des interactions ’'fortes’ «conduisit des physicieas &



congtruire une thaorie :

v -
-~ indepsndante d'un Lagrangien ~ la deccuverte de ncuvelles particules
en interactions fortes lalssa penecer qu'il etalt sans doute difficile de aous~
truire un Lagrangien cerrect, {(ce qui eliminalt en mdme temps 1'envie dfutili-

I b ”
ser des devsloppemunts perturbatifs ~ le Legrsngileu o’etant pss coanu) }
- gi possihle moins ambigue mathématﬁquement que ls thooris Lagrsnglanne.

La premicre theorie "axlomatigqus” des champs eat la thaorie de Lshmann
) 6] . .
Symanzik Zimmermnan (1954) qui est axee sur la thaorie des collisions. Bllo est
T 1
. LT L7 - [
ensulte raffinee par Wightman (1956)* “su moyen d’un sgysteme d’axiowmes a partiyr
desquels une theorie de collisions vient d'dire développde juseu's un point ou

slle puisss etre utilisee.

L'interprétation du peint de vue de la mécanique quantique (exlsisnce d'obsar—
vabiea ''locales’’) de la théorie de Wightman conduit elle wfms aux théories
d'anneaux locaux de'Haag Araki, Haag Xastler, pour icsquelles il existe égale-~
ment une théorie des collistons. Ces théorieg concrdticent des idées de Hrag

qui sont celles mémes qul permirent de compléter la théorie des collisioms

(Haag Ruelle) dans les théories de Wight@an ot de faire ls pont avec la théorie
de LSZ (Hepp).

s
o
[ ——

I ~ LA THEORIE DE L.8,2Z,

En raison ds la difficulté de définir dap éteits do particules asyzpto~
tiquement libres, signalés dans le cas ot les lnteraciions électromagnétilioues
sont produites par les photons , Jde masse nulle, et soni dope de portde infimle,
catte théorie ne 3‘appliquera pas telle quelle & la dsacription des phénogénes

électromagnétiques.

On @e donne un espece de Hijbert & qui cofzcide da deux fagons aves.
les produits tenscriels d'espsces do Fock des poriicules stables que 1'on yeut

déerire : & = ﬂin = KGut st un opérateur unitaire gul sppiigue les vecteurs
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de # sur les vecteurs correspondants do 80 aingi qufil a &té précédem~

in
mont expliqué

ut

lo

o> = lo, 3= lo_,

in> = 1:) = Uin(g,ﬁ) =y

outta’A)

[1 particule in) = |1 particulse out) .

Soit U(a,A) 1l& représentation du groupe de recouvrement du groupe de Lorentz

inhomogéne, définie par 1a construction de xin = xouf , de gorte que

U(s,a) S v i(a,A) = s

+ -
(8'v, (a,8) S =U_ (a,4)) ,

qui exprime que l'opérateur S est invariant par le groups re relativité.
in
On suppose que certains au moins des champs @°“t sont interpolables
par des champs couplés dans le sens sulvant, Utilisant 1l'expression des champs
libres en fonction des opérateurs de eréation ot d'znnihilation, on veut inver-

sement écrire ¢

in in
e
o4 372 & o
(2n)
o
x =t

in in

» r P

out _ » “¥y “out 3
a - Setmbemm—m—— ,

a (2ﬂ)3/2 j z, (%) o, @ {xy a°x



~ = . b 8
o 1es £ (p) sont suppoeés appartenir & J(Rs), £o g=2¢ ~2—'g - <3£~> g »
a 2 Bz ax°
et les intégrales écrites ne dépen&egg pas de t on vertu de 1féquation ds

chemp libre. Pour certains champs ¢°ut , on suppose 1’existence de chsmps

interpolants ¢(x) dans le sons yue @

1 [ TR
aa(t) = e / fa(x) a, p(x) dax s
(2™ J ol
1 [ =
¥ - &, . *, .\ 3
ot a (t) = 375 | % 2 9 {x) d'x ,
(2r} J}‘o__t

qui. dépendent de t ssuf si 9 est iui~-m8me up champ libre, convergent

faiblement vors :

in in ,
out out
a, ’ aa lorgque t - + o

Pour suffisamment” de vecteurs , ¥ de #

cut

v (ela (1) [¥) = (s{a *Pv)
t"’;tm 4

141

3:m‘t

(f;»le.“i“ hey .

It

1im (2lef0)|¥)
t ‘tea

-
Le chawp Q(xo, X) &8t supposé 8tre uma distribution en '2 s une fols difid-
renciable en xo .

3
On peut montrew 8l queé dana cetis théoriws, on peut construire un champ

L et 1

interpolant tout chawp asysptotique pourva qu'ill sxiste au moins um champ inter—

polant par 'secteur de supersélection’ (voir appendice) de & , Cotte question

% sur un domeine dense dans & contenant sufiisamment d'étata de zollision.



ainsi que lee questions de domalne et de régularité ea x° seromt pricigées

dansg 1a théorie de Wightman,

Fnfin, les champe interpolantz sont supposés (ou par conatruction)

loceux @

Lplx), fﬁ(}')]* =0 ey3% < 0

, 1
(+ 81 le champ ¢ correspond & un spin I entier,
-~ 81 le champ ¢ correspond 4 un spin entisr),

et covarimnts par l'action de U(z,A) comme le sont les champs asympiotiques.

On n'a pss supposé les rogles de commutation canonigues & temps égaux,
qul posent la question de cholsir leurs représentations, dont la variété liée
4 1'infinité der degrés de liberté souldve un probiéme insurmonté A l'heure
actuelle.[g}

Muni de ces hypothéses, on vz exprimer les amplitudes de transition
au moyen de transformées de Fourier de valeurs moyennes dens le vide de certains
produits d'opérateurs de champs interpolants ¢t utiliser le commutativité iocsle
ot les propriétés de spectres de U(a, ) pour déduire des propriétés d'unsly~
ticité des noyaux correspondants. Ces expressions scnt donnéss par des formules

communément déeigrées sous le nom de

Pormulea de réduction.

a3 . ¢ § - &
Soit & dvaluer <{B}outt‘a§in> = bﬁa

o fal = @ ® AR ...

2 - P

4

o les ai ’ ﬁj gont des &tats & une particule de ftype arbiiraive, On écrira

ja - a1§ SN P



On va écrire :

s o= (] wings, o
Sga = ({Bl e le aln“ 4D
= 1im {{P }]w_;m .f daxf (x.) (x ) d°x
- N out - N2/2 J n 0 lp1
tr - {270 6 1
=t
Eia“ }u} ?

(utilisant 1’exprsssion de aain an foncticn de @in(xl), la condition asymp—-
totique, et faisant l'hypothés% que les états {a—all‘ sont juaticiebles de

colle—cl). Cn intégre alors par partie an utilisant le formule de Green comme

suiv @

i r
Sgq = /lim ~ lim ) ({B —7y i ax 2 (x %: @1(31) a3x
trew b4 (2 <) J . 1
x -t
" I{a"mlz:l.zJ
S i 3 L <
+ iif;“’<{6l°“tl;;;3§72 j a x fal(xl) 3, ¢1(xl) a”x !{a~ax}1n> .
o}
X Tt

Le deuxidme terme s'écrit immédintewsot en utilisant & nouveau la condition

asypptotigue
<{6}Qutiﬁzcutlga”“1§in> , aui w'évoiue facilement au moyen des

régles de commutetion canowiques des opérateurs out' pour donaer

- 0w

2. Byley (ep ]
s

lla-al §1n> 4



<ell¢1) étant pris égal & zéro si &, gl sont des étata de particules de
typea différents (masses,spins, etc...). Les facteurs 85’5 S saront
14

4

évalués par répétition du procédé en cours ¢
Le premier terme s'éorit

- 4 > AT
<Ia; ‘m jd x 3, <fa1(x1> o, q;l(xi)) Ha “1}3.n>

i

- 1 S S 4 2 2
= ap’out](m)sm fd x fal (%) 8, 9 (x )'(\ao f¢:z1 (xx)> 9y (% i fe-a 300 o

comme ta est solution de 1'équation libre (ai - V2 + mf) fa1 = 0
1
et que @ est distribution en ;a ,une 'intégration par partie’ au sens

dea distributions donne 3

VI 1 [ 4 2 -
Bgy = ({B}outlz;;;§7§' j dox fdi(x1> (C]x1+ m, ) ¢1(x1)|{a} iai§1n> §

A remarquer qu'on ne peut pas intégrer par partie sur la variable x° . faute

d3 supposer aﬁin = a”out , ce qul revient 4 dire qgue lesm particules de type 1

n 1ntaragiasent1 pas,

Pour continuer ce processus il est bon de définir le produit chronslo—
gique de n opérateurs de champs interpolante :

o o ‘ (e} 0
1("’1 x) .. q’p(xp ) Z e+<xpc'1 )y x1?(2)) e ‘6+<xb(p-1_) "P(p})

P(1...p)

/ 4
®p(1) {\xp(1)> Xewoner x %p(p)y (xi’(p))



ol 6*(1:) = {:) : :g y 6t P est une permutation de 1'ensemble d'indices (1...p),

ot de démontrer la formule

1

- 2 2
<¢Outl jdxl"’ np tal(x ) LS fap(xp) (D‘l- 81) se e (qp- lp) x

1
T(o, (x) ... o (% nay ooy, )
pr

- sout .2 _
= (3, I8% fdxx... ax  fo(x).2p QL - w). (D -:)
p+l P 1 P
T(q.sl(xl)... @p(xp))lvq) +

i
(b, | fdxdx 2 (x)... ¢ (x )(D )...
cut (27:)3/2 1 p+l al 1 am1 ’“1 ‘1

3 .
x (DXM~ B Tl (x).0. ’pn"‘mx”"u)

au moyen de la condition asymptotiqus et de la structure du produit chronologi-
que due A la présence des fonctions de Heaviside, Lorgque 1'application répétée
de ce procédé' a permis de se ramener a4 des valeurs moyernos dans le vide,

la totalité des tormes obtenus s'orzarise comme suit 3

D e e ————————

e ot du procédé analogue permettant de faire passer dea opérateura do deatructiom,
ocut de gauche & droite od 11 se transforment en opérateurs de destrusction im .



On définit les amplitudes connexes s;a de fagon récurrente par 1t

k
(B ... azlslal... a) = ) [T agmishay
LR N

cA(L,...m,t,...n)

od A(l... m, 1...n) est l'ensemdble des partitions de la collectiom d'indices
(L...m, 1...0) eon sous—ensembles \... N et X\ (B), ) (&) les ensembles
d'élémouts P , 2 appartenant & la partie )\1 de cette partitiom.

De fagon similaire, on définit 'T(xla.. xp) = <°l°1(’1)“"’p(‘p) lo)’
(T pour tronqué) , récursivement par :

k
(ole, (x)... o (x )oY = Z H o),
{)‘1"‘)\} 1=1

¢l (1...p)

o l‘(x) est l'ensemble de points tndexés par les éléments de la partie 11
d'upe partition A , ces points étant rangés dans l'ordre naturel o) ils appa~-

raissent dans 1l‘'ensemdble (xi... xp) ordonné suivant les indices crotesants”.

La définition des valeurs moyennes dans le vide des produits chrono~
logiques tronqués a'effectue de fagon naturelle et las formules da réduption
de L.S.Z se réduisent d :

s Dans le cas do champs anticommutants on doit insérer dans ves dé&finstions de
népe que dans celles des produits chronologiques quolgues signes 4+ tenant
compte de la parité des permutations auxquelles sont soumis ces champs,
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(8, ... B, Is] N f
L IR 2 s a LI B a : dx 4 n 0 dx dx *er e dx
L 2 1 n (Zﬁ)g-(nﬂu) 1 “ S 2
® ® ) 2 2 2 2
x fal(xl)... fan(xn) fﬁ;fx-’— )., faﬂ(x&) (Dxl~ mi)..([:}xn- mnx[]x; EL)H(DXE.- Ry)
(%)

x 0] T (o, (=)o gplx) 9 (x) ... rpn(xm)!O)T ]

Nous allone maintenant citer quelques résultais - conséguences do la

nature du spectre de l'opérsteur ?u ot de la commitativité locale = qui per-

mettent de définir une

(1]

Extrapolation analytique des noyaux connexes

Par noyau counsxe nous sntendong la transformée de Fourler de la valeur
moyenne dens le vide d'un produtt chronologique treonqué amputé’ par les cpé-

rateurs de Kiein Gordom @

i-m
( Is| y = 3 ( =T )
“ P, s8> " P P.... P = ~ m }
1 n 1 n pL."pEf 91...pn \11; xi 11/

x (o] T (o, (=)... <pm(xu)l0>T .

1) L'snveariance par translatior montre gue ce noyau ect de le forme 1

n =
4 Y"‘. N ~ )
(27() 5 < Z Pi + A{”d pi) T (910..0 n' P.l.”“p§> >
i=1 =1

w dans le cas ol les champs ne sont pas symétriques, on doit remplacer lews
vy (x,) par o (x,) .



- 24 -

-
2) T(pl..pn, p .,pm) coTneide dane chaque ouvert Qa d'un recouvrement de

1

1§4(m+n—1) avec une distribution Pa ({conséquence du spectre de P#)’ valeur au bord

sur les réeis d'ume fonction holomorphe dans un tube & base imaginaire (con-
séquence de la commutstivité locale qui fournit un support maximum pour Po
dans 1'easpace des x).

- {10]

Les propriétéa des Py ont été énoncées dang un précédent exposé .

-

Les Pa s'obtiennent & partir du produit chronologique par changement

Judicleux de certaines fonctions de Heavisidse 6+ en - 0 = -~ 1+46 |
- +

Les Qa asgociés aux cBnes Ya définis dansIlO} sont définis par
-F ) . -t o 2 2 .
N pI £ V; si SI Q:o dans Ty » 00 VI :{ Py 2 o . By > MI 3, la masze

I
MI étent connue par le spectre da P“ s 11 suffit pour le volr de partir de

la définition de p :

- o - < Bl o - Q N
ZCTURESEDY E‘- % Ppay” ®(2) IE % Coc2) "p(a)ﬂ

P(t...m) -
“lie -xo, )| (o] ( ) < o)
12 % Cp1)” pew) i) (1)) ey e’ 0

3

(] [o]
ol on écrit & 6: (xp(i)- xp(1+1)) suivant que SP(1)+"' + 8p4y % O

dans Y, , de cslculer p -~ T ‘par utilisation itérée de 1'identité
6+ + 8_ =1 et de tenir compte du fait que 1a trorcature revient & négliger
le point p = 0 du spectre de Plt'

T

ry
11 reste enfin & oxprimer la condition d'unitarité S S =8 S 1

sur les amplitudes connexes, laguelle ne prendra sa force gue lorsgue le



probléme de completion analvitigque posé par 1 existiunee des sera rasolu.

Remargues

21 la théoris we L.5.JL se denarvasse de la quantification canonique
: b

v 9

A temps épaux et des problimes dpinsux Ges repraégentations de celle —ci~" 7

A Y

eu éyard & 17infinité du nombre 4o degrés ge liberts |, #lle auppose encors des

~

propriétés de riguiarité trég forte pour les cnamps il sont considérés ici

o Ca .
comme fonctions de x . Or clewt précisdment 1'un des drames des calculs periur-
batifs basés sur un Lagrangien , cue ies valeurs movennes de produits d'opéra-

teurs W(i...n) = <Oi¢1(x4)... @ﬁ(xn)ic) smercgent comae distributions sufri-
. to.o o A , : .
samment singulieres pour x1 %, ., wpour que la maltlplication par les fonc-
E gt

tions ds Heaviside soit 11l€gals, la queation des domaines de définiticon des

o]

opérateurs de champ 2insgi que de leurs acicints st également laiszée dany

1'omhre, Ces guestions irouvent une =olution plus satisfsisante dang la

' . ‘11
I1 - LA THEORIE DE WIGHTMAN-

On se donne dang un espace ne Blloert £ une représentation usitaire

continue U(a,A} du groupe de recouvremeni du de Lorents ilanowogéns,

.\

t 3 - . .
contenapt un vide unigque 1O, {la représentation identité ne se trouve qu'une

/
fois), un certain ncmbre de rempréscniatious irréductipvlesde tyvpe Lm,, si]
m > O chacune &¢tant contenue avec la multiplicite 1, et une intégraie directe

’
de représentations de ce type

hd

\
N

nt on pourra mon ~ & part ¢s axiomes qul sulvent gqu'elle débute a nin, .
dont ourra montrer a tir d 1 ul tvent gu'elle débute & 2 o,



Ces hypotheses, plus particulieéres que celle qul demande gque le spectre

de P appartienne au V sont seculement nécessalres- unicité du vide mise a

part - en vue de l'interprétation de la théoarie en termes de particules,

On se dorne de plus une famille dénombrable de distributions de
. . . ) 1 [l 4
g' (ou 2') , & valeurs opératcurs non bornéds , o (£) = | ¢ (x) £(x) d'x,
5]
£ ¢ € ou 9, définis ainsi que leurs adjoints sur un domaine LU densge dens & ,
contenant fO) , Stable par application des ¢i(f) et de leurs adjoints,

ainsi que 1'action de Ula,A) .

Enfin ces champs sont groupés en sous-=nsembles covariants @

=1

i - . i,
Ula,A) ¢ (x) U (s,A) = Pali(A).x + &) By (&)
et locaux
T N P N RS- {Vx ¢ support 2
Lp (£), o (g)J+ e g1 (x=y)}~ < ¢© pour LVY ¢ support g
a=
r +8, \
@ = Y deo %),
pa— 24 i /
.'1:-81

le commutateur ou l'anticommutateur étant pris suivant que le nombrs de champs

de spin demi entier se trouvant dans cette relation est inférieur ou égal & 2 ,

1 .
L'espace des fonctions sur lesquelles les ¢ sont définis conme
distributions est choisi d'aprés l'expérience que 1'on a des champs libres ou
d'expressions perturbatives ; la nécessité de ies considércr comme distributions

2]

précédemment énoncés ~ hcrmis la définition des opérateurs comme distributions -

. PR . 1 :
est montrée par un théordme deWightman' solon lequel, en vertu des axiomes

de tels champe ne peuvent &tre des Ffonctions de x sans que ia théorie soit

vide,
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LLe choix de ¢° ou de tout autre espace'’ * de distributions défi-
nies sur un espace test contenant sufilsamment de fonctions de 2D pour que
1'axjome de localité parde un sens, et pour lesquelles lz transtormée de
Fourler souit définie,est motivé pur le désir que Y on a de doaner uae inter-

prétation d2 la thécrie en termes de particules.

Nous ne décrirvons pas ici les rosuliats nombraux qul ont ¢té déduits
de ces axiomes ei sont exposds dans les excellients livres de R.P, Streater,
ALS, Wighimar et R, Jost , et mentionnercns seulemcnt les résultatse relative-

ment récents gul ont trait a 1a thécrie des collisions '3

1) i1 existe un théoréme célébre (Reeh Sehlieder” ) qui dit que
- Ry s - Pl
non seulement les vecteurs obtenus par applicaetion sur le vide de polynomes

dans les champs testeés

N
I

Pz o (k). o {x ) P {x ...x ) dx ..,dx
Ls AR | ‘D p 1 P
prl T

, . . PO ~
forment un ensemble dense dans X , mals que les vecteurs '(\J;O> f
eux-némesun ensemble dense, pour tout cuvert borné 1 de R, ol

A S ; PP,
est un polyndme & coefficients fpkx Ll WuX ) pris dans D). Ainsi pour tout

[

PR IR ; 5 .
etat i1 de ¥ apperterant a un sous-espace & une particule (sur legquel

N

Ula,A) se restreint & [m , s, .} , ainsi qu'il a &t¢ supposé ci-dessus), on

1 i

]

peut irouver, quelque soit ¢ un  F(I) tel que <1§P(Q)ZO> Z 0§ apprelcns
-
le 3B et, soilt B(x) = U(x) B U “(x) , qui est un champ 4é7ini av point x

et presque local

i8(x), B(y)] =0 (x~y) © (S




Soilt alors PB(p) ia sransformde de Fourier de
~ N . A . 4.
oL y{(p; egt une {fonction C dont 1 inversec
- . [ P LYy
de 1l'opdeateur P ge roduilt a la napype o hiyoes
H (1)
4 N~ . .y v Ve
telle gus Y WP ‘ 1, eb sGit U} {2
L v e 3
‘P, I oim
i
B (pY. Lo exprsssion
A
i #
T oo i (
: 24
(22000 .
o

3 alers un sens et on peut monirer que les vecte
Lim »
Ty (1) .
[ e e NN
[ 1 \t 7/
i i )1 / H
1
tend=nt an nurme dans £ pour t ftendant vers
H A 3 . - ~ - . - hl ] 4 -+ ~ . -,
engendrent déux espaces de Vnek (et meéme, pour

Scient ¥ et ¢ . lezcnsembles de tous ces v

in cut )

£i on suwpose £ (et par consdéguoent 7 en
in out

denge dans %, on est & mime de depner une inte

de la & sor  §

th<orie et d'appliguer in

out

2) Su peut alors montrer les formules d
forme sulvante
3 [
- . i R
Soit B_{(t) = = ¥ (x
ai” Rz a<
(2m) .
O
X ot

. (1) .
(B et non plus B ! ), alors, pour

les

U

vecteurs tendent

par un urdrateur unitaire

B(x) , Y (p) = y,(p)} B(p)
1 1

tion du support avec le spectre
L) “

- z z o

boloYde Tm p, > C
Py =Py 0 Py ’

1o frangformée de Fourler de

¥ o vers des vecteurs gui
nzl  sont inddépendants de t).

%y

" - N T%
theoreme TCP

ceteurs {(n et variant% ;]
i1

vertiy du )

rpretation particulaire compléte

S

e reduction de L,S.Z2 sous ls
4-3 3
) @B (x) d'x
O L
' de vecteurs ¢ € 3
: in in '’
et suffigamment rapidement



pour 't «>- a vers des vecteurs I /[/,” - avec la propriété analogue pour |es
états out -* Ainsi les clénments T.atri«e :i connexes sexpriment au rooyen

des transformées de Fourier de produits chronol ogi ques d’ opérateurs B"(x).
Remar que

On peut définir de cotte facon des fonctions p qui sont un peu nmoins
bonnes que celles de |, en ce sens que : 1) leurs supports sont | égérenent
étalés (\17 1 point) <ce qui inplique la perte de bornes polynomales a i*in-

fini dans les tubes de définition des ¢ , 2) ces p ont perdu toutes
*

«J
propri étés de covariance, Do0 le désir que I'on a de définir des p_. a s#rup-i
« .

. . . . . 0
ports stricts, covariantes, comme on a pu le faire dans un cas particulier™ J

fai dehors de la possibilité de faire une théorie de collisions, il sa
po3e la question de définir dans les théories de ightraan des observables
locales : étant don.né un poivndéroe ?, (J1 ) symétrique sur D , peut-on en dé-

finir une extension self-adjointe f (€ ) dont les projecteurs spectraux
X .
E.. [*(™ /1 pourront étre considérés come décrivant, des observables |ocalisées
‘41 '
dans le | aboratoire d et ce de telle sorte que si (o ~
1 2 i

| I N N

(i ndépendance ou compatibilité de nmesures dans des |aboratoire» qui ne peuvent

étre m s en communication par un signal |um neux).

Une condition suffisante"” pour que ENF(C)) existe est que i 0)

soit un vecteur analytique pour tout 5(i) O fixé, i«e. que la série



