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T H É O R I E S P E C T R A L E D ' U N O P É R A T E U R 
D E T R A N S I T I O N 

S U R U N E S P A C E M É T R I Q U E C O M P A C T 

P a r A l b e r t R A U G I 

(1.1) Le b u t d u présent article est de retrouver les principaux résultats de [8] 
avec des démonstrations simplifiées. 

1. Définitions et notat ions. 

(1.1) Dans toute l a suite, nous désignons par (2?, d) un espace métrique compact 
et par P une probabilité de t ransi t ion sur E qui respecte les fonctions continues ; 

c'est-à-dire telle que pour toute fonction continue / , l a fonction Pf est continue. 
Nous notons P n , n > 1, les itérées de P, Nous convenons que P ° est l'opérateur 
identité ou encore que pour tout x € E, P°(x, •) est la mesure de Dirac en x. 

Nous notons C(E) l'espace de Banach des fonctions continues sur JE, mun i 

de l a norme de la convergence uniforme, ||/||oo = S U P * € £ 1/0*01' 

Si K est u n sous ensemble de E et x u n élément de Ey nous notons d(x, K) 

l a distance de x à K ; c'est-à-dire que d(x,K) = infygjr <2(g,y). 

Nous disons qu 'un espace topologique X est séparable s ' i l existe une suite 
(#n)n>o d'éléments de -X" dense dans X. Tout espace métrique compact possède 
une base dénombrable d'ouverts ou, ce qui revient au même, est séparable. O n sait 
alors que l'espace C(E) est séparable. 

U n borélien B de E est d i t absorbant si Vx € B , P(x,B) = 1. 

(1.2) Nous appelons : Q, l'espace produi t E^ ; T la t r i b u n e s boréliens de û et 
(Xn)n>o les applications coordonnées de l'espace produi t Ù. Pour tout x € 2?, 
nous notons 1PX l 'unique probabilité sur l'espace mesurable (ft,«F) qui fait des 
coordonnées ( X n ) n > o une chaîne dè Markov de probabilité de transi t ion P , partant 
de x ; c'est-à-dire que pour tout entier n > 0 et pour toute fonction borélienne 
bornée (ou positive) / sur 2£ n , 

= / • • • / f(x,Uiy...,un)P(xydu1)---P(un-1,dun). 
JE JE 

Nous notons 1EX l'espérance associée à la probabilité P x . Nous appelons 9 

l'opérateur de décalage sur û ; pour tout entier n > 0, nous avons Xn o 9 = Xn+i. 

(1.3) Pour tou t x € 2£, nous notons G(x, •) la mesure potentiel définie par: 

G(X) •) = X)r>o Pr(x>0-'Si a e s t u n e m e s u r e positive sur les boréliens de 2?, nous 
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appelons support de a et nous notons Supp a l'ensemble des éléments x de E tels 
que &(V) > 0, pour tout voisinage V de x. On voit facilement que Supp a est aussi 
l'ensemble des éléments x de E tels que fE f(y)o(dy) > 0 pour toute fonction 
continue positive sur E vérifiant f(x) > 0. 

(1.4) L e m m e . Pour tout élément u de E et tout entier r > 1, 

i) x € S u p p P ( i v ) et y € S u p p P r ( a v ) , implique y G Supp P r + 1 ( u , •) 

U) x € S u p p P ( u , •) et y € SuppCr(:r, implique y € Supp(?(i / , • ) . 

Preuve. Soit / une fonction continue positive telle que f(y) > 0. Ecrivons: 

Pr+1f(u)= f Prf(z)P(u,dz). 
JE 

Comme P respecte C(E), la fonction Prf est continue positive. De plus, puisque 

y € Supp P r ( z , • ) , nous avons Prf(x) > 0. I l s'ensuit qu ' i l existe u n voisinage V 

de x t e l que Vz € V, Prf(z) > \Prf(x). I l vient alors 

P r + 7 ( " ) > J Prf{z)P{u,dz)> ±Prf(x)P(u,V) > 0. 

D'où la première assertion. L a seconde affirmation résulte de la première, après 

avoir remarqué que, pour tout élément x de E, Supp G(x, •) est la fermeture dans 

E de la réunion (Jr>o Supp P r ( x , • ) . • 

2 . E t u d e des fonctions P -harmoniques continues . 

Définition et notations* 

(2.1) Une fonction borélienne bornée h, à valeurs réelles ou complexes, est dite 
P-harmonique si elle vérifie la relation Ph = h. Nous désignons par H l'espace 
vectoriel des fonctions P-harmoniques boréliennes bornées et par 7ic celui des 
fonctions P-harmoniques continues. 

(2.2) Si h e H, l a fonction h2 vérifie Ph2 > (Ph)2 = h2.Il s'ensuit que la suite 

de fonctions (Pn(h2))n>0 est croissante et converge vers une fonction de H que 

nous noterons h * h. Pour deux fonctions h\ et h2 de H , nous définissons alors 

hi * h2 = ~ [(h + h2) * (ht + h2) - ( h i - h2) * (ht - h2)] 

= l i m Pn(hh2) 
n—••foo 

M u n i de ce produi t et de la norme uniforme || ||oo, H est une algèbre de Banach. 

Nous notons k\g(Hc) l a sous-algèbre fermée de H engendrée par Hc* 
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B u t et commentaires* 

Le but de cette section est de donner une description de Hc-

Soit h une fonction de Hc- Alors l'ensemble des points de E, où h at teint 
son m a x i m u m (resp. son min imum) est un compact absorbant de E. Si h n'est 
pas constante, on obtient ainsi deux compacts absorbants disjoints. Dans ce qui 
suit nous précisons le l ien existant entre les fonctions harmoniques continues et les 
sous-ensembles compacts absorbants de E. 

Nous mettons en évidence une famille fi de sous-ensembles compacts ab­
sorbants de JE, deux à deux disjoints, telle que, pour presque toute trajectoire w € 

ft, i l existe u n compact absorbant r)(u) de fi vérifiant l i m d(Xn(u>),ri(u))) = 0. 
n—•+(» 

Les éléments de B jouent en quelque sorte le rôle des "classes ergodiques" dans 

la théorie classique des chaînes de Markov vérifiant la condit ion de Doeblin ([3]) . 

Nous munissons B d'une distance qui en fait u n espace métrique compact. Nous 

construisons sur B une famille de mesures de probabilité {fix : x € E} telle que 

l 'appl icat ion 
h -> h(x) = / h(j)fix(dy) 

JB 

soit une isométrie d'algèbre de Banach de C(B) sur Alg(7Y c ) . 

Nous disons qu'une suite ( z n ) n > o d'éléments de E converge vers 7 € B si la 

suite ( a : n ) n >o a toutes ses valeurs d'adhérence dans 7 ; c'est-à-dire d(xn,j) —» 0. 

L'espace fi-apparaît alors comme une frontière de E et la formule h(x) = 

I B M'y) ^«(^7)» comme une formule de Poisson. A tout élément h de HC1 nous 

avons associé une fonction continue h sur la frontière fi de JE7, qui intégrée par le 

"noyau de Poisson" fix permet de retrouver /1. 

L a description des fonctions harmoniques continues a été ramenée à la 

recherche de sous-ensembles compacts absorbants disjoints de E. Dans de nom­

breux cas, cette recherche revêt u n caractère géométrique (Cf [1]). 

Fonct ions harmoniques et variables aléatoires invariantes . 

(2.3) Nous désignons par J = {B 6 T : ^ ~ 1 ( f i ) = B} l a t r i b u des boréliens 

de £2 invariants par"0. Une variable aléatoire Z est J-mesurable si et seulement 

si Z 0 9 = Z ; une telle variable sera dite invariante par 0. Pour tou t entier 

n > 0, nous notons Tn l a sous-tribu de T engendrée par les variables aléatoires 

{Xk : 0 < k < n } . 

(2.4) P r o p o s i t i o n . ([7], Prop V 2.4) Pour tout h eH et tout x € E, le processus 

(h(Xn))n>Q, défini sur l'espace probabilisé (Q,,f,Px)} est une martingale bornée 

relativement à la filtration (^ r

n )n>o. Ce processus converge TPx-p.s. vers une 

variable aléatoire Z invariante par 0 et telle que, pour tout entier n>0: 

h(x) = Ex[h(Xn)) = Ex[Z] et h(Xn) = Ex[Z\fn] Px-p.s. 
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Réciproquement si Z est une variable aléatoire bornée invariante par 0, alors 

la fonction hy définie par h(x) = lEx[Z]^x € E} appartient à H et la martingale 

(h(Xn))n>Q converge, JPx-p.s. Var € E, vers Z. 

Preuve. Pour tout entier naturel n , nous avons: 

J E x [ / i ( X n + 1 | Tn] = Ph(Xn) (propriété de Chaîne de Markov) 

= h{Xn) (invariance de h par P ) ; 

le processus (h(Xn))n>0, défini sur l'espace probabilisé (O,,? 7 ,2P X ) , est donc une 

martingale, bornée par ||/i||oo> relativement à la filtration («Fn)n>o- D'après la 
théorie des martingales, on sait alors que ce processus converge, 2P x-p.s., et sa 
l im i t e Z ferme la mart ingale; c'est-à-dire h(Xn) = 1EX[Z \ Tn) 2P x-p.s. Par 
passage à l'espérance, cette dernière relation nous donne JEx[h(Xn)] = 1EX[Z]. 

D'autre par t , nous avons lEx[h(Xn)] = Pnh(x) = h(x). D'où la première assertion. 

Réciproquement soient Z une variable aléatoire invariante par 0 et h la 

fonction définie par h(x) = 1EX[Z], D'après la propriété de markov, nous avons, 

pour tou t entier naturel n , 

h(Xn) = EXn[Z] = Ex[Zo6n\ Tn] P , -p .8 . ; 

et donc grâce à l'invariance de Z par 0, h(Xn) = 1EX[Z \ Tn]. Par passage à 

l'espérance, i l vient Pnh(x) = JEx[Z]j pour tout entier naturel n ; d'où la P -

harmonicité de h. Enfin la théorie des martingales nous d i t que le processus 

{EX[Z | ^ r n ] ) n > 0 converge, JP x-p.s. vers Z. m 

(2.5) Deux variables aléatoires, Z et Z1, invariantes par 0 sont dites équivalentes 

si Vx € JPX\Z ^ Z'] = 0. Nous appelons V l'algèbre des classes d'équivalence 

des variables aléatoires invariantes par 0. 

(2.6) C o r o l l a i r e . % L'application qui à la classe Z de V associe la fonction P -
harmonique h(x) = 1EX[Z] défini un isomorphisme d'algèbre de Banach. 

(2.7) L e m m e . Soit h une fonction de H. Pour tout entier r > 1 et tout x 6 E, 

nous avons 

Y*E*[I \Ky)-KXn)?Pr{Xn,dy)} < +oo . 

Preuve. I l suffit de voir que: 

E * UE [ K ( Y ) ~ K { X N ) ] 2 D V ) ^ = E X [ H 2 ( X N + R ) ] ~ 

Le résultat s'en déduit facilement. • 
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(2.8) C o r o l l a i r e Pour tout x £ E, tout h eH et tout entier r > 1, la suite de 

variables aléatoires (JE [h(y) - h(Xn)]
2 Pr(Xn,dy))n>Q converge vers zéro, P x -

presque sûrement. 

C l a s s e s ergodiques . 

(2.9) Soit h eue* Nous appelons Í2¿ le sous-ensemble ^-mesurable et 0-invariant 
de Q, constitué des éléments u> tels que: 

i) la suite (hfónfa))^ ^ converge; 

ii) pour tout entier r > 1, la suite 

( j f [h(x) - h(Xn(u))]2 Pr(Xn(u)ydx))n>Q 

converge vers zéro. 

D'après ce qui précède, nous savons que JP x[fí^] = l , V x € E. 

Comme Hc est un sous-espace vectoriel fermé de C(J5), Hc est séparable; 
nous désignons par (hp)p>o une suite de fonctions non nulles de Hc dense dans 
7 i c . E n posant Îîo = ftp>oQ>hp> nous obtenons alors un sous-ensemble de iî , 
^-mesurable, invariant par $ de 2P x-mesure 1 pour tout x € E et vérifiant 

(2.10) Soient u i m élément de fto et u une valeur d'adhérence dans E de la suite 
( - X " n ( u ; ) ) n > 0 . Puisque P respecte C(E), i l résulte de la propriété ii) de (2.9) que, 

pour tou t h & Hc et tou t r > 1, [h(x) — h(u)]2 Pr(u,dx) = 0. Aut rement 
d i t , toute fonction P-harmonique continue h est constante et égale à h(u) sur 

SuppCr(tt, • ) . 

Ceci nous amène à considérer le sous-ensemble compact, non vide, de E 

défini par: 

F= {ueE:V he Hc, V x e Supp<3(u, • ) , h(x) = h(u)}. 

D u lemme (1.4), i l résulte que F est absorbant. 

(2.11) Nous disons que deux éléments u et v de F sont équivalents si V h € 

HCy h(u) = / i ( v ) . I l est clair que nous définissons ainsi une relation d'équivalence 
sur F. Chaque classe d'équivalence fourni un sous-ensemble compact absorbant 
de F. Nous désignons par B l'ensemble de ces classes d'équivalences. Pour tout 
h € Hc et tou t 7 € 5 , nous notons /1(7) la valeur de h sur 7 . Nous munissons B 

de la distance 8 définie par: 

c( „ N _ V - 1 M 7 i ) - M 7 2 ) l 
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Nous avons alors: 

(2,12) L e m m e et définition. (B,6) est un espace métrique compact 

H existe une application mesurable rj de Cl dans B telle que: 

t ) V u ; € Î ï o , Km d(X„(a;),fj(u;)) = 0. 

il) T) O 0 = r¡ 

Nous donnons le nom de classe eraodique à chaque élément de B. 

Preuve. Soit ( 7 n ) n > o une suite de classes ergodiques. Pour tout entier naturel 

n , nous choisissons u n élément un de 7 n . Le procédé diagonal, nous fourni une 

suite strictement croissante d'entiers ( < p ( n ) ) n > 0 telle < l u e pour tout entier p > 0, 

la suite ( ^ ( ^ ( n ) ) ) converge. Qui t te à prendre une sous-suite de ( < K n ) ) n > o ' 

on peut supposer que la suite (unp(n))n>0 converge vers u n élément u de F. Si 7 

est la classe ergodique qui contient i l est alors clair que: l i m ¿(7<p(n)>7) = 0* 

D'où la compacité. \ 

Soit a? € iîo- Nous avons v u que toutes les valeurs d'adhérence de la suite 

( á í ^ ( u ; ) ) n > 0 appartiennent à F. Or nous savons aussi que, pour tout h G W c , 

la suite ( h(Xn(cj)) ) converge. I l s'ensuit que toutes les valeurs d'adhérence 
V /n>0 

appartiennent nécessairement à la même classe ergodique t](u>). 

I l est clair que l 'application r¡ de iîo dans B ainsi obtenue est invariante 

par 0. Nous montrons qu'elle est ^-mesurable. Soit C une boule fermée de B. Le 

sous-ensemble B ?= U 7 e c 7 ^ e ^ e s ^ c o m P a c ^ - [En effet si x est u n élément 

de F adhérent S , i l existe une suite ( t f n )n>o d'éléments de F convergeant vers # 

telle que: V n > 0¿xn € 7n € C D'après la compacité de 5 , i l existe une suite 

strictement croissante d'entiers (<£>(n))n>o telle que 7 ¥>(n) 7 € C Nous avons 
alors a: G 7 C -B.] 
Pour tou t u; G iîo> nous avons alors: 

^ ( C ) = e üo : ^ m ^ d ^ n í a ; ) , ^ ) = o } ; 

ce qui montre que r¡ est mesurable. 

O n obtient le résultat énoncé en donnant à 77 une valeur arbitraire sur le 

complémentaire de iïo> qui est aussi un sous-ensemble de il invariant par 9. • 

Représentation intégrale. 

Pour tout x € JE7, nous appelons \ix l 'image de la probabilité i P x par 

l 'appl icat ion r¡ d u lemme précédent. 
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(2.13) Théorème. La famille de mesures de probabilité {/LLx : x G E} sur fi 
vérifie les propriétés suivantes: 

t ) V x€E, J E (iu P(x, du) = fxx; 

ii) V 7 G fi, V x G 7, / i x e^i /a mesure de Dirac en 7 . 

Tot^e fonction h de Hc s'écrit 

h(x) = / h(7)fxx(dy). 
JB 

L'application h —> h est une isométrie d'algèbres de Banach de Alg(Hc) sur 

l'espace C(B) des fonctions continues sur B. 

A 
Preuve. Pour toute fonction continue / sur fi, nous avons: 

/ / ( 7 ) ^ 7 ) = oi?] 

= Ex[f 0 77 0 0] (^-invariance de rj) 

= Ex[Ex[forïo9\Tl)] 

= i E ^ [iE?Xi [ / 0 v]] (propriété de Markov) 

= / Eu[forj\P{x,du) 
JE 

= / / f(y)l*u(d<y)P(x,du). 
JE JB 

D'où la première propriété de la famille {fix : x G E}. 

Soient 7 € fi et # € 7 . Comme 7 est un compact absorbant, pour tout entier 
n > 0, lPx[Xn G 7] = 1. Si bien que, Px — p.s., ?;(•) = 7 et par suite \ix est la 
mesure de Dirac en 7 . 

Ceci d i t nous avons 

h(x) = Ex[ l i m h(Xn)] = Ex[hor)] = / h(j)fix(dy). 
n—H-00 

Cette formule montre que ||/fc||oo < ll^lloo- Comme l'inégalité contraire est évidente, 

l 'appl icat ion / i —> /1 est bien une isométrie. 

Pour toutes fonctions /11 et /12 de Hc> nous avons /11 * h<i = /11/12- D'après la 

construction même de l'espace fi, l'ensemble des fonctions continues { h : / i G Hc} 

sépare les points de fi et contient les fonctions constantes. D'après le théorème de 

Stone-Weierstrass, l'algèbre engendrée par ces fonctions est dense dans C(B). On 

en déduit que l 'applicat ion h —> h de A l g ( W c ) dans C(B) est surjective. • 
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(2.14) Corollaire. Supposons que, pour toute fonction continue f sur E, la famille 

de fonctions {^YÏkZo Pkf ' n — 1} s o ^ équicontinue et donc relativement 

compacte dans C(E). 

Alors l'algèbre A l g ( W c ) est égale à 1ic. Pour tout 7 € B, la fonction 

(ix({7}) = Px[ ]im d ( X n , 7 ) = 0 ] , 
n—•+00 

est semi-continue supérieurement. 

L'espace vectoriel Hc tst de dimension finie (i.e. B est fini) si et seulement si les 

fonctions {x —• / ^ ( { 7 } ) : 7 € B} sont continues. Ces fonctions constituent alors 

une base de Hc. 

Preuve. Soient h\ et I12 deux fonctions de 7ic* De l'hypothèse faite et de la 
relat ion 

n - l 
/ H * A 2 = l i m - Y P k ( h M 

i l résulte que la fonction h\ * /&2 est continue. D'où la première affirmation du 
corollaire. 

Soit 7 € B. Considérons une suite de fonctions continues sur B qui décroît 
vers l ' indicatrice du singleton { 7 } . L'isométrie du théorème (2.13) nous d i t alors 
que la fonction P-harmonique x —• ^ X ( { T } ) est une l imi te décroissante de fonctions 
P-harmoniques continues et est donc semi-continue supérieurement. De plus cette 
fonct ion est continue si et seulement si la fonction indicatrice du singleton { 7 } est 
continue ; ce qui équivaut à dire que 7 est un point isolé de B. Le résultat est alors 
clair. • 

3 . M e s u r e s invariantes et convergence en moyenne de C e s a r o 

(3.1) Nous désignons par M l'ensemble des mesures de probabilité sur les 

boréliens de E qui sont invariantes par P . Nous nous proposons dans cette section 

de donner, sous une hypothèse d'équicontinuité, une description de M. Pour toute 

fonction continue / sur E et tout entier n > 1, nous désignons par Mn(f) la 

fonction continue sur E définie par Mn(f) = ^ J2k=o Pkf-

(3.2) P r o p o s i t i o n . Toute mesure u de M est portée par le compact absorbant 

F de (2.10). Si v est extrémale, elle est portée par une classe ergodique. 

Supposons que, pour toute fonction continue f sur E, la famille de fonctions 

{Mn(f) : n > 1} soit équicontinue. Alors: 

i) chaque classe ergodique 7 porte une unique mesure v1 de M ; 

n) tout élément X de M s'écrit J B u^¡i\{d^f) avec fi\ = fE fj,x \(dx) ; 

iiï) pour toute fonction f de C(E), la suite de fonctions ( M n ( / ) ) n > 1 

converge uniformément sur E vers fB z / 7 ( / ) / / . ( c ? 7 ) . 
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Preuve. Soient v G M et h € Hc. Pour tout entier r > 1, nous avons: 

Pr(h2) > (Prh)2 = h2 et / [ P r ( / * 2 ) - A 2 ] ( u ) = 0. 
J E 

I l s'ensuit que, pour tout u 6 Suppi / et tout x € SuppG(w, • ) , h(x) = h(u). D'où 
Supp u C F. 

Nous avons alors: 

/ Pf(u)v(du)=z I P(lyf)(u)u(du) ( 7 est un compact absorbant) 
J y J y 

= / P(\^f)(u)v(du) ( F est réunion de compacts absorbants) 
J F 

= / P(lyf)(u)u(du) (u est portée par F) 
JE 

= / f{u)v(du). 
Jy 

Ce qui montre que la restriction de u à chaque classe ergodique est encore une 
mesure invariante par P . 

Supposons que, pour toute fonction continue / sur E, la famille de fonctions 
( M n ( / ) ) n > 1 soit équicontinue. 

Soit (<p(n))n>i une suite strictement croissante d'entiers telle que, pour 

tou t / G C(E), l a suite de fonctions ( M 9 ( n ) ( / ) ) n > i converge uniformément sur E 

vers une fonction notée hf. [l'existence de telles suites est assurée par le procédé 

diagonal v i a la séparabilité de C(E).] Chaque fonction h/ appartient à Hc et s'écrit 

donc (théorème (2.13)): h/(x) = fB ^ / ( 7 ) Hx(dj). I l est clair que, pour tout 7 G B, 

l 'appl icat ion / h-* ^ / ( 7 ) définit une mesure de probabilité i / 7 sur J5, invariante par 
P . Si À est une quelconque mesure de M, nous avons, pour tout entier n > 1, 

/ f(u)\(du)= f M«n)(f)(u) \(du) = /fvy(f)fix(di)\(dx). 
JE JE JEJB 

E n restr ict ion à une classe ergodique 7 , la suite de fonctions ( M 9 ( n ) ( / ) ) n > i 

converge uniformément vers ^ / ( 7 ) = vy(f) [noter que, pour tout x G 7 , / i x est la 

mesure de Dirac en 7 ] . I l s'ensuit que uy est l 'unique mesure de M portée par 7 . 

O n en déduit alors que les fonctions limites / & / , / € C(E) ne dépendent pas de la 

suite d'entiers (<^(rc))n>i choisie. D'où la convergence des moyennes. • 

(3.3) P r o p o s i t i o n . Supposons que, pour toute fonction continue f sur E, la 

famille de fonctions ( M „ ( / ) ) n > 1 soit équicontinue. Alors> pour toute fonction f 

de C(E), la suite de variables aléatoires Z ) 3 b = o / ( ^ ) ) n > i c o n v e r 9 e > JPx-ps-

Wx € E, vers la variable aléatoire *^(.)(/). 
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Preuve. Soient / € C(E) et x € E. O n voit aisément que le processus 

Í E L i / ( X f c ) ~ f c / ( X t " ° ) est une martingale bornée dans K2{ti,F,]Px), rel-

ativement à la filtration ( J r

n ) n > o - Ce processus converge donc iP x -p .s . et i l 

s'ensuit (lemme de Kronecker) que le processus (sn(f) = ~ ] C * = i ( / № 0 

Pf(Xk-i)) ) converge iP^-p.s. vers zéro. 
/ n > l 

Considérons le sous-ensemble iîo de (2.9) et appelons iîo l'ensemble des 

éléments UJ de iïo pour lesquels la suite {Sn(f)(v)) n > 1 converge vers zéro, pour 

toutes les fonctions / de C(E). L'espace C(E) étant separable, i î 0 est un borélien 

de T de TPX-mesure 1, pour tout x G E. 

Soient o> G iîo et une valeur d'adhérence étroite de la suite de mesures de 

probabilité ^ ] C * = i £ X * (<*>)) • D'après ce qui précède, est invariante par P. 

D'autre par t d'après le lemme (2.12), l i m d (X n (u>) , r¡(u>)) = 0 ; la mesure est 

nécessairement portée par la classe cyclique 77(0;). O n en déduit que = ^ ( c ) . 

D'où le résultat. • 

4 . Fonct ions harmoniques pour l a chaîne espace-temps. 

Définitions et notat ions . 

(4.1) Nous appelons Q la probabilité de transi t ion sur l'espace produi t E x Z 
définie par : 

QF(x9n) = / F(y,n + l)P(z,dy), (x,n)çEx2Z. 
JE 

Nous désignons par K l'espace vectoriel des fonctions boréliennes bornées 

Q-harmoniques sur E x 2Z. Tout élément H de /C, est une suite bornée [hn = 

i y ( - , n ) ) n € ^ de fonctions boréliennes sur E telle que 

V n G 2Z, Phn^hn-x. 

Nous notons Kc le sous-espace vectoriel de K, constitué des fonctions H 

telles que la famille de fonctions {£T(-,n) : n G 2Z) soit équicontinue (et donc 

relativement compacte dans C(E) ) . 

(4.2) Comme en (2.2), on définit le produi t de deux fonctions de K par: 

i i i * i î 2 = l i m Qn(HxH2). 
n—»-foo 
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M u n i de ce produi t et de la norme uniforme || ||oo, définie par 

||JÏ||oo = « i p ||J5T(.,n)||oo,. • 
n£2Z 

K est une algèbre de Banach. 

A tou t élément h de H est associé un élément H = (hk)ke% de K défini 
par hk = h, pour tou t entier relat i f k. Cette correspondance permet d'identifier 
l'algèbre H à une sous-algèbre de K. 

(4.3) Définition. Nous disons que l'opérateur P vérifie l'hypothèse ( H ) si pour 
toute fonction continue / , la famille de fonctions {Pnf : n > 0} est équicontinue 
et donc relativement compacte dans C(E). 

Nous allons établir une représentation intégrale des fonctions de Kc analogue 
à celle obtenue pour les éléments de % c . 

Fonct ions Q -harmoniques et variables aléatoires asymptot iques . 

(4.4) Pour tou t entier n > 0, nous notons An la sous-tribu de T engendrée par 

les variables aléatoires {Xk : k>n}. Nous appelons A la tribu asymptotique ; c'est-

à-dire la t r i b u intersection des tr ibus « 4 n . La t r i b u J des boréliens invariants par 

0 est contenue dans la t r i b u asymptotique. Une variable aléatoire U est mesurable 

par rappor t à la t r i b u A si et seulement si, pour tout entier naturel n > 1, i l 

existe une variable aléatoire Un telle que U = Un o 0n ; une telle variable sera dite 

asymptotique. Soit n un entier supérieur où égal à 1. Pour tous éléments x x , . . . , xn 

de E et tou t u; € fi, i l vient: 

Vfc > 1, U(xu...,xnju>) = Un(u) = Un+k o 0k(u). 

I l s'ensuit que les variables aléatoires {Un : n > 1} sont déterminées de façon 
unique et asymptotiques. Nous écrirons donc V n > l , Un ~ U o 0~n. 

(4.5) P r o p o s i t i o n . ([9], ch. 6, prop. 2.3) Pour tout H G IC et tout (x,k) € Ex2Z, 

le processus ( i T ( X n , n + k))n>Q, défini sur Vespace probabilisé (Ü^^JP^), est une 

martingale bornée relativement à la filtration ( ^ r

n ) n > o - Ce processus converge i P x -

p.s. vers une variable aléatoire asymptotique U o 0~k

} vérifiant, pour tout entier 

n>0, 
H(x, k) = Ex[H{Xn, n + k)) = EX[U o 0~k] 

et 
H{Xn,n + k) = Ex[Uo0-k\?n) Px-p.s. 

Réciproquement si U est une variable aléatoire asymptotique bornée, alors 

la fonction H, définie par H(x, k) = EX[U o 0~k] ( ( # , k) e E x 7Z), appartient à 

K et la martingale (H(Xn,k + rc))n>0 converge, Px-p.s. Wx € E, vers U o 0~k. 
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Preuve. L a démonstration est analogue à celle de la proposit ion (2.4). 

(4.6) Deux variables aléatoires asymptotiques, U et U\ sont dites équivalentes 
si V ( s , k) € E x 2Z, 1PX[U o 0~* £U'o = 0. Nous appelons W l'algèbre des 
classes d'équivalence des variables aléatoires asymptotiques. 

(4.7) C o r o l l a i r e . L'application qui à la classe U de W associe la fonction Q-
harmonique H(x,k) = 1EX[U o 0~k) est un isomorphisme d'algèbre de Banach. 

(4.8) L e m m e . Soit H une fonction de K. Pour tout r > 1, tout k £ Z et tout 

x € E, nous avons 

[H(y,r + n + k)-H(Xn,n + k)}2Pr(Xn,dy)] < +oo . 

n>o J E 

Preuve. L a démonstration est identique à celle du lemme (2.7). • 

(4.9) C o r o l l a i r e Pour tout fonction H de K, tout entier k G 7Z et tout 

entier r > 1, la suite de variables aléatoires (fE [Jï(y,r + n + k) — i ? ( X n , n + 

k)]2 Pr(Xn,dy))n>Q converge vers zéro, Px-p.s. V # G E. 

L e m m e s fondamentaux 

Dorénavant on suppose que P vérifie l'hypothèse ( H ) de (4.3). 

(4.10) L e m m e . De toute suite d'entiers naturels, (v?( n )) n >o> o n Peut extraire 

une sous-suite (<£ o ^ ( r c ) ) n > 0 > telle que : pour tout f € C(E) et tout k € ZS, la 

suite de fonctions (pW>(*0-* ' / ) > 0 converge uniformément sur E. La fonction H 

définie par, 

H(x, k) = n l i r n ^ P ^ ( " ) - * / ( x ) (rr, k) e E x ZS. 

appartient alors à Kc. 

Preuve. Compte tenu de la séparabilité de C(E) et de la propriété de contraction 

de Pj la première assertion, découle du procédé diagonal. L a seconde affirmation 

est évidente. • 

(4.11) L e m m e . Soit (<£( n))n>o une suite strictement croissante d'entiers na­

turels telle que, pour tout f € C(E) et tout k G ZS, la suite de fonctions 

(P(*>(n^~kf)n>Q converge uniformément sur E. 

Soit H = (hk)kez u n e fonction de Kc. Soit (procédé diagonal) ( V K n ) ) n > o 

une suite d'entiers telle que, pour tout k Ç Z5, la suite de fonctions (fr<pov>(n)+fc)n>0; 
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converge uniformément vers une fonction notée Alors L = (h)kez est un 

élément de Kc tel que, pour tout entier k de 2Z, la suite de fonctions (h-tp(n))"n>Q> 
converge uniformément vers hk. ~ 

L'espace Kc est une sous-algèbre séparable de K. 

Preuve. I l est clair que L appartient à ICC. 

Ceci d i t , nous avons: 

hk = p « n ) h „ ( n ) + k = h ^ n H t 

= Km P ^ n U k = l i m P * n \ 

les convergences étant uniformes sur E. 

D'où la première assertion du lemme. 

Ce qui précède montre que pour tout élément H de Kc et tou t entier A: 

de ¿2?, la fonction hk = H(-,k) s'obtient comme l imi te uniforme d'une suite de 

fonctions d u type ( ¿ ^ ( n ) ~ * / ) n > 0 , avec / € C{E) ( I l suffit de prendre / = Z 0). La 

séparabilité de Kc est alors claire. 

Soient H\ = (hitk)kez, # 2 ~ (h>2}k)k€2Z deux éléments de Kc et k un entier 
relatif. Nous avons 

Í T i * f f 2 ( - , f c ) = l i m Qn-k(HiH2)(-,k) 
n—•-f-oo 

= l i m Pn-k(hhnh2>n). 
ft—•+OO 

Soit ( ^ ( n ) ) n > 0 une suite d'entiers telle que, pour i G { 1 , 2 } , la suite de fonctions 

(^¿,<poV»(n))n>(p converge uniformément sur E vers une fonction notée f{. I l vient 

alors 

# i * # 2 ( - , A 0 = l i m P^-'ihfi)', 

n—•4*<x> 

ce qui montre, puisque P vérifie l'hypothèse ( H ) , que H\ *iÎ2 est encore un élément 

de /C c . • 
C l a s s e s cyc l iques . 

(4.12) Soit H € /C c . Nous appelons ÍÍH le sous-ensemble de ft, ^-mesurable et 
invariant par 0, constitué des éléments u> tels que: 

i) pour tout entier k € 2Z, la suite (17(X n (u>) , A; + n ) ) converge 

t i ) pour tout entiers r > 1 et € 2?, la suite 
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converge vers zéro. 

D'après ce qui précède, nous savons que i P x [ f t # ] = 1, Vx G E. 

Comme Kc est séparable, en posant Çi\ = r\H€Kc&Hi nous obtenons un 
sous-ensemble de ft, ^"-mesurable, invariant par 0, de JP x-mesure 1 pour tou t 

x eE. 

(4.13) L e m m e . Soient u un élément de fti et u une valeur d'adhérence dans E 

de la suite ( - ^ n ( ^ ) ) n > 0 - Pour tout élément H de Kc et tout entier k de 2Z, nous 

avons: 

V r > 1, V x G S u p p ( P r ( u , • ) ) , J3r(t4,k) = # ( x , k + r ) . 

Preuve. Soit (v?( n ) )n>o une suite d'entiers naturels telle que X^n){u) —• u. 

Soit il> une application strictement croissante de I V dans I V telle que, pour 
tou t / G C(E) et tout k G la suite de fonctions ( P v ? ° v , ( n ) - * / ) n > o converge 
uniformément sur JE (lemme (4.10)). 

Soit H = ( / i * ) * ^ une fonction de Kc. D'après le lemme (4.11), i l existe une 
applicat ion strictement croissante £ de I V dans I V et une fonction L = (Ik)kez de 
tCc telles que, pour tout k G ZS: 

6) /ijt = l i m /jb-^o^(n)-

Des propriétés n ) de (4.12) et a) ci-dessus, i l résulte que, pour tous entiers 

r > 1 et Jb G ZL, 

n^S+ooJ [L(x>r + k) ~ L(xv°№{n),k^^^ = 0; 

et par suite, puisque P respecte C(E), 

V x G S u p p P r ( t v ) , L(xyr + k) = L(u,Jb). 

De la propriété 6) ci-dessus, i l vient alors: 

V x G S u p p P r ( u , - ) , # ( x , r + k) = H(u,k). m 

(4.14) Ceci nous amène à considérer le sous-ensemble compact, non vide, de E 

défini par: 

D = {tz G £ : VJST G /C c , VA? G V r > 1, 

V x G S u p p P r ( i / , • ) , # ( * , r + Jb) = J7(ti, Jb)}. 

Comme W c s'identifie à une sous-algèbre de /C c , le compact D est contenu 
dans le compact absorbant F de (2.10). D u lemme (1.4), i l résulte que D aussi 
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est absorbant. D'après le lemme (4.13), D contient toutes les valeurs d'adhérence 

des suites {(Xn(u)) n > Q : a; G ÇL\}. Tout ce qui a été fait dans la section 2, peut 

alors se faire en remplaçant F par D. Dans la suite nous supposerons que cette 

subst i tu t ion a été faite et donc D = F. 

(4.15) Nous disons que deux éléments u et v de F sont équivalents si, pour 
tou t H G Kc et tou t k G 2Z, H(u, k) = H(v, k). Nous définissons ainsi une relation 
d'équivalence sur F. Chaque classe d'équivalence fourni u n sous-ensemble compact 
de F. Nous notons C l'ensemble de ces compacts. Comme Hc s'identifie à une sous 
algèbre de /C c , cette pa r t i t i on de F est obtenue par découpage de chaque classe 
ergodique 7 de B. Pour toute classe ergodique 7 , nous notons C 7 l'ensemble des 
éléments de C qui constituent une par t i t ion de 7. 

Pour tou t H G Kc<> et tout entier k G 26, nous notons .ff (ç , k) la valeur de 
H(') k) sur la classe ç de C. 

Soit (Hp)p£2Z une suite d'éléments, non nuls, de Kc dense dans Kc- Nous 
munissons C de la distance 6 définie par: 

*(r

 1 ^vkqz\%{çuk)-%{<;2,k)\ 

- & » _ — № — • 
Nous avons alors: 

(4.16) L e m m e . (Ç,8) est un espace métrique compact. 

Pour toute classe ç deC, les supports des mesures de probabilités { P ( u , •) : 
u G ç] sont tous contenus dans une unique classe de C, notée r • ç. L'opérateur P 

induit alors une isométrie, notée r, sur l'espace (C,£) . 

Pour tout H G KC} tout ç G C et tout k G Z, H(ç,k) = H(r"k • ç ,0 ) . 

Preuve. Soit (ç n )n>o une suite de classes de C. Pour tout entier naturel n , 
nous choisissons un élément un de ç n . Le procédé diagonal, nous donne une suite 
strictement croissante d'entiers (<p(n))n>Q telle que pour tous entiers p > 0 et 

k G 2Z, l a suite ^Hp{u^n)^ k)^j ^ converge. Qui t te à prendre une sous-suite de 

( y > ( n ) ) n > 0 , on peut supposer que la suite ( * V ( n ) ) n > 0 converge vers un élément u de 

F. Si ç est la classe de C qui contient u. i l est alors clair que: l i m S(ç^(n)y<;) = 0. 

D'où la compacité. 
L a deuxième et la dernière assertions résultent de la définition même du 

compact absorbant D = F. 

Des relations 

Vfc G 2Z, Vç G C9 H{T • ç, fc + 1) = JT(ç, fc), 

on déduit que, pour tous ç\ et ç 2 de C, £(r • ç i , r • Ç2) = ¿(^1^2)- Comme toute 

isométrie dans u n espace métrique compact est nécessairement surjective et donc 

bijective, la démonstration du lemme est terminée. • 
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(4.17) L'ensemble des isométries de l'espace métrique compact (C,5) mun i de 

la l o i de composition des applications est un groupe topologique compact. Nous 

désignons par G le sous-groupe fermé, du groupe des isométries, engendré par 

l'isométrie r ; G est u n groupe compact et abélien. En outre comme tout semi-

groupe compact d 'un groupe topologique est un groupe, G coïncide avec le semi-

groupe fermé engendré par l'isométrie r . E n particulier, i l existe des suites d'entiers 

(y>(n)) n >o telles que la suite des isométries ( ^ n ^ ) n > 0 de G converge vers l'identité 

(ou élément neutre de G), 

(4.18) L e m m e . H existe une application T-mesurable ( de iî dans (C , ¿ ) telle 

que: 

i) Pour tout co G Q\ et toute suite d'entiers (<p(n))n>Q pour laquelle, 
la suite des isométries ( r ^ n ^ ) n > 0 converge vers l'identité, 

U) Pour tout u> G í l i , £ o 0(u>) = r o C(u;). 

Nous donnons le nom de classe cyclique à chaque élément de C. 

Preuve. Soient (<p(n))n>o et ( ^ ( n ) ) n > o deux suites d'entiers naturels telle que, 

les suites des isométries ( ^ n 0 n > o e * I r ^ n ^ ) n > o c o n v e r g e n * v e r s l'identité. Soit 

LU G i l i . Soient u\ et u2 des valeurs d'adhérence respectivement des suites 

(xv(n)(u))n>0 et (X*i>(n)(u))n>Q. Nous appelons d et ç 2 les classes cycliques 

contenant respectivement u\ etli2. 

Soit H une fonction de £ c . I l existe des applications strictement croissantes 

£i et £2 de I V dans I V telles que, tout entier k de 2Z, 

l i m H(Xn(u>),n + k) = l i m ¿T( t i i , ^o£ i (n ) + fc) == l i m H(u2,xpo(2(n) + k); 
n—•-{-00 n—•-f-oo n—>"4"00 

et par suite, 

l i m H(Xn(u),n + k) = Ê(r-h • c i , 0 ) = H(T~K . ç 2 , 0 ) . 
n—•-f-OO 

D'où l 'on déduit que: 

V j G G , V f c G ^ , H(g'ÇUk) = H(g'Ç2,k); 

et donc çi = ç2. 

Nous venons de montrer qu ' i l existe une classe cyclique Ç(u>) qui contient 

toutes les valeurs d'adhérence de la suite ( - ^ ( n ) (<*>)) n > 0 > pour toute suite d'entiers 

naturels ( ^ ( n ) ) n > o pour laquelle la suite ( ^ n ^ ) n > Q converge vers l'identité. Nous 

obtenons ainsi une application mesurable £ de Í2i dans C vérifiant l'assertion i). 
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[La mesurabilité de ( se démontrant de la même façon que celle de rj dans le lemme 
(2.12).] Nous étendons cette application à îî en lu i donnant une valeur arbitraire 
sur le complémentaire de 121. 

D'autre par t , pour tout H € £ c , tout k € 2Z et tout u; € î î i , la relation 

l i m H(Xno6(u>\n + k) = l i m # ( X n ( u > ) , n - 1 + k) 

impl ique, d'après ce qui précède, 

H(r-k • C o 0(u),O) = H(r-k+1 • C(«),0); 

et par suite 

V f l r € G , VkeZS, H(g^o0(u>),*) = ff^r • C M , * ) . 

D'où l 'on déduit l'assertion ii). • 

Représentation intégrale. 

(4.19) Pour tou t x 6 E, nous appelons p x l 'image de la probabilité JPX par 

l 'appl icat ion £ du lemme précédent. 

Nous notons plus simplement H la fonction # ( • , ( ) ) ; nous avons (lemme 

(4.16)) V * G ç, Vfc € ^ , J5T(x, Jb) = £ ( r - * • ç ) . 

(4.20) Théorème» La famille de mesures de probabilité {px : x € E} sur C 
vérifie les propriétés suivantes: 

i) V x e E, fE pu P ( i , du) = r ( p « ) ; 

t t ) V ç € C, V x € ç, est la mesure de Dirac en ç. 

Toute fonction H de Kc s'écrit: 

H(x, k) = J H(r-k • ç ) p x ( d ç ) (x , k)eExZ. 

L'application H H est une isométrie d'algèbres de Banach de Kc sur C(C). 

Preuve. Pour toute fonction continue / sur C, nous avons (cf démonstration du 

théorème (2.13)): 

= Ex[fo(oO] 

= 1 1 №Pu(d<;)P(x,du). 
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D'où la première propriété de la famille {px : x G JE}. 

Soient ç G C et x € ç. pour tout entier n > 0, nous avons iP x [J \T n G r n • ç] = 

P n ( x , r n • ç ) = 1. Si bien que, JPx-p.s., ( = lim n-++oo • Ç = ç et par suite /9X 

est la mesure de Dirac en ç. 

Ceci d i t , soit (<£>(n))n>o une suite d'entiers naturels telle que, la suite des 

isométries ( r < ^ n 0 n > o c o r i v e r S e v e r s l'identité. Pour tout (x,k) G E x nous 

avons: 

JÏ(s,Jb) = J E J l i m i ï ( X n , n + fc)] 

= l i m i r ( X ^ ( n ) , ^ ( n ) + fc)] 
n—•4*00 

= j f £ ( r - * . ç ) p , ( # ) . 

O n prouve enfin que l 'application H —» Jï est une isométrie de £ c sur C(C) en 

reprenant les arguments de la démonstration du théorème (2.13). • 

5. Décomposition spectrale* 

Définitions et notat ions . 

(5.1) Nous notons TT le groupe mul t ip l i ca t i f des nombres complexes de module 

1. Pour tou t a G 2F, nous désignons par Ha [resp. W t t ) C ] l'espace vectoriel des 

fonctions boréliennes bornées [resp. des fonctions continues] / sur E telles que 

Pf = af. Nous appelons V [resp. Vc] le fermé de C(E) constitué par la réunion 

des Ha,OL G TT [resp. des Ha>c,oc G T]. 

(5.2) Soient a G 2T et h G W a » La fonction # définie par H(x,k) = 

a"~*/&(#), ( # , & ) G E x Z appartient à K. Soient h\ G Ha et G avec 

a, /? G 2T. Le produi t i ï i * # 2 des éléments de K correspondants respectivement à 

hx et h2 s'écrit # 1 * H2(x, k) = (a /?) -*/ i (z) ; où est un élément de 

Le fermé P [resp. Vc) s'identifie alors à un fermé de /C, stable pour le produi t . 

Le sous-espace vectoriel de K [resp. JCC] engendré par ce fermé constitue donc une 

sous-algèbre de l'algèbre tC [resp. /C c ] . 

(5.3) Nous notons Sp(P) l'ensemble des nombres complexes a de 2T tels que 

l'espace vectoriel Ha,c ne soit pas réduit à la fonction nulle. 

Nous appelons caractère sur G tout homomorphisme de groupes de G dans 

2T. Nous désignons par G le groupe des caractères sur G. 

Étude de Vc. 
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(5.4) Théorème. Soit h un élément de Vc. Pour toute classe cyclique ç nous 

notons h(ç) la valeur de la fonction h sur ç. 

La formule 

h(x) = J h(ç)Px(dç) 

établit une isométrie de Vc sur Vensemble des fonctions h de C(C) pour lesquelles 
Il existe un caractère x '£tir G tel que: 

Vç <E C, Vg € G, h(g . ç) = 

Preuve d u théorème (5.4). Soient a G Sp(P) et h G W a , c - D'après le théorème 
(4.20) nous avons, pour tout (ar, k) G E x 2Z, 

oTkh(x) = J h{r-k-ç)pg(dç). 

Si bien que 

V ç G C, Vfc G ^ , fc(r-* . ç ) = a""* A(ç). 

Pour achever la démonstration d u théorème, i l suffit alors de montrer qu ' i l existe 

u n caractère x sur G te l que x(T) = 

De la dernière égalité, i l résulte que pour toute suite d'entiers (v? (n ) ) n > 0 telle 

que, la suite des isométries { r i p ^ ) n > 0 converge vers l'identité la suite ( a v ^ ) n > o 

converge vers 1. Soit g une isométrie He G. Considérons une suite d'entiers naturels 

(V , ( n ))n>o telle que r ^ n ) —• g. A l'aide de la remarque précédente, on voit aisément 

que l a suite (e^< n >) > converge et que cette l imi te ne dépend pas du choix de la 

suite (V>(n))n>o* E n posant x(#) = l i m ot^n\ on défini un caractère sur C? qui 

vérifie la propriété voulue, • 

(5.5) Corollaire» La sous-algèbre (ou sous-espace) de Kc engendré par Vc est 

dense dans fCc> 

Preuve. I l suffit de montrer que la famille de fonctions {h : h G Vc} sépare les 

points de C. 

Nous désignons par K la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact 

abélien G. Pour tout caractère x sur G et toute fonction H de £ c , nous appelons 

hx la fonction de C(C) définie par 

M 0 = / x(g)È(g•*)*№) ( Ç G C ) . 

JG 

Pour tou t g G G, nous avons hx(g • ç) = X " " 1 ( ^ ) ^ x ( ç ) - ^es fonctions {hx : x € G} 
correspondent donc à des fonctions de Vc par l'isométrie d u théorème (5.4). 



20 

Soient f i et Ç2 deux classes cycliques telles que h(si) = h(^) pour toute 
fonction h de Vc. De ce qui précède, i l résulte que 

V J I € / C * V * € Ô, £ x ( < i ) = 

Autrement d i t , pour tout H G /C c , les fonctions continues / 1 et / 2 sur G définies 
par fi(g) = # ( # • Çj) (g G G) ( i G { 1 , 2 } ) , ont les mêmes coefficients de Fourier. 
Elles sont donc égales ([11]) et l 'on a VJÎ G /C c , G G, # ( # • q ) = H (g • ç 2 ) 5 ce 
qui montre que çi = Ç2* 

D'où le résultat. • 

Décomposition spectra le . 

(5 .6) Théorème. Supposons que, pour toute fonction continue f} la famille de 

fonctions {Pnf : n > 0 } soit équicontinue. 

Alors Vespace des fonctions continues C(E) sur E se décompose en la 

somme directe de deux sous-espaces fermés S\ et £2 tels que: 

i) £1 est le sous-espace fermé de C(E) engendré par les fonctions 
propres de P associées à des valeurs propres de module 1. 

ii) pour toute fonction f de £2, la suite de fonctions (Pnf)n>o converge 
uniformément vers la fonction nulle. 

Preuve. Soit ( ^ ( ^ ) ) n > 0

 u n e suite d'entiers naturels telle que: 

f ) la suite ( r*< n >) . converge vers l'identité ; 

ii) pour toute fonction / de C(E) et tout entier k de 2Z, l a suite de 

fonctions ( P * ( » > - * / ) converge uniformément sur E. 

E n posant, pour tout (x, k) e Ex Hf(x, k) = l i m P^n^kf(x), nous 
n—•-f-oo 

obtenons une fonction Hf de Kc qui s'écrit donc (théorème (4 .20)) 

Hf(x,k) = JSF{T-k.ç)Px{dç). 

Pour / € C(E), posons: 

n / = l i m p * » > / = / Hf(ç)p.(dç). 

Des égalités 

Vor € E, V n > 0, P^Uf(x) = J Hf(r^n) • 
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i l résulte que l ' on définit ainsi un projecteur sur C(E) tel que la suite de 

fonctions ( P ^ n > ( / - n / ) ) . n converge uniformément sur E vers la fonction nulle. 

Comme P est une contraction de C(E), on en déduit que la suite de fonctions 

( P n ( / — n / ) ) n > 0 converge uniformément sur E vers la fonction nulle. Enfin d'après 

le corollaire (5.5), l ' image du projecteur I I n'est autre que le sous-espace fermé de 

C(E) engendré par les fonctions propres de P associées à des valeurs propres de 

module 1. D'où le résultat. • 
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