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RESUME

L'objet de ce mémoire est 1'étude d'un article de D. Talay, publié en 1985,
et intitulé : "Discrétisation d'une équation différentielle stochastique et calcul
approché d’espérances de fonctionnelles de la solution”.

Dans cet article, Talay s'intéresse & "bien" discrétiser une équation
différentielle stochastique, afin d'approcher, par la simulation, les espérances
de fonctionnelles de la solution.

Il propose deux schémas classiques, puis deux schémas plus
performants, ainsi qu'un théoréme important permettant de connaitre la
vitesse de convergence de ces deux derniers schémas.

Ensuite, il les teste numériquement sur un exemple d'E.D.S. et obtient les
résultats escomptés.

Une part importante de notre travail fut consacrée a la compréhension
des résultats exposés par Talay, et nous avons dfi préciser certains préréquis
(article de Kunita), puis affiner quelques hypothéses lors de 1a rédaction de ces
théorémes.

Partant de ce travail, nous proposons également dans ce mémoire deux
autres schémas de discrétisation :

- le premier, de type MILSHTEIN, differe peu de celui proposé par Talay, mais
la méthode pour 1'obtenir semble plus naturelle

- le second est plus original : en 82, Rumelin propose toute une "famille" de
schémas de discrétisation d'E.D.S., de type RUNGE-KUTTA, sans toutefois en
préciser l'ordre de la vitesse de convergence. Grice au critére prouvé par
Talay, nous pouvons en exhiber un dont l'ordre de convergence est identique a
celui des meilleurs schémas étudiés.

Enfin, nous testons numériquement ces différents schémas sur une
autre E.D.S. que celle proposée par Talay.

Par souci de clarté des notations, nous considérons des E.D.S.
unidimensionnelles, et pour ce mémoire, nous nous sommes volontairement
limités aux E.D.S. dont les coefficients ne dépendent pas du temps.

Je tiens & remercier Jean MEMIN et Dimitri PETRITIS qui ont accepté de
diriger ce travail, et qui ont su m'aider aux moments opportuns.
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Les idées clés du paragraphe 6 nous ont été suggérées par
V. MACKEVICIUS (Université de Vilnius) lors de son séjour & Rennes : je lui en
suis trés reconnaissant.

Je remercie enfin Marie-France CHERIAUX qui a assuré la frappe de ce
mémoire.
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0 - INTRODUCTION.

Soient (QQ,%,P,(% t)teIR* un espace probabilisé filtré, B = (By),, un (%y)-

+
mouvement brownien standard a valeurs réelles et Xy une variable aléatoire
Fo-mesurable, possédant des moments de tous ordres.

Considérons 1'équation différentielle stochastique :

11 t
¥ X¢=Xo+ [ o(X,) dBy+ [ b(X,) ds,
0 0

ou o et b sont des applications continues de R dans R.
Une solution de (1) est un processus (X;)., , adapté a (.7t)t>0 a

trajectoires continues, tel que :
¢
Vi, P[] |o(X9)[2ds<ecl=1
0

t
PL[ |b(Xy)| ds<oo]=1
0
de sorte que les intégrales de (1) aient un sens.

0.1. Notations.
Dans la suite, T sera un temps final arbitraire.

On considére une discrétisation de l'intervalle [0,T], de pas & = % , N elN*

Soit Z(h,p) une variable aléatoire dépendant de 2 et d'un entier p compris entre
Oet N =%‘1 .

S'il existe une constante C dépendant éventuellement de 7', mais indépendante
de h et p, telle que
E|Z(h.p)| s C h,

on écrira Z(h,p) =0(hi).

0.2. Objectif et principe de la méthode.

Notre but est de déterminer une valeur approchée de l'espérance de
fonctionnelles de la solution de (1) : E[f(X})], f étant & croissance polynomiale a
I'infini.

Nous serons amenés & imposer quelques propriétés de dérivabilité & b, ¢
et f, lors de la discrétisation de (1). Mais ces hypothéses ne sont pas trop
restrictives dans la pratique.
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Le principe de la méthode utilisée est le suivant :

Soit (Xt)0 77 solution formelle de (1).

Hélas, il s'avere que dans la pratique, nous sommes incapables, sauf cas
particuliers, de résoudre explicitement 'équation (1).

Nous ne disposons donc pas de réalisations de la variable aléatoire Xr,
d'ou la nécessité de discrétiser (1), afin d'en obtenir une solution approchée Xr.

Pour calculer l'espérance de la variable aléatoire FX7), nous utilisons la
méthode Monte-Carlo : la loi forte des grands nombres montre que :

1 N —(; p.s. -
N X S&p) ——5 B fin),
i=1 —00
si X(i) , 1<i<N, sont N réalisations indépendantes de la v.a. Xr.

L'erreur commise satisfait 'inégalité :
L S A=) X
|E f&X1) -3 Y, &) < |E fX7) - E fX7)|
i=1

— 1 N — l))

+ESRD -5 Y, FED)

i=1
=g1+£3.

Pour réduire &g, il suffit de prendre N suffisamment grand. Nous
verrons toutefois que dans le cas ou la variance de fAX7) est "grande", il faut
prendre quelques précautions, car le nombre de simulations nécessaire pour

obtenir la précision désirée n'est plus compatible avec la vitesse de calcul de
l'ordinateur.

€1 dépend directement du schéma adopté. Toutefois, ce parametre n'est
pas le seul critére de qualité d'un schéma d'approximation : il doit aussi étre
suffisamment simple, car le nombre important de simulations nécessite une
grande vitesse d'exécution.

0.3 - PLAN.,
Ce mémoire est divisé en 7 parties :

- Dans le paragraphe 1, nous rappelons certaines propriétés essentielles
vérifiées par la solution d'une E.D.S. .

- Le paragraphe 2 est consacré a 1'étude de deux schémas de discrétisation

classiques, qui conduisent & l'estimation : E fXX7) — E fXT) = O(h).
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- Dans le paragrahe 3, nous énongons un critére, prouvé par Talay, permettant
de conclure & une convergence d'ordre A2.
- Dans le paragraphe 4, nous construisons deux versions du schéma de
Milshtein, vérifiant le critére de Talay.
- Dans le paragraphe 5, par analogie avec la méthode du "point-milieu" utilisée
pour les équations différentielles ordinaires, nous améliorons le deuxiéme
schéma d'ordre % proposé au paragraphe 1.

Cela fournit un nouveau schéma d'ordre 42, vérifiant le critére de Talay.
- Dans le paragraphe 6, la méthode de Runge-Kutta permet de construire des
schémas de discrétisation particulierement simples, pour les E.D.S. pouvant
g'écrire sous la forme d'E.D.S. de Stratanovitch sans drift.
- Enfin, le paragraphe 7 est consacré aux tests numériques de ces différents
schémas.

I - EXISTENCE, UNICITE ET PROPRIETES DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE.

Les théorémes 1.1, 1.2 et 1.3 sont des résultats classiques. Sous cette
forme, ils sont notamment exposés par KUNITA (chapitre II, paragraphes 1, 2
et 3).

L1 - Existence et unicité de la solution.

Théoréme 1.1. Soient b et o deux fonctions continues lipschitziennes, i.e. 3K3, Ko,
tq. VxyeR,
|b(x) — b(y)| < K1 |x-y|

lox) - o(y)| £ K2 |x—y| .

Alors 'E.D.S.
¢t t :

(1) X=X +I o(X;) dBs + f b(X;) ds admet une solution unique pour
0 0 .

chaque condition initiale Xg .
Cette solution est un processus continu (en t), qui est dans ILP ,Vp 2 1,

L2 - Continuité et régularité de la solution.
SoitX: ; solution de I'E.D.S. suivante : x € R fixé,

t t
@) X:=x+ [ oX;,)dBy+ | bX; )du.

Théoréme 1.2. Soient b et o deux fonctions continues et lipschitziennes. Alors
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(@) Il existe des modifications continues en (s,tx) de la solution et de l'intégrale

t
stochastique f O’(X':’u) dBy , et (2) est vérifiée
8

V(s,tx)el0,TIx[0,T1xIR,p.s.
@) VT e R+, VnelN, 3c(n)>0,t.q.Vte[0,T],

E[|X; " < cn) (1+ x|

Théoréme L3.

() Supposons que o et b sont continliment dérivables, que leurs dérivées premieres
sont bornées et Holdériennes d’ordre o (pour 0 < a < 1). Alors la solution de (2)
admet une modificatibn continue en (s,tx), et dérivable par rapport & x dans le

domaine {(s,tx) | 0<s<t<T,x e R}. De plus, le processus (5% X est continu et

s,t )t.>_s

satisfait 'E.D.S. :

B)q t EX:

) ¢ . u , u
§£X:,¢=1+JG(X:,u)‘§';‘d3u+Jb(X:,u) 3% du.

Y(s,tx) p.s.

(i) Soit k un entier positif. Supposons que les coefficients o et b sont k fois
continment dérivables, que les k premiéres dérivées sont bornées, Holdériennes
d'ordre a (0 € a < 1). Alors la solution X:t admet une modification continue en

(s,t,x) et k fois continment dérivable par rapport @ x dans le domaine {(stx),
0<s<t<T,xeR}.

Nous utiliserons les résultats précédents, exposés par Kunita, dans le
cas particulier suivant :

Corollaire 1.4. On suppose les coefficients o et b de classe CP, p € IN*, & dérivées
Jusqu'al’ordre p continues bornées. Alors :

(i) VTeR,VnelN,3cn) ,tq.Vtel0,T1,
E[[X‘:,tln] <c(n) (|x|n + 1).

@) (X:,t) admet une modification (p-1) fois continlment dérivable par
rapport & x.
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Désormais, nous identi fions ceste version régulidre a la solution notée X , .
i
En outre, les processus (gx—l X.:,t)tzs , 121 < p-1, ont des moments de tous
ordres, bornés uniformémenten (s,tx)€[0,T1x[0,T] x R.

(Eir) X': s et ses dérivées sont continues en (stx) sur le domaine {(s,;t,x):0<s<t<T.

xe R}

Le corollaire 1.4 est indispensable pour prouver la proposition 1.5 et les
théorémes 1.6 , 1.7.

* 1.3- OPERATEUR DE DIFFUSION ASSOCIE A (X, ).
SoitX:,t solution de (2), avec b et o de classe Cl, a dérivées continues

bornées.

Soit f de classe C2, vérifiant : 3n € IN, t.q. pour 0<i<2,3c e R+, Vx € R,
|FO@)| < e(Jx|™ + 1).

(X:,t)m est une semi-martingale continue. Par la formule de Ito, on

obtient :
t t
FXL)=fe)+ [ £ X5 oXy,) dBy+ | FXE,) bXS ) du

DO bt

+

t
j f '(X:,u) 02(X§,u) du.

t
E[ f Ia(X;c W f’(X:’u)I du ] < oo, donc l'intégrale stochastique est une martingale,

d'espérance nulle. En prenant l'espérance de chaque membre, on obtient :

t
E )= f)+ | EIFGE)b&E,)+3 o2 ,) £&E ) du.

On définit l'opérateur de diffusion associé a (X‘:’t) par :

L ) = ba) £ @) +5 0%) F)
L'égalité précédente s'écrit :

¢
3) E fXe)=fw)+ [ ELAX; du.
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Considérons désormais X": solution de :
t ¢
@ X;=x+[ oX5)dBs+ | b(Xp)ds.

Proposition L5. Soient b et o de classe C1,a dérivées continues bornées. Soit f de

classe C2,vérifiant : In €N, t.q. pour 0<i <2, 3c e R+, Vx e R, |fD(x)| < c(|x|?* L
Alors:

¢3) (X’: )t20 est un processus de Markov relativement & la tribu (F¢)

>0 * de semi—
groupe detransition (Py) >0 * défini par Py f(x)=E [f(X:)] .

(i) Vxe R, linol &'%:L (x) =L f(x), o L est l'opérateur de diffusion associé a
t—

Xpso -
De plus, sous I'hypotheése supplémentaire suivante : ¢ et b sont de classe C3 ,a
dérivées jusqu’'al’'ordre 3 continues bornées,ona:

@i)) kL f=LPs f, Vte[0,T].

Pour la démonstration de cette proposition, on peut consulter le livre de
N. Bouleau. Bien que les hypotheses soient différentes, la démonstration peut
étre menée de maniére analogue :
pour (i), se référer au chapitre VII, (p. 286 et suivantes)
pour (ii) et (iii), se référer au chapitre VIII, paragraphe 5.
(ii) se montre facilement en utilisant la formule de Ito et la continuité des
trajectoires.
(iii) découle de (ii) : les hypotheéses faites sur b et o et le corollaire 1.4
permettent d'appliquer (ii) & P; f, qui est alors de classe C2, et d'écrire :

P,Lf=lim P2
h-0
. Py-I
=lim P A P; f, car Py Py, = P Py = Ppp,
h—-0

=LPf

La propriété (iii) nous intéresse particulierement, car elle permet
d'écrire (3) sous la forme :

t
E fXD)=f0)+ [ LEfX)ds
0
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v(itx)=E [f(Xx )] vérifie donc :

v(t,x) = fs) +_[ Lu(sx)ds & at ; ¢0)=Lot)
v(0,2)=f(x) .

Posons u(t,x) = v(T—t,x) = E [AX7.,)]

U (¢ e)-=- Lt
u(0,x)=E[fX")] .

u vérifie :

On déduit alors du corollaire 1.4 :
Théoréme 1.6. On suppose que

(H1) Les fonctions o et b sont de classe C7 , et leurs dérivées jusqu'a l'ordre 7 sont
continues bornées.

(Hg) festdeclasse C6 et vérifie: 3n €N, tel que pour 0 <i <6, 3c e R+, |f(x)] <
c(jx]n + 1), Vx e R.

Soit u:[0,T1x R — R, définie par (5) u(tx)=E [f(X7_,)].

Alors:
(&) la fonction uest 6 fois continfiment dérivable par rapport a x .

(t) uvérifie:

ou
a7 (tx)=—Lu(tx)
©® %

u(0.)=E[fX'P)] .

(i) u et ses dérivées par rapport & x sont continues en (tx). '
13
En outre, pour toute fonction g(tx) égale & u ou & une dérivée de u : ail u(tx),

1<i<6,nous avons : IreIN,VT>0,3dce R, Vxe R, Vtel0,T], |gitx)| <cr)
(Jx|m + 1).

Démonstration théoréme I.6. Seule la derniére assertion de (iii) ne découle pas
immédiatement du corollaire 1.4.

|utt 2)| < El| fXp_,|]
<c(E|Xp_*+1) , par (Hp)

<e(n)(x|*+1) , corollaire 1.4 (i).
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0Xr

2wt <E 1S S| =E If o) —5— |

oXp
SE[f X )22 E (| —5— 2112

(inégalité de Holder)

Xy . o
Ell —5— |2 ] est borné, d'apres le corollaire 1.4 (ii).

Donc par (H9) et le corollaire (1.4) (i), 3n € IN, 3e(n) t.q.

d
| 5 ultx| <c) (x| + 1).
o .
50 42|, 2<i<6.

A l'aide de ce théoréme et en utilisant (6), on obtient :

On utilise les mémes arguments pour majorer

Théoréme L.7. Sous les hypotheses (H1) et (H2),

i
(Z) les fonctions gai % u, 1<i <6, sont bien définies et continues en (t,x) € {0,T]1 x R.

(ii) En outre, si g est l'une quelconque de ces fonctions, 3r € IN, Je(r) e R, , t.q.
Vx e R, Vt €[0,T], |gtx)| <c(r) (|x|7 + 1).

Démonstration théoréme L.7. (ii). Pour pouvoir majorer% gx u= 585 éa—t u, on

utilise la relation (6) :

3 wem)=-Lutw)
2
=—b(x)% u(t,x),—% o2(x) 'ggg u(t,x)
2
S Ut =~ (bW 5 utD) + ) o5 ult0)

. .02 1 03
+00'(0) 35 ultx)+5 o2(x) 53 X))

b’ et o’ sont bornées, donc il existe une constante ¢, t.q.
lo’')}<e lo@)] <c(1+ |x|)
b’ <ec , - |b@&)]<e(d+ |x)).

On obtient alors :
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3 9 d | 02
|57 57 Ul <c lﬁ (t2x)] + (1 + |x| + c(1+]x])) 1552- u(tx)|

c2 a3
+3 I+ kD2 |55 utx)] .

D'apreés le théoréme 1.6 (ii), on peut donc trouver deux constantes r € IR,
c(r) e R,, vérifiant : V¢t €[0,T],

0 d
I3 3¢ ¥EISce) (x"+1 VxeR.
On utilise les mémes arguments pour majorer

o .
EweRZICED) 2<i<6.

Remarque. Les théorémes 1.6 et 1.7 sont les outils de base utilisés par Talay
pour justifier son critére de convergence d'ordre A2,

Toutefois, dans l'article original, I'hypothése (Hi) est plus faible : les
fonctions b et 6 sont supposées de classe C6, a dérivées jusqu'a l'ordre 6
continues bornées.

En se référant uniquement au prérequis cité par Talay (I'article de
Kunita), nous aboutissons au corollaire 1.4, et il n'est alors pas du tout évident
que I'hypothése faite par Talay soit suffisante.

I1 - INSUFFISANCE DE DEUX SCHEMAS CLASSIQUES.
Les résultats de ce paragraphe sont énoncés par Talay, mais ne sont pas
rédigés en détail.

Considérons, pour Xy fixé, I'E.D.S.
t t
D X;=Xo+ [ oXs)dBs+ [ b(X,)ds,
0 0 -
ot b et o sont des fonctions C4, dont les dérivées jusqu'a l'ordre 4 sont
continues bornées.

Soit £ une fonction C5, vérifiant ainsi que ses dérivées jusqu'a l'ordre 5,

deeRt, 3nelN,tq. VxeR, [fx)|<c(|x|n+1).
Soit L l'opérateur de diffusion associé & la solution (X;) de (1), i.e. Lf(x) =

b(x) f'(x) + % a2(x) f(x).
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Avec les hypotheéses faites, L3 f existe et on montre facilement que
EL3 f(X;) est borné, pour tout ¢ € [0,T].
(utiliser notamment le corollaire 1.4 (1)).

La formule de Ito appliquée & f(X;) donne, pour 0 <s<t<T
¢ ¢
fX)=fX)+ [ fXu)oX)dBy+ | LFX,)du.
E 0

L'intégrale stochastique est une martingale, d'espérance nulle,

t
d'ou : E fXp)=E f(Xo) + j E[L fX,)du .

L f et L2f sont des fonctions C2, auxquelles on peut appliquer la
formule de Ito, ce qui donne :

E )= fX0 + t-s) EL 01+ 2 Bazpx)

t u v
+ j j j E[L3 f(X/)]drdv du , et E L3 f(X,) est borné, Vr [0,T]

ona donc:V0<s<t<T,

—g)2
) E fX)=E fXo)+ t-) EL fX) + 52X B 12 fX) + 0 (-5%)

IL.1 - Le schéma d'’Euler. ,
Pour0<p<N-= % , 1a solution approchée au point ph sera notée X D Ef(ph.
On notera A Bp.1 = B(p+1)h — Bph -

Considérons le schéma d'approximation suivant :

Xo=Xo

Xml =Xp + U(Xp) ABpi1+ b(Xp) h.

Montrons que ce schéma conduit a 'approximation
E fX7) - E fX1) = 0(h) Xr=Xn) .
Proposition I1.1. Le schéma d’Euler vérifie :

— — — 2 ~ -
@® E f&p)=E f&p) +hEL f&) + ' EF(X,)+0(h3),
oix f, en général, est différente de L2 f.
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Démonstration. On écrit, pour ph <t < (p+1) A,
Xe=Xpn+ | oXpn)dBs+ [ bXpn)ds
ph ph
X; = Xph + 6(Xph) (Bt — Bpr) + b((Xph) (¢ - ph).

Par Ito, on obtient :
(p+1)k

EfG&pu)=Ef&p)+ | BfF&)b®Ep)+5 £ &) o*Xplds.
ph

Les développements de Taylor de f” et f" s'écrivent :
F = F®p)+ Ry~ Xy £ %) + KXo iz
+ 0((Bs — Bpn)3) + 0(h2)
f'Xs) = f'Kp) + Xs - Xp) fOXp) + @%’zﬂﬁ SOXp)
+ 0((Bs - Bph)3) +0(h2) . |

En introduisant ces développements dans la formule précédente,

E f&ps1) =E fXp) + h EIL fXp)]

(p+1)h _ _ _ _ ) 0_2 _ _
+ | ElXs-Xp) (F &p) bXp) + 5 (Xp) FOXp)N ds
ph
(p+1h X —X,,)2 _ _ o2 - _
+ | EFESTE (O&p) b(Xp) + 5 Xp) FOXp) ds
ph

+ 0(h3).
En outre, E[(X;-X},)gXp)] = ElgXp) EI(X; ~ Xp) |9 pa]l
= (s - ph) E[b(X;) gX,)]
El(X; - X,,)2 gXp)] = (s - ph) E[62X,p) g(Xp)]
+ (s~ ph)? E[b2(Xp) gXp)]

On en déduit (8), avec
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FXp) = 262X f'Xp) + 202 b(Xp) fABX)
+-21- o4(Xp) fOXp) .
De (7) et (8), on déduit :

EfXp+1yp)]-ELfX pe 1)1 =ELfXpn)] - ELfX p)]

+HEL fXpp)-ELFX plih
+reste majoré par Cte . h2 .

€))

En effet, avec les hypotheses faites sur o, b et f, et le corollaire 1.4 (i), on

montre que : VO<p <N, EL2 fXpp)-E 7(7—(;;) est majorée par une constante,
et cette constante est indépendante de p.

Montrons que (9) implique la convergence en 0(h).

Posons ez =E fXph) - E fXp).
11 faut voir que £y = E AX7) - E fX7) esten O(h).

D'apres (9), af e*]’:,- 1+h EN 1+ch2
€1<72+2h 8N2+h2£Lf+20h2
=l

+3h 7, +3R2 eLf+h3st+3ch2
3 3 'N-3
<Kh3

= ef +(N—1)h F b Qo+ (V-1)) B2 &7+ (N-1) ¢ h2
\_——-—Y-—-—_/
(N-1XN-1)
2
Xo=Xp , donc s';, z-:Il'f et e{‘zf sont en 0(h2).

(N-1) ¢ h2? est donc le terme prédominant, d'ordre A. On a montré que le
schéma d'Euler conduit a I'approximation :

E fXr) - E fX71) = O(h).

Remarque. Un exemple montre qu'il est inutile d'espérer un meilleur ordre
de convergence : pour b = 0, o(x) mx, f(x) = x2, et Xg = 1, il a'agit de 1'équation :
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t
Xt=1+szst.
0

On montre que la solution est X; = exp (B —% t)
FX) =X =exp (2B; - 2) exp ¢ .
Or, exp (2B; - 2t) est une martingale

2
(VAeR, exp (A B --1'2— t) est une martingale),
donc E[Xt2 1= exp t.
En appliquant le schéma d'Euler, on a :
)—(T =)_fN_1 '*'XN-I A BN=5(N-1 (1+ A Bp).

En itérant cette relation :

Xr=(1+AB1)(1+AB3)..(1+ABp)
on en déduit :

NN-1)...(N-p+1)

EXJ=(1+hW=1+Nh+Y = ho
p22
et NOV-1) .. (Np+)) 2 < By DR o B g2
(Nh)» 1 Np-1pp
donc E[X2 1=Y, 1 " Yy 2 (p-2)! +0(h2)
p20 p22

BIX?1= exp(T) ~3 T h exp(T) + 0.
Pour cet exemple, EIX2] - E[X.] = ~3 T h exp(T) + 0(h?) est bien en 0(A)

I1.2 - Un autre schéma de discrétisation d'ordre A.
Pour obtenir le schéma d'Euler, on a écrit :

_ _ (ptDR (p+Dh
Xpu=X%+ [ oXpdBs+ [ bXp)ds.
ph phk

On peut améliorer ce schéma d'approximation en remplacant oX p)

(respectivement b(Xp)) par :



18

6’(2:) = O'(Xp) + U'(Xp) (281 "Xp)

(resp. BED) = bXp) + b'Xp) XL - X))
. _ 1 - 8 _ 8 -
ol s =Xp+ [ oXp)dBu+ [ bXp)du
ph ph
X! =X, + 0(X;) (Bs ~ Bpn) +bXy) (s - ph)
pour Ph<s<(p+l)h.
On obtient alors :

(p+Dh (p+1h

+00'®p) [ (Bs-Bpn)dBs+0'bXy) | (s-ph)dB;
ph ph
_ (p+1)h _ h2
+b'0Xp) | (Bs-Bpn)ds+bb'Xp) 5
ph
(p+1Dh 1 3
et par la formule de Ito, [ (By—Bpa)dBs=5(ABp1)2-5.
ph

En ne conservant que les termes d'ordre au plus & (en espérance), on obtient le
schéma d'approximation suivant :

— —_ - 1 —
Xp+1=Xp + U(Xp)ABp+1+(b— § O'G')(Xp)h

(10) S +5 0'0(Xp) (ABpi1)2

\Xo=Xp .

Pour montrer que la convergence de E f(XT) vers E fXT) est d'ordre A, il suffit
de voir que ce schéma vérifie une égalité du type (8).

(10) s'écrit également

_ _ (Dh @R (p+1k _
Xpu=Xp+ [ oXpdBs+ [ bXpds+ [ (Bs—Bpn).oo'(X,) dBs
ph ph ph

on écrit, pour ph <t < (p+1)h,

t t t
X;=Xp+ [ oXp)dBs+ [ b((Xp)ds+ [ 60" Xp)Bs - Bpn) . dBs .
ph ph ph



Pour la formule de Ito,

_ o @E+LA _ _ _ _
EfZpu=Ef&)+ | Ef & b&p)+5 £ &) 0?Xp)]ds
ph
(p+1)h

+ J' E[—% ' Xy) (60" Xp))2 (By - Bpa)2) ds .
ph

En utilisant la méme méthode que pour le schéma précédent, le dernier terme
s'écrit :

E[f' (Xp) (oo (Xp))2] + O(h3).
Les autres termes sont identiques a ceux du schéma d'Euler, d'ou :
- - - 2 .1 —
E f&p)=E f&) +hEL f&) +5 EF+4 020D @)1+ 03) .

Onendéduit: E fX7)-E fX7)=0h).

Remarque. Un exemple montre qu'il est inutile d'espérer un meilleur ordre
de convergence.

Pour b(x) =5, o(x) =z, f) =4, Xo = 1,
il s'agit de 1'équation :

t t
X,=1+ ] X,dBy+3 [Xyds.
0 0

La solution est X; = exp(By)
F(X;) = exp(4 By) = exp(4 Bs—8t) exp(8t)
k—————\(__l

martingale
donc E fAXT) = exp(87).

Appliquons le schéma donné par (10) :

Xp+1 Xp(1+ A Bpi1 + A Bp+1)2)
En itérant, on obtient donc :

— N 1
EX7)=E[[] (1+ABy+3 (ABp2H]
p=1

-(1+8h+—- hz+30h3+m5 4N

(car les A By, sont indépendants, et



E[(A BpY1=0, pourj impair
E[(A By)?] = h, E[(A Bp)#] = 32, E[(A Bp)] = 15h3 , E[(A Bp)8] = 105h%)

E[X7]=(1+8h(1+ f—é RYW + 0(h2)

=1+8Na+ 3L NR2+ S @mw 1+ denp Yele) | g2y
p22 Kw

p!
Le seul terme en 0(1) dans E] est:(slgth 4 ,
les termes en 0(A) dans E] sont :
1 8h 51
—‘2‘p(p—1)Np l(p!)o ’ hp 8P16p
B =1+2L ph+om2)).
(car(1+16 W= +1g PR+ (h=)
On obtient donc :
1 (8Tw—2
mxp=Y OF 23 g ) 64Nk ?
p20 p22
51

Nh2(1+ %‘&”{; +0(h2)

= exp(8T) [1 --62-4 Th+3! Thy+0k2)
EIXA4] = exp(8T) - = T exp(8T) h + 0(h2)

donc E(fX7) - fAXp)] =+ %3- T exp(8T) h + 0(h2) est bien d'ordre A.
Nous avons vu que les schémas vérifiant (8) avec 7 # L2 f conduisent 2
une convergence d'ordre k.

Au paragraphe IV, nous construisons des schémas plus précis,
vérifiant (8), avec = L2.

On obtient alors :

e’;+1=€;+he +h2 & %+ 0h3)
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ou e = E fpn) - E £ Xp) .

Malheureusement, dans le cas général, cet argument n'est pas suffisant pour

montrer que la convergence de f(X7) vers FX7r) est d'ordre A2.

Au prochain paragraphe, nous donnons un critére (prouvé par Talay)
pour y parvenir.

III - CONDITION SUFFISANTE D'ORDRE DE CONVERGENCE A2,
Soitf(p, 0<psN-= Thl un schéma de discrétisation de 1'équation (1)

¢ ¢
X;=Xp + J o(X;)dBs + _[ b(X;) ds. Le but de ce paragraphe est de construire une
0 0

condition suffisante pour que, pour f "convenable", (X p) vérifie : 3¢ > 0, VA = %

(N e IN*%),
|E AXT)-E fXT)| <ch?.

L'élaboration de ce critére de convergence, dont nous reprenons le
cheminement, est la piéce maitresse de l'article de Talay. Nous avons
seulement d affiner quelques hypothéses (co(vi),H1).

Pour obtenir une bonne approximation, il est important de bien controler
l'évolution de l'erreur E f(Xpp) - E f(Xp). Or,

E fXp+1)n) - E fXp+1)
={E f&X(ps1)h — E fXpp) - E fXpr1) - E fXp))
+E fXpn) - E fXp).

Donc si E f(Xp+1) -E f(f p) differe de E fiX(p:1)n — E f(Xpp)) d'au plus une
constante x A3, et si Xo = Xo , l'erreur cumulée au point T = N h sera bien
d'ordre A2.

Nous pouvons écrire :

5
E fXp+vn) - E fXph) = Y, E fO Xpn) . E{X(pr1)n ~ Xph¥ | Fph} + 0(h3)

=1
ce qui nous ameénre a souhaiter les implications suivantes pour i =1,..5:

Soit g; telle que E[X(p+1)h — Xph¥ 1% pn] = giXph) + 0(h3).

Alors E[(Xp41 - Xp¥ | Fpl =g Xp) + 0(h3),
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ou .?p est la tribu engendrée par {5—(} , 0<j<p}.

Explicitons clairement cette implication pour i =1:

(p+Dh (p+Dh
EXpityn —Xpn | Fprl =E [ I o(X;)dB; + f b(Xs) ds | Fpnl
ph ph
(p+1h
=E[ | bXyds|Fpnl
ph

Et pour ph <s < (p+1)h,

bXs) = bXpp) + b'Xph) (X5 — Xpp) +-b-%(ﬂh‘) (Xs — Xpr)2 + 0(h2) (en espérance)

dotr EIb(Xy) | Fpnl =bpn) + (| EB(Xy) | Fprl du) . b'Xpn)
ph

+3 b B b du+ (] o(X,) dBL? | Fphl.
ph ph

Finalement, on obtient :

2
ElX@+1)h = Xph | Fpnl = b&Xpp) b + bb'Xpp) %

1 23" ZLE O(h3
+35 020" Xpp) 5 +0(R3),
ce qui implique la condition :
ElXps1-Xp | Fpl = bEp) b + (bb' + 025" &) 1o 4 0(h3
[Xp+1-Xp | Fpl=bXp) A+ (bb"+5 62b") (Xp) 5 +0(h3)
pour le schéma d'approximation.

On peut procéder de méme pour i 2 2, ce qui justifie intuitivement la condition

(c2 ) ci-apres.

De fait, nous exigerons que X p) satisfasse aux conditions (cg), (c1) et (c2)

suivantes :
(co) Xo=Xo
g T
c1) pour tout n € IN, il existe une constante c(n) telle que VA = N>

NelN* Vp=0,1,...,N, ED-(I,I" <ce(n)
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- - — — — 2 - 2
)@ ElRp-Xp | Fpl=b&) h+bbXp) o + 026X B2 1 0h3)
_ _ _ - - - 2
() El®pr-Xp? | Fpl = 02Xp) b+ b2AXp) B2 + 02 0%X,) 2
+b' 02(Xp) hzg— oo’ b(Xp) h2
+03 6" Xp) % + 0(h3)

(iii) E[Xpi1 -Xp)3 | Fpl =302 b(X,) h2 + 3030'(Xp) h2 + O(A3)

(v)  ElXpr1-Xp)t | Fpl =304Xp) k2 + 0(h3)
) ElXpi1-Xp)® | Fpl =0(h3)

(vi) E[(Xp+1 - Xp)12] =0(h6) .

Théoréme II1.1 (Talay). On suppose que les fonctions b, ¢ et f vérifient les
hypotheses de régularité duthéoremel.6,a savoir :

(H1) Les fonctions b et o sont de classe C, et leurs dérivées jusqu'a l'ordre T sont
bornées.

(H2) festdeclasse C6 , et vérifie : il existe un entier n tel que pour 0<i <6, Ic e R,
D) Se(jxjr + 1), Vx e R.

On suppose que la schéma (Xp) satisfait les conditions (cg), (c1) et (c2).

Alors 3¢>0,Vh =N—T- (N e IN*®), |E fXT)-E fXT)|<Cch? .

Pour démontrer le théoréme III.1, nous avons besoin du lemme suivant,
dont la démonstration est longue et calculatoire. '

Reprenons les notations introduites au paragraphe 1.3.

Lemme II1.2 (Talay). Soit u la fonction définie sur [0,T1x R par u(t x)=E f(X;_t).

Alors, sous les mémes hypotheses que pour le théoréemeI11.1
W@k, Xpr1) 2 uph, Xp) + 0A3).
Notation. Pour X, Y variables aléatoires intégrables,
X £ Ysignifie EIX]=ELY].

Démonstration du théoréme III.1. On déduit du lemme II1.2 que
uw(T,X7) & u0,Xo) +0A2) .
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or, uT )= E fOCD) = E S
u(0.Xo) = u(0,Xo) = E fX;0) = E fXr) .

On a donc montré que : 3¢ > 0 : VA =1"T\7 (N e IN%),
|E fXT)-E fXT)| <ch2.

Démonstration du lemme ITL2. Les résultats des théorémes 1.6 et 1.7 justifient

toutes les différenciations ci-apres :
(p+1)h

w((p+Dh, Xpr1) = u(ph, Xpi) + | guw,ff’pﬂ)ds
ph

—-U(ph Xp)+2 l' (Xp+]_ Xp)l a i U(ph Xp)

+6' (Xp+1 Xp) a 6 U(Ph X*)

(p+1)h
+ J‘ at (S Xp+1) ds

avecff; compris entre X pet Xp+1 .

En utilisant les hypothéses cg (v), (vi), ¢1 et le théoréme 1.6 (iii), nous pouvons
réécrire l'inégalité précédente sous la forme :

( c B o A 1o oo -
w(P+Dh, Xps1)=uh, Xp)+Y, 7 Xps1-Xp¥ o5 ulph, Xp)
=1
ayn < ek 5 _
+ j 5t-u(s,Xp+1)ds+O(h3).

. ph

5 _ — -
En effet, |E [ o5 u(ph, Xp) Kps1 -8 |
35 _ _ _ -
=|E 55 ulwh, Xp) EXpi1-Xp)5 |Fp]|
35 -
S h3E[ 55 ubh, Xl (2 @)

<cgh3 E[|Xp|r + 1] (théoreme 1.6 (iii)

<cgh3 (hypothése cy).



2
. = 96 =
Il reste a voir que l'espérance de (Xp41 - X p)G 36 u(ph, X;) est également

d'ordre A3 -

L'inégalité de Holder s'écrit :
— - . o6 —
El|Xp+1-Xp) =g ulph, X)I]

— - 6 -

< B\ Rpr1 - TpP 2102 El| 5 ulph, Xo2IV2

<cq b3 EIX,)|2r + 1712 (c2 (vi) et théordme 1.6 (iii))

< cq h3 E[|Xp|2r + | Xpi12r + 11,
car f; est compris entre X p et )?p+1

<csh3 (hypothese ¢ ).

D'aprés (11), pour obtenir le résultat souhaité, il faut fonc montrer que

4 ; _ _ _
y ;1,— E[%; u(ph, Xp) El(Xps1 - Xp¥ | Fp]
=1

(p+1Dh _
+E Jh 53¢ U, Xpi1) ds = 0h3).
P

Pour le premier terme, nous utiliserons les expressions explicites des

espérances conditionnelles de (Xp.1 — Xp¥ relativement a %, données par (cz ).

(p+h _
Que vaut le deuxiéme terme E f 3 u(s,Xp+1) ds ?
ph

Pour pouvoir "additionner” le premier et le deuxiéme terme, il faut donner une
expression approchée de ce dernier ne contenant que des dérivées par rapport

a x de u, au point (ph,)—(p) .

Or, on a montré, au paragraphe 1.3, que :
0
S @0 =-Lu(t®

2
=b(x)éa; u(t,ac)+-21 o%(x) %; u(tx)

on a donc :
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(p+Dh p) - E (p+1k _
3 Y6 Xpr1)ds = - I L u(s,Xp+1) ds
ph ph

(p+1h (p+1k

— 3 — — . ot —
- | Lu(s,Xp)ds-Y, ;l' Ep-Xp¥ | 5 Luls,Xp)ds
ph i=1 phk

Ity

(p+1h

- — o4 —
—'4']:!' (Xp-l-l "'Xp)4 J ﬂ L u(S,X;) ds,
ph

avec)?; compris entre X pet Xp+1.

Montrons que les deux derniers termes sont en 0(h3) :
_ __ (p+Da _
-EElXp1 -Xp13 | Fp)| | 53 Luls,Xp)dsll<ceh3,
ph
car : . E[(Xp1-Xp)3| (Fp] esten 0(A2)
(utiliser cg (iii), et le fait que |o(x)| < K(1+ |x)),
|b(x)] < K(1+ |x]) et 6’ est borné).
a3 = -
. K| 33 LU(sX p)| est borné (la méthode utilisée au début de la

démonstration de ce lemme s'applique grice aux hypotheéses faites sur b et o).

— Majorons le dernier terme :

Bl | 2 Lu,Xy)ds|. Kput - Tp)
ph ‘

(p+1)h a4 _
<E [(Xpe1 - xp)81Y2 E[( fh ! L u(s,X; ) ds)2 112,
D
. Par ¢ (vi), E[(Xp1 —Xb)B]W est en 0(h2), car
E[(Xp+1 - XpB1 S E [(Xpe1 - Xp)12] 812 <o 4
.3eq,3r, |§:q Lu(s, X, )| scr(1+ Pelly

(car Jb(x)|<K(1+ix])
o) < K1+ |x])
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les dérivées successives de o et b sont bornées, et utiliser le théoréme 1.6 (iii)) ;

on a donc
(p+1)h 94 _ _
El( | 37LuX,)ds?V2<cghE[1+ X, |2r1v2
ph

Scoh (par c1).

Le dernier terme est donc en 0(A3).

Nous pouvons donc écrire :

(p+1h _ E (p+1)k _
3¢ 46, Xpr1)ds = - j L u(s,Xp) ds
ph ph
_ _ (DR _
~Xp1-Xp) [ 3 Lus,Xpds
ph
1 - - (P+1)h a -
-5 Xpe1-Xp)2 jh 3 L uls, Xp) ds + 0(3)
p

E _Ri-Ry-R3+0m3).

— Commencons par traiter R :

(p+tDh -
Ri= | LuGs,Xp)ds
ph

= | b3 usXpds+y | 02Xy =7 u(s, Xp) ds.
ph ph

. Or, pour tout x € IR,

(p+1h - 3 _ p _ _
b(Xp) 5; U(S, Xp) ds = (é; U(ph,Xp)) b(Xp) h

ph

(p+1Dh _ 8 3 9
+ f b(Xp) J 3 3 Wx)dvds
ph ph
P - - _ ptbhh s P)
= (5 uoh, X)) bE) h-b%p) [ [ 3 Luwxdvds
ph  ph
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_a__ L _b’ _a._ b _a..g_ )
et 5 u(x)=b'(x) 5. ulx)+bkx) o) u(vx

2 3
+0(x) o'(x) gx-g u(v,x)+% o2(x) aﬁxg u(vx)
bW I ulph)+©-Ph) S o (o]
+b(x) [ 5 ulphx)+ @ -ph) 5 55 uBox)]
& (2 uohnsoophy L 2
+00'(x) 53 ulphx)+@ -ph) 3 55 ulyyx)]

EL'ECC!vrﬁv))U)éU ]p‘l’l'['

On en déduit, par le théoréme 1.7 (ii), et c1, que :

(p+1h _ 3 _ X _ 3 _
bXp) 3% u(s,Xp)ds = b(Xp) ™ u(ph,Xp) h
ph
RN = . h2
o7 02 — _ h2
-b (Xp) 'é"x"z" u(ph,Xp) )
? v v h2
~b o o'Xp) ulph, Xp) 5
1 = . 03 —  h2
-5 b 02(Xp) 33 u(ph, Xp) 5 + 0(h3)
=Ry .
. De méme,
@+
1 = . 0% = 1 92 = =
3 J'h 02(Xp) 2 Ws,Xp)ds=5 58;2 u(ph,Xp) . 62(Xp) h
p
(p+1h s
1 = 02 =
-5 Ih 02(X,) J‘h 32 LuwXp)dvds
P p
B bR 2 uo Bt 26 E L u

_ 3 _
P - — Y —
+02(X,) e u(v, Xp) + 00" Xp) 5375 ulv, Xp)

v\ 09 =1 o= 9 =
+ 200 (Xp)g{g u(, Xp) + 5 04(Xp) 304 U, Xp).



29

On développe comme précédemment, et les termes contenant (v—ph)
donnent des 0(h3) (th. 1.7 (ii) et ¢1).

On obtient donc :

(p+Dh '

1 _ R 1 o 32 _

3 | o) 5z us Ko ds £ 2 02Xy 25 uph,Xp)h
p:

1 " e a e h2
~g b"02(Xp) 5 u(ph,Xp)—z—
- o (Xp) 2 U(ph Xp)

6"(Xp) === u(ﬁh Xp)

l\')1|r-l

)—A

92
1 o202y L uh, X
1 .- P _ R
-5 02bXp) 33 ulh,Xp) 5
_ 33 _ B2
- og3o'(Xp) %3 u(ph,Xp)%—

10.4’ ii_ h Y ’_1_2_ 3
~4 (Xp) ax4 u(p ,Xp) ) +0(h)

=Rs5.
Etona:Rij=R4+R5 .
- Considérons a présent R3 .
_ _ (p+DA _
Ry=Xpi-Xp). | 3 LulsXp)ds.
pk

Grace a co(i),
E _ tp+l a -
Ry = bXp)h | 3 Lu(sXp)ds+0(h3)

tP
et en effectuant les mémes calculs que pour déterminer R1, on obtient :

Ry £ bb'X,) a% u(ph,X,) h2+ b2 52—2— u(phXp) h2
- 22 -
+b 00'(Xp) 3%2 u(ph,X,) h?

3 _ .
+g b 02‘15 u(ph,Xp) A2+ 0(h3).
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(p+r1h

_ 32 _
-De méme, Ry =3 Rpr1~Xp2. | o5 Lu(sXp)ds
ph

(p+1h

E él— 02X, h _[ a%—2-Lu(s»‘,j'()!,)ds+0(h3)
ph

R3 £ % 02(Xp) b"Xp) % u(ph,Xp) h2

X 2 X h2+ L 02 62%) o uoh Xy B2

+02b'Xy) 55 uphXp) h2+5 02 02Xp) 53 ulphXp) b

- 92 — 1 - _ 93 —
+3 30" ®y) 5 uphXp) B2 +5 b o2Xy) 37 u(phX;) h2
P R
+03 0'Rp) 5.5 u(ph,Xp) h?
1 4y & %) 52 3
+ 04Xy 5 u(phXp) B2 + 0(hI).
- Revenons a (11) :

— — 4 — —— PR ] -
Eu(@+h, Xy =EwohXp) + 3, SE(Rpr1 ¥ | Fpl o u(ph X
=1

(p+Dh

=E | g—t u(s Xp+1) + O(h3).
ph

En remplacant le dernier terme par l'expression — R1 — Rg - R3, et en utilisant
la condition cg, on trouve imméditament

w((p+D) b, Xps1) = u(ph,X,) + 0A3) ,
ce qui achéve la démonstration du lemme II1.2.

- On peut appliquer le théoréme III.1 & un schéma de discrétisation donné, si
celui-ci vérifie les conditions cg, c1 et ¢2 .

co est triviale ; cg se vérifie directement & partir de 1'expression explicite

de )_(p+1 en fonction de X p- Donnons une condition suffisante pour que cj soit
vérifiée.

Proposition II1.3. Soit Xp, 0 < p £ N, un schéma de discrétisation de I'E.D.S. :
tel0,17,
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t t
(1) Xt=Xo+j a(Xs)st+j b(Xs)ds ,
0 0

ol bet osontdes fonctions de classe cy,adérivées bornées.

On suppose de plus que ()—(p)p=o,,,, N peut s'écrire sous la forme suivante :
Xo =Xo
Xp+1=Xp +A1Xp) A Bpy1 + A2(Xp) b+ A3(Xp) (A Bpy1)2
+A4(Xp) (A Bps1) b + A5(Xp) (A Bpy1)3 + As(Xp) (A Bpen)h,

avec les fonctions A; (1 <i<6)vérifiant: Ac;,tels que .

[Aix)|<c; Q+x]) , VxeR.
Alors : pour tout n eIN, il existe une constante C (dépendant de n) telle que Vh =%
(NeIN*), Vp=0,1,..,N, EX,»<C.

Démonstration. Soit n 2 2. Avec l'hypothése faite sur le schéma
d'approximation, on obtient facilement :

Il existe des constantes cy,...,c;, K telles que

— — n —
ElXp1|"1 <E[|Xp|" + A 2 ¢ |\ XpV1+ K h.
=
On suppose qu'il existe un nombre K > 1 tel que

sup E[|Xp/*1<K) .
k<n

(Dans ce cas, on prend Kj = sup E[|X,|F] v 1).
k<n

Onaalors:d¢ >0, tel que:
(12) E[|Xp1/"1<Kp(1+ch)+ K h.
Kp, = sup E[|X,|¥1 v 1, donc on peut écrire :
k<n
Kp<Ky 1(1+ch)+Kh.
On obtient alors, en itérant la relation (12) :

vp =0,..,N-1,

E[|Xpi1|"1sKo(1+chN+NKh (1+ch),



avec Ko = sup E[|Xpl|klv 1.
<

k<n

Ona:(1+c¢hWN =expcT)+0nh)
NhK=KT.

On peut donc trouver une constante C (dépendant de n), t.q. Vp=0,...,N,

E[Xpin1<C (pour n22)

pour n = 1: E[|Xp|] < E[|Xp|2]V2 < \/ C .
Remarque IIL.3.1. Siles fonctions A; (1 <i < 6) vérifient seulement :
d¢; taq. |Ai(x)| <c; (1 + |x| + |x]2), Vx e R

la méthode utilisée pour montrer la proposition III.3 ne convient plus, et
d'ailleurs il n'est pas évident que sous cette hypothése, (c1) soit vérifiée. Cela

justifera les conditions imposées a b et o pour le schéma de Milshtein.

Au paragraphe II, on a construit deux schémas d'approximation
d'ordre A, vérifiant :

- — - 2 ~—
E f&p)=E f&) +hEL fXp)+ o EFXy)+ o),
avec f, en général, différente de L2 f.

Montrons que pour les schémas vérifiant (cg ), (c1) et (c2), on a bien 7= L2 F.

Proposition IL4. Soit 3§,, 0<p <N, unschémadediscrétisationdel’E.D.S.

t t
1) X;=Xo+ j 6(X,) d By + j b(X;) ds
0 0

oir b et 6 sont C7 adérivées jusqu'al’ordrel continues bornées.

—On suppose de plus que ce schéma vérifie les conditoins (éo), (c1) et (c3).
—Soit f une fonction de classe C6 vérifiant :

il existe un entier n tel que pour 0<i<6,3c e R+,

D) <1+ |x7) , VxeR.

Alors Vp=0,..,N-1, (NeIN*), A =]Z"V ,ona:
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— - — 2 -
E f&p)=E f&p)+hEL &)+ EL2 £i%;) +0h3).

Démonstration proposition IT.4.
Lfa)=bf@+3 o f®)

L2 flr) = bL ' ) +3 02 L " @)
L2f=bb'F +b f'+3f® o2+ f 0’ o)
+3 OUB" 4B FAb F b DL [0 624 Do o
+f@ o' o+ f' c"0+f 02

" o3 N 0202
2 2

L2f=Fbb'+35 02b)+ f (B2 +bo o +02b +2
ot
+f@ B o2+0 ¥+ W)
Par le développement de Taylor, on a :

-— —_ 5 o T - - .
E f&pD)=E fE)+E Y T 1O Xp) Xpr1 - Xp)
i=1

1 v b T - — —
+E [ f©® X) Kps1-Xp)f), avee Xp < X3 <Xpy .

le dernier terme est en 0(h3 ), car

E [If® &) Xp+1 ~ Xp)] < E[fO X )2112) E[(Xp+1 - Xp)121Y2,
: borné,}ar c1

<ch3, par cg (vi).

E[|f® (Xp) Xp+1 - Xp)5[1 S ¢ h3, par cp (v).

Il reste donc :

— — 4 “ = — —_
E fGp) =E fGp)+ Y, + IO Xp) ElXp11 - Xl | 1l + 0h3).

i=1

En remplagant dans cette égalité E’[()_fml —Xp)i | ¥ pl (1£i<4)par les valeurs
données par cg (i), (ii), (iii) et (iv), on obtient immédiatement :

- - - 2 —
E fXy1)=E fXp)+ hE L f(Xp) +’l2- E L2 fXp) + O(h3) .



IV - LE SCHEMA DE MILSTEIN.
IV.1 - Premiére version du schéma de Milstein.

Pour construire ce nouveau schéma de discrétisation, nous reprenons la
méthode utilisée au paragraphe 11.2 :

_ _ (pbhh 1 (p+Dh -
(13) Xpu=Xp+ [ oXpdBs+ [ BX,)ds,
ph pk
avec Xy=Xp+ [ oXp) dBu+ | b(Kp) du
ph ph

=X, + 0(Xp) (Bs - Bpp) + b(Xp) (s - ph).

Et pour obtenir un meilleur ordre de convergence qu'en II.2, nous développons
E(I_(: ) et 3(5(: ) jusqu'a l'ordre 2 :

S&D =0Xp) + 0'Xy) ®E-Xp) +3 0" Xp) KL -, 2
= 0(Xp) + 00" (X},) (Bs - Bpn) + ¢’ b(Xp) (s — ph)
+3 0" 0%X,) (Bs - By +7 0" b2(Xy) (5 - ph)?
+6" 6 b(Xp) (Bs — Bph) (s — ph)
BXEY = b(Xy) +b'Fp) Xe-X) +3 b X)X -Xp 2

= b(X,) + b’ 0(X,) (Bs — Bpn) + b b'Xp) (s — ph)

1 " < 1 ” v
+5 0" 0%Xp) By ~Bpn)2 +5 b 02(X,) (s - ph?

+b" 6 b(Xp) (Bs — Bpp) (s — ph) .

On obtient alors :

_ _ B _ _ (ptk

Xp+1=Xp + 6(Xp) A Bpy1 + b(Xp) b + 00'(Xp) I (Bs — Bpp) dBs
ph

_ b _ (ptDh
+0'bXy) | (s-ph)dBs+b'oXp) [ (Bs-Byp)ds
ph ph
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+bb'Xp) 5 +5 0" 02%Xy) | (Bs—Bpn)2dB;
ph
1 _ (A _ (ptbh
+5 0" b2X,) [ (s-ph)2dBs+c"cb(Xp) | (Bs-Bps)(s—ph)dBg
ph rh
1 _ {pthh ) - 1. oo (p+1)h
+5 b"02Xp) [ (Bs-Bpn?ds+3 b"62(X;) [ (s-ph¥ds
ph ph
\'-—'—W'*'—')
=52/
(DR
+b"boXp) [ (Bs—Bpn)(s—ph)ds.
ph

Considérons désormais que o et b vérifient I'hypothese (Hi) du th. III.1.

Soit f vérifiant I'hypotheése (Hz ). Pour obtenir une convergence d'ordre A 2,

nous devons avoir :
|E fXp+1) -E fXp)| <ch8.

Cela nous donne une méthode pour simplifier 1'expression )_(p+1 : un terme v

peut étre supprimé de 1'expression )?p+1 si|E [f(jfml)] -E [f(Xp-}-]_ -v)l|<ch3.

R
v1=5 b"b2%p)

— — - - 3
E (f®ps1)] - E fZpi1 ~001 = E [f ) " D2X,)] b romd)

borné
= 0(h3).
1 _ (DR _ (pthh
.v2=9 0" b2(Xp) I (s ~ph)2dBg +b" b 0 (Xp) J (Bs ~ Bph) (s — ph) ds
ph ph

E [fXpi1) - fXpi1 — v2)] = E [f Xp4+1) val + 0A3)
et par la formule de Taylor appliquée & f":
E [f'Xp+1) v2] = E [f Xp) val + E [f'Xp) Xpr1 — Xp) v2) + 0(h3)
\-—v“)

=0
=E [f'Xp) 6(Xp) s Bps1 v3) + 0(h3) .
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Les autres termes sont négligeables, car les termes restants de Xp+1 -X p sont
d'ordre A%(a 2 1), et vg est d'ordre h5/2.

(p+1Dh

Elf®pp)vel =E [0 f'5 0" BXENEABpy | (s-ph)? dBy)
ph
_ (p+Dh
+El02 f'b" bXp) E[ABpi1 | (Bs—Bpn) (s —ph) ds).
ph

Remarque. SoientX = HX, et Y = KY deux semi-martingales, alors par. la
formule de Ito :

XY= YHdX+ [ XKdY-| HK d < XY>;

Dans le cas particulier suivant :

X =Y = B mouvement brownien,

T T

et E[f |YsHsldsl<oeo, E[[ |X;Ksldsl<oo,
0 0

Qnobtient:

E[H.B)x(K.B)=E [j H, K ds].
(p+Dh

On applique cette remarque, en écrivant A Bp,1 = j 1dB;:
ph
(+Lh (p+Dh A3
EABp | (-ph2dBl=E[ [ (s-ph)dsl="5
ph ph
(p+Dh (P+Dh  (p+Dh
E[ABp1 | Bs—Bp)(s-ph)dsl=E[ [ ( | (Bs=Bpn)s~-ph)ds)dBy)
ph ph ph
(p+1h .
+E[ [ (B+1h - Bph) (s - ph) (Bs - Bpp) ds]
ph
(p+Dh
=0+ [ (s—ph){E [(Bp+1)h ~ Bs) (Bs - Byp) + (Bs ~ Bpp)?l} ds
ph
(p+1h (@+Dh A3
= | G-PWEIBs-Bw?ds= [ (s-phi2ds=
ph ph

on a montré que £ f(j-(p+1) -E f(Xp+1 —v2) = 0(h3).
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bn 2 _ (P+1)h _
3= &) jh (Bs - Bpn2 ds — 5 b" 02Xy h2
d _  (ptDh
+0"0bX,) | (Bs-Bpn)(s-ph)dBs
ph

(Ajouter ;11— b" 02(5(1,) h2 dans I'expression de X p+1)-

Ev3 | p1=0.
E [fXp+1) - fXp+1 - v3)] = E (F Xp+1) v3l + 0(A3)
=E [f Xp) v3] + E (f Xp) Xps1 - Xp) v3] + 0(A3)

= E [f'(Xp) 0(Xp) ABp+1 v3l + 0(h3)

ce qui donne 2 termes :

_ _ (p+1Dh
E[f'Xp) 0 b" 02 (Xp) j (Bs — Bpp)2 ds x (B(p+1)h — Bpn)]
ph
_ (p+1)k
=E[f o b" 02X E(B@roh-Bpr) | (Bs—ph)2ds]
ph
(p+Dh
et  E[(Bp+1)h — Bpn) J (Bs - Bpp)? ds]
ph
(p+Dh  (p+Dh (p+1h
=E[ [ ( [ Bs-Bpn?2ds)dByl+E[ | (Bw+n—Bpn)(Bs—Bpn)?ds]
ph ph ph
(p+Dh |
=0+ I E [(B(p+1)h — Bs) (Bs — Bpp)2 + (B — Bpp)3l ds
pk

=0, car E [(Bs - Bpn)®]1 = 0= EB(p+1)n -~ Bs)] .

_ _ (p+1h
.E [f'Xp) 02 0" b(Xp) ( I (Bs — Bpn) (s — ph) dBs (B(p+1)i — Bpn)l
ph (- ~ _J
(p+Dh
ph

_ o (+h
= E(f'Xp) 020" b(Xp) E( | (Bs—Bph)(s-ph)ds=0.
ph
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Apres avoir éliminé vy, vg et v3, X p+1 s'écrit :

 — —_ - 1 e
Xp+1=Xp+G(Xp)ABp+1+(b— _2— lo]o) )(Xp)h

1 _ _ (p+1)h
+500'Xp)(ABp12+0'b(X ) | (s-ph)dBs

ph

(14) < _ (p+1)h _ h2

+b'0Xp) | (Bs-Bpr)ds+bb'Xp) 5
ph

1 (DA

\+§a"c2(Xp) j

ph

1 —
(Bs—Bpr)2dBs+ e 02X p)h2.

Sous cette forme, ce schéma n'est pas implémentable sur ordinateur.

En outre, par la formule de Ito :

(p+h (p+Dh

1
(Bs—Bp)2dBy=3 (ABp3— [ (Bg-Bpa)ds
ph . ph
(p+D)h (p+1h
[ (-ph)dBs=h(ABp)- [ (Bs-Bpwds.
ph ph
(p+Lh
. Et j (Bs — Bpp) ds suit une loi normale, de moyenne 0. Quelle est sa
ph
variance ?
(p+Dh h
V=EI | (Bs-BpndsP1=EL] Byds)?,
rh 0

car Q(Bs - Bph) = Y(Bs_ph) ’ Vs th .

La formule de Ito donne : X2 =2 IX dX + <X X>.

t
Pour X;=[ Bgds, <X.X>=0,

0
h 8

donc V=2E[j Bs(j B, du) ds).
0 0

t
On applique de nouveau la formule de Ito 4 X; =B;, Y; = f B, du
0
XY=[XdY+| YdX,

8 8 v 8 2
donc E[By [ Bydul=E[[ ( [ BydwdB,1+E[ [ Bl dul=%
0 0 0 0



L) 3
d'on V=2E[ | §2—ds]=-%-.
0

(p+Dh
Soit Y= [ (By-Bpp)ds.
ph

h3
Y est indépendante de (Bxy ~ Bg-1)1) , k Sp, deloi ¥ (0, 3 =)
Mais Y et ABp,1 = B(p+1)h — Bpn ne sont pas indépendantes :

h
cov (Y, A Bpy1) = cov ( [ Bgds, By)
0

h 2
=E[By stds]=%.
0

Yet ABéMl sont deux variables aléatoires normales, centrées de
covariance 5 -

On écrit Y=0a A Bpy1 + p v, avecv de loi ¥(0,1), indépendante de A Bp.1.
o et g sont déterminés de maniére unique :

ELY.ABpal=ElaAB., +BvAByal=ah,

h2 h
et E[Y.ABP+1]=“2‘" , donc =3
E[Y2]=—7% —E[a AB 1+p2v2l=a2h +p2,
h3/2
donc B=—F.
p 2V3

Onadone Y=2 A By, + 222 2() = ¥(0,1)
na aonc =9 +—F— v, avec D)= ,
2 p+1 2_\[5

pour 1<k<p+l, vLAB.

Finalement, on obtient le schéma de discrétisation suivant :
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Xo=Xo

- - —_ 1 .=
Xp+1=Xp+0'(Xp) ABp+1+(b'—' EO'O' )(Xp)h

1 Ly 1 wevr
+500°(Xp) (ABp+1)2+ 5 026" (X p) (A Bp.1)3

(15) < 25"
+(b'a+a'b—"%)(xp)% ABpy1
620" - h3/2
+b'c-0'b-—5)Xp) Vpi1—=
) p’ Vp+l 2\[5
bb'+ L bo (X )
Théoréme IV.1. On suppose :

(H1) bet o sont des fonctions de classe C7, et leurs dérivées jusqu'a l'ordre 7 inclus
sont continues bornées.

(H2) festdeclasse CS, et vérifie : pour 0<i <86,
InelN,3ceR+, |fOx)|<c(x|r+1), VxeR.
(Hy) IMeR* , VxeR , |o2x)| <M (1+x]).

Alors le schéma défini par (15) conduit a l'estimation :

3e>0 w;:%  NelN* , |EfX7)-E fXp)|<ch?.

Démonstration du théoréme IV.1. Les fonctions b et ¢ étant globalement
lipschitziennes, il existe une constante C > 0, telle que pour tout x € R,

16G)| < ¢ (Jx] + 1)
lo@)| e (x| +1).

Cette remarque est 'hypothése (H3 ) permettent d'affirmer que la condition (Cy)
est vérifiée (voir proposition I11.3).

Par ailleurs, en utilisant (15), on montre sans difficulté que ce schéma
satisfait (Co).

Donc, sous les hypotheses (H1) et (Hg), le théoréme I11.1 s'applique.

IV.2 - Deuxiéme version du schéma de Milshtein.

Dans son article, Talay propose une autre version du schéma de
Milshtein :
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r—
Xo=Xo
— - - 1 -
1 —
(16) J +5 00'(Xp) (ABp1)?

+3 (bo"+b'0+ 5 626" (X ). (ABps D

1 ” v
45 (bb+ 5 b"a2) X A2

Essayons de comprendre comment on obtient ce schéma. La méthode
utilisée est la méme qu'au paragraphe IV.1, oui on a obtenu :

_ _ _ 1 —
Xp+1 =Xp+G(Xp)ABp+]_+(b— § 0'0") (Xp)h

1 - _ (ptDR
+5 60'Xp)(ABp12+0bX ) [ (s-ph)dB;

ph
(14) < _ (p+Dh _ 2
+b'0Xp) [ (Bs—Bpr)ds+bb'Xp) 5
ph
1 _ (e 1 _
+50"02Xp) [ (Bs—Bpn)2dBs+ g b"o2(X)h2 .
ph

Les termes contenant des intégrales sont difficilement simulables. Talay

en donne une approximation, en remplagant (s — ph) par sa valeur moyenne
(p+1)h

sur [ph,(p+Dh] : j (s —ph)ds = 12‘—
ph

De méme, il remplace (Bs — Bpp)2 par son espérance : (s — ph).

(@+1)h

.o'b()_(p) f (s — ph) dBg devient alors o'b(i’p) %‘ (A Bp+1) .
h
i (p+1)h (p+Dk
. Par la formule de Ito, | (Bs—Bpn)ds=hABp,i— [ (s-ph)dBs,
ph ph _
_ (ptDh
donc b'a(Xp) j (Bs — Bpp) ds est remplacé par
ph
h h
hABp+1_§ ABp+]_=§' ABp+1 .
1 _ (ptDh
‘g c"02(Xp) j (Bs - Bpp)? dBg est remplacé par
rh

2 0"a%Xp) % (ABpu)



On obtient ainsi le schéma (16).
De méme que pour la premidre version du schéma de Milshtein, on a :

Théoréme IV.2. (Talay) On suppose que les hypotheéses (H1), (Hz2) et (H3) sont
vérifiées. Alors le schéma défini par (16) conduit a l'estimation :

3c>0,Vh=1%v (NeIN*) , |E fXT)-E fXT)|Sch2.

Remarque. L'hypothése (H3z) est peu naturelle et restrictive.
Malheureusement, elle semble indispensable pour que l'ordre de convergence

des schémas de Milshtein soit en 0(h2). (voir proposition II1.3 et la remarque
I11.3.1).

En outre, le calcul des valeurs prises par les dérivées secondes de b et ¢
peut se révéler cofiteux en temps-calcul.

Ceci justifie l'introduction d'un nouveau schéma, du type Runge-Kutta
d'ordre 1, que nous désignerons par "schéma Monte-Carlo Runge-Kutta" ou
"schéma MCRK" et palliant les défauts du schéma de Milshtein.

V - LE SCHEMA MCRK.

Le schéma MCRK, proposé par Talay, est construit en empruntant aux
Equations Différentielles ordinaires la méthode de Runge-Kutta. Exposons ce
travail effectué par Talay.

Considérons 1'équation différentielle ordinaire :

{y(0)=yo
y'(&)=Ffy®) , 0<t<T.

Le schéma d'Euler (¥p), construit & I'aide d'une discrétisation de [0,T7],
de pas h, s'écrit :

Yo =50

- - - T
Yp+1=Yp+h f(3p) , p=0,1...,7{ -1.

On suppose f de classe C3. On peut trouver une constante ¢ (dépendant

éventuellement de T) telle que Vp=0,1,..,.N =—}€ .

FGplsc , IFGplsc , IFGpl<c
Fomlse , IFommlsc, Foml<c.



- Montrons que |y(h) — 71| £ cte A2
¢
Ona y()=y(0)+ I J(¥(s)) ds, et 1a formule de Taylor donne :
0
t
¥®) =y(0) +¢ fyON + [ () - ¥(0) £ (5(0)) ds
0

t
+[ 08)-yOR F©) ds , YO SESHEs).
0

De méme, ¥(8)-y(0)= [ flyw)du
0

=5 fyO) + | Gw)-y(0) F GO du+....
0

Donc VO<t<h,
2
O = 30) + t fo0) + 5 FO0) fy0) + 0RY)

Yo=y0,donc y1=y0+h flyo.

On en déduit : )
YW -51="2 Fl0) fo0)+ 03

ie. |y(h) - 51| < cte. A2

- Montrons que la convergence de jy vers yr est d'ordre A.
(p+Dk
Soit p2 1, y(P+DR) =Fpr1=y0+ [ SO ds=Gp+h FFp)
0

(p+Dkh
Y@+DR) - Fpe1 =y -Fp+ | (o) - fGp) ds.

ph

7. )2
Bt Vph <5< @A, f6) - 1) = 006) - ) £Gp) + LETRE sy,

avec S -¥p=yph-¥Yp+ J' Sy(w) du
ph
=Yph =p + (s — ph) fypn) + 0(h2) .
D'ou : Sy(8) ~ fGp) = Oph = Yp) f'GFp) + (8 — ph) flypr) £ Gp)

+ (Yph ‘yp)z ’;’ f'@p) + 0(h2)
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(p+1h

et j S(8) — f&p)ds =h ypn —¥p) fGp)

ph
B -T2 £ Gp) + 0RD)

Donc en posant &p=yph—yp,0na:

epr1=€p+hep fGp)+ % 53 S Gp)+ 02,

ou  0(h2) est indépendant de p.
£1 étant en 0(h2), il est aisé de voir que gy est d'ordre N x 0(h2) = 0(h).
On a montré que la convergence de ¥y vers yr et d'ordre A.

Nous pouvons améliorer cet ordre de convergence, par la méthode du
"point milieu".

En effet, montrons que |y(h) - (2 5"’21/2 - i’{) < Cte h3 , yh/2 gignifiant que le pas de

discrétisation est % :

~hi2 h ~h/2 ~h/2
2y, -y, = 2y1 +hfG17)-y0—-h flyo)

Yo+ B Fyo+2 foo)
2
= yo+h flyo) + % f50) f'&o) + 0(h3)

et on a montré que :
2
Y =30+h Fo0)+ 5 Fly0) fiy) + 0h3),

On a donc bien :
ly(h) - (2 742 - 5%) < cte A3 .
Posons
Y0=y0
§1=370+hf(370+%f(70)),

et interprétons cela comme les premiers termes de la suite récurrente (¥ p)
définie par :

Tor1 =Fp+h fTp+ % ST
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Ceci définit un nouveau schéma de type Runge-Kutta d'ordre 1 (ou
schéma du point-milieu). Montrons que pour ce schéma, la convergence est

d'ordre A2 :
(p+Dk

YorDh ~Forl =Vph~Tp+ | L0~ FGp+ o fGp) ds
ph
- h __
avec Sys) = fGp + 3 S
- h ._ o — - — (.
=0 -Tp— 5 SO fGp+ 2 fTN+s-Tp- fT 223 4

- h — ¢
et Ys=Y¥p—g SOUp)=yph-¥p+ ] f(v(u))du—% SGp)
. ph

_ h
=Yph —¥p + (s —ph) flyph) -5 f&p) + 0(A2) .
On obtient donc :

_ _ U T
Yp+1)h —Yp+1=Yph —Y¥Yp + h(?ph 'yp) f'(Yp + 2 f(bb))
+ Oph -T2 £ Gp + 2 FTN

v h .  h2 —
o+ % G e (Foph)=F ) +0(h3).
. ~ -
(yph—yp)f'@—p)"‘---

En posant €, =ypn —yp, on obtient alors :
Y21, epi=ep+hep FOP L FT)
v& Gk S nre, e FG+ R 7 £
+ch3.
€1 étant d'ordre /3, on montre facilement :
gy est d'ordre N . 0(A3) = 0(A2) .

Ceci prouve que la convergence de y7 vers y7 est d'ordre h2.

Nous avons construit un schéma dérivant du schéma d'Euler (qui est

~hi2 _h
1>

d'ordre A), car : _}7]; =25, -5, et ce nouveau schéma est d'ordre A2.
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Appliquons cette méthode aux équations différentielles stochastiques : nous
allons construire un schéma de discrétisation dérivant du deuxiéme schéma
d'ordre h, donné par :

r

= sh =h 1 S
Xz+1=Xp+ a(Xp)ABp+1+ b- 5 00 )(Xz)h

| R
(10) < +5 00 (Xf;)(ABP+1)2 ,» avec ABp1=B@p+1)n—Bph

Nous définissons les premiers termes du schéma MCRK par :
X5 =X0=Xo
x=2%;"-X].

Posons X, =5(}11’ ? = Xo + o(Xo) (B2 - Bo) + (b - % ac’) (Xo) %
+ % 00'(X0) (Br/2 — Bo)? .
On peut alors écrire :
X} =Xo + (2 0(X0) Busz - Bo) + 2 o (Xg) (Bh, ~ Bi2)
— 0(Xo) (Bn — Bo)}
+(b-3 a0) @h
+ {06’(X0 ) (Bh2 - Bo® + 60’ (Xy) (Bp, — Bpy2)?
—% o0’(Xo) (By, — Bo)?} .

On interpréte alors}-(:)l et'}_(}f comme les deux ﬁremiers termes de la suite

récurrente :
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Xo=Xo
= = = 1 n,= B
Xp =Xp+ oXp) (B(p+1/2)h - Bpp) + (b - 5 00 ) Xp) 9
1 .S
+5 00" (Xp) (B(p+1/2)h — Bpn)?

Xp+1=Xp + {2 0(Xp) (Bp+1/2)h — Bph) + 2 0(5(;) (Bp+1)h — Bp+1/2)n)

%)) ~ 6(Xp) (Bp+1)h — Bpn)}

+(b—-21- oo’ (X;)h

+ {00’ (Xp) (Bp+1/2)h — Bpn)?

+00'(X3) (Bp+1)h — Bpr1/2)n)?

1 S
-5 00'Xp) Bp+1)h — Bpr)?} .

.

Théoréme V.1. (Talay) Sous les seules hypotheses (H1) et (H2), le schéma MCRK,
défini par les égalités (17), conduit a l'estimation :

de>0, Vh=NT- (NeIN*), |E fX7)-E fXT)| <ch?.

Démonstration du théoréme V.1. En utilisant le développement de Taylor
suivant :

F&) = f &) +10(X,) Bips 1/ - Bot) + b — 3 00) Xp) 2

+5 00'(Xp) (Bipsva - Bpn)?) £ Xp)

+ {062(Xp) B(p+1/2)h — Bph)2 + 02 6'Xp) (B(p+1/2)h — Bpn)3

+0Xp) (b -5 00" Rp) h Bipry2yh - Bpn) £Xp)
+ 0(h2),

on peut obtenir une expression de Xp+1 en fonction de Xp et on montre alors que
le schéma MCRK vérifie la condition (Cg).
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Par la proposition II1.3, il vérifie également la condition (Cyp).
Donc sous les hypotheéses (Hj) et (H2), le théoréme III.1 s'applique.

Grice a la méthode Runge-Kutta appliquée a (10), nous avons construit
un schéma plus simple que le schéma de Milshtein, par le fait que les dérivées
seconde de b et o n'apparaissent plus. Cela est appréciable du point de vue
numérique, car le calcul de la valeur prise par ces fonctions, a chaque pas
d'itération, peut s'avérer coliteux en temps de simulation.

Pour la méme raison, au prochain paragraphe, nous nous intéressons a
un cas particulier d'E.D.S. : celles pouvant s'écrire sous la forme d'E.D.S. de
type Stratanovitch, mais sans drift. Ainsi, la fonction b n'apparait plus dans le
schéma d'approximation.

Par ailleurs, la méthode de Runge-Kutta dérivant du schéma d'Euler
permet d'éliminer également la fonction ¢'. Dans ce cas particulier, nous
obtenons donc un schéma trés simple, ou seule ¢ apparait.

VI - LE SCHEMA RUNGE-KUTTA-STRATANOVITCH.

Commencons par rappeler certains résultats concernant l'intégrale
stochastique au sens de Stratanovitch. (voir par exemple le livre de Ikeda,
Watanabé).

VL1. Relation entre intégrale de Ito et intégrale de Stratanovitch.

Définition VI.1. Soient X et Y deux semi—martingales continues. On définit
l'intégrale de Stratanovitch de Y par rapport a X par :

t t
[ Yodx=| YdX+% <Y X>.
0 0

Remarques. . L'intégrale de Stratanovitch n'est définie que pour Y semi-
martingale.
. Si X est a variation finie,

j YodX=j YdX , -car Y estcontinue.

Proposition VI.2. Considéronsl’E.D.S.ausensdeStratanovitch :

t
(18) Y;=Yo+ j o(Y)odB, , tel0,T1,
0

oil ¢ est une fonction de classe C2, & dérivées premiére et seconde bornées.
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Alors Y est solutionde l'’E.D.S.de Ito suivante :

t t
Yi=Yo+ | o(¥pdBs+y | o(Wo¥ds , te[0T].
0 0

Démonstration de la proposition V1.2.

t t
j o(Ys)odBg = I o(Y,) dBg +% <o(Y),B>;
0

0
t

¢
et par la formule de Ito : o(Y;) = _f o'(Yg)dYy +§1 j o"(Ys) d<Y,Y>;
0

0
14 t

t
d'otr : j o(Y,) 0 dB; = j o(Y;) dB; + j o'(Ys) d<Y,B>; .
0 0 0

)=

Par hypothese, <Y,B>; = <j o(Ys) o dBg,B>;
0
=<[ o(Y;) dBg,B>;
0

t
= j o(Ys)ds .
0

On obtient donc :

¢ ¢ ¢
[ o(¥)o0dBs=[ oY) dBs+3 | oo'(¥y)ds.
0 0 0

oo’ n'est pas globalement lipschitzienne, si o est non borné, car oco’(x)-
oo’(y) = o(x) (0'(x) - 0'(¥)) + 6'(y) (6(x) - 6(y)) = pour chaque x, 3 K(x) tel que
pour tout y, »

loo'(x) — oo'(y)| < K(x) |x —yl|.

oo’ est localement lipschitzienne.
Mais on sait que ¢ est lipschitzienne, done |o(x)] < K(1 + (x)).

Le caractére "localement lipschitzien" + croissance linéaire de ¢ suffisent a
assurer l'existence et 1'unicité de la solution de :

¢ t
Yi=Yo+ [ o(¥)dBs+3 | 0o'(¥o)ds.
0 0

On peut "revenir en arriére”, ce qui assure l'existence et 1'unicité de la
solution de I'E.D.S. de Stratanovitch (18).
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Application. Si on veut résoudre (ou discrétiser) une E.D.S. de Ito de la forme :

¢ .t
Y;=Yo+ [ o(¥o)dBs+ | b(Yy)ds,
0 0

avec b(x) =‘;' oo'(®),
alors on peut se ramener a 'E.D.S. de Stratanovitch correspondante.

¢ t
dB Y,
Exemple. Y; = & - 2
‘ ! 1+Y { (1+¥2)3
¢

a la méme solution de 'E.D.S.: X; = _[ 1

0 1+X§

ds

o0dB;.

VI1.2. La méthode Runge-Kutta.

Les résultats énoncés dans ce paragraphe V1.2 sont tirés de l'article de
Riimelin. Le théoréme VI.3, qui fournit des schémas de type Runge-Kutta
convergeant en moyenne quadratique vers la solution de certaines E.D.S,, y est
démontré et ne présente pas de difficulté.

Considérons 1'E.D.S.
4 t
W X:=Xo+[ oXs)dBs+ [ b(Xy)ds,
0 0

avec o et b fonctions lipschitziennes.

- Le schéma d'approximation le plus simple est le schéma d'Euler (voir
paragraphe I1.1) qui s'écrit :

- Dans le cas déterministe, un schéma plus précis est le schéma de Heun. Il
peut se traduire pour les E.D.S., en définissant :

- - 1. = ~ ) ~
Xpi1=Xp +5 [0+ oZy N ABpiy +5 &) +bE N A,
L g . : .
ou X" est le prédicteur d'Euler, défini par :
XV =X, +0(Xp) ABpiy+b&p) b
Mais ce schéma converge en moyenne quadratique vers la solution de :

dY; = o(¥) dBy + (B(¥D +3 oo’ (¥p)dt
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qui correspond & la solution de (1), interprétée au sens de Stratanovitch
(Résultat prouvé par Mc Shene (1974)).

Ces deux schémas sont en fait du type Runge-Kutta, et nous pouvons
généraliser cette méthode.

Définissons le schéma de Runge-Kutta d'ordre (m+1) :
Xo=Xo

Xp+1=Xp+Z piKih+Y, ¢jGjABp.1
=0 70

avec Ko=bXp) , Go=0Xp)

—~ 1 —

X;, )=Xp +B10 Kok + v10 Go A Bp+1
K1=b&D) , Gi=o&)

~ 2 —
Xﬁ, )= X, + (B2o Ko + B21 K1) h + (y20 Go+ 121 G1) A Bpa1

(19) K2=b&)) , Gz=0X)
X‘m) j_( m~1 m-1
p —Apt Z Bmpr Kp b + 2 Ymk Gr A Bpi1
k=0 k=0

Kn=b&™) , Gn=o®&™

m m

et 3 pi=) g=1.

F= R =

L
Théoréeme V1.3. (Riimelin) Considéronsl’E.D.S.

t t
) Xe=Xo+[ oXs)dBs+ [ bXo)ds , tel0,T],
0 0
o b et o sont de classe C2,a dérivées premiére et seconde bornées.

Alors le schéma de Runge-Kutta d'ordre (m+l), défini par (19), converge
unijformément en moyenne quadratique vers la solution de :

dY;=o(Yp) dBs + (b(Yy) + A oo'(Yy)) dt
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avec A=0pourm=0
m J1
A=Y qi Y, Vk,pourm21,
F1 k=0

Remarques. a) Pour la convergence en moyenne quadratique, il y a une grande
liberté de choix des coefficients gj, pj, 7ij, Bij, et la limite est indépendante des
coefficients pj, Bjj. Par contre, pour obtenir une convergence d'ordre h2, nous
devrons imposer des conditions supplémentaires , restreignant fortement le
choix de ces coefficients.

b) Pour comprendre la signification du scalaire A, examinons le
schéma d'ordre 2 :

X1 =Xy + (g0 oXp) + g1 6&L) A Byt + (oo 6Xp) + p1 AN B,

~ 1 —_ — —
avec Xl(7 )=Xp + B10 b(Xp) h+7v10 C'(Xp YA Bp+l,

convergeant vers la solution de :
dY: =o(Y:)dB; +(6(Y;)+A oo’ (Yp) dt;

.pour gqo =po=1, 4 =0, on retrouve le schéma d'Euler et
cela correspond a interpréter (1) au sens de Ito,

1 . |
.pourqo=9g1=po=pi1=gy, Bio=710=1, A= g, 0n retrouve

le schéma de Heun, et cela correspond & interpréter (1) au sens de
Stratanovitch.

Il est intéressant de noter que chaque valeur de A correspond & une
certaine définition de l'intégrale stochastique.

VI1.3. Construction d'un schéma d'ordre de convergence h2 : le schéma
Runge-Kutta-Stratanovitch.

Pour ses schémas de discrétisation, Riimelin a seulement obtenu une
convergence en moyenne quadratique. Nous allons maintenant montrer, par
le critéere de Talay (théoréme III.1) qu'il en existe un dont la vitesse de
convergence soit d'ordre A2,

Considérons désormais I'E.D.S : ¢ € [0,T],

t t t
20) X;=Xo + [ o) 0dBy=Xo+ [ 0(Xp)dBs+3 | 0o’ ds,
0 0 0

ou o est de classe C8, A dérivées jusqu'a 1'ordre 8 continues bornées.
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Par le théoréme VI.3, le schéma de Runge-Kutta d'ordre 4, défini par

(19), avec b =0, et 1 =-2l , converge uniformément en moyenne quadratique vers

la solution de (20). Explicitons clairement ce schéma, en ne conservant que les
termes d'ordre au plus 42 (en espérance) :

)—fo =Xo
Xp+1=Xp + (g0 Go+q1G1+92 G2 +q3 G3) A Bpy1,
avec Go= 0'(5(1,)

Gi1= O'(X;, )) , avecX; )=Xp + 710 Go A Bp+1
Ge = G(X;Z)) , avec 5(;2) =)—(p +v20 Go A Bp+1 + v21 G1 A Bpyi
G = 0'(1?23)) , avec 5(;3) =)_(p +(y30 Go+ 131 G1+ v32 G2) ABp,1 .

Pour ce calcul, nous noterons : ¢ =0(X;), AB=ABp,;.

.5(1(,1)—)_(1, =y100AB

{1 H) 3 P~ 6 ) I o "
Gr=0& =0+ & -Xp o' + & -X)2 G+ —5—— o” +..
2 3 3 "
Y 10 Y 100°0
donc | G1AB=cAB+y1900 ' AB2+ 7020"AB3+ —-—g———“AB‘*
+0(ABS) .
2
721710

'Xf’z) ~Xp =(y20+ 720 0 AB+7y21 710 00" ABZ + 626" A B3

3
721710
+— 6 03 ¢’ A B4 + 0(AB5)

"

G2=a(5f§,2))=o+(5{;2)—5(p)a'+(5{§,2)—}_fp)2 92- +(fp2)..j'(p)3 %+"'
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G2AB=0AB+(y20+y21)00'AB2+y217v100'c2AB3

2
Y217 10 Q ot

done + 5 026'c" AB4+(y20+721)% a"’%—' AB3

it

3
+(r20+721) 721710 020° 0" AB4+(y20+ 7213 © 55— AB4 +0(ABY) .

1 2 2 " 3
+35 (731719 + 732(r20 + v212) 02 0" A B

1 3 3 3 " 4
+g (r31770+732(r20+ 72109 03 0™ AB

+ 732 Y21 Y10 0 62 A B3

1 n ’
+ 732 21 Y10(3 710+ 720 +721) 0" 0" 02 A B4+ (A BY)

"

Gs= 0(5{;3)) =0+ (5(5,3) -Xp) o'+ (5(1(,3) - Xp)2 92— + (5(5) ~Xp)3 %- + ...

donc G3AB=0AB+(y30+ 731+ v32) 66’ A B2
+(y31 710 + v32(y20 + ¥21)) 0 62 A B3

1 2 ’ "
+3 (731739 + 732(v20 + 21)2) 02 0’ 6" A B4

1

+5 (v30+ 731+ 7322 02 0" A B3

+(v30 + Y31 + 732) (¥31 Y10 + ¥32(y20 + 721)) 02 0’0" A B4
1 o

+5 (r30+731+732)3 03 0™ AB4

+732 21 Y10 0 63 A B4 + 0(A B5).

On obtient le schéma suivant :
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'Xp+1 =Xp+(Qo+q1+q2+q3)ABo
+ (g1 710 + q2(v20 + v21) +@3(y30 + Y31 + 732)) 00’ A B2

2 c2¢”
+(q1 710+ 92(r20 + 7212 + qa(y30 + v31 + v32)?) —5— A B3

3
+(g2 v21 710 + q3(y31 Y10 + v32(y20 + 721))) 6 62 A B

3 c3c"”
(21) +(q1 710+ q2(20 + 2103 + q3(v30 + y31 + v32)3) —— AB4

1 2
+lg2 G v21 710+ v21 Y10(720 + Y21))

1 2
+q3 (5 (731 v19 + v32(v20+721)?) + (¥30+731+732X7¥31710 + ¥32(v20+ Y21)))]

x 02 ¢’ ¢" A B4
+q3 7327217100 63 A B4,

L

. La premiére condition est :
4o+ g1+ g2 +q3 = 1 (par hypothese).

. Afin d'obtenir un schéma d'ordre de convergence A2, nous souhaitons qu'il
vérifie la condition (C2) du théoréme III.1.

Dans (Cy), il faut remplacer b par% co’,

b: l 12 _1_ " bn §_ ' _]_~ "e
par 5 0“+5 oc”, b"par 5 6’0" +5 00"

En identifiant terme a terme l'expression E()—(p+1 —Xp | ¥ p) (respective-

ment E[(Xp41 ~Xp)2 | Fp)) calculée a partir de (21) et Cg (i) (respectivement Cg
(ii)), on obtient les conditions suivantes imposées aux coefficients g; , 7;; :

1
[2]  g1710+g2(r20+ v21) +q3(y30 + ¥31 + 732) = 3
1
q3 Y32 721 Y10 =94

1 1
g2 721 Y10(5 Y10+ 720 +v21) +q3(v31 Y10(5 710+ Y30+ Y31 + ¥32)

1 1
+v32(v20 + v21) (5 (v20+ 720+ 730+ 131+ 7v32) =@

3 1
[5]  q17ip+a2(r20+ 7203 +gs5(r30+ 731+ 1328 = 7
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1
[6] g2721710+93(r31 710 + v32(v20 + Y21V = §
2 0 1
q1 710 +92(r20 + 202 + q3(y30 + 131+ 1322 = 3 .

En posant a = y19, b=7v20+ ¥21,¢ = Y30+ Y31 + Y32 , on peut résoudre le
systéme d'équations , @, [__5_l et|7]:

(qo+q1+g2+93=1

1
aqi1+bqe+cq3=—g

1
a2 q1+b2qa+c2q3="3

1
(adq1+b3q2+c3q3="7,

qui admet les solutions élémentaires suivantes :

1
Il reste alors & résoudre : y20+721=95 , Y30+731+7v32=1,

1

73272155
1
(6] : vo1+5 (v31+ y32) =1
:6 721+ 5(y31 +732) =8,
1 1

et on trouve : y10=3, Y20=730=731=0, v21=5 , 732=1

Finalement, on obtient le schéma de discrétisation suivant :
(—-
Xo=Xp
= = 1 1 1 1
Xp+1 =Xp+(é‘ Go+ 3 G+ 3 Go+ 6 G3)ABpi1
avec Go=o(Xp)

(22) < 7
G1=0Xp+5 GoABpi1)

= 1
G2=0Xp+35 G1ABp1)

\ G3=G(XP+G2ABp+1).
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Théoreme VIL.4. Considéronsl'E.D.S.suivante:

t t
tel0,T], Xe=Xo+ | oXy)dBs+3 [ 0o'(Xy)ds.
0 0
On suppose les hypotheses (H1)' et (Hg) vérifiées :

(H1)' © est une fonction de classe C8, et ses dérivées jusqu'a l'ordre 8 inclus sont
continues bornées.

(H2) festdeclasse C8, et vérifie : pour 0<i <86,
dnelN,3IceR+, |fDx)| <c(x|r+1),VxeR.

Alors le schéma de Runge-Kutta—Stratanovitch, défini par (22), conduit &
l'estimation :

%>0,Vh=2 ,NeIN*, |E AXp) —E f&p)| c h?.

Démonstration du théoréme VI.4. En utilisant des développements de Taylor
pour (1, G2, G3, on montre facilement que la proposition II1.3 s'applique : la
condition (C;) est donc vérifiée.

(C2) ()
(Co) (i)
que (Cg) (iii) a (vi) le sont également. Sous les hypotheses (H1)' et (H2), le
théoréme III.1 s'applique. ’

Les conditions { sont vérifiées par construction et on montre facilement

Remarque. Lors des tests numériques, nous avons comparé les performances
respectives des schémas de Runge-Kutta-Stratanovitch d'ordre 3 et 4.

Pour les exemples considérés, la précision est du méme ordre, et le schéma de
Runge-Kutta a 1'ordre 3 est un peu plus rapide.

Malheureusement, ce dernier ne peut vérifier la condition (Cg), quel que soit le
choix des coefficients gj, 7;j : le terme en 00'3 n apparalt pas dans le schéma de

Runge-Kutta a l'ordre 3. Or, il apparalt dans Cz(l) bb = (oa 3 +020 o)

Nous ne connaissons pas l'ordre de convérgencé..,dé. ce schéma :
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Xo=Xo
= = 1 2 1
Xp+1 =Xp+(§ Go+ 3 G1+ 6 G2)ABp41

o\

avec Go=o(X p)
G1=0Xp+5 GoABps1)

L G2=0(Xp+2G1ABp41) .

VII - TESTS NUMERIQUES.
VIL1. Les méthodes de simulation.

a. La simulation du mouvement brownien.

Nous avons 2 simuler les variables aléatoires A Bp+1 = Bp+1)h — Bph,
pour 0 < p < N-1. Ces variables aléatoires sont deux & deux indépendantes, de
méme loi normale ¥ (0,A).

Il suffit donc d'obtenir des tirages indépendants de la loi normale centrée
réduite (que l'on multiplie ensuite par \/Z ):

- nous utilisons les générateurs aléatoires & congruence linéaire suivants,
cités dans le livre de Hammersley :

Nguiv=a*xn modm
X=nguiv/m ,
puis on recommence avec n=ngyjy .

Nous I'avons testé pour a =317 |, m =229,
puis a = 16807 ,m =231 -1,

Les résultats obtenus sont du méme ordre dans les deux cas. Les valeurs
prises par x sont indépendamment uniformément distribués sur [0,1].

- Pour simuler des tirages indépendants de la loi #(0,1), on utilise alors la
propriété suivante :

Soit V = (r cos 6, r sin 8) uniformément distribué sur le disque unité. Alors les
variables aléatoires

Yi=cos 8xV-2Logr2 et Y2 =sin 6 x V-2 Logr2

sont indépendantes et de méme loi #/(0,1).
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On obtient donc l'algorithme suivant, u@l désignant l'appel au
générateur aléatoire :

10 Vi=2ugl-1
Vo=2upl-1 ; W=Vi+Va

if (W> 1) goto 10

Y =V-2Log(W)/W
Yi=VixY ; Y2=VaxY.

b. La méthode Monte-Carlo.
La méthode Monte-Carlo permet de déterminer une valeur approchée de

l'espérance de fonctionnelles de X; (0 < ¢ < T) (X; est la valeur approchée,
donnée par le schéma de discrétisation, de la solution Xj).

Toutefois, nous allons voir que dans certains cas, il faut étre prudent quant a
I'interprétation des résultats obtenus.

- Soit X; une solution approchée d'E.D.S.
On simule N réalisations indépendantes de X :

Xfi), 1<i<N. Alors, d'aprés la loi forte des grands nombres,

1 N 5—((,; p.s. —
= E
N z=21 N t)) —E‘: X7l

L& 0 o
N Y f(Xg ) est un estimateur fidéle de E[f(X})].
i=1

- En outre, posons Etz =var f(X;) : le théordme de la limite centrale nous donne :

- k
Lim P & -E <28y [ oo g
1m INZ t \/— \/-—_L

i=1

ce qui signifie que pour N suffisamment grand,

lP[IN ,_21 F&D - Ef(Xt)I<WV‘— =Pk

avec pg=0,95, pg=0,997, pgg= 0,999,

Ce qui nous intéresse est l'erreur "totale" :



N .
B fX) -5 Y FED

i=1
_ _ N —:
< |E fX) - B FD| + E &) -7 3, FED
=1

Les schémas d'approximation nous permettent d'obtenir

|E f(Xy) - E fXp)| <c he

(a =1 ou 2 pour les schémas étudiés).

Si on veut conserver cet ordre de convergence, la méthode Monte-Carlo
doit également vérifier :

- N (e
Ef&D] -3 Y, FED)| < he.
=1

’ : o .
Or, nous avons vu que l'ordre de convergence est en \f_li\l—— , ou N est le

nombre de simulations.
Il1 faut donc effectuer N = E'tz x h—2@ simulations, pour obtenir une

convergence d'ordre A2,
Remarque. Soit 6~ = var f(X}), 5- = var f(Xy).
Al 2 —2 - " o "
ors o, — 0, est “négligeable” :

o =E f2Xy) - (B fXp)?
donc IG? - Btzl < |E f2X;) - E f2Xy)|

g

en O(h%) (si 2 vérifie les mémes hypothéses que f).

+ |E fXp) - E fXp)| x |E fXp) + E fXp)]

W &_—’Wﬁ——/
en 0(h%) borné

Io? —’Etzl <che,

- Le o; apparaissant dans la formule est un facteur limitant pour cette
méthode dans de nombreux cas.

Examinons un exemple :

pour A = 0,1, a =2 (i.e. une précision de 10-2), il faut effectuer 10 000 x Etz

simulations.
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. Supposons que f(X;) = Bf : O'tz = 2t2
pour ¢ = 1, cela ne pose pas de probléme, mais pour ¢ = 10, il faut effectuer
2 000 000 simulations, ce qui nécessite au moins 10 heures de calcul sur SUN.

. Supposons maintenant que f(Xp) = B? ,

[
alors otz =96 4.
Pour ¢ = 10, il faudrait effectuer 1010 simulations !
- 1l existe une méthode permettant d'étudier le comportement asymptotique de
E f(X;), dans le cas ou o; croit avect :

N .
pour un nombre N réalisable de simulations, on calcule % 2 f(th)), et on
)

essaie de déterminer une "tendance” de cette moyenne estimée.

I A(Y)
N .
~_ % > f(Xﬁ‘))
i=1
r st

N .
S'il existe une fonction 7 telle que Il\l 2 f(Xgl)) ~ 1(t), on calcule alors

i=1

g(t,iﬁi)), avec g(t,iﬁi)) = f()—(;i)) / 1(t) pour diminuer la croissance en ¢ de o.

Mz

1
Ni:_-

—

On peut recommencer plusieurs fois cette méthode :
1 &
N D GED/0) - ...
i=1

Ainsi, on obtient une estimation correcte de la valeur de E £(X;).
VIL2. Résultats des tests numériques.

Nous avons considéré 1'équation-test suivante :

Xo=0
t t
23) dB, X,
Xt= - ds.
£ 1+X2) £ 1+X2)8

Pour pouvoir tester les différents schémas de discrétisation, il nous faut
trouver une fonction f telle que E f(X;) soit connue.
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On vérifie qu'il existe une fonction F, telle que

1
X;=FBy) , F'(By) =1+F B2

gy = ——2FBy)
F (Bt)-(1+F(Bt)2)3 .

La formule de Ito nous donne :

¢ ¢
1
FB)=[ F(BydBs+3 | F'(Bs)ds,
0 0
ce qui est (23).

On a alors une solution F vérifiant 1'équation différentielle :

-2F(x)F'(x)
(1+F(x)2)2

__—2F(@) )
T (1+F(x)2)3

N | PR
Y =112 » ¥(0) = 0 s'écrit :

Fx) = (donc F'(x) =

1
1+F(x)2

3
¥ +y y2=1, et en intégrant : y+%=x ,
3
F) vérifie F@) +12- =1,
X,

c'est-a-dire que X; + 3 = B;.
232
En prenant f(x) = (x + 3-) , qui vérifie (Hg),
on obtient E[f(X)] = E[B>] =1t .

Le pas de la discrétisation a été fixé a 0, 1 et le nombre de discrétisations
a 20.

Nous avons effectué 10 000 simulations de la variable Xp :}—(;1)"“350000)

pour chaque pas de la discrétisation. L'erreur a chaque pas est :

X(i)3
10000 , 10000 . P
— —_— wA _ 1 D)
°=Ph~ 15000 X &) =P ~ 565 2 &= 2.

£
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Finalement, nous avons calculé 1'erreur absolue moyenne sur les 20 pas

de discrétisation :
1 20

e=39 Y. lepl.
p=1

Nous avons constaté que les résultats dépendent sensiblement de la
valeur utilisée pour initialiser le générateur aléatoire. Aussi avons nous
effectué 10 expériences distinctes et calculé la moyenne sur ces 10 expériences.

Voici les schémas testés :
(a) schéma d'Euler
(b) deuxiéme schéma d'ordre h (version améliorée du schéma d'Euler)
(c) premiere version du schéma de Milshtein
(d) schéma de Milshtein proposé par Talay
(e) schéma MCRK
f{) schéma Runge-Kutta-Stratanovitch (d'ordre 3)
(g) schéma Runge-Kutta-Stratanovitch (d'ordre 4).

Pour les schémas (a) et (b), on droit trouver une erreur d'ordre 4 =0,1.
Pour les schémas (c), (d), (e), (g), on doit trouver une erreur d'ordre

h2=0,01.

L'ordre de convergence du schéma (f) est inconnu.

valeur de l'initiali-
sateur du générateur (a) (b) (c) (d) (e) ® ()
aléatoire
11234567 0,11 0,031 0,024 0,017 0,020 0,009 0,010
1234567 0,12 0,050 0,015 0,013 0,007 0,011 0,011
999 0,10 0,035 0,022 0,014 0,007 0,007 0,010
210967 0,12 0,045 0,013 0,006 0,014 0,005 0,004
5545 0,01 0,029 0,030 0,021 0,008 0,015 0,017
7 0,11 0,046 0,016 0,005 0,016 0,005 0,006
2 0,13 0,065 0,013 0,019 0,013 0,024 0,022
73 0,13 0,053 0,007 0,007 0,013 0,018 0,009
23487 0,12 0,042 0,017 0,008 0,005 0,004 0,004
123 0,13 0,057 0,005 0,009 0,012 0,016 0,013
Moyenne surles | 47 | 0045 | 0016 | 0012 | 0012 | 0011 | 0011
10 expériences
Temps de calcul 33" 36" 1'04" 1'01" 54" 36" 40"
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Remarque. Nous avons fait le méme test (A = 0,1 et 10 000 simulations) pour
100 pas d'itérations.
Mais comme f(X;)=B2, o2=22 , donc o3 =200.

Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, le nombre de
simulations (10 000) n'est plus suffisant pour que la méthode Monte-Carlo
fournisse directement une erreur d'ordre A2. Voici les résultats obtenus pour
100 itérations (moyenne sur 10 expériences) :

Erreur| 0,309 | 0,057 | 0,039 | 0,040 | 0,041 | 0,041 | 0,040

Temps | 242" | 257" | 516" | 504" | 426" | 3°00" | 320"

Conclusions.
(1) Les résultats confirment les ordres de convergence prédits par la théorie.

Pour le schéma (b), on trouve méme un résultat un peu meilleur que celui
attendu (0,05 contre 0,1). Cela est peut-étre dii a I'exemple choisi.

(2) En ce qui concerne la précision, les cinq derniers schémas donnent des
résultats quasiment identiques : il est impossible de les départager.

En outre, les schémas les plus simples (MCRK et surtout Runge-Kutta-
-Stratanovitch) permettent un gain de temps appréciable par rapport aux
schémas de Milshtein.

(3) Les schémas d'ordre A sont les plus rapides (presque deux fois plus rapide
que les schémas de Milshtein), mais pour obtenir une précision équivalente, il
faudrait multiplier le temps de calcul par 10.

(4) Les deux schémas de Runge-Kutta-Stratanovitch donnent la méme
précision, et celui d'ordre 3 est un peu plus rapide. Toutefois, ne connaissant
pas son ordre de convergence théorique, il est préférable de choisir celui
d'ordre 4. Le schéma d'ordre 3 ne se comporte peut étre pas aussi bien dans
tous les cas.

VIII - CONCLUSION.
Le but de ce mémoire était de construire un schéma efficace permettant

d'approcher, par la simulation, I'espérance de fonctionnelles de la solution de
I'EDS. :te[0,T],
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t t
X;=Xo + j o(X,) dBg + j b(Xs)ds .
0 0

Nous avons construit de tels schémas. Toutefois, il faut noter que les
ordres de convergence trouvés sont vrais en espérance, mais ne le sont plus
lorsqu'il s'agit d'étudier (X;) trajectoire par trajectoire.

Pour conclure, il convient de distinguer deux cas :
1
- 8i =3 oo’, alors le schéma de Runge-Kutta-Stratanovitch d'ordre 4

s'impose par sa vitesse de convergence et son extréme simplicité,

- dans le cas plus général b ¢%— oo’, le schéma MCRK convient le mieux. A

précision égale, il est plus simple, donc plus rapide que les schémas de
Milshtein.



