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Analyse multi-échelle et frontiéres de marches aléatoires

J.P. Conze et A. Raugi

Introduction

Les méthodes récentes d’analyse multi-échelle et la théorie des ondelettes peuvent étre
rapprochées des techniques utilisées en Probabilités dans ’étude des frontieres associées
3 une mesure de probabilité portée par un groupe opérant sur un espace.

En analyse multi-échelle, on considére un espace X et un groupe ou un semi-groupe
G opérant sur ’espace X et dont P’action vérifie une propriété de contraction. L’exemple
principal est celui du groupe affine opérant sur JR. Les bases d’ondelettes sont construites
a partir d’une fonction solution d’une équation de convolution pour ’action de G sur X.
De fagon analogue, les y-frontieres sont obtenues a partir d’un groupe ou d’un semi-groupe
opérant sur un espace X et d’une mesure v sur X solution d’une équation de convolution
de la forme p * v = v, ou p est une mesure de probabilité sur G.

L’objet de cet article est de présenter une méthode d’analyse des fonctions définies sur
le support de la mesure invariante v d’une p-frontiere, analogue a ’analyse des fonctions
sur IR ou IR? dans des bases d’ondelettes.

Dans une premiére partie, nous commengons par un bref rappel des techniques utilisées
dans ’analyse multi-échelle, puis nous introduisons les idées principales de ’analyse des
p-frontieres que nous proposons. La deuxiéme partie est consacrée a une présentation plus
formelle de I'analyse des p-frontieres et a la preuve des résultats, qui reposent essentielle-
ment sur la théorie des martingales, dont la parenté avec les méthodes d’analyse réelle
de Caldéron et Zygmund sous-jacentes a l’analyse en ondelettes a été reconnue depuis
longtemps.

Les résultats présentés ici ont été résumés dans [2].

1. L’analyse en ondelettes et les u-frontieres

Au cours des derniéres années, deux types d’analyse en ondelettes ont été développés (cf.
[10]): Panalyse en ondelettes & temps continu d’une part, les développements en base
d’ondelettes orthogonales d’autre part. Nous rappelons brievement ces méthodes dans le
cas de la droite réelle.

Nous noterons G le groupe affine {g = (a,b),a > 0,0 € IR} opérant sur IR par
T — g.x=azx+b.



1.1. Transformées en ondelettes

Dans la premitre méthode, on considére une fonction test fixée ¢ € L*(IR), vérifiant
la condition d’admissibilité P
A
JEECIP

ol ¥ désigne la transformée de Fourier de 1. A toute fonction f dans L?(IR), on peut
associer la fonction H; définie sur G ou de fagon équivalente sur le demi-plan {(a,b),a >

0,b € R} par )
Hy(a,b) = [ f@)a™/y(*=)de. (*)

La condition d’admissibilité vérifiée par 1 assure la validité d’une formule d’isométrie

J1s@rde = [ [ e S ()

ol ¢y est une constante, et d’une formule d’inversion qui s’écrit formellement:

~b.d
@) == [ e oD G

a

1.2. Les ondelettes orthogonales

Dans la méthode des ondelettes orthogonales, on cherche a éviter la redondance en se
limitant aux coefficients H;(277,277k),j, k € Z de la formule 1.1 (*). On choisit pour
une ondelette orthogonale, autrement dit une fonction telle que la famille {t;x(.)} =
{29/%¢(23. — k),j,k € Z} forme une base orthonormée de L%(IR). Les coefficients
H(279,279k) sont alors les coefficients du développement de f dans la base orthonormée

{ix}

La base de Haar fournit un exemple simple de famille {¢;;} formant une base or-
thonormée, mais non réguliéres, de L2(IR). La construction d’ondelettes orthogonales
régulieres, due principalement aux travaux récents de Yves Meyer et Ingrid Daubechies

(voir [10]), peut étre décrite dans le formalisme de ’analyse multi-échelle de Stéphane
Mallat [9].

Soit Vj un sous-espace fermé de L?(IR) invariant par ’action des translations entiéres,
et tel que

f()eVo= f(./2) € Vh. | (C1)

La suite (V, = {f(2".), f € Vo},n € Z) forme alors une suite croissante de sous-espaces
fermés de L2(IR). Si cette suite vérifie

NVa = {0}, et UV, = IX(R), (Ca)

on peut effectuer une analyse multi-échelle de L*(IR) 4 I'aide de la suite (V,), qui constitue
'analogue d’une filtration dans les modeéles probabilistes.

On cherche a construire un sous-espace V; engendré par les translatées entiéres d’une
fonction ¢ de L?(JR). Plus précisément, on cherche ¢ telle que les translatées {¢(.—n),n €
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Z} forment une base de Riesz du sous-espace fermé qu’elles engendrent dans L%(JR). La
condition (Cy) s’écrit alors
#(z) =25 hud(22 — k), 1)
k

ou (hx) forme une suite de coefficients telle que ¥ |Ax|? < oo.

On reconnait 14 une équation de convolution pour P’action du groupe affine G sur R.
Considérons en effet le groupe G et la mesure discréte portée par G donnant la masse hy
& gr = (3,%), pour k € Z. L’équation (1) peut alors étre vue comme une équation de
convolution de la forme p * v = v, ot v est une mesure de densité ¢ par rapport a la

mesure de Lebesgue.

Pour certains choix du tableau &, il est possible de montrer P’existence d’une solution
réguliere de (1). On obtient ainsi une fonction ¢ dont les translatées par les éléments de
Z engendrent un espace Vp vérifiant la condition (Cy) et il n’est pas difficile de vérifier
de plus que la condition (C;) est satisfaite.

Il reste & construire 1 telle que la famille {1;;} forme une base orthonormée de L*(IR).
Si l'on se place dans le cas ol les fonctions (¢(. — n),n € Z) forment non seulement une
base de Riesz mais une base orthonormée de Vy, alors ¢ est donnée par la formule

$(z) = 23 (1) h1n(22 — n).

On vérifie en effet facilement que les translatées entiéres de 1 forment dans ce cas une
base orthonormée du supplémentaire orthogonal de V; dans V;.

La propriété d’orthogonalité impose des conditions algébriques au tableau de coef-
ficients (hi). Il peut étre intéressant d’abandonner l'orthogonalité au profit d’autres
propriétés. Une direction possible est celle des bases d’interpolation dyadiques. Un
autre choix consiste & prendre pour tableau de coefficients (ki) un vecteur de proba-
bilité (hx = 0,3t bt = 1). Si ce choix a Pinconvenient de faire perdre 'orthogonalité (en
dehors du cas particulier de la base de Haar), il offre plusieurs avantages: il conduit a
des opérateurs d’approximation positifs, il est généralisable & des situations géométriques
variées, enfin il permet de recourir aux outils fournis par la théorie des probabilités.

C’est ce point de vue qui nous a conduit a Panalyse des p-frontieres exposée ici. Dans
la suite de cette section, nous en donnerons une présentation rapide pour le cas de IR,
avant d’aborder dans les sections ultérieures le cas général et la preuve des résultats.

1.3. Analyse associée & une u-frontiére, le cas de R

Restons pour 'instant dans le cadre de 'action du groupe affine G sur IR. Si g est un
élément du groupe G, nous notons (a(g),b(g)) les coefficients de g.

Soit p une mesure de probabilité sur G vérifiant les conditions (%) suivantes:

[108" alg) u(dg) < +oo, [ log* blg) u(dg) < +oo,



et
/ log a(g) p(dg) < 0.

Désignons par (Yi)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace probabilisé (2, F, IP), & valeurs dans G, de loi x. Les hypotheses faites entrainent,
par la loi des grands nombres:

lim la(¥3)-.a(Ya) [ = eap( [ logalg) u(dg)) < 1,

et
limsup |b(Y,)|*/" < 1.

Pour tout z € IR, il en résulte que le processus
n—1
Y1..Ys -z = a(Y)...a(Yo)z + Y a(Y1)..a(Ye)b(Yii1),
k=0

converge IP-p.s. vers une variable aléatoires Z ne dépendant pas de z.

On en déduit que la loi ¥ de Z est 1'unique mesure de probabilité sur IR vérifiant
’équation de convolution p * v = v, et que la suite de mesures de probabilités (X,.v)n>1
converge IP-p.s. vers la mesure de Dirac éz.

Nous dirons que /R muni de la mesure v est une y-frontiéere.

Supposons que, pour u-presque tout g € G, la mesure g.v soit absolument continue
par rapport a v, condition qui est satisfaite, par exemple, lorsque p est discréete. Pour
tout entier n > 1, posons

T.f@) = [ < £ %2 5, B2 0) yr(dg) = [ Kale,w) ) (),

Knl@9) = [ 22 (2) 22 (y) 7 (dg),

La formule précédente est analogue & une formule de décomposition du type ondelette.
La mesure v est une mesure test, de méme que la fonction ¢ du paragraphe 1.1. est une
fonction test dans I’analyse multi-échelle. L’intégrale de f par rapport a la mesure gv
donne les coefficients de f dans le développement.

Le fait qu'il s’agit bien d’une formule de décomposition, ou d’interpolation pour f, est

assuré par le résultat suivant que nous démontrerons au paragraphe 3:

Si(X, v) est une (G, p)-frontiére, pour toute fonction f dans LP(v), on a: lim, T, f = f,
la convergence ayant lieu en norme L? pour p > 1, et ponctuellement pour tout p > 1.



2. Définitions, Notations et Exemples

Nous abordons maintenant la présentation de ’analyse des u-frontiéres dans le cas général.
Nous serons amenés a utiliser des résultats classiques concernant la théorie de I’espérance
conditionnelle et des martingales, que 1'on pourra trouver, par exemple, dans [11].

2.1. Définition.

Dans toute la suite, on désigne par G un semi-groupe (ou un groupe) topologique et
par p une mesure de probabilité sur les boréliens de G. La loi du semi-groupe G est notée
multiplicativement et on suppose que G posséde un élément neutre e.

On appelle G-espace, tout espace topologique E sur lequel G opére contintiment, c’est-
a-dire tel qu’il existe une application continue (g,z) — ¢ -z de G x E dans E telle que
ecx=zetg-(92-7)=(9192) z, Ve € E, Vg1,9; € G.

2.2. Notation. Si v est une mesure de probabilité sur un G-espace E, on note u * v
I'image de la mesure produit u ® v sur G x E par Vapplication (g,z) — ¢ - z. Autrement

dit nous avons :
t ./Ef(w) p*v(dz) = /G/Ef(g . z) p(dg)v(dz).

En particulier, en considérant G, lui-méme, comme un G-espace, on retrouve la convolu-
tion usuelle des mesures.

Lorsque p est une mesure de Dirac §, sur G, la mesure §, * v sera notée, plus simple-
ment, g.v.

2.3. Définition. On appelle (G, u)-espace tout couple (E, v) formé d’un G-espace E et
d’une mesure de probabilité v qui est p-invariante {(c’est-a-dire telle que u * v = v).

2.4. Exemples.

1. Soit G = {(a,b) : a > 0,b € IR} le groupe affine opérant sur R par: g-z =azx +b,
pour g = (a,b) € G et € IR. Pour tout entier naturel non nul r, considérons la
mesure de probabilité pu, sur G définie par:

1 r
pr =52 2 CFoa272).
k=0

La loi v, de la somme de r variables aléatoires, indépendantes et de loi uniforme sur
[0,1], est Punique mesure de probabilité y,-invariante sur IR. La mesure v, possede
une densité o, par rapport a la mesure de Lebesgue, portée par [0,r]. Pour r > 2,
r est une fonction de classe C"~2, polynomiale par morceaux, de degré r — 1.



2. Soit D = {z € € :|z| < 1} le disque unité du plan complexe. Soit G = {(p, ) €
C ?:|p| = 1,|a| < 1} le groupe des transformations homographiques du disque D;
z+a
sig=(pa)eEGetz€ D, g-2= T Notons K = {(p,0) : |p| = 1} le
sous-groupe des rotations de G. Le groupe G opére continiment sur le cercle unité
E = {z€ C :|z| = 1}. Si u est une mesure de probabilité sur G, invariante a
gauche par rotation (c’est-a-dire telle que, k.u = p, Vk € K), alors la mesure de
Lebesgue sur le cercle unité E est 'unique mesure de probabilité u-invariante.

Fonctions harmoniques et (G, p)-espaces

Dans la suite nous supposerons donne un (G, p)-espace (E, v), tel que E soit localement
compact a base dénombrable.

2.5. Définition. Une fonction H sur G, & valeurs dans R, est dite p-harmonique si,
pour tout g € G, l'intégrale [ H(gh) p(dh) existe dans IR et est égale & H(g).

Une fonction H sur G, & valeurs dans IR, est dite p-harmonique au sens large si, pour
p-presque tout g € G, Vintégrale [; H(gh)u(dh) existe dans IR et est égale a H(g).

2.6. Soit f une fonction borélienne sur E. Posons

= [ flg-=) vlde), (s€C).

La fonction ainsi définie est g-harmonique bornée sur G si la fonction f est bornée. Elle
est p-harmonique sur G, a valeurs dans [0, 400}, si f est positive. Si f est v-intégrable,
H¢(g) a un sens pour p-presque tout g € G. On définit ainsi une fonction y-harmonique
au sens large sur G. L’application f — Hy est une contraction de LP(E,v) dans L?(G, u),
pour tout réel 1 < p < +o0.

2.7. Exemple. Reprenons le second exemple de (2.4). Comme v est la mesure de
Lebesgue du cercle unité, la fonction Hy est invariante a droite par les rotations, c’est-a-
dire Hy(gk) = Hf(g), Vg € G, Vk € K. Le sous-groupe des rotations K est le stablhsateur
de zéro dans G; K = {g € G: g -0 = 0}. En posant

hy(g-0) = Hy(g), (g € G),

on définit alors une fonction hy sur le cercle unité D. Nous avons, si g - 0 possede la
décomposition polaire re?,

hi(g-0) = [ flg-o)v(da)
= / f(a:)———— (2)v(dz)

1-—r?

—_— — 14
- 27r/0 fle )1+r2-—2rcos(0—t)dt
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On reconnait dans la derniere égalité, le noyau de Poisson; la fonction hy est donc une
fonction harmonique au sens classique du Laplacien.

Dans cet exemple, le passage de f 4 H; s’interpréte donc comme la construction, de la
g f P

fonction harmonique (au sens du Laplacien) sur D ayant f pour trace sur le cercle unité
E.

3. Théoréme de convergence

3.1. On considére I’espace produit = GM*, muni de la tribu F de ses boréliens et de
la mesure produit JP = ®x+g. On appelle (Y} )i>1 les coordonnées de {2 et on pose

Xo = €,
X, = 1Y, V¥n>1.

On note: Fy la tribu triviale et, pour n > 1, on désigne par F,, la tribu engendrée par les
variables {Y; : 1 < k < n}.

La théorie des martingales permet de montrer le résultat suivant.

3.2. Proposition

i) Pour IP-presque tout w € §, la suite de mesures de probabilité (X,(w) - v)a>o0
converge étroitement vers une mesure de probabilité P(w,-) sur E telle que

v(ds) = /ﬂ P(w,dz)P(dw).

i) L’opérateur de transition, noté P, défini par

Pfw) = [ f(z)P(w,dz) (w € ),
est une contraction de LP(E,v) dans LP(2, IP), pour tout p € [1,+00].

i1i) Pour tout élément f de L'(E,v), nous avons
P-p.s.
Hi(Xa) " L EplPf|F.).

w) Le processus {H;(Xy,) : n > 0} converge, IP-p.s. et au sens de LP(Q, IP) vers Pf,
pour f € LP(E,v), pour tout p € [1,+o00].

Preuve: De la relation d’invariance u * v = v, il résulte que, pour toute fonction
borélienne bornée f, le processus { Hf(X,),n > 0} est une martingale bornée. D’apres la



théorie des martingales, ce processus converge donc JP-p.s. et au sens de L?(Q, F, IP) (p 2
1) vers une variable aléatoire W; qui ferme la martingale:

Hy(X,) = Ep[Wy|Fn).

L’espace Co(E), E étant supposé localement compact 3 base dénombrable, est séparable.
Soit ( fp)p>0 une suite dense dans Co( E). D’apreés ce qui précede, il existe un sous-ensemble
mesurable Qg de Q de IP-mesure 1 tel que, pour tout w € g et tout p > 0, la suite
(Fr,(Xa(w)) = Xn(w)v(fp))nxo converge. Il en résulte que, pour w € (o, la convergence
de (X, (w).v(f))n3o a lieu, pour toute f € Co(E). La suite de mesures de probabilité
(Xn(w).¥)n30 converge donc vaguement vers une mesure positive P(w, .), vérifiant

H/(X,) = Ep| [ f(z)P(,dz)|F], V1 € Co(B) )
En passant aux espérances, on obtient
[ f@widz) = Ep| [ f(z)P(,da)], V] € Co(E).

On en déduit, d’une part que v(dz) = [ P(w,dz)/P(dw), d’autre part, en prenant une
suite d’éléments de Co(F) qui converge en croissant vers la fonction partout égale a 1,
que, pour IP-presque tout w € @, P(w,.) est une mesure de probabilité sur E.

On étend la relation (*) aux éléments de L'(E, v), par un argument de densité. Enfin,
'assertion iv) résulte de ¢42) via la théorie des martingales.

|

3.3. Considérons I'espace produit Q = 0 x E muni de ses boréliens et de la probabilité
PP définie par

a~

P(dw,dz) = IP(dw)P(w, dz)

Nous appelons W et U les applications projections de {) respectivement sur § et E.

Pour toutes fonctions f € L?(E,v) et F € L'(Q, P) (;+1 = 1,1 < p < 400), Pégalité
EplfoU-FoW]= Ep|Pf-F]

montre que
(Pf)oW = Ep[f o UIW).

Autrement dit, P est une loi conditionnelle de U connaissant W,

Appelons P*F I'élément de L(E, v) défini par (P*F)oU = IE p[F o W|U]. On définit

ainsi une contraction P* de LY(, IP) dans LY(E,v) caractérisée par les relations
| Pf@)F@)P(w) = [ f(2)P*F(z)u(da),
pour tous f € L?(E,v) et F € LYQ, IP).

L’espace G et E étant des espaces polonais, on sait (cf. par exemple [11]) qu’il existe
une version ”opérateur de transition” de P*. Cette version constitue une loi conditionnelle
de U connaissant W.



3.4. Pour tout n > 0, on note T, la contraction de LP(E,v), (1 < p £ +o0), définie par:
T, = PPEZP,
ou E',.F " désigne le projecteur d’espérance conditionnelle relatif a la tribu F,,. Nous avons
T.f = P"[H(Xa("))]-

De la théorie des martingales et des propriétés de I’espérance conditionnelle, il résulte
immédiatement que pour tout f € LP(E,v), 1 < p < 400, la suite de fonctions (T f)n>0
converge au sens de LP(E,v) vers P*Pf. En outre cette convergence a lieu au sens v-p.s.
lorsque

Eplsup |Hy(Xa)l] < +oo,

ce qui est le cas pour p > 1, d’aprés un théoreme de Doob.

3.5. Nous avons vu que, pour f € LP(E,v), 1 < p < 400, la suite (Tnf)n>0 converge
dans L?(E, v) vers ’élément P*Pf de L?(E,v). Un cas intéressant est celui ou 'opérateur
P*P est Pidentité.

SiU=ZoW, IP-ps., il est clair que P*P est 'identité. Réciproquement, supposons
que P*P soit l'opérateur identité. Pour toute fonction f € L%(E,v), nous avons
Ep((Pf)’] =< Pf,Pf >p=< f,P*Pf >,=< f,f >,= Ep[P(f*).
11 existe alors un sous-ensemble )y de 2 de IP-mesure 1 tel que, pour tout w € {y, on ait:
Vf € Co(E), P(f*)(w) = (Pf)*(w),

c’est-a-dire f est P(w,.)-p.s. constant. Il en résulte que P(w,.) est une mesure ponctuelle,
pour tout w dans .

On a donc montré que 'opérateur P*P est l'identité si et seulement si, pour IP-
presque tout w € ), la mesure P(w,-) est ponctuelle, de la forme 67(,), ol Z est une
variable aléatoire (de loi v) & valeur dans E.

3.6. Définition Un (G, p)-espace (E, v) est appelé une p-frontiere si, pour JP-presque
tout w € Q, la suite de mesure de probabilité (X,v),>o converge étroitement vers une
mesure de Dirac §z(,).

3.7. Dans le cas d’une u-frontiére, nous avons les relations
P*P=1 et PP* = E%,
o IEZ désigne le projecteur d’espérance conditionnelle par rapport & Z.

Nous avons donc obtenu le résultat suivant:

3.8. Théoréeme Pour tout élément f de LP(E,v), 1 < p < +oo, la suite (T}, f)n>o
converge dans LP(E,v) vers f et cette convergence a lieu aussi au sens v-p.s. pourp > 1.



4. Expression de T,f, représentation en série d’un
élément de L!(E,v)

4.1. Hypothése. Nous supposons que pour p-presque tout ¢ € G, et par suite pour

Zé-r-p'-presque tout ¢ € G, la mesure gv est absolument continue par rapport a v,
r21
c’est-a-dire:

gulde) = L (z) v(do),

d . . .
ot 'on a noté 22~ la dérivée de Radon-Nikodym-Lebesgue de la mesure gv relativement

dv

av.

Cette hypothese est évidemment vérifiée si la mesure u est discrete.

4.2. Expression de T,.
Pour ¢ € LY(E,v) et f € L?(E,v), nous avons

Ep[Pe-Hy(X,)] = EplH;(X.)EL"[Py]]
= EP[Hf(Xn)H¢(Xn)]

= [ Hi(9)H,(9)u"(do)
= [ 16 ([ elo- 2 (o) w(dg)
= [, #00) ([ o0 % ) u(ao)

dgv n
= [t | [, it By i,
D’ou p
T.f(z) = ()" :
1) = [ Hy9) 2 (2)u"(dg) (= € E)
Dorénavant on se place dans le cas d’une p-frontiere (E, v) pour laquelle 'hypothese
(4.1.) est satisfaite.

4.3. Expression de ”I’innovation” Pour f € LY(E,v), T, f s’écrit

df,’,‘”(-)l = / K y)f(y)v(dy),

T.f(-) = Ep[Hs(X,)

Ki(o,) = B (o) P )

On remarque que le noyau K,(z,y) n’est pas nécessairement défini pour = y. Puisque

. 14 .
§ * v = v, pour v-presque tout ¢ € E, la fonction g — i-(:1:) est p-harmonique au sens

dv
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large. 11 s’ensuit que, pour v-presque tout ¢ € E, le processus (d':;;‘u(z)) est une
n>0

martingale relativement a la filtration (F,)n30; d’olt les relations:

(Tsf =) = B[y (Kew) - HX 222

= B (s — i) 22 - ).

4.4. Pour g,y € G, posons

bral@) = L2(@) - (), (@ € B).

On définit ainsi une fonction de L'(E, v).

Des relations précédentes, il résulte, pour toute fonction f € L*(E,v), l’égalité dans
LY(E,v) :
FO =00+ T [ [ b0 vtbaIum(dg)uldn).

n>1

Si f € LP(E,v), avec p > 1, cette égalité a lieu dans LP(E,v) et méme au sens v-p.s..

4.5. Exemple

Reprenons 'exemple 1 de (2.4). On obtient les formules

(2r-1)r

e@)Taf(e) =27 5 [/ F(u)pn(2"u ~ K)du] (2" ~ K)pu(b),

)= @+ S S S]] sl vilo)

P (z) = 20,27z — 2k — £) — p,(2"z — k),

| I
k) gnr Z( 1) C‘ 2"t+r 19 0 < k < (2n — 1)7‘,

=0
et,pour{—-1<z<{ {=1,..,

(~1)Ci(z — &)Y, Vr > 2.

er(z)
1—0

La formule ci-dessus donnant p, (k) s’obtient en écrivant
pn(k) = P[X; +2X; + ... + 271X, = K],

olt X3, X3,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes de loi binomiale B(r,1), et
en utilisant les fonctions génératrices.
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4.6. Remarques.

1. Caractérisation de L?(v).

Montrons que f est dans LP(v) si et seulement si la martingale (H;(X,),n € IV)
est dans H?. Nous pouvons supposer dans la suite f > 0. Nous avons vu que

f =lim, f.(z), avec
(=) dX,v

fa(z) = BlH(Xn)— =(z)].

D’ou, en remarquant que %—:ﬂdﬂ’ est une probablhte et en appliquant 'inégalité de

Jensen,

dX,v
I fall?

(@)])Pw(da)
i%, 2 (2))u(da)

il

J Bl (XS

< [BlEX.y
= BE(H}(X,)]
< E(sup Hi(Xa))

En passant a la limite, on obtient par le lemme de Fatou:

I71P < liminf || fall} < E(sup H7(Xx)) < 15

Par les inégalités de Burkholder [1], la caractérisation suivante en résulte: f est dans
L?(v) si et seulement si

E[(3°(Hs(Xn41) = H(X0))*)""?] < oo.

n>0

2. Supposons, pour simplifier, que p soit discréte. Notons u° la mesure de Dirac en
Pélément neutre e de G. Pour tout entier n > 1, appelons V,, le sous-espace vectoriel
fermé de LY(E,v) engendré par les fonctions {7, f, f € L'(E,v)}. Le sous-espace
Vo est réduit aux constantes.

Le sous- espace V. est égal au sous-espace vectoriel fermé W, engendré par les fonc-
tions {4 =, g € supp(p™)}. 1l est clair en effet que V,, est contenu dans W,. D’autre
part, si ¢ € L°(E,v) est orthogonal & V,,, nous avons:

<T.f,¢ >,=0, Vf € I}E, ).

En particulier, pour f = ¢, nous obtenons IE(H}(Xy,)] = 0, c’est-a-dire < ¢, %‘i >=
0, pour u"-presque tout g € G. D’ou 'inclusion de W,, dans V.
L’égalité J J
gyv gv
E dv ()/‘(y) = —(-i—l;—()’(g € G)

y€G

montre 'inclusion V,, C V4.
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Nous avons les propriétés suivantes, & comparer avec celle d’'une analyse multi-
échelle:

NVe=Vo

n>0
et, d’apres ce qui précede,

UVa = LV(E, ).

3. Les exemples de p-frontiéres sont nombreux.
Nous avons déja donné des exemples quand G est le groupe affine.

Considérons maintenant le cas ot G = Gl(d, R) ou G = Si(d,IR). Prenons pour
espace E ’espace projectif P?~! ou plus généralement un espace de drapeaux. Pour
une large classe de mesures de probabilité y, il existe une unique mesure de proba-
bilité v sur E telle que (E,v) soit une (G, u) frontiere (voir [3], [4], [5], [6], [7], [8],
[12]).

4. Nous avons une formule de type Plancherel (a rapprocher de la formule d’isométrie

(*x) de 1.1):
JREOZCOEDY / (Hy(9) (5™ = u)(dg) + Hi(e).

n>0

5. Passage du local au global

5.1. Dans ce qui précéde, le couple (u,v) peut étre remplacé par le couple (7ur~1,7v)
pour tout élément 7 de G. 1l s’ensuit que, pour f € LP(E, 7v), la suite de fonctions,

Tuf o 2) = [ Hlrg) 22 2)un(do),

converge dans L?(E,7v), et méme Tv-p.s. si p > 1, vers f. [On note f7 la fonction qui a
z € E associe f(r-z) .]

Ceci permet de reconstruire f sur le support de 7v et non plus sur celui de v.

5.2. Supposons qu’il existe un sous-groupe discret I' de G tel que }: Tv définisse une
€l
mesure de Radon positive A sur les boréliens de E.

Posons
gV - n
Suf(@) = X [ Hy(r) (- 12)u"(dg)), (@ € ).
7€l
Nous avons alors le résultat suivant.

5.3. Théoréme Pour tout entier n > 0, l'opérateur S, est une contraction des espaces
LP(E,)), (p 2 1). Pour toute f € LP(E, )), la suite de fonctions (S, f)n>0 converge dans
LP(E,)) vers f et celte convergence a lieu aussi au sens A-p.s. sip> 1.

13


file:///-p.s

Preuve: Pour toute partie A de I" et tout entier n > 0, posons

S21(e) = S [ Hytrg) e (ro)un(dg)), (= € ).

TEA

En remarquant que

(Z d;}”(w)) 5 B2 a8 (dr ) (dg),

T EA TEA

définit, pour A-presque tout z € F, une mesure de probabilité sur les boréliens de I' X G,
on obtient I'inégalité de convexité,

18 s < f, (5 S6e)) strpeas)

dTI/

Comme z 7 A

TEA

) <1, A-p.s., on obtient

”S::f“iP(E,,\) < % Hgp(1) = ”f“ip(g,zra )

On en déduit que 'opérateur S, = St est une contraction des espaces LP(E, A) et que,
pour tout élément f de LP(E, \), la suite (S, f)n>0 converge dans LP(E, )) vers f.

Lorsque p > 1, montrons que cette convergence a lieu aussi au sens A-p.s.. Nous savons
que, pour 7 € I', la suite de fonctions

[ Hir0) 2 (1 yn(dg) = (T Y (e

d
converge Tv-p.s. vers f ()77;\11( -). D’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

il suffit de montrer que, pour tout élément f positif de L?(E, ),

2 sup(Tnf( ")) ()<+oo,/\ p.s..

7€l

Nous montrons en fait que cette fonction est de puissance p-ieme intégrable par rapport
a A. En effet, nous avons

(5 supa(Taf (7 ) TP < S(oupalTaf ()P L] A~ pis.

7€l el

car
dTV

i =1,A —p.s..

rel’
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D’autre part, nous avons

drv

Jelese @) G e) = [sup(Tus (@) Pu(de)
= E [sup(BIE[(r2)F.)|2]Y]

IA

E [sup E[f(r2)|7.P|

IN

E -sup Hf(TXn)”]

p

IA

sup Hy(1X,)

LP(Q,P)

p
(27 350 1 Hy (X0 o,

il BUOLZCO!
D’otli Pon déduit le résultat. On a utilisé au passage 'inégalité de Doob sur les martingales
p-intégrables.

IA

IA

5.4. Exemple.

Dans I’exemple 1 de (1.4), prenons pour I' le groupe des translations entieres. Nous
obtenons pour A la mesure de Lebesgue sur R.

L’approximation d’une fonction f sur IR est donnée par
Saf(z)= ). 7"""(/12 F(w)e, (2w — m)du)e,(2"z — m),
meZ

avec

Tnm = 2% z pn(m - 2n£),
{&:0<m-2me<(2m~1)r} ‘

et le développement de f est

f@)= T4 ([ fweiu—m)dup,(z —m)

meZ

b S e O1f, S ) dul 9 (@)}

n21l (=0
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