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Analyse multi-échelle et frontières de marches aléatoires 

J.P. Conze et A. Raugi 

Introduction 

Les méthodes récentes d'analyse multi-échelle et la théorie des ondelettes peuvent être 

rapprochées des techniques utilisées en Probabilités dans l'étude des frontières associées 

à une mesure de probabilité portée par un groupe opérant sur un espace. 

En analyse multi-échelle, on considère un espace X et un groupe ou un semi-groupe 

G opérant sur l'espace X et dont l'action vérifie une propriété de contraction. L'exemple 

principal est celui du groupe affine opérant sur M. Les bases d'ondelettes sont construites 

à partir d'une fonction solution d'une équation de convolution pour l'action de G sur X. 

De façon analogue, les //-frontières sont obtenues à partir d'un groupe ou d'un semi-groupe 

opérant sur un espace X et d'une mesure v sur X solution d'une équation de convolution 

de la forme fi * v = 1/, où // est une mesure de probabilité sur G. 

L'objet de cet article est de présenter une méthode d'analyse des fonctions définies sur 

le support de la mesure invariante v d'une //-frontière, analogue à l'analyse des fonctions 

sur M ou Md dans des bases d'ondelettes. 

Dans une première partie, nous commençons par un bref rappel des techniques utilisées 

dans l'analyse multi-échelle, puis nous introduisons les idées principales de l'analyse des 

//-frontières que nous proposons. La deuxième partie est consacrée à une présentation plus 

formelle de l'analyse des //-frontières et à la preuve des résultats, qui reposent essentielle­

ment sur la théorie des martingales, dont la parenté avec les méthodes d'analyse réelle 

de Calderón et Zygmund sous-jacentes à l'analyse en ondelettes a été reconnue depuis 

longtemps. 

Les résultats présentés ici ont été résumés dans [2]. 

1. L'analyse en ondelettes et les ^-frontières 

Au cours des dernières années, deux types d'analyse en ondelettes ont été développés (cf. 

[10]): l'analyse en ondelettes à temps continu d'une part, les développements en base 

d'ondelettes orthogonales d'autre part. Nous rappelons brièvement ces méthodes dans le 

cas de la droite réelle. 

Nous noterons G le groupe affine {g = (a, 6), a > 0,6 G M} opérant sur M par 

x —> g.x = ax + b. 
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1.1. Transformées en ondelettes 

Dans la première méthode, on considère une fonction test fixée tf; G L2(M), vérifiant 

la condition d'admissibilité 

où ^ désigne la transformée de Fourier de T/>. A toute fonction / dans £ 2 (JR), on peut 

associer la fonction Hj définie sur G ou de façon équivalente sur le demi-plan {(a,b),a > 

0,beR} par 

^ ( a , 6 ) = / f(x)a-1^(—)dx. (*) 

La condition d'admissibilité vérifiée par ifr assure la validité d'une formule d'isométrie 

/ \f(x)\*dx = i j j \Hf(a, b)\*^db, (**) 

où c$ est une constante, et d'une formule d'inversion qui s'écrit formellement: 

/(*) = - /Hf(a,b)a-^(^)^db. 
J a a2 

1.2. Les ondelettes orthogonales 

Dans la méthode des ondelettes orthogonales, on cherche à éviter la redondance en se 
limitant aux coefficients Hf(2~* ,2~ik), j , k G 2Z de la formule 1.1 (*) . On choisit pour ij> 

une ondelette orthogonale, autrement dit une fonction telle que la famille {^j,A;(.)} = 

{2^2i}){23. — k G 2Z} forme une base orthonormée de L2(M). Les coefficients 
Hf{2~* ,2~ Jfc) sont alors les coefficients du développement de / dans la base orthonormée 

La base de Haar fournit un exemple simple de famille formant une base or­

thonormée, mais non régulières, de L 2(2R). La construction d'ondelettes orthogonales 

régulières, due principalement aux travaux récents de Yves Meyer et Ingrid Daubechies 

(voir [10]), peut être décrite dans le formalisme de l'analyse multi-échelle de Stéphane 

Mallat [9]. 

Soit VQ un sous-espace fermé de L2(M) invariant par l'action des translations entières, 
et tel que 

/(•) e Vo / ( . / 2 ) G V0. ( d ) 

La suite (VN = { / ( 2 n . ) , / G Vo},n G 2Z) forme alors une suite croissante de sous-espaces 
fermés de L2(1R). Si cette suite vérifie 

flK = { 0 } , et ÏJK = L\M), (C2) 
n n 

on peut effectuer une analyse multi-échelle de L2(M) à l'aide de la suite ( V n ) , qui constitue 

l'analogue d'une filtration dans les modèles probabilistes. 

On cherche à construire un sous-espace Vo engendré par les translatées entières d'une 

fonction <t> de L2(M). Plus précisément, on cherche (f> telle que les translatées {<£( . -n ) , n G 
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Z) forment une base de Riesz du sous-espace fermé qu'elles engendrent dans L2(M). La 
condition (Ci) s'écrit alors 

*(*) = 2 £ M ( 2 * - * ) , (1) 
k 

où (hk) forme une suite de coefficients telle que £ \ h k \ 2 < oo. 

On reconnaît là une équation de convolution pour l'action du groupe affine G sur JR. 

Considérons en effet le groupe G et la mesure discrète portée par G donnant la masse hk 
* 9k = = ( \ t f)> P o u r & G 2L. L'équation (1) peut alors être vue comme une équation de 

convolution de la forme \i * v = */, où v est une mesure de densité par rapport à la 

mesure de Lebesgue. 

Pour certains choix du tableau A, il est possible de montrer l'existence d'une solution 

régulière de (1). On obtient ainsi une fonction <f> dont les translatées par les éléments de 

2S engendrent un espace Vo vérifiant la condition (Ci) et il n'est pas difficile de vérifier 

de plus que la condition (C2) est satisfaite. 

Il reste à construire if) telle que la famille {tpj,k} forme une base orthonormée de L2(M). 

Si l'on se place dans le cas où les fonctions (</>(. - n ) , n G 2Z) forment non seulement une 

base de Riesz mais une base orthonormée de Vo, alors r/) est donnée par la formule 

*l>(x) = 2'E{-l)nhl-n<l>(2x-n). 
n 

On vérifie en effet facilement que les translatées entières de tf> forment dans ce cas une 

base orthonormée du supplémentaire orthogonal de Vo dans V\. 

La propriété d'orthogonalité impose des conditions algébriques au tableau de coef­

ficients (hk). Il peut être intéressant d'abandonner l'orthogonalité au profit d'autres 

propriétés. Une direction possible est celle des bases d'interpolation dyadiques. Un 

autre choix consiste à prendre pour tableau de coefficients (hk) un vecteur de proba­

bilité (hk > 0, Ylk = ! ) • Si ce choix a l'inconvénient de faire perdre l'orthogonalité (en 

dehors du cas particulier de la base de Haar), il offre plusieurs avantages: il conduit à 

des opérateurs d'approximation positifs, il est généralisable à des situations géométriques 

variées, enfin il permet de recourir aux outils fournis par la théorie des probabilités. 

C'est ce point de vue qui nous a conduit à l'analyse des //-frontières exposée ici. Dans 
la suite de cette section, nous en donnerons une présentation rapide pour le cas de iR, 
avant d'aborder dans les sections ultérieures le cas général et la preuve des résultats. 

1.3. Analyse associée à une ^-frontière, le cas de M 

Restons pour l'instant dans le cadre de l'action du groupe affine G sur M. Si g est un 

élément du groupe G, nous notons (a(g), b(g)) les coefficients de g. 

Soit fi une mesure de probabilité sur G vérifiant les conditions (*) suivantes: 

J l o g + a(g) fi(dg) < +00, j log+ b(g) fi(dg) < +00, 
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et 

J loga(flf) (i(dg) < 0. 

Désignons par (Yk)k>i une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un 

espace probabilisé {Çl,T,lP), à valeurs dans G, de loi \L. Les hypothèses faites entraînent, 

par la loi des grands nombres: 

l im|a(r 1 ) . . .a(F n ) | 1 / n = exp( j\oga(g) fi(dg)) < 1, 

et 
l i m s u p | 6 ( F n ) | 1 / n < 1. 

n 

Pour tout x € R,'û en résulte que le processus 

Y1...Yn • x = a(Yx)...a(yn)x + £ a(Yl)...a(Yk)b(Yk+l)1 

k=o 

converge JP-p.s. vers une variable aléatoires Z ne dépendant pas de x. 

On en déduit que la loi v de Z est l'unique mesure de probabilité sur 2R vérifiant 

l'équation de convolution // * v = Ï/, et que la suite de mesures de probabilités (Xn.v)n>i 

converge J^-p.s. vers la mesure de Dirac 6z* 

Nous dirons que M muni de la mesure v est une /[/-frontière. 

Supposons que, pour //-presque tout g 6 G, la mesure g.v soit absolument continue 

par rapport à 1/, condition qui est satisfaite, par exemple, lorsque fi est discrète. Pour 

tout entier n > 1, posons 

Tnf(X) = JG<f^>u éK[x) f{dg) = £ y)/(y) V(dy), 

avec 

La formule précédente est analogue à une formule de décomposition du type ondelette. 

La mesure v est une mesure test, de même que la fonction xj> du paragraphe 1.1. est une 

fonction test dans l'analyse multi-échelle. L'intégrale de / par rapport à la mesure gv 

donne les coefficients de / dans le développement. 

Le fait qu'il s'agit bien d'une formule de décomposition, ou d'interpolation pour / , est 

assuré par le résultat suivant que nous démontrerons au paragraphe 3: 

Si ( X , v) est une (G, fJ,)-frontière, pour toute fonction f dans Lp(v), on a: l im n Tnf = /, 

la convergence ayant lieu en norme Lp pour p > 1, et ponctuellement pour tout p > 1. 
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2. Définitions, Notations et Exemples 

Nous abordons maintenant la présentation de l'analyse des /^-frontières dans le cas général. 

Nous serons amenés à utiliser des résultats classiques concernant la théorie de l'espérance 

conditionnelle et des martingales, que l'on pourra trouver, par exemple, dans [11]. 

2.1. Définition. 

Dans toute la suite, on désigne par G un semi-groupe (ou un groupe) topologique et 

par fi une mesure de probabilité sur les boréliens de G. La loi du semi-groupe G est notée 

multiplicativement et on suppose que G possède un élément neutre e. 

On appelle G-espace, tout espace topologique E sur lequel G opère continûment, c'est-

à-dire tel qu'il existe une application continue (</, x) —• g • x de G x E dans E telle que 

e • x = x et gx • (g2 • x) = (gig2) • x, Vx G E, Wgug2 G G. 

2.2. Notation. Si v est une mesure de probabilité sur un G-espace on note /z * v 

l'image de la mesure produit // ® v sur G X E par l'application —• # - x. Autrement 

dit nous avons : 

/ f(x) fi * i/(dx) = / i f(g-x) (i(dg)u(dx). 
JE JG JE 

En particulier, en considérant G, lui-même, comme un G-espace, on retrouve la convolu-

tion usuelle des mesures. 

Lorsque fi est une mesure de Dirac 6g sur G, la mesure 8g*v sera notée, plus simple­

ment, g.v. 

2.3. Définition. On appelle (G,/i)-espace tout couple (E , v) formé d'un G-espace E et 

d'une mesure de probabilité v qui est //-invariante (c'est-à-dire telle que fi * v = v\ 

2.4. Exemples. 

1. Soit G = { (a , b) : a > 0, b G iR} le groupe affine opérant sur JR par : g • a: == ax + fc, 

pour # = (a, 6) G G et x G iR. Pour tout entier naturel non nul r, considérons la 

mesure de probabilité /xr sur G définie par: 

1 r 

= 5 : E C , r i ( W / 2 ) ' 
¿ k=o 

La loi r/r de la somme de r variables aléatoires, indépendantes et de loi uniforme sur 

[0,1], est l'unique mesure de probabilité /¿r-invariante sur M. La mesure vr possède 

une densité (pr par rapport à la mesure de Lebesgue, portée par [0,r]. Pour r > 2, 

ipr est une fonction de classe G r ~ 2 , polynomiale par morceaux, de degré r — 1. 
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2. Soit D = {z 6 C : |^| < 1} le disque unité du plan complexe. Soit G = {(/?, a ) G 
C 2 : | p | = = l , | a | < l } l e groupe des transformations homographiques du disque D; 

si g = (p,a) e G et z e D, g - z = p * + ^ . Notons K = { ( ^ , 0 ) : |p| = 1} le 
1 + &Z 

sous-groupe des rotations de G. Le groupe G opère continûment sur le cercle unité 

E = {z G C : |*| = 1 } . Si fi est une mesure de probabilité sur G, invariante à 

gauche par rotation (c'est-à-dire telle que, k./x = / j , Vfc G i f ) , alors la mesure de 

Lebesgue sur le cercle unité JE est l'unique mesure de probabilité /z-invariante. 

Fonctions harmoniques et (G,//)-espaces 

Dans la suite nous supposerons donné un (G, //)-espace (E, v), tel que E soit localement 

compact à base dénombrable. 

2.5. Définition. Une fonction H sur G, à valeurs dans JR, est dite /^-harmonique si, 

pour tout g G G, l'intégrale Jg vidh) existe dans JR et est égale à 

Une fonction H sur G, à valeurs dans JR, est dite /i-harmonique au sens large si, pour 
/j-presque tout j G G , l'intégrale fG H(gh)fi(dh) existe dans M et est égale à H(g). 

2.6. Soit / une fonction borélienne sur E. Posons 

Hf(g) = JEf(g-x)v(dx), (geG). 

La fonction ainsi définie est /x-harmonique bornée sur G si la fonction / est bornée. Elle 
est ^-harmonique sur G, à valeurs dans [0, + o o ] , si / est positive. Si / est i/-intégrable, 
Hf(g) a un sens pour //-presque tout g G G. On définit ainsi une fonction //-harmonique 
au sens large sur G. L'application / -> Hj est une contraction de LP(E, v) dans L p ( G , / i ) , 
pour tout réel 1 < p < + o o . 

2.7. Exemple. Reprenons le second exemple de (2.4), Comme v est la mesure de 

Lebesgue du cercle unité, la fonction Hj est invariante à droite par les rotations, c'est-à-

dire Hj(gk) = H]{g), Vfg G G, Vfc G K. Le sous-groupe des rotations K est le stabilisateur 

de zéro dans G; K = {g G G : g • 0 = 0 } . En posant 

M* • 0) = Jï/fo), (se G) , 

on définit alors une fonction ft/ sur le cercle unité D. Nous avons, si g • 0 possède la 
décomposition polaire re t ô , 

M<7'0) = / f{g-x)v{dx) 
J E 

_1_ / 2 * a 1 - r 2 

2 W o n e }l+r2-2rcos($-t) 
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On reconnaît dans la dernière égalité, le noyau de Poisson; la fonction h/ est donc une 
fonction harmonique au sens classique du Laplacien. 

Dans cet exemple, le passage de / à Hj s'interprète donc comme la construction, de la 

fonction harmonique (au sens du Laplacien) sur D ayant / pour trace sur le cercle unité 

E. 

3. Théorème de convergence 

3.1. On considère l'espace produit îî = GN*, muni de la tribu T de ses boréliens et de 

la mesure produit JP = ®^*/л. On appelle (Yk)k>i les coordonnées de fi et on pose 

XQ = e, 

Xn = У 1 - - - У л , V n > l . 

On note: la tribu triviale et, pour n > 1, on désigne par Tn la tribu engendrée par les 
variables {Yk : 1 < к < n } . 

La théorie des martingales permet de montrer le résultat suivant. 

3.2. Proposition 

i) Pour IP-presque tout ш £ ft, la suite de mesures de probabilité (Xn(ui) • ï/)n>o 
converge étroitement vers une mesure de probabilité P(u>, •) sur E telle que 

u(dx) = / P(u>,dx)P(du). 
JQ 

ii) L'opérateur de transition, noté P, défini par 

Pf(")= I f(x)P(co,dx) ( w € f t ) , 
JE 

est une contraction de Lp(E,v) dans LP(Q,P), pour tout p E [ l , + o o ] , 

iii) Pour tout élément f de Ll(E,v)} nous avons 

Hf(Xn)
 F t 8 ' EP[Pf\Fn}. 

iv) Le processus {Hj(Xn) : n > 0} converge, P-p.s. et au sens de L p (ft , JP) vers Pf, 

pour f 6 LP(E, u), pour tout p 6 [1, +oo[ . 

Preuve: De la relation d'invariance fi * v = il résulte que, pour toute fonction 

borélienne bornée / , le processus { # / ( X n ) , n > 0} est une martingale bornée. D'après la 
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théorie des martingales, ce processus converge donc P-p.s. et au sens de Zr p(0, JP) (p > 
1) vers une variable aléatoire Wj qui ferme la martingale: 

H,(Xn) = EP[Wf\Fn\. 

L'espace Co(E), E étant supposé localement compact à base dénombrable, est separable. 

Soit (/p)p>o une suite dense dans C0(E). D'après ce qui précède, il existe un sous-ensemble 

mesurable 0 0 de 0 de iP-mesure 1 tel que, pour tout u> G fio et tout p > 0, la suite 

(Ffp(Xn(u)) = Xn(w).i/(fp))n>Q converge. Il en résulte que, pour u> G Q 0 , la convergence 

de (X n (o;) . i / ( / ) ) n >o a lieu, pour toute / G C0(E). La suite de mesures de probabilité 

(Xn(u).u)n>0 converge donc vaguement vers une mesure positive P(a>, . ) , vérifiant 

Hf{Xn) = EP[ í f(x)P(.,dx)\fn], V / G C 0 ( £ ) . (*) 
J E 

En passant aux espérances, on obtient 

/ f{x)u{dx) = EP[l /(*)/>(., de)], VfeCo(E). 
JE JE 

On en déduit, d'une part que v(dx) = JQ P(uydx)P(duj)} d'autre part, en prenant une 

suite d'éléments de Co(E) qui converge en croissant vers la fonction partout égale à 1, 

que, pour iP-presque tout OJ G iî, P(tt>,.) est une mesure de probabilité sur E. 

On étend la relation (*) aux éléments de Ll(E, */), par un argument de densité. Enfin, 

l'assertion iv) résulte de iii) via la théorie des martingales. 

• 

3.3. Considérons l'espace produit Û = fî x E muni de ses boréliens et de la probabilité 
JP définie par 

P(dw,dx) = P(du>)P(u,dx) 

Nous appelons W et U les applications projections de Cl respectivement sur il et E. 

Pour toutes fonctions / G LP(E, u) et F G Lq(ti, JP) (J + J = 1,1 < p < + o o ) , l'égalité 

JEp[f oU - F oW] = EP[Pf • F] 

montre que 

(Pf)oW = EP[foU\W). 

Autrement dit, P est une loi conditionnelle de U connaissant W, 

Appelons P*F l'élément de Lq(E9 v) défini par (P*F) o U = Ep[FoW\U]. On définit 

ainsi une contraction P* de Lq(iï,P) dans Lq(E,u) caractérisée par les relations 

/ Pf(u>)F(u>)F(áj) - / f(z)P*F(x)v(dx), 
Jçi JE 

pour tous / G Lv(E,v) et F G Lq((l,P). 

L'espace G^* et £ étant des espaces polonais, on sait (cf. par exemple [11]) qu'il existe 
une version "opérateur de transition" de P*. Cette version constitue une loi conditionnelle 
de U connaissant W. 
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3.4. Pour tout n > 0, on note Tn la contraction de Lp(E,v), (1 < p < +oo), définie par: 

où Mp désigne le projecteur d'espérance conditionnelle relatif à la tribu Tn. Nous avons 

Tnf = P*{H,{Xn{-))\. 

De la théorie des martingales et des propriétés de l'espérance conditionnelle, il résulte 

immédiatement que pour tout / 6 LP(E, i/), 1 < p < +00, la suite de fonctions (Tnf)n>o 

converge au sens de LP{E, p) vers P*Pf. En outre cette convergence a lieu au sens i/-p.s. 

lorsque 

Ep[sup\Hf{Xn)\]<+œ, 
n>0 

ce qui est le cas pour p > 1, d'après un théorème de Doob. 

3.5. Nous avons vu que, pour / G Lp{E,v), 1 < p < +00, la suite ( T n / ) n > 0 converge 
dans LP(E, v) vers l'élément P*Pf de LP(E, v). Un cas intéressant est celui où l'opérateur 
P*P est l'identité. 

Si U = Z o W, P-p.s., il est clair que P*P est l'identité. Réciproquement, supposons 

que P*P soit l'opérateur identité. Pour toute fonction / 6 L2(E,v)y nous avons 

EF[{Pff] =< Pf,Pf > P = < f,P*Pf >,=< /,/ >„= EP[P(f% 

Il existe alors un sous-ensemble fîo de fî de JP-mesure 1 tel que, pour tout u G fîo, on ait: 

V / € C o ( E ) , P ( / 2 ) ( u , ) = (P / ) 2 H, 

c'est-à-dire / est P(u>, .)-p.s. constant. Il en résulte que P(u;,.) est une mesure ponctuelle, 
pour tout UJ dans Q,Q. 

On a donc montré que l'opérateur P*P est l'identité si et seulement si, pour P -

presque tout a; € H, la mesure P(w>-) e s t ponctuelle, de la forme 8z(w), où Z est une 

variable aléatoire (de loi v) à valeur dans E. 

3.6. Définition Un (G,/i)-espace ( £ , 1/) est appelé une /i-frontière si, pour JP-presque 

tout a; E H, la suite de mesure de probabilité (Xnv)n>o converge étroitement vers une 

mesure de Dirac 6z(w)-

3.7. Dans le cas d'une //-frontière, nous avons les relations 

P*P = / et PP* = EZ

P, 

où JEp désigne le projecteur d'espérance conditionnelle par rapport à Z. 

Nous avons donc obtenu le résultat suivant: 

3.8. Théorème Pour tout élément f de Lp(E,v), 1 < p < +00, la suite ( T n / ) n > 0 

converge dans LP(E, u) vers f et cette convergence a lieu aussi au sens v-p.s. pourp > 1. 
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4. Expression de T n / , représentation en série d'un 

élément de l}(E,v) 

4.1. Hypothèse. Nous supposons que pour /^-presque tout g G G , et par suite pour 

—/[/-presque tout £ 6 G, la mesure 51 / est absolument continue par rapport à J/, 
r>l 2 ^ 
c'est-à-dire: ^ 

gv(dx) = —— (a:) 
a*/ 

où Ton a noté - 7 ^ la dérivée de Radon-Nikodym-Lebesgue de la mesure gv relativement 
du 

à 1/. 

Cette hypothèse est évidemment vérifiée si la mesure \i est discrète. 

4.2. Expression de T n . 

Pour (fi G Lq(E, v) et / £ LP(E, v), nous avons 

Er[P<p*Hs{Xn)) = ^ [ ^ ( X n ) ^ - ^ ] ] 

= EP[Hf(Xn)H^Xn)] 

= JGHf(g)HM^(dg) 

= / G ^ ) ( / ^ 
D'où 

r n / ( * ) = JGHf(g)^(x)^(dg) (xeE). 

Dorénavant on se place dans le cas d'une /i-frontière (E, v) pour laquelle l'hypothèse 
(4.1.) est satisfaite. 

4.3. Expression de "l'innovation" Pour / € ^(E,^), Tnf s'écrit 

Tnf(.) = EP[Hf(Xn)^(.)} = / Kn(;y)f(yHdy), 

OÙ 

On remarque que le noyau Kn(x,y) n'est pas nécessairement défini pour a: = y. Puisque 

fi * i/ = v, pour i/-presque tout x G JS, la fonction # - r - f a ) est /x-harmonique au sens 
ai/ 
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large. Il s'ensuit que, pour ^-presque tout x € E, le processus ( (x) ) est une 
\ d v Jn>0 

martingale relativement à la filtration (Fn)n>o'i d'où les relations: 

( W - T „ / ) ( . ) = E P [ [ # / № , + • ) - ff,(*.)]^s^(-) 

- & [ ( ^ ( X „ + 1 - ff/(x.))(fe - . 

4.4. Pour g,y ÇLG, posons 

* . M - * g ? W - £ < • ) . (*^>-

On définit ainsi une fonction de Ll{E, v). 

Des relations précédentes, il résulte, pour toute fonction / € Z- 1 (£ ; , f) , l'égalité dans 
L\E,v) : 

/(•) = </,!), + E j [ fjf^MAWidgWy)-
n>l 4 / ( 7 J G 

Si / € LP(E, avec p > 1, cette égalité a lieu dans LP(E, v) et même au sens j/-p.s.. 

4.5* Exemple 

Reprenons l'exemple 1 de (2.4). On obtient les formules 

<pr(x)Tnf(x) = 22n £ \ F(U)Vr(RU - k)du\<pr(2
nx - *)/>»(*)> 

*v(-)/0 = ff^Hàu) + E2 2 ' l ( 2 E ) r t / 'n (% 1 W f / /(u)̂ J3(u)dul ^(.) , 

avec 

1>j${x) = 2(^r(2
N+1A; - 2k -1) - <pr(2

nx - k), 

M*) = D ' ^ w t M . 0 < k < (2n - l )r , 

et, pour £ •— 1 < x < £ = 1, ...,r, 

M * ) = t t ^ D - i W ^ - 0 R " \ V r > 2 . 

La formule ci-dessus donnant pn{k) s'obtient en écrivant 

pN(JFE) = F [ X ! + 2X2 + ... + 2 n - 1 X„ = * ] , 

où X j . , X 2 , X n sont des variables aléatoires indépendantes de loi binomiale i ? ( r , ^ ) . et 

en utilisant les fonctions génératrices. 
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4.6. Remarques. 

1. Caractérisation de Lp(v). 

Montrons que / est dans Lp(v) si et seulement si la martingale (Hf{Xn),n G IV) 

est dans Hp. Nous pouvons supposer dans la suite / > 0. Nous avons vu que 

/ = l i m n / n ( a : ) , avec 

fn(x) = E[Hf(Xn)^f(x)). 

D'où, en remarquant que ^^dJP est une probabilité et en appliquant l'inégalité de 

Jensen, 

H/.HJ = J E[Hf(Xn)^(x)]Yu(dx) 

< IE[Hf{Xny^{x)]v{dx) 

= E(H^Xn)\ 

< E(supHp

f(Xn)) 
n 

En passant à la limite, on obtient par le lemme de Fatou: 

H/H; < liminf II/.H5 < E(su?H*f(Xn)) < ||/|g. 

Par les inégalités de Burkholder [1], la caractérisation suivante en résulte: / est dans 

Lp(y) si et seulement si 

E[(i:(Hf(Xn+1) - Hf(Xn)ry<2} < oo. 
n>0 

2. Supposons, pour simplifier, que /i soit discrète. Notons fi° la mesure de Dirac en 

l'élément neutre e de G. Pour tout entier n > 1, appelons Vn le sous-espace vectoriel 

fermé de Ll(E,i/) engendré par les fonctions { T n / , / G LX(E,v)}. Le sous-espace 

Vo est réduit aux constantes. 

Le sous-espace Vn est égal au sous-espace vectoriel fermé Wn engendré par les fonc­

tions G supp(/j,n)}. Il est clair en effet que Vn est contenu dans Wn. D'autre 

part, si <j> G L°°(E, v) est orthogonal à V^, nous avons: 

<Tnf,<j>>u= 0, VfeL\E,v). 

En particulier, pour / = <£, nous obtenons ]E(H%(Xn)] = 0, c'est-à-dire < ^ > = 

0, pour //n-presque tout g (z G. D'où l'inclusion de W n dans Vn. 

L'égalité 

montre l'inclusion Vn C V n +i . 
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Nous avons les propriétés suivantes, à comparer avec celle d'une analyse multi-
échelle: 

f i vn = v0 

n>0 

et, d'après ce qui précède, 

\JVn = L\E,v). 
n 

3. Les exemples de //-frontières sont nombreux. 

Nous avons déjà donné des exemples quand G est le groupe affine. 

Considérons maintenant le cas où G = Gl(d,M) ou G = Sl{d, M). Prenons pour 

espace E l'espace projectif Pd~l ou plus généralement un espace de drapeaux. Pour 

une large classe de mesures de probabilité //, il existe une unique mesure de proba­

bilité v sur E telle que (JS, u) soit une (G, / / ) frontière (voir [3], [4], [5], [6], [7], [8], 

[12])-

4. Nous avons une formule de type Plancherel (à rapprocher de la formule d'isométrie 

(**) de 1.1): 

/ f(x)v(dx) = £ /(tf/G/)) V + 1 ~ »n)№ + H%e). 

5. Passage du local au global 

5.1. Dans ce qui précède, le couple (//,!/) peut être remplacé par le couple (rfir^^Tî/) 

pour tout élément r de G. Il s'ensuit que, pour / 6 LP(E, ri/), la suite de fonctions, 

W 1 • x) = JQH,{Tg)^(r-1 • x)>in(dg), 

converge dans LV(E,TV), et même rj/-p.s. si p > 1, vers / . [On note fT la fonction qui à 

x G E associe / ( r • x) .] 

Ceci permet de reconstruire / sur le support de ru et non plus sur celui de v. 

5.2. Supposons qu'il existe un sous-groupe discret T de G tel que ]T) rv définisse une 

mesure de Radon positive À sur les boréliens de E. 

Posons 

Snf(x) = £(J G H f (rg)-^(T^x)^(dg)), (x G E). 

Nous avons alors le résultat suivant. 

5.3. Théorème Pour tout entier n > 0, Vopérateur Sn est une contraction des espaces 

LP(E, A), (p > 1). Pour toute f G LP(E,\), la suite de fonctions (Snf)n>o converge dans 

LP(E,\) vers f et cette convergence a lieu aussi au sens \-p.s. si p > 1. 

file:///-p.s
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Preuve: Pour toute partie Л de Г et tout entier n > 0, posons 

Stf{*) = £ ( J Hf(r9)^(T-^(d9)), (x € E). 

En remarquant que 

définit, pour A-presque tout x £ E, une mesure de probabilité sur les boréliens de Г x G, 
on obtient l'inégalité de convexité, 

ll^/II^A) S jB ( E ^ ( * ) ) ' ^ ( l / l ' ) (* )A(áx) . 

Comme Y ] " т г О ) ^ 1» À-p.s., on obtient 
тел d A 

! I ^ / I IL ( B , a ) < £ # w 0 - ) = H / I I V e ^ - ) -

On en déduit que l'opérateur 5 n = 5£ est une contraction des espaces LP(E, A) et que, 

pour tout élément / de LP(E, A), la suite ( 5 n / ) n > o converge dans LP(E,\) vers / . 

Lorsque p > 1, montrons que cette convergence a lieu aussi au sens A-p.s.. Nous savons 

que, pour r G Г, la suite de fonctions 

LHÁTg)^í{T~l'),in{d9)=(г«/т(г_1-)^(-))п>о 

converge ri/-p.s. vers /(0""77"(")e D'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, 
a A 

il suffit de montrer que, pour tout élément / positif de LP(E, A), 

£ supero-1 .))^(-) < +00, A -p.s.. 

Nous montrons en fait que cette fonction est de puissance p-ième integrable par rapport 
à Л. En effet, nous avons 

тбГ й Л т€Г й А 

саг 

¿^~K = М-Р-*--
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D'autre part, nous avons 

f[snp(Tnr(r-ixW^-(x)X(dx) = isn?(Tnr(x)Yu(dx) 
JE n a A JE n 

= E [sME[E[f(rZ)\rn]\Z]y 

< E]suj>E[}{TZ)\TnY\ 

< E\supHf(TXn)
p] 

. n J 
< snpHf(TXn)

 P 

n JJ>(U,P) 

p — 1 JE 

D'où l'on déduit le résultat. On a utilisé au passage l'inégalité de Doob sur les martingales 

p-intégrables. 

5.4. Exemple. 

Dans l'exemple 1 de (1.4), prenons pour T le groupe des translations entières. Nous 

obtenons pour À la mesure de Lebesgue sur M. 

L'approximation d'une fonction / sur M est donnée par 

Snf{*)= £ 7 n , m ( / f(u)<pr{2nu - m)du)<pr(2
nx - m) , 

avec 

-ïn,m = 2 2 n £ Pn(m - 2n£), 
{*:0<m-2n*<(2n-l)r} 

et le développement de / est 

f(x) = X ) { ( / f(u)Mu ~ rn)du)<pr(x - m) 

+ e è -hvPxMi L / ¿ « I < ! ( * ) } • 

n>l/=0 ""^ 
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