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T R A N S F O R M A T I O N S D I L A T A N T E S D E L'INTERVALLE [0,1] E T 
T H E O R E M E S LIMITES 

Anne BROISE 

1. Introduction 

On veut démontrer un théorème limite central : 

lim ±j£foTk=N{m,a2) 

pour certaines transformations dilatantes de l'intervalle [0,1] dans lui-même, en 

particulier pour les /^-transformations et la transformation "fraction continue". On 

devra préciser en quel sens il faut comprendre la limite et quelles conditions on doit 

imposer à / pour que a2 ne soit pas nul. Pour faire cela, on va définir une classe 

de transformations dilatantes de l'intervalle [0,1] dans lui-même : C telle que pour 

chaque T de C, on puisse : 

- définir l'opérateur de Perron-Frobenius associé : $ 

- appliquer le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu à $ pour faire l'étude spec­

trale de $ et en déduire l'existence d'une mesure // qui soit T-invariante. 

On suppose alors que le système (T, fi) est ergodique. Pour démontrer le théorème 

central limite, on est amené à perturber analytiquement A l'aide du théorème 

des perturbations et en faisant des développements limités, on peut conclure et 

même donner la vitesse de convergence. Pour terminer, on applique ces résultats 

aux /?-transformations et à la transformation "fraction continue". 

On a réalisé ce travail après l'étude de l'article de J. Rousseau-Egele. 

2. Notations et premières définitions 

On note l'intervalle [0,1] par I. 

On munit I de la tribu de ses boréliens B et de la mesure de Lebesgue m. On note 

Lin l'espace des fonctions de I dans C qui sont integrables sur I. 

Soit / une fonction de I dans C , on dit que / est à variation bornée si 

v(f) = sup^-Ti 1 \f{di) — / ( a 1 + i ) | est fini, où la borne supérieure est prise sur 

l'ensemble des subdivisions (aí)i<t<n n £ ^ * finies sur / . 
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Un élément / de Ll

m est dit à variation bornée si v(f) = inf g¿]v(g) est fini, où 

la borne inférieure est prise sur la classe de / modulo m : / = { < / : J —> C : / = 

g mp.p}. 

On note V l'ensemble { / G : v(f) < 00}. On peut considérer que V 

est l'ensemble des fonctions continues à droite sur J, ayant un nombre au plus 

dénombrable de sauts dans I et qu'à chaque élément / de V, on peut associer une 

mesure /x dont la variation totale est bornée telle que f(x) = /¿([0,a:]) pour tout x 

de I. 

V est un sous espace de Ll

m qui n'est pas fermé pour la norme j | • ||i [car la suite 

de fonctions fn(x) = sin ^l] i /n t i ] (^) est dans V mais elle converge vers f(x) = sin~ 

qui appartient à mais n'est pas dans V ] . 

On définit alors la norme || • | | v sur V par : 

11/11, = v{f) + H / I I L 

Cette norme rend l'espace (V, || • ||t,) complet car la boule unité de l'espace des 
mesures dont la variation totale est bornée est compacte pour la topologie de la 
convergence faible des mesures à variation totale bornée. 

On a pour tout / : I —» C , / 6 V, pour tout x, y dans I : 

\f\(x) - ¡/1(2/) < v{f). 

Donc J¡[\f\ix) -\f\iy)]dy = \f\ix) - ll/IK < vif). 

Ainsi 11/11«, - H/H! < vif) i.e. H/lu < H/H,, 

On en déduit qu'une suite ( / n ) n > o d'éléments de V qui converge dans V vers / 
converge uniformément sur J. 

Comme on a : \\fg\\i < ||/||oo||#||i + | | / | | i№| |oo si / et g sont dans V, et comme 
pour une subdivision (a t )i<t<n finie de J on a : 

E K M « 0 " < £ [ | / K ) | | s ( a , ) - P(a i + i ) | + |^(a.) | | / (a t ) - / ( a , + 1 ) | ] 
i-1 1=1 

< ll/IU E \gi«) - 9iai+1)\ + IklU E l/(«.) - / (« .+i ) | . 

Alors .vifg) < | | / | | o o % ) + \\g\loovif). 

Donc ||/,||v < H/lUIblU + Hifllooll/ll. 
\\f9\U < 2 | | / | | . | |y | | . . 

On construit maintenant une classe de transformations dilatantes pour lesquelles on 
pourra montrer le théorème limite central. 

file:///f/ix
file:////g/loovif
file:////f9/U
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3. Une classe de transformations dilatantes 

On appelle C la classe des applications T de I dans lui-même telles qu'il existe une 

subdivision finie ou dénombrable {o>j}j£j de I vérifiant : 

(1) La restriction de T à Ij est strictement monotone et se prolonge en une appli­

cation C 2 sur Ij où l'on note Ij = ] a j> a j+ i [ 3 € J. 

(2) {T{Ij)}jç.j est composé d'un nombre fini d'intervalles distincts. 

(3) Il existe un entier n tel que 7 = inîx^uij \(Tn)i(x)\ > 1. 

(4) Il existe un entier N vérifiant : 7^ > 2,7 7 V~ 1 < 2 et sup ^¡¡J,^2 j < 00. 

Remarque. Si la subdivision est finie, les conditions (2) et (4) sont évidentes. 

Exemples d'éléments de C 

* Les /^-transformations : elles sont définies par Tx = où /? est un réel 

strictement supérieur à 1. La subdivision associée à 

Sur chaque intervalle : [ ^ , ^ ] où 0 < j < [/3] — 1 et sur 1],T est linéaire donc 

on a (1), 7 = fi > 1 par hypothèse d'où (3) et comme la subdivision est finie on a 

TeC. 

* On vérifie aisément que la généralisation des /3-transformations. Les appli­

cations Tx = /?# + ot [1] où /? > 1,0 < a < 1 sont encore dans C. 

* Les applications markoviennes linéaires par morceaux sont aussi des éléments 

de C. En effet, il existe une subdivision (h) finie ou dénombrable telle que T(Ik) = 

/, T est linéaire sur h et \Tfx\ > 1 + e où e > 0. Comme la composée d'une 

application markovienne linéaire en est encore une, on a (4) et T G C. 

* La transformation "fraction continue" : elle est définie par T(0) = 0 et pour 

* € ] 0 , 1 ] Tx = { I } . 

La subdivision de / associée à T est ( / „ =]^+î> nDn6JV* e ^ s u r Tx = - — n 

qui est une fonction de classe C2 strictement monotone sur [ ^ Î , ^ ] , d'où (1). Pour 

tout n > 0, T(In) = / , d'où (2). 

On*:'m£x&,In\(ToT)'(x)\=4, 

en effet T'x = -j¡ sur U n J „ , r " a : = Jr, 

et (T o T)'(x) = T'(Tx)T(x) = ^ ¿ = ^ si x e ] ^ , ¿ [ . 
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Alors : mfx€Uin \(T2)'{x)\ = i n f n > 0 i n f x a n jt^p = i n f n > 0 = 4 ' d ' o ù (3) 

—2 1 2 1 2(1 — xTx) 

(!-)•(,) = r" W r W + r-(r,)(rv))2 = ^ I ^ + ̂ ^ = ^ W

1 

- 2 ( 1 - ^ = 2 ^ ( 1 ^ ) s i , 6 ] ^ , i [ . 

D'où s u P a ; 6 [ ; / n = s"Pn>o = 1 < oo. Ainsi T € C. 

Remarque. On appelle transformation markovienne C2 une transformation T vérifiant 

(1), (3) et (2) avec en plus T(Ij) — I pour tout j G J. 

Il existe des transformations markoviennes C2 n'appartenant pas à C, en effet : 

soit T définie par 

ТО = 0 
Tx = J log(nz + bn) + an sur J[ n > 2 
T x = 4 z - 2 s u r ] | , f [ 

k Гж = 4ж - 3 sur ] § , ! [ 

avec a n = Mog[(n + l ) ( e n — 1)] bn = ^ *w , ils sont choisis de façon à ce que 
T(A) = 1, Г ( ^ ) = 0, d'où (2). Sur J n , T est une fonction de classe C 2 , on a : 

Т'ж = c„ n г qui est une fonction décroissante sur ] — oo, x0[ et sur ]:r0, +oo[ 
nx + ^ 

e n n / ( n + 1 ) - 1 . t . 
ou ж0 = : гт comme on a : —oo < x0 < ZTT < - < oo et que sur \x0, oo 

n ( e n — 1) n + 1 7 1 

T'a; 6]0, oo[ on en déduit que T est strictement croissante sur J n, la condition (1) 
est donc vérifiée 

i n f i n i = i n f { i n f r ( - ) , 4 } = i n f { 4 , 7 i 4 /

( e n ~ ! , ) ( W + 1 ) } 
* € / ' 1 l n>2 V J x ' ( n + l ) ( e n - l ) - e n n + n + l J 

= i n f { 4 , ( l - e - " ) ( n + l ) n > 2 } = 3 ( l - e - 2 ) 

car la fonction x —>(x + 1)(1 — e~x) est strictement croissante sur [1,00]. 
7 = 3(1 — e~ 2 ) = 2,59 > 1, la condition (3) est donc vérifiée. Mais la condition (4) 
n'est pas vérifiée, en effet : 

Tn(x) 1 

[Г(*№ = ~^Г(х)У = ~^ПХ + ^ = ~ П S U I I n P ° U r П - 2' 

On a donc s u p c 6 / 1 ^ ( ^ ) 2 [ = 00. 
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4. L'opérateur de Perron-Frobenius 

On considère un élément T de C, on définit alors l'opérateur de Perron-Frobenius 
associé à T, $ r : i j „ —» Ll

m par : 

/ 1 $ r / - ^ m = I1 f • g oTdm où / G Lx

m et g € I ~ 

Les principales propriétés de $ x sont : 

(i) $ t est un opérateur linéaire continu de Ll

m. 

(ii) $ r est positif : / > 0 =^ $ r / > 0, donc | $ T / | < $ T | / | pour / € V . 

(iii) $ x est une contraction de Lx

m. 

(iv) $ x préserve l'intégrale : JjJ <&r/dm = / Q / d m . 

(v) $ T n = ( $ y ) n . 

(vi) $ x / = / si et seulement si d/f = fdm est une mesure T-invariante. 

Preuve de (iii) et de (vi) : 

| | $ r / | | i = sup | / $Tf-gdm\ 
IM|oo<l J ° 

< sup / | / | • |flf o T\dm 

< sup l l / H i l l i f o T I U 
IH|oo<l 

< ll/lll 

Si $ j / = / alors $ fgdm = JQ1 o Tdm pour tout <? G en particulier pour 

g = lAAeBon* fi(A) = ^ ( T - ^ A ) ) . 

Si fj, = / m est T-invariante, pour tout g 6 LJ£ on a : 

/ # o Tdfj, = / <jro?/j ie : [ fg o Tdm = / fgdm d'où = / . 

Remarque, m est une mesure T-invariante si et seulement si $^1 = 1. 

Les conditions imposées à T G C permettent une écriture explicite de $ 7 » : 

$rf(x) = H2jçj /(vj^Xji^^jix) P o u r ra-presque tout a: de I. 

{ <jj : T ( / 7 ) —* Ij est la réciproque de T restreinte à i j 

Xj est l'indicatrice de l'intervalle T ( i j ) 
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En effet, l'égalité /J $ j / • gdm = /J f -goTdm donne par changement de variables : 

= S fj^ix)9(x)Mx)Xj{x)àrn(x) 

= / E / ^ i ^ î ^ i W X i ^ J M ^ ) ^ ^ ) P O U I t O U t # 6 L m 

[par le théorème de la convergence monotone dans le cas d'une subdivision dénombrable 

et en découpant / en / + — / ~ avec / + et positives.] 

D'où : QTf(x) = Ej€J f(°Jx)Mx)xÀx) m-PP-

Désormais on note $ à la place de $T et on définit pour tout x de J 

*/(*) = J2f(aSx)xÀx)<l>Àx)-

5. Le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu 

Les hypothèses : (V, || • et ( £ , || • |J£) sont deux espaces de Banach sur C , V 

est contenu dans £ , ils vérifient de plus l'hypothèse : 

(a) si ( / n ) n > o est une suite d'éléments de V qui converge dans C vers / et si pour 

tout n > 0 | | /n | | y < C, alors / est dans V et on a < C. 
$ est un opérateur de C dans C qui laisse stable V et qui est borné par rapport 
à la norme || • | | y , il vérifie les conditions : 

(b) s u p { | | * V l b / € V, < 1} < H < oo. 
n>0 

(c) Il existe n0 > 0 ,a < 1 et /? < oo tels que : 

l l ^ n o / l l v < « l l / l l v + W l b 

(d) si V est une partie bornée de (V, || • | | y ) alors $n°V est relativement compacte 
dans ( £ , || • 

Avant d'énoncer et de prouver le théorème de Marinescu et Ionescu-Tulcea, on 
remarque que : 

Proposition 5.1. SiT eC} $ vérifie les hypothèses (a), (b), (c) et (d). 
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Preuve : On prend pour C l'espace Ll

m muni de la norme || • ||i et pour V le sous 

espace de C constitué des fonctions dont la variation est finie, on le munit de la 

norme l l /H , = v(f) + \\f\\u c'est en fait (V, || • \ \ v ) . 

(a) - On a A = { / G Lx

m : ||/||v < C} est une partie compacte de Ll

m. On le voit 

en remarquant que toute fonction à variation bornée peut être considérée comme la 

fonction de répartition d'une mesure fi pas obligatoirement positive. On dispose de 

la convergence faible des mesures. 

Soit (<f>n)n>o une suite de A on associe alors une suite de mesures (fin)n>o de 

variation totale bornée sur [0,1]. Il existe donc une sous-suite de mesures (fink)k>o 

qui converge faiblement vers //. Soit <f>(x) = //([0,a:]), comme l'ensemble des points 

de discontinuité de fi est dénombrable, on en déduit que <j>nh —» cf> p.s. Les <j)n sont 

bornées on peut donc appliquer le théorème de Lebesgue et alors : <j>n —» <j> dans Ll

m 

et ||<^||v < C, d'où la compacité de A dans L^ . 

Soit alors une suite ( / n ) n > o de points de A convergent vers / G Lx

m et telle que 

ll/nllv < C. On a alors lim | | / - / n | | ! = 0 et \\fn\\v < C. Comme A est compacte 

dans Lx

m alors / G A et donc / G V et | | / | | v < C. 

(b) - $ est une contraction de Lx

m, Soit / un élément de V", on a donc | | $ / | | i < | | / | | i 

et donc s u p n > 0 { H $ V | | i , / 6 V, ll/H < 1} < 1 < oo. 

(c) - Par hypothèse, il existe n 0 > 0 tel que 7 = inf | ( r n ° ) ' ( : c ) | > 1. Il existe N > 0 

tel que 7 " > 2,-y"" 1 < 2 et sup < 00. 

On pose S = TNn°, S est un élément de C, en effet : la subdivision associée à S est 

la plus fine contenue dans { ( T - J V n o + 1 ) / ^ n o _ 1 0 • • • fl T"lIix n Iio}{io iNn^l)eJNn0, on 

la note (JJ)JGJ. Sur Jj, S est strictement monotone comme composée de fonctions 

strictement monotones. L'ensemble {5'"" 1(J r

>;)}j6j est composé d'un nombre fini 

d'intervalles distincts, on le voit par récurrence, pour Nn0 = 2, la subdivision de T2 

est contenue dans (r""1(/tl) D /t 0)(to,û)€J 2-

Pour î 0 , i i dans / on a : T(T~l(Iix) n 7 t 0 ) = D Iit. Mais il n'y a qu'un 

nombre fini d'intervalles distincts T(Ii0) d'où un nombre fini d'intervalles distincts 

dans { S ( J j ) } j € j . 

On a : | 5 ; ( x ) | = | ( T n ° ) , ( r n o ^ 1 ) a : ) ( r n o y ( T n o ( i V - - 2 ) ( a : ) ) • • • (Tn°)'(x)\ > 7

N > 2 

d'où inf | 5 ' ( s ) | > 2. 

La condition (4) est évidemment vérifiée. 

L'opérateur de Perron-Frobenius associé à S est $ N n o que l'on va écrire sous la 

forme : 
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où <tj{x) = Sj\x) sur Jj, <j>j(x) = js^)\ ^ 7 N et Xj(x) = l ^ O * ) -

Soit / € V. 

On calcule la variation de $ n o 7 V / 

On pose Xj = Ifo,*,]. 

On a alors : 

v[F o or^Xj] < ^ f l j . | 6 i j [ / o tf^-J + | ( / o AJHXA^l + \(F o c r ^ X M I 

^ V[a;,&;][/ 0 < ^ j ] + % > , 6 > ] [ / 0 + 2^-

où di = i n f { | ( / o (Tj(f>j)(x)\, x e [aj, bj]}. On a donc : 

1 rb3 1 fbi 

dj < t / \F O ARFADM = ,QrT\\ / l / o a j l < M m 

6j ~ dj Jdj m{b(Jj)) Jaj 
< — J"— / \f\dm par changement de variables. 

m(S{Jj)) Jjj 

D'après l'hypothèse (2), il existe S > 0 tel que 

VjeJ M(S(Jï))>6. 

on obtient donc : 

„ ( * " - / ) < 2 £ v[a}ibj][f o a, • fc] + | E / 7 l /M™ 

< 2 E < W > ] [ / ° < V *i ] + 7ll/lli-

On calcule maintenant v[a,-,&,•][/ ° 0"j • <f>j]. 

< / fcl№M/°*ill + / | # | | / o 

< r N I W\ + K f \f\dm 
Jjj Jjj 

où K = s u p j € j s u p x 6 [ o i 6 > ] \f.{x)\. On montre que K est fini : 

file:///f/dm
file:///f/dm
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On a pour x dans [aj,6j] <f>j(x) = St£.x^ = 

Alors : 

Ainsi : 
, fffox) , , S'!(x) , 

# = SUp SUp T - / T r=r = S U P S U P

 J 

qui est fini d'après l'hypothèse (4). 

Alors, on a : 

v(*Nn°f) < 2 ^ / \ \ f \ d m + r N l + 

< 2 ( ^ + i ) | | / | | 1 + 2 7 - N / ) . 

Comme | | $ n o 7 V / | | i < | | / | | x , on en déduit que 

\\^Nf\U < ^-N\\f\U + [i + 2(K+l-)]\\f\u 

< a| |/ | | t ) + ^ | | / | | 1 o ù a = 2 7 - 7 V < | = l . 

On remarque ici que dans le cas d'une subdivision dénombrable, l'hypothèse (4) sur 

T est nécessaire. 

(d) - Si V est une partie bornée de (V, || • comme $ est un opérateur borné de 

V alors $ n V est une partie bornée de (V, || • donc de ( i ^ , || • 

On en déduit alors sur $ n o V est une partie relativement compacte de (V, || • \\v) 

car d'après la preuve du (a) l'injection de (V, || • j |„) dans ( i ^ v | | • ||i) est compacte. 

Théorème 5,2. Sous les hypothèses (a), (b), (c) et (d), $ n'a qu'un nombre fini 

de valeurs propres de module 1 : À x , . . . , À p et $ s'écrit alors : 

Où les sont des opérateurs linéaires bornés de V dans $ t ( V ) qui est de dimension 

finie et est contenu dans V, et où tp est un opérateur linéaire borné de V qui vérifie : 

tp(V) C V et xj) a un rayon spectral p(ij>) < 1 dans (V, |j • | | y ) . De plus on a : 

if>$i = 3\V = 0 = 0 sii^ j = $t. 

On peut alors écrire : $ n = Ya=i -M*$î + ^ n P o u r t°ut n > 0. 
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Preuve : Elle se fait en plusieurs étapes. 

1ère étape : on démontre que $ a un nombre fini de valeurs propres de module 1 

et que les espaces propres associés sont de dimension finie. 

Lemme 5.3. Soit m > 1 alors, | | $ m n o / | | y < am\\f\\v + L\\f\\c. 

Preuve : D'après les hypothèses (b) et (c) on a : 

pour tout m, | | $ m | | £ < H < oo donc | | $ m / | | £ < ff||/||£ 

e t | | $ « o / | | v < a | | / | | v + ^ | | / | | £ . 

Alors m > 1, | | $ m n o | | V < a | |$( m - 1 ) n o / | |v + ^ l l ^ ( m " 1 ) n o / | | £ < e * № ( m - 1 ) B 0 / H y + 
fi H||/||£ par récurrence on obtient alors : 

| | * m / | | y < <*mll/llv + W + « + ••• + «""^ l l / l l r -

Comme 0 < a < 1 on en déduit que fiH{\ + « + ••• + a m ~ 1 ) < On en déduit 

alors le lemme 5.4. 

Lemme 5.4, Les normes (| |$i | |y)n>i sont uniformément bornées. 

Preuve : D'après le lemme 5.3 on a : | | $ m n o | | y < am~no + L si m > 0. 

Comme $ est un opérateur borné par rapport à la norme de V, il en est de même 

pour $ n , n < n 0 , il existe donc M > 0 tel que, n < n0 | | $ n | | y < M < oo. 

D'où l'uniforme bornitude de { | | $ n | | y } n > 0 . 

On note pour tout À G C V(A) = { / G V : $ / = A / } c'est l'espace propre 

associé à À, si V(À) ^ { 0 } alors À est une valeur propre de 3>. 

Lemme 5.5. V(A) est de dimension finie si |A| = 1, 

Preuve : Pour cela, on montre que X = V(A) fl { / G V : ||/|J£ < 1} est compact. 

Soit / G X, \\f\\c < 1 et * / = A/ . 

Alors l l ^ / H y = | | A " o / | | v = H/llv < a||/||v + < a | | / | | v + fi. Comme 

0 < a < 1 alors : | | / | | v < 

X est donc une partie bornée de V, par (d) elle est transformée en une partie 
compacte de C par $ n o . Mais X est $ n o-invariant. X est donc une partie compacte 
de C donc dimV(A) < + o o . 
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Lemme 5.6. $ n'admet qu'un nombre fini de valeurs propres de module 1. 

Preuve : Dans le cas contraire, il existerait une suite infinie de valeurs propres 

distinctes de module 1 : Ai , . • • , A n , . . . At =̂  A, si i ^ j . Pour tout n, on choisit 

fn dans V ( A n ) , / n ^ 0. Les (fn)n>o sont linéairement indépendants (dans C comme 

dans V) . 

On note X(n) = vect { / i , . . . , / n } . On a X(n) C X(n + 1). (l'inclusion est 

stricte) 

Le lemme de F. Riesz prouve alors l'existence d'une suite # i , . . . , ^ n , . . . telle que 

\\9n\\c = 1 et ||</n - f\\c > | où / € X ( n ) et <?n € X(n). 

On a : 

Si / € X(n), f = E r = 1 ^fi, alors * " » ( / ) = E " = 1 ^ f i € X ( n ) 

et donc $ m ( / ) G X ( n ) . 

Si / G X ( m ) alors pour tout p € N*, 4 r $ p ( / ) - / Ç X ( m - l ) . Car é-Wf-f = 

Pour n > n0 W^gAlv = l l *"» l lv ^ û f c ( n ) H^ l l v + * i l l £ = « f c ( n ) l l^ l lv + ^ 
Comme 0 < a < 1, il existe alors n( j ) > 0 tel que 

pour tout n > n(j) et n > n0,a
k(n)\\gj\\y < 1. 

D'où l'ensemble {^$n<jrj,jf 6 IV*, n > s u p { n ( j ) , n 0 } } est la transformée par 

$ n o d'une partie bornée de V, d'après (4) c'est donc une partie compacte de £ , il 

existe donc deux sous-suites (A s ) et (ns) croissantes de (j) et (s) telles que la suite 

("^j7^na9je)a>o converge dans C. Mais : 

D = \ \ ^ * n ' V . - T r k ï * n ' + 1 9 ù „ \ \ c 

D = \ \ 9 j . + 1 + T ^ * n t + 1 9 i , + i - 9 i , + 1 + l k * n ' 9 i . \ \ £ -
A: ,t A4 

Comme t t t t+t$ n a + 1 <7j , + i ~ 9j9+i e s ^ dans X(j3+i — 1) et comme -jhr$n$gj9 est dans 

X(js) qui est contenu dans X(j9+\ — 1) on en déduit que D > \ par hypothèse sur 

la suite (gn)n>o- Ceci contredit le fait que (prçr$n*(jfjj converge dans C et donc il 

existe un nombre fini de valeurs propres de module 1. 

2ème étape : On construit les opérateurs 
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Lemme 5.7. Quelque soit le nombre complexe À de module 1, quelque soit f dans 

V, il existe f dans V tel que 

I no+n-l I 

.«S .I- E i r * ' / - 7 l l £ = o. 

Pretwe ; Soit V = { / G £ : l i m ^ o o ||/-sr„||£ = 0 où (0 n)n>o est une suite de V } V 
est un espace de Banach quand on le munit de la norme || • ||p- qui est la restriction 

à V de la norme |j • | | £ . 

$ : V -> $ ( V ) C V est un opérateur linéaire tel qu'il existe H > 0, | | $ n | | £ < H 

pour m = 1,2, . . . , par le théorème de Hahn-Banach il existe un prolongement 

$ : V -> Ô(V) C V de $ vérifiant : 

V / G V, Vm > 0 $mf = $ m / et | | ê m | | y < # pour m = 1 ,2 , . . . . 

Le lemme 5.4. entraîne que les normes | | $ m | | y m = 1,2, . . . sont uniformément 

bornées par M = s u p 1 < m < 0 0 | | $ m | | y . 

Soit / G V, on a : 

I I ^ E ^ / l l v < i g l I ^ / l l v ^ W l l v ^ l l / l l v 

< J ll/ l lv si M < 1 
- \ M | | / | | v si M > 1 • 

L'ensemble Y%Zo ^XT^T^Vi n € W * } est une partie bornée de V par (d) elle est 

transformée par $ n o en une partie compacte de C. C'est £ £ t ^ _ 1
 \E$kf n > 0 } -

On peut donc en extraire une sous-suite convergente dans C donc dans V. En fait 

c'est la suite elle-même qui converge dans C donc dans V. 

Donc il e x i s t e j € V tel que l i m , ^ ||J E K " 1 ~7\\c = °- 0 n m o n t r e 

maintenant que / est dans V, on observe que : 

1 no+n—1 n 1 no+n—1 

I I - £ Y ^ k f h < i £ l l *V l lv < ^ l l / l l v 

/ est donc limite dans C d'une suite de points de V qui sont bornés par M | | / | | y 

dans V, l'hypothèse (a) permet de conclure que / G V et | | / | | y < Af 

On peut alors poser pour tout / dans V / = L'opérateur $ est un opérateur 

linéaire de V dans $a(V) C V. L'inégalité < M | | / | | y entraîne alors que 

| | $ A | | y < M pour tout A G C , |À| = L 
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On a aussi, 

Il 1 no+n—1 1 no+n—1 

- E ** / < " E H $ f c / | | < i f l l / l l r pour tout » , 
| n *=n 0 £ 7 1 *=n 0 

on a donc : 

n*A/iir < m u e t d o n c n*Aii£ ^ 

3ème étape : On démontre les dernières assertions du théorème. 

Lemme 5.8. * A ( V ) = V(A). 

Preuve : Soit / 6 V(A), on a : $ * / = A*/ jb > 1. 

Alors : 1 E S " 1 * * * / = î a ï ' 1
 / = / = * * * / = / et V(A) C * A ( V ) . 

Soit / G $a(V) alors il existe # dans V tel que / = $\g pour tout n > 0 on a : 

[n ¿ 1 Xk ' n ¿ 1 A* { s ) n n + X* K 9 ) nA"o-i 9 ' 

On passe alors à la limite dans £ , $ a / = A / . 

On en déduit alors que pour tout À G C , |À| = 1, non valeur propre de $a = 0. 

Lemme 5.9. Soit A une valeur propre de module 1 de $ alors $\ = $a-

Preuve : Soit / G V alors 4>a/ G V(À) comme si / G V(A) $ A / = / on en déduit 

que $\f = $ a / . $a est donc une projection de V sur V(À). 

Lemme 5.10. Si fi et A distinctes alors $a$/x = 0. 

P r e ^ e : Si / G V, 9J G V(,i) =• * A * , / € V(,i) n V(A) = { 0 } . 

On peut alors décomposer V en : V = ©f - i V(À,-) © W . On note maintenant $ t à 

la place de $a». Les sont des projections de V dans V(A t ) qui sont de dimension 

finie. / G V s'écrit alors de façon unique 

/ = $ 1 / + h $ p / + # où # G W . 

Alors pour tout m > 0 on a : 

$ m / = A™$! / + • • • + A ™ $ p / + $ m # , 
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en effet : 

Soit a la projection de V sur W , on pose 0 / = % = 4><j/ = c r$ / . On a o$ = ^ 

car >̂ : W - » W . 

On a donc : $ m c r = ^ m ce qui entraîne 0$ f - = $t-t/> = 0 car V(A t ) n W = { 0 } . 

Par construction, tf> n'a pas de valeur propre de module 1 dans V. C'est un 

opérateur borné de V et de £ on a : 

HV-lr = | | * m - A r $ i A 7 » , | | £ < | |$ m | |£ + ||$i||£+---+||^ll£ < (p+l)M. 

De même on a : | | ^ m | | y < (p + l)H. Ainsi on a V'(V) C V et ^ a un rayon spectral 

< 1 dans (V, || • | | v ) . 

Conséquences : D'après la proposition 5.1., on peut appliquer ce théorème à $ . 

On s'intéresse à la valeur À = 1, on définit alors h = $ i ( l ) . Comme la fonction 1 est 

un élément de V , d'après la preuve du théorème (2ème étape) on sait que h G V, il 

reste à montrer que h n'est pas nulle. On a JjJ hdm = 1. 

En effet h est définie comme la limite dans V des fonctions hn = £ YH^^"1 $*(1) 

on a pour tout n > 0, /&ndm = J X^n^ - 1 Jo ®k{\)dm = 1 d'après la propriété 

(iv) de l'opérateur de Perron-Frobenius. Comme h est dans V donc dans Z ^ , on en 

déduit alors que $ hdm = 1 donc que h n'est pas nulle. 

Par construction h est positive d'après (ii) et (iv). On en déduit alors que $ 

admet 1 pour valeur propre et qu'une fonction propre associée est h. 

Exemples : 

La transformation "fraction continue" : sur I—tt, 1[ G n a : Tx — - — n. La 

réciproque vaut donc : anx = et a9

nx = . L'opérateur $ vaut alors : 

= £ n > i / ( ^ y ( ^ r - = i î { ; c a r = 1 e t = 
_JL. i 1 _ 1 y> i i _ _ . 1 T - * (~± 1 \ 1 L . 
log2 -wn>l i4 . - i - (x-fn)2 log2 ^ n > l a?+n+lx+n log2 ^ > K x + n / ~~ log2 1+ar' 

Dans le cas d'une transformation markovienne linéaire on a h = 1 et m est 

T-invariante. 

Pour les /^-transformations, si fi G N et a = 0, = J E f l J et 

$1 = 1 donc A = 1. 

Remarque : /i n'est pas obligatoirement strictement positive, par exemple si on 

prend Tx = fix + a[l] fi > 0,fi2 = fi + 1 et a = 2=£. 

M*) = | ( 3+40) ( lp ,^ 

http://i__.1t-*
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T f » ) | 

/ 1 / 1 | ( 3 M ) . . -n f— 

u l ? ¥ I " I * '« •[ * i j ' j i. i 

On a JjJ h(x)dx = 1 et $/i = /& en effet : 

* / ( * ) = (/5 - W * ) + f ë ^ j 1 1 ) + / ( ± z ^ ) i [ o , ^ ] ( * ) ] -

= | ( 0 " 1)(3 + 4/?)[(l[« f l[(ar) + l p , ^ ^ ) ) + l[«-i ,o](*) 

+ lp,a [̂(*) + ( l [-2i i [(*) + l t o t £=i ( (^) ) l [ o,£ f i ] ( a ; ) ] + f 0* ~ l)(3/3 + l)[(l | 1 ,a^B ( («) 

+ l ^ O O J W O + V 1 * 4 ! ^ + ! [ f , i [ ( x ) + ( W f + ^ l - i ^ * ) ) 1 ^ ] ^ ) ] 

= |(3/? + l)ll[.4l(*) + W f 1 + ¿(0 + 2 ) [ W t + ^lal^l = 

On a ainsi construit une mesure fi = Am absolument continue par rapport à la 

mesure de Lebesgue mais non nécessairement équivalente à m tel que (T, fi) soit un 

système dynamique. 

Hypothèse : Dans toute la suite, on suppose que 1 est une valeur propre simple 

de $ . 

Alors le système (T, fi) est ergodique. 

On en déduit que les autres valeurs propres de module 1 de $ sont toutes simples 

en effet ; 
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On montre d'abord que : 

Si $ u = Xu u G V,u ^ 0 et |À| = 1, A ^ 1, il existe v G V ne s'annulant pas sur 

I tel que u = vh. 

Car = |tx|, mais d'après (ii) |$w| < $\u\ donc > \u\ > 0. D'après (iv) 

JQ1 $ |u |dm = |u|dm. Ainsi = m.p.p. donc on a = \u\ dans V " , comme 

1 est valeur propre simple de $ associée à fc, on en déduit que = kh où est une 

constante positive. 

On peut donc écrire u = vh, v étant un élément de V ne s'annulant pas sur I tel 

que : $(vh) = \vh. 

Sur {ft ^ 0 } , on peut poser P(v) = P admet T pour adjoint dans et 
est une contraction de L2^ en effet, on note (v, to) M le produit scalaire de L2^ : 

( P v , i y ) / X = / $(vh) • w dm = / v • w oT - hdm = {v,w oT)^ 
Jo Jo 

| |Pw||a > M = sup \{Pvyw)„.\. 

Comme 

u>)„| = | / * $ ( u / i ) W m | = | C vwo Tdfi\ < /* \v • w o T\d(i 
Jo Jo Jo 

< [f1Jdp}t[[1U?0TdlA]i=Mto\H\2»> 
Jo Jo 

on a \\Pv\\2ill < | H | 2 i M . 

Soit, maintenant, A ^ 1 une valeur propre de module 1 de Il existe donc 
v G V ne s'annulant pas sur / tel que : 

$(vh) = A vh donc Pv = Av, 

A est donc une valeur propre de module 1 de P et v est un point fixe de l'opérateur 
p 
à * 

y est une contraction de L\ car |A| = 1 et son adjoint est AT, en effet : 

P i f 1 l f1 1 1 
{-rv,w)n = - / <&(vh)wdm = -r / v -wo Tdfi = -~(v,w oT) ~ (v, =w o T) 

A A i o a Jo A A 

et AÂ = 1 d'où 1 = A. 
A 

Dans un espace de Hilbert, les points fixes d'une contraction sont ceux de son 
adjoint. 

» 

Ainsi Xv o T = v. 
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Si vi € V vérifie Xvt o T = vi alors comme v ne s'annule pas sur J ou a : 

\ v t V 

Alors * ( * • o T • h) = • /*) i.e. = . fc). 

Donc ^ est une constante et j n'admet qu'un espace vectoriel de dimension 1 

comme invariant, c'est-à-dire À est une valeur propre simple de P et donc de 

On suppose donc que toutes les valeurs propres de $ sont simples. 

On veut maintenant démontrer le théorème central limite : soit / un élément de 
V à valeurs réelles, sous l'hypothèse a2 = l i m ^ o o fo(^£)2hdrn > 0 et si / / ( / ) = 0 
on a : ^ 

lim a\ < v] = \— / e"u2^2du pour tout v £ M. 

D'après le théorème de Paul Lévy, il suffit de prouver que pour tout t de M 

l im n — oo /Q 1 e^v^hdm = c"i2l2. 

On remarque que : 

j f 1 c * ^ # A dm = jf* e * ^ - f t ' l o T n d m = $ n [e* '^# • h]dm. 

On est donc amené à étudier $ n [ e l t ^ • h] et pour cela à construire un nouvel 

opérateur $f(i0) vérifiant : $?(ê0)(#) = $n[éeSnig] pour tout g de V et tout 9 réel 

6. Les perturbations de l'opérateur $ 

On perturbe l'opérateur $ : soit / une fonction réelle appartenant à V, pour tout 9 

dans JR, on définit l'opérateur $f(i0) par : 

$f(i$)(g) = $[exp( i# / ) • où g est dans V. 

Propriétés de l'opérateur <$>j{i9) : 

[PI] $ / ( 0 ) = 

[P2] Pour tout 9 de $/(¿0) est un opérateur continu de V. 

[P3] L'application 9 —> $/(¿0) est analytique. 

[P4] Pour tout n € IV*, pour tout 9 G iR, on a l'égalité ra-presque-partout 

= $n[exp(i0Snf) • </] où 5 n / = E / o T*. 
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La propriété [P4] permet de faire l'étude de Snf en utilisant les propriétés spec­

trales de $f(i$). 

Preuves : 

[P2] : On montre d'abord que si / est dans V et 9 dans M alors exp(i0f) est 

dans V. On a : 

Il exp(«0 / ) | | i = f11exp(t0/)|dm-- 1 donc exp(ifl /) € Ll

m. 
Jo 

Pour toute subdivision (a,-)i<t-<„ finie de [0,1], on a : 

£ | e x p ( i 0 / ) K ) - exp(tf/)(ai+1)| = £ [ [ c o s ( 0 / ( a i + 1 ) ) - cos(*/(o,-) j ] a 

j = 0 jf=0 

+ [ s i n ( ^ / ( a i + 1 ) ) - S i n ( ^ / ( a i ) ) ] 2 ] 5 

= - c o s ( ^ / ( a j ) ) c o s ( ^ / ( a i + 1 ) ) 
j=o 

- s i n ( ^ / ( a j ) ) s i n ( ^ / ( a i + 1 ) ) ] § 

= E[l " c o s ( 0 ( / ( a i + 1 ) - /(a/)))]* 
j=o 

= 2 E | s i n ( | ( / ( û i + 1 ) - / ( a i ) ) ) | 
i=o z 

|û| n-1 

2 7 r T I _ l / ( a i + i ) " / ( a i ) l c a r I s i n a l ^ * M 

d'où 

u[exp(*0/)] < i r | * M / ) < oo. 

On fixe maintenant 0 dans Met g dans V 

< | | * | | . • I l e x p W ) .g\\v < 2 | |* | | . - . ||exp(«£l/)|U • ||jf||v. 

D'où la continuité de $f(i$) dans V et on a : | | $ / ( . 0 ) | | w < 2 | |$ | |„ • || exp(i0)| |„. 

[P3] : Comme 

W^HP • g)\U < § H № • l i m < 2 | | * | | . • MJ№LM№, 

la série Y%Lo ^r$(fng) e s t normalement convergente dans V et sa limite vaut 
$j(i9)(g). Ainsi la fonction 6—>$f(iQ) est analytique. 
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[P4] : On montre d'abord pour / G V et g G V que 

$ [ / o T - g] = / • m -presque partout. 

On note ( / , <f>) pour /o1 / • <j>dm si / € V et € Z ~ On a par définition de pour 

tout <f> de I ~ : 

(•(/or-*),*) = [foT.g^oT) 

= (g,(f<t>)oT)c*TfeV=ïfeL% 

= (*g,<i>-f) = (f-*g,<f>)-

Ceci étant vrai pour tout ^ de Z££, on en déduit que $ [ / o T • = / • m-presque 

partout. 

On peut alors démontrer [P4] par récurrence sur n : 

c'est vrai au rang 1 par définition de $f(i0). 

Supposons que ^(i6)(g) = $ n [ e x p ( i # S n / ) • g] m.p.p. 

Alors, il existe Ni G B, m(iV 1 ) = 0 et sur / \ Ni on a : 

$nj+1(i0)(g) = **,№[*№)(*)] 
= *n[exp(ieSnf) • *,{i6){g)] 

= ^n[exP(idSnf)<!>(exp(i0f)g)]. 

Il existe N2 £ B tel que m(N2) = 0 et sur / \ JV2 on a : 

S [ e x p ( i 0 / ) - d e x p ( i 0 S n / ) = $ [exp( i0S n / ) o T • exp(idf) • 5] 

= $[exp(iOSn+1f) • g). 

Soit alors iV3 = Nj U JV2> on a : m(i\T3) = 0 et sur J \ JV3, 

« ^ ( ^ ( f l ) = * * [ * ( ( « p W 5 f H . 1 / ) . . y ) ] = $ n + 1 [ e x P ^ 5 n + 1 / ) ^ ] . 

Le spectre de $ / (¿0) est donné par le théorème des perturbations. 

Proposition 6.1. Il existe un réel a > 0 tel que si \0\ < a, alors pour tout n > 1, 

pour tout g G V , on peut écrire : 

= Aî(tf)*,(t*№) + £ A^)<I>*(i0)(</) + ^(ie)(g). 

Avec : 

- les applications 6—> —* Afc(i0) ei # - » ^ / ( ¿ 0 ) sont analytiques dans un 

voisinage de 6 = 0. 
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- Àfc(0) = A*, (Ai = 1) et Xk(iO) est une valeur propre de $j{iO) de module plus 

grand que ¿ ± ^ 1 = p 2 (pius p e t i t que 1 car | |*/(ï0)jli < | |$| |i < l). 

- les opérateurs $k(i0) sont des projections de V sur le sous espace propre 

^(AfcO^)) qui est de dimension 1 et $*(0) = = rn(fh) • h). 

- l'opérateur ^/(iô) est un opérateur sur V de rayon spectral p(ipf(i0)) < 

^ ( 0 ) = if> et pour tout 1 < k < p : 

tf/(tf)*fc(tf) = = 0 et < cP

n

2

+1\e\. 

Preuve : 

Résultats préliminaires : 

Notations : 

V est l'ensemble des opérateurs de V à valeurs dans V. 

Si $ G V 

= {A G C : AJ - $ est inversible dans V} 

* ( * ) = C \/>(<*>) 

Si A G />($), i?(A, $ ) = (A/ - fc)"1 existe dans V. 

est l'ensemble de toutes les fonctions / qui sont analytiques dans un voisinage 

de <x($). Si / G . T 7 ^ ) , si U C est un ouvert dont la frontière B est constituée 

d'un nombre fini d'arcs rectifîables de Jordan orientés positivement et si U U B est 

contenu dans le domaine d'analycité de / , alors / ( $ ) est défini par : 

n*) = ±jBfm(\,*)d\. 

Lemme 6.2. L'ensemble Q des éléments de V qui admettent un inverse dans V 

est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs dans T>. 

{ Q ^ Q 
^ est un homéomorphisme pour la topologie de la 

convergence des opérateurs dans V. 

Preuve : G n'est pas vide, car l'opérateur identité est dans G* 

Si A est dans £ , alors G contient la sphère SA = {B G V : | | J 3 - < H A " " 1 ^ 1 } 

et si B est dans SA, B"1 vaut A"1 £ ~ 0 ( ( A - B)A~l)n 

0 0 

\\Br^-A~% < 2\\A~X'£\\((A-B)A-lr\\v 

oo 

n=l 
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S\\A-m\\A-B\\v 

~ l-A\\A-%\\A-B\\v 

{ g ->ç 
^ _^ est un homéomorphisme 

Corollaire 6.3. Si $ 1 ei $ son* dans V, si X € />($) et si | | * - * i | | w < ÎH#(A, 
alors A 6 et : 

H ( A , * i ) = i?(A, * ) £ [ ( * - • 1 ) J R ( A , * ) ] » 
n=0 

L e m m e 6.4. 5o# (7 ouvert de C vérifiant U C a/ors iï ezisJe r > 0 

*e/ çue se |0| < r, on a : Û C p{$j{i9)) et pour tout À € (7, ]?(A, $/(¿0)) es* une 
fonction analytique au voisinage de 9 = 0. 

Preuve : D'après le corollaire 2, on sait que pour tout À € 

si | |$ - « , ( 0 ) 1 1 . < JII / tXA,*)!!; 1 alors A G / * * / ( « ' * ) ) . 

Soit C />($), alors pour tout X €U, R(X, $ ) € V et n'est pas nul. 

Comme 

| A | i m J | i l ( A , $ ) | | „ = i J i m T O l l | | ( / - f ) - | | v = = 0 

on a alors S = inf A € ^ ^||-R(A, tyW'1 > 0. 

Pour tout A G U C p($) on a alors : 

n » - • / ( • 0 ) 1 1 . < « 

entraîne 

« • - m ^ i i ^ ï I I ^ * ) ! ! ; 1 

et donc A G p($f(i9)), ainsi 77 C p(Pf(i9)). 

De plus j R ( A , * / ( t 0 ) ) = # ( A , $ ) £ ~ 0 [ ( $ - $f(i9))R(\, $ ) ] n est une série qui 

converge normalement pour || • | | v et pour la norme de la convergence uniforme des 

opérateurs de V. Comme la fonction 6 —• 4> — $/(¿0) est analytique au voisinage de 

0, on en déduit alors que 9 - » i2(A, $f{i0)) est analytique pour tout A G C/ dès que 

||$ — $f(i9)\\v < S. Cette condition, à cause de [PI] et [P4] revient à |0| < r. D'où 

le lemme 3. 

L e m m e 6.5. Soit g un élément de alors il existe un réel r > 0 tel que pour 

tout \9\ <r, g G / " ($ / (20) ) et g($j(i9)) est un opérateur qui dépend analytiquement 

de 9 au voisinage de 9 = 0. 
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Preuve : Soit U un voisinage de cr($) sur lequel g est analytique. Soit U\ un voisinage 

de dont la frontière B est constituée d'un nombre fini d'arcs de Jordan orientés 

positivement et tel que U\ U B Ç U. D'après le lemme 3, il existe un réel r > 0 tel 

que |0| < r entraîne 0—• J8(A,$/(t0)) est une fonction analytique le long de B et 

la série R(\,$f(iO)) = # ( A , $ ) E S L o K * - $f(iO))R(\,;$)]n converge uniformément 

pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs de V et normalement 

dans (V, || • y . 

Ainsi g($f(i$)) = JBg(A)R(X^ $j(i9))d\ se développe au voisinage de 0 en 

une série entière en 0 et donc g($f(i0)) est un opérateur qui dépend analytiquement 

de 0 si |0| < r. 

Preuve de la proposition ( 6 . 1 . ) 

Les points (*k)i<k<p sont des points isolés du spectre de $ , il existe donc pour 

tout fc, rk > 0 tel que : 

B(\k,rk)na($) = {\k}, 

on prend par exemple rk = inf{ 1A*~A.?1 j ^ fc}. Ainsi les cercles (C(Xkl r*))*. et 

(7 (0 ,2£Ù£Ï±I ) — ( 7 ( 0 ? / > 2 ) sont entièrement contenus dans p($). On note B la réunion 

de tous ces cercles, c'est une courbe constituée d'un nombre fini d'arcs rectifiables 

de Jordan, on va supposer que B est orientée positivement. 

On peut alors définir les projections par : 

- Soit rtk une fonction analytique dans un voisinage de cr($), qui vaut 1 sur 
J3(Afc, rk) et 0 sur le reste de <t(P), alors d'après le lemme 4 , il existe ak > 0 tel que 
|0| < ak entraîne : nk G jF($j(i9)) et rik{$f(i0)) est analytique en 0. 

On a alors pour |0| < ak. 

nk{*j(i$)) = * f c ( t f ) = ^ JB n f e(A)f?(À, * / ( .*))rfA = ~ R(\, *f(ie))d\. 

- Soit m une fonction analytique dans un voisinage de cr($) qui vaut 1 sur j B ( 0 , p2) 

et 0 sur le reste de <r($), de même il existe a > 0 tel que m G jF($j(i9)) et ra($/(i0)) 

est analytique en 0 si |0| < a. On a alors pour |0| < a : 

m{$f{i9)) = M( i0) = t Î - / m(À)/2(À,*/(*0))dÀ = - i - / R(\,$f{i9))d\. 
Zîtc Jb Zitt Jc(o,p2) 

On a alors pour |0| < 0O = inf{a^ 1 < k < 

M(i9)$k{i9) = $k(i0)M{i9) = 0 pour 1 < jb < p. 

De plus pour |0| < 0o on peut écrire : 

J = 9t(i$) + 92(i9) + • • • + *P(»0) + M(i0) 
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où les fonctions 0 -+ $¿(¿0) et 0 - » M(iO) sont analytiques en 0 et $*(()) = 

Il existe 0 < < 0O tel que |0| < 6* entraîne dim$k(№)(V) = dim$k(V) = 1. 

En effet, il existe 0 < 6* < Oq tel que : 

\0\<bk*\\9k{i$)-*kiï*<ï 

car $fc(0) = et 0 $¿,(¿0) est analytique en 0. 

On suppose que dim$jt(20)(V) > 2, alors il existe h\ et /&2 dans $A r(ê0)(V r) qui 

sont linéairement indépendantes. Comme dim4>fc(V) = 1, il existe un scalaire À tel 

que : = A$k(/i 2 ) et on pose h = h\ — Àft2. & n'est pas nulle et appartient à 

V. 

Comme on a : [<_>* — $*(i0)](/i) = — l a condition )!<_>* — $fc(z0)|| v < 1 n'est pas 

valable. 

Donc si |0| < 6* on a dim$jk(*0)(V) = 1. 

Soit gk une base $fc(V), il existe § <\<bk tel que |0| < \ implique $k(iO)(gk) 

est une base de 4>j_(i0)(Vr). En effet $k(9k) = 9k qui n'est pas nulle en 0 = 0 donc elle 
n'est pas nulle dans un voisinage de 0 car 0 —• $¿(¿0) est analytique en 0. $fr(&'0)(_7fc) 
est donc bien une base de $*(i0)(V) si |0| < \ . 

On a alors pour |0| < \ : 

* / ( . * ) [ * * ( « * ) ( * * ) ] = = A*(W)**(itf)(ff*). 

La fonction 0 —» A*(i0) vaut A* en 0 et est analytique en 0 comme produit de fonctions 

analytiques en 0. On en déduit alors qu'il existe 0 < 6* < h tel que Xk(iO) € 

B(\k,rk) si \0\<lk. 

On a alors démontré que A*(s0) est une valeur propre de $/(¿0) et que l'espace 

propre associé <_>fc(z0)(V) est de dimension 1 pour |0| < fe*. 

On pose alors a = inf{6*, 1 < A; < jp} > 0. Pour |0| < a, on a : 

$k(i6)$i{i9) = 0 si i f c ^ j . 

On pose maintenant ^ / ( ^ ) = M( i0)$ / (z0) = $ / ( i0)M(z0) . Pour |0| < a, la 

fonction 0 - * ^ / ( i 0 ) est analytique en 0 comme composée de fonctions analytiques 

en 0 et on a pour tout n G J_V*, 

|^| < a ==> ̂ (¿0)^) = è A ^ C i ^ ) ^ ^ ^ ) ^ ) + 07(i^)(5r), si 0 est dans V. 

O n a ^ / ( z 0 ) = $ / ( i0 )M(z0) . 
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Comme $/(¿0) = ^ §B A#(A, $/(i0))dA, on en déduit que 

t[>f(ie) = / \R{\,$j{ie))M{ie)d\ 

2tir Jb 

= : r - / AJÏ(A,$/(i0)WA 

car le long de C(A f c , r f c ) , i2(À,$/(*0))M(s0) = 0 

le long de C(0,p2),R(\,$f(iO))M(iO) = R(\,$f{iO). 

On a donc de même pour n € IV* : 

2e7T Jc{p,p2) * ft Jo 

Alors : 

\\rf(iO)(h)\u < / o I M * ^ * , ( . ' * ) ) W M a . 

Mais R(p2e
ia,$f(ie))(h) vaut 0 en 0 = 0. 

Comme 0—>-ft^e ' 0 , $ / (¿0) ) est un opérateur analytique pour tout a € [0,2tt] 

on en déduit que : 

\\R(P2e
ia^f(ie))\\v< c\e\ 

OÙ 

C = sup \ \ R ( p 2 e i a ^ ~ Yî6))R(P2eia,*f(iO))\\v < oo 
\0\<A 

car 0 —> ^ — - est analytique en 0. Alors : 

MM(h)\\<Jo c\e\da^r=cp^\6\. 

Ce qui termine la preuve de la proposition (6.1.). 

On peut alors démontrer le : 

7. Théorème limite central 

On fixe / un élément de V, à valeurs réelles, on suppose quitte à lui enlever une 

constante que fi(f) = m(f • h) = 0. On veut étudier le comportement de la somme 

= 7 ^ E ^ T O 1 f °Tk. On va d'abord démontrer le résultat capital de cette partie. 
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Proposition 7.1. La suite Mn = fo(^j£)2hdm est convergente dans M+, soit a2 

sa limite. On a les équivalences suivantes. 

<t2 = 0 f = u-uoT dans L2(hm) • u G L2(hm) u • h G V 

f • h = u • h — t/ o T • /i dans V. 

Preuve. Elle se fait en plusieurs étapes. 

1ère étape : On démontre l'existence de la limite de la suite (Mn)n>o 

m n = j f x ( M ) 2 W m = ±(sNf,sNf)hm 

. N-l N-l 

= ^EE(foTk,foT%m 

= è f ^ / ) ^ + 2 E V ~ A ; ) ) / o ^ / ) , m 

i y L k=l 

car la mesure hm est invariable par T. 

On désigne par P l'opérateur adjoint de T par rapport à la mesure hm dans 

l'espace de Hilbert L2(hm)y P est défini par l'égalité : 

(Pf,g)hm = {f,g o T)hm f,g g L2(hm). 

Les deux remarques suivantes vont permettre de donner la décomposition spectrale 

de P au point / . 

Remarque 1 : Si / et g sont dans V, alors P est aussi l'opérateur adjoint de T 

pour la dualité Ll(hm) — L°°(hm). 

Remarque 2 : Si / est dans F, donc dans Ll(hm) et L2(hm) on a : 

Pf.fi = $(f-h) m-p .p . 

et donc 

Pf = h l { ^ o > àm-p.p. 

Comme / G V, on en déduit que pour tout k > 0, on a : 

p k f = * * i i l ^ l { f c # 0 ) = m ( / . * ) l { f c # 0 } 

+ L — !{>*o} + 1{A#0} 
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où | | ^ l { ^ o } | l u m < \№(f - M i l . < / 1 1 / • % $ CfP

k\\fh,hm avec 0<p<l. 

car | | / % = | | / • Aid + v(f • h) = H / l k ^ + v(f • h). 

v(f • h) étant fini, il existe donc une constante Cj > 1 telle que v(f • h) < 

(Cf - l ) | | / | | u m 

Ainsi : 

m n = (f,f)hm+2Nf:(i-h(foTkj)hm 

k=i 1 

= -if,f)km+2j:(i-h(f1p
kf)hm 

= -(f,f)hm + 2{j:(l-hpkf,f)hm 

Maintenant, on démontre que la suite ( £ £ o (1 -$r)P*7)jv>o converge dans Ll{hm). 

D'après la décomposition spectrale, on a : 

X; (i - ij)pkf = E(i - 4 ) E • * ) + * * ( / • M 1 t 1 { m o > . 
fc=0 i V Jfe=0 7 V ¿=2 ft 

Comme £J£o A ? = e t c ° m m e E^ 1
 fcAj = -ï=aJ ~ (î=lJF a l o r s : 

N~x k p 1 1 $ ' ( f - f e ) 

£ ( i - > * ' - g r b - 4 ( i - A ; ) / j ( l ^ 

+ 1 ! W ) " "5Û 2 - * 1 

fc=0 n i V fc=0 " 

Comme | | 4 ^ 1 { ^ 0 } | | U m < Csp
k\\f\\hhm, on en déduit que les suites £ £ £ 

et EĴ 1 fc^ ^f '^l{ft^o} sont convergentes dans Ll{hrn). 

Comme limjv^^iïTÂ* + n ( i - à ^ I *" 7-v> o n e n déduit la convergence dans 

L\hm) de la suite I^\l-%)Pkf, soit G € sa limite. G vérifie ( J - j P ) G = 

/. G vaut d'ailleurs A[E?=2 î i j * i ( / * ) + E £ o W * ) ] l { M o } . 

Exactement de la même façon, on montre que h • Ylk~o(l — jj)Pkf converge dans 
V, sa limite vaut G • &. 

Ainsi on en déduit que la suite Mjv admet une limite dans 2R+ et a2 = — ( / , f)hm+ 

2 ( G , / ) f c w avec G € /^(fcm) Gfc € V et ( J - P)G = / . On a aussi : 

p 1 oo 

^ = 2 E T 3 r < * i ( / / > ) , / > r o + £ < ^ ( A ) , / > , n ] - (/./>*m-
j=2 1 A i A?=0 
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2ème étape : On suppose que a2 = 0, on montre les deux assertions annoncées. 

Lemme 7 .2 V La suite (£W/)_v>o e s t uniformément bornée dans L2(hm) en N. 

Preuve. 

\\SNf\\UM = NMN 

+00 N-L 

= 2N 52(rl>k(fh),f)m-2Y,H4>k(fh)J)m 

k=N k=0 

+ ER^^ÀfhiJU car <r2 = 0 

On a : 

№k(fh),f)m\ = | / V ( / * ) - / r f m | < | | ^ ( / „ ) | | - . | | / l l i 
.70 

< Cpk où 0 < p< 1 

Donc : 

+00 N 

\NYï№k(fh)J)m\ < CNf— 
k=N 1 P 

N-l N-l 1 _ JV ArnN 

\EW\fh)JU < C^kpk = C[j—~ -

Xj est de module 1 donc |1 — < 2. 
Ainsi : \\SNf\\lhm < jXfr + 2 EU JT^mÀfh), f)m\ < r \ 

Lemme 7.3. Pour tout g G L2(hm) on a lim (SW/̂ Lm = (S^g)hm où S € 
N~+oo 

L2(hm) n Ll{hm), rn{S • h) = fi(S) = 0. 

Preuve : D'après le lemme 1, la suite (SW/)_v>o est une suite d'éléments de L2(hrn) 

qui est uniformément bornée par r. L'espace L2(hm) est réflexif, la suite (SW.f)-V>o 

est donc faiblement convergente dans L2(hm)^ on appelle S sa limite faible. Alors 

pour tout g G L2(hm)i on en déduit que : 

(S,l)hm = Jim (SNf,l)hm-

Or 

№ / , 1) = E ( / o Tk, l)hm = N(f, l)hm = 0 

Donc (S, l ) ^ m = m(S/*) = fi(S) = 0. 

Comme la fonction signe de 5 est dans L2(hm) on en déduit que m(\S\h) < 00 
donc que S G I ^ / i m ) . 
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Lemme 7.4. f = S-SoT dans L2(hm). 

Preuve : Pour tout N > 0 on a / - / o TN = SNf - SNf ° T. 

Donc, pour tout g € L2(hrn), on a : 

(f-foTN,g)hm = (SNf - SNf o T,g)hm 

= (SNf,g)km-{SNfoT,g)hm 

= {SnI, g)hm - {SnI, Pg)hm 

On en déduit que : 

lim ( / - / o TN,g)hm = (S,g)km - (S,Pg)hm 

N—+oo 

donc 
lim ( / o TN,g)hm = -(S,g)hm + (S o T,g)hm + (f,g)hm 

N—•00 

Or (foTN,g)hm = (foTN,g>h}m. 

D'abord si g • h est dans V on a : ( / o TN,g)hm = {/, • ̂ ))m que l'on peut 

décomposer : 

(foTN,g)hm = f:Xf(H9^)J)m+rn(gh)(hJ)m 

on a lim {i(>N(g • h),f)m = 0 car ^ a u n rayon spectral p < 1. La quantité 

X̂ j=2 • /)m "tourne" quand N varie, elle est bornée et admet une limite, 
elle est donc nulle. 

Maintenant si g • h n'est pas dans V, #/i est donc simplement dans L2(hm). 

V est dense dans L2(hm), il existe donc une suite d'éléments de V qui approche 

uniformément g • h dans L2(hm). Le même raisonnement prouve que lim { / o 

TN,g)hm = 0. 

Ainsi pour tout g S L2(hm) on a : 

Donc f = S-SoT dans L\hm). 

Maintenant on veut calculer explicitement S". 

Lemme 7.5. P(SoT) = S dans L2(hm). 
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Preuve : On sait que S G L2{hm) donc S o T G L2(hm) car fj(S o T)2hdm = 

fjS2 oT • hdm = / / 5 2 • /idm < oo. 

Par définition de P on a pour tout g G L2(hm) 

(P(S o T ) , ^ = {S o T,g o T V = (Sj9)hm 

et donc P ( S o T ) = 5 dans L 2 ( / im) 

Lemme 7.6. 5 = - G + / dans I^Arn) et S • h = (f - G) • h dans F . 

Preuve : Du lemme 7.5., on déduit que pour tout JV > 0, on a : 

N 

J2Pkf = P N s - s . 
k=l 

Dans Ll(hm)} la suite Pkf e s t convergente, sa limite est G - / + 5 est aussi 
dans £ x(/&m). 

On en déduit que PNS = E ^ = 1 P ^ + S admet pour limite dans ^ ( A r n ) G-f+S. 

D'autre part, comme on peut approcher S par une suite d'éléments de V de mesure 

nulle on en déduit que l imP A r 5 ' = 0 dans L 1(fem). 

Donc S = / - G dans Ll{hm) n L 2 (/mi). 

Ainsi S'h = f*h--G'h est dans V. 

3ème étape : On démontre la réciproque. 

Si f = uoT-u u G L2(hm),u-h G V. 

Alors SNf = u o T N - u. 

Donc Jo(^SNf)
2hdm = i J^u 2 o T N - 2u o • u + u2)hdm qui tend bien vers 

0 quand N tend vers + o o donc a2 = 0. 

On peut alors démontrer le théorème limite central. 

Définition : On dit que / vérifie l'hypothèse (H) si : 

* / e v > ( / ) = o 
* il existe u G L2(hm),u • h G V tel que / = w — u o -T dans L2(hm) ou 

f • h — u - h — uoT • h dans V. 

Théorème 7.7. Se / — fi(f) ne vérifie pas (H), alors pour tout réel v, on a : 

sNf-mf) < i r 
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La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes. 

1ère étape : On montre que A^(0) = /^(/)-

On a : 

fl exp(iOSnf) • hdm = f1 $ n (exp ( i0S n / ) • h)dm = / * $nÂiO){h)dm 
Jo Jo Jo 

= J2XkW) f1 $k(i0)(h)dm+ f1 i>n(i0)(h)dm 

pour tout |0| < a d'après la proposition 6.1. avec toutes les fonctions écrites analy­

tiques en 0. 

On fixe t dans JÎ, alors pour n suffisamment grand, on a : | ^ | < a. 

Alors 

Jo n jjZi n Jo n Jo n 

On peut alors développer / ^ e x p ^ ^ ) • hdm : 

A £ ( - ) = [ A f c - f - A J t ^ - ^ A ' ^ + i ^ - r a v e c lim e(-) = 0 
* v n y 1 n * w 2n 2 fcW n 2 V n / J »-»«> v n ; 

= A ^ x p ( ^ ) | l - - ( ^ - - ^ i ) + - ê ( - ) 

= $fr + — fc*1* + —c(—) où et e(—) sont des opérateurs bornés de V et 
n n n n n 

o ù l i m i w o o | | e ( £ ) | | , , = 0. 

Alors : 

/* **(-)(/.)rfro = S\k{h)dm + - (l^\h)dm + -lC-), 
Jo n Jo n Jo n -n 

avec lim ë ( - ) = 0 et f $k(h)dm = 1 ° S \ k 

n - o o v

n ' J0

 v > y 1 SI K = 1. 
On obtient alors : 

j\xp{it^)hdm = exp(ia /

1(0)) + ^ [ j f 1 $ i 1 ) ( / i ) ( i m . e x p ^ A i (0)) 

" | (Ar(0 ) -A?(0 ) )exp( i .A ; (0) ) 

+ J2\lex?{it^-) /'^(tyfrn] + /V(-)(/.)<*m +-«(-). 
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Comme | | ^ n ( ^ ) ( ^ ) | | * < |~ |C />2 + 1 ? o n P e u * Passer à la limite dans le second membre, 
on obtient alors : ^ m 

n Snf 
lim / exp(it-^— )hdm = exp[e£Ai(0)]. 

n -+ oo Jq n 
Mais le théorème de Birkhoff entraîne, comme (T, hm) est un système dynamique 

ergodique et que / est dans Lx

m donc dans L\m, que l i m ^ o o ^ = fi(f) hm p.p, 

cette dernière fonction étant hm intégrable on en déduit que : 

ri Snf 
lim / exp(z£-^— )hdm = exp(ii / i ( /)) = exp(i£A^(0)). 

7 1 - + OO JQ fi 

Ainsi pour tout t fixé dans iR, on a exp(itfi(f)) = exp(iiAJ(0)). C'est-à-dire / / ( / ) = 

Àj(0) que l'on suppose pour la suite de la preuve égale à 0. 

2ème étape : On démontre que a2 = A"(0). 

On remarque d'abord que Ji[^£]2hdm = —§p[fo e^P(^Snf)hdm]\t=z0. 

En effet, la fonction t —>exp(z t^ ) est une fonction 

analytique pour tout t G JR, elle est uniformément bornée par 1 pour tout n G JSV*, 

on a : J^[exp( i£^£)] = — ( ^ f ) 2 e x p ( z ï ^ ) qui est intégrable par rapport à la mesure 

hm pour tout t G M et tout n G JW*, donc ^ { / Q 1 e x p ( z ï ^ ) / i d r a } existe et vaut 

— Jq exp(it^£) • (^j£)2hdm. Ainsi on a le résultat annoncé quand on prend t = 0. 

On fixe t dans _R, alors pour n suffisamment grand : 

on peut alors faire un développement de JQ1 exp(^Snf)hdm^ car toutes les fonc­

tions écrites sont analytiques en ^ j j . 

Pour dériver le premier terme on utilise (uv)" = u"v + uv" + 2t/V, 

avec u(t) = Xl(^) et v(t) = j * 

Si Jfe^l, » (0) = 0 

«(0 ) = 

« ' (0) = i^xr'Kio). 

* * ( £ ) ( * ) = - + o ù l e s opérateurs et 

sont des opérateurs bornés de V et l i m n ^ ^ = 0. 

Ainsi : 
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Si k = l,w(0) = l,ti(0) = l,u'(0) = 0,u"(0) = -Ai'(O). 

„'(0) = - L t *?(h)dm et v"(0) = — t ^\h)dm. 
y/n Jo U JO 

O n s a i t q u e ^ ( ^ ) ( f c ) = £ §c^n) A ni?(A, $ t ( ^ ) ) ( f c ) d A . La fonction A, $(¿0)) 

est analytique si |0| < a, il existe donc N > 0 tel que n> N entraîne que : 

= « A , . ) - £ * M ( A , . ) - ^ » ( A , * ) 4 

où les opérateurs i ? ( i ) ( A , $ ) , R^(X, $ ) et 3?(^jj)(A) sont des opérateurs bornés de V 

e t o ù l i m ^ o o p ^ K A J U ^ O . 

Ainsi £ = i i ^ ) ^ ^ a ) ( A ) d A qui tend vers 0 quand n 

tend vers +00. 

Ainsi : 

f&Lfhdm = Xm + ï t ^ m f*£\h)drn 
J0 y 7 1 k=2 0 

+ "[ f1 *?\h)dm + £ A^ T *ia )(*)rfm] + o ( - ) . 

Comme a2 = l i m T W O O J 0

1 ( ^ ) 2 A c î m . Et comme dans le second terme tout a une 

limite sauf éventuellement le terme borné 2 l X - 2 A£~x A^O) f$ $^\h)dm qui "tourne", 

on en déduit que l i m ^ o o E L 2 X k " 1 X k ( Q ) fo ®k\h)dm = 0. 

Et donc a2 = Ai'(0). 

3ème étape : On démontre que l im n - . 0 0 / ( J $y (^ ) ( /&)dm = exp( : = : ~ £ ^) . 

On fixe t dans JR, alors pour n suffisamment grand, on peut écrire d'après la 
proposition 6.1. : 

comme dans la 1ère étape. 

[ V 4 = ) ] n = [1 - - ^ A f ( O ) + ^ = e ( 4 = ) ] n 

V n 2n Sn-^n îiy/n v

x / n / J 

= e - ^ i ' ( o ) / 2 [ 1 _ i £ À r ( Q ) JL£(J« )] a v e c l i m ^ « ) = o 
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Il = 1 + ^ £ • ? > < * > * » + Pour * * 1, 

\\>(JL\\n _ A n f l « a;(o) *2 Ag(o) _if_Ar (o) é*3 a 
[ A * W J " Afc 2n A, 6 n v ^ ~ +

 ^ e ( V ^ ) J 

xn r rXk(°)^ r ,2**(0) , 2Aj f e (0) U l itz

 n , »t x l = \n

k exp[Vn-^tt] exp[-t2-^ + - ^ 1 - — + -r=e 
A* A* Afc2 6 v « V " v » 

/* $k(JL)(h)dm = JLf1 ^ \ h ) d m + i ( 4 = ) -

D'où : 

Comme 0 —* Afc(i0) est une fonction analytique tel qu'il existe a > 0 tel que 

\0\ < fl =• |Ak(i'0)| < 1, on en déduit e 8 t r é e l 

En effet : Xk(i9) = \k[l + i6$& - f + o (0 2 ) ] . On passe au module : 

1 > [1 - - ÇRe(^-)}2 + p i t e ( ^ ) - ^ / m ( ^ % + o(0 2 ) 
Afc z A* Afe l Xk 

d'où 

1 > 1 _ 2 0 / m ^ + 0 2 p e ( ^ ) ] 2 + [ J m ^ ] 2 - Re(^)} + o (0 2 ) 
Afc Afc Afc Afc 

ce qui est possible uniquement si J r a ^ ~ = 0. Donc on peut passer à la limite et 
on a : 

lim / $?(-7=)(fcWm = e"* » = e"' 

4ème étape : Conclusion. 

On a démontré que : 

lim ^ « ( J L ) ( f c ) d r a = lim / 1 e x p ( - 4 = 5 n / ) W m = e - t 2 ^ . 

On a donc aussi : l im n ^oo /q1 exp(itj*fe)hdm = e^T" qui est la transformée de Fourier 

de la loi normale jV*(0, 1). Le théorème de Paul Lévy entraîne alors la convergence 

en loi de vers la loi normale A/"(0,1). 

Donc pour tout v 6 M on a : 

5 n / 1 n> _u î 
lim ul—t= < v = —7= / e * du 

où // désigne la mesure hm. 
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8. Diverses remarques à propos de la condition 
H. 

Pratiquement, pour appliquer le théorème central limite à une fonction / , on doit 

être capable de décider si elle vérifie l'hypothèse H ou non. 

Dans le cas particulier où le système (T , / / ) est faiblement mélangeant ($ 
n'admet que 1 comme valeur propre de module 1) et si / est l'indicatrice d'un 
borélien on a : 

Proposition 8.1. Si f = l>i,i4 £ B et (T,/*) est faiblement mélangeant, la condi­

tion f = </> — (/> oT + /J>(A) (partout) équivaut à fi(A) = 1 ou 0. 

Preuve : 

On a e2if* = e2ilA* = 1 = e lV , v*V , '*' 4< i l>. 

D'où : e2™* o T = e***+e*MA)m 

Comme les valeurs propres d'une contraction (4>) sont les mêmes que celles de 

son adjoint (/—* / o T ) , on en déduit alors que : e2™^ = 1 donc fi(A) = 1 ou 0. 

Dans le cas où / est une fonction continue sauf en un nombre dénombrable 
(au plus) de points de J : T / , on peut préciser H. 

Si / = u — uoT /ira-p.p (fi(f) = 0), la proposition 7.1. et le lemme 7.6. donnent 

la valeur de u : 

i oo V 1 

On peut maintenant trouver les points de discontinuité de u, ils correspondent aux 

points de discontinuité de h, de e t de ($k(fh))2<k<o [ce sont les points 

de discontinuité de ( ^ ( / * ) ) j > « o « * • * * ( / ) = l ^ n - o o J E S " 1 * ^ on utilise ici 

le fait que si / n —• / dans V alors fn—*f uniformément sur / ] . 

Points de discontinuité de /i, h est définie comme la limite dans V de la suite 

„ Ej-no"" 1 s e s points de discontinuité sont donc ceux des fonctions ($*(1) ) . 

On a : $ ( l ) ( z ) = £j<=j<A;(#)Xj(z), l a fonction x-><f>j(x) étant continue sur J, les 

points de discontinuité de $ (1 ) sont donc les {T(aj)J G J } . L'ensemble des sauts 

de h est donc Th = { ^ ( a ^ l j G J,n > 1 } . 

Points de discontinuité de on a $(fh)(x) = Hj^j(fh)aj(x)(f>j(x)xj(x). 

Les sauts de $(fh) sont alors les sauts de (fcrj)jej donc l'ensemble T(T/), ceux de 

{h<yj)jç.j donc T(Th) et l'ensemble { T ( a j ) } j 6 j . 
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Donc T H J h ) = T{Th U T / U K b e j ) . 

Alors les sauts de sont dans l'ensemble U n ^ T 7 1 ^ U T / U { « j } j € j ] -

Comme = &(fh) - ^2(fh) tf$P(fh) car m(fh) = 0 on a : 

T t t = Un^T^Th U T / U 

Soit T = T U U T / U T - ^ T * ) . 

C'est un ensemble dénombrable de points de J et on a 

s u r ( I \ { / ^ 0 } ) \ T / = <£-<£o7 \ 

T se compose de l'ensemble des images par T n , n > 0 des points de discontinuité 

de / et des points de la subdivision de / associée à T 

Ainsi si on est capable de montrer qu'un point T-périodique de période k n'est pas 
dans T U T~l{T) U • • • U T~k{T), on peut utiliser le test des points périodiques pour 
décider si / vérifie la condition H ou non. 

9. La vitesse de convergence. 

La méthode employée pour démontrer le théorème central limite permet aussi de 

donner la vitesse de convergence. 

Théorème 9.1. Sous les hypothèses du théorème 7.7. et si ft(f) = 0 ; il existe une 

constante C > 0 telle que : 

. rSnf 1 r _ j i C 
sup \u\—= < v\ 7 = / e 2 au < —7=. 

La preuve de ce théorème repose sur l'inégalité de Berry-Essen qui peut s'écrire 

ici : 

H existe K > 0 tel que pour tout U > 0, tout n vérifiant < a, on a : 

, f S n f , 1 H - * - » , ^ JT , 1 \Sleiu%£hdm~e-%\ J 

sup /x[—7= < u] 7== / e 2 du < — + - / — du. 
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Comme < a, alors pour tout u € [~U,U],-^ < a, on peut alors utiliser la 

proposition 6.1., pour u € [—U,U] on a : 

l\ixi%&hdm = f1 $ï(-^=)(h)dm 

JO Jo (Ty/n 

alors 

i f e ^ M m - c - ^ l < ±\Xt(^)\\[u^)(h)dm\ + \[^](-^)(h)drn\ 
Jo £r2 (Ty/n Jo <j\Jn Jo J (Ty/n 

(Ty/n JO (Ty/n 

Les applications —* A * ( ^ - ) sont analytiques. Les opérateurs —> et 

^fiïrjn) s o n * a n a ^yt iques on a alors : 

D'après les calculs de la 3ème étape de la preuve du théorème limite central on 
a : 

« ( - ^ / " t A w * » - . - * ! = | e - ^ [ - ^ = A Ï ( 0 ) + - i ï = / I * < » ( A ) ( i m 
(Ty/n Jo (Ty/n'y QaSy/n 1 V 7 (Ty/n Jo 

l A * ( ^ ) /o' ** ( ;# r ) (* )<M < *M-$Cl]Dk$ où C* € JR. On peut alors intégrer 

2 2 

comme e~**du == \/27r et u2e*"Vrfu = V ^ r on obtient : 

Ainsi : 
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et ceci pour < a, on peut prendre U = ay/ncr avec a < a. On a alors : 

k d c2Pr
1 

...<—_ + —— + 
cray/n TTy/n aa 

comme est négligeable devant car p2 < 1 on a le résultat voulu en posant 

. rSnf 1 F * C 
SUp \U\ 7= < V\ 7 = / e 2 rfti < —t=. 

10. Applications sur des exemples. 

1er exemple : Les polynômes trigonométriques et la transformation Tx = 

2e[1], généralisation au cas où Tx = rx[l] r G iV , r > 2 : 

L'opérateur de Perron-Frobenius associé à T est : = J[ / ( f ) + / ( * f 1 ) ] . On 

vérifie facilement que $ n'admet comme valeur propre de module 1 la valeur 1 et 

que cette valeur propre est simple associée à la fonction constante 1. Le système er-

godique (T, m) est donc faiblement mélangeant. On peut donc appliquer le théorème 

central limite à T. On choisit pour fonction / un polynôme trigonométrique, on 

l'écrit : 
N N 

f(x) = ] P dk cos(2fc7rx) + ] P bi sin(27r&r). 
k=l ¿=1 

On a fo f(x)dx = 0. 

Conditions sur les akM pour que / vérifie la condition H : 

Supposons / = <f> — <f> o T. 

cf> admet un développement en série trigonométrique : 

<j>(x) = ^>2<Xk cos(27rfcx) + y^/?isin(27rl;r). 
k t 

On a : 

<f>(x) — <f>{Tx) = ak cos(27rfex) + ^2 fit sm(2ir£x) — ]T) a* cos(47rfcr) — ̂  fit sin(47r£r) 
k t k t 

= ^2((^2k — <*k) COs(47T&.r) + ]T] <*2fc+l COs(2(2fc + 1)7TX) 
Ar k 

+ - A ) sin(4ir/x) + £ A e f î sin(2(2^ + 1)tcx) 
t t 

/ = — ̂  o T si on a : 

l < * < [ £ l ( a * = a 2 f c " a f c e t f c>AT a f c = 0 
L 2 J [ a2k+i = a2jt+i 
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l<*<fêl{ ' î* =%t->3e ett>M fr = 0. 

12 1 { 02£+l = P2t+1 

On en déduit alors que : ai = ai, a 2 = : a i + «2? a n = a i + a2 + «n? • • • > a 2 * ^ 

E i o < * 2 < si 2* < JV Le k < tog et a2* = E & ^ ^ O j i si 2* > JV de même : 

a 3 = a 3 , a 6 = a 3 + a 6 , a 1 2 = a 3 + a 6 + <*i2, • • • >a3.2* = E*=o «32< si 2* < ~f i.e 

k < e t a 3 2 h = E[0ogiv-iog3)/iog2] ^ s i 3 • 2* > TV. On obtient donc les 

relations si / = — ̂ o T 

E[aogN~iog^)/io g2] ^ _ 0 p o u r fc e n t i e r n o n m u l t i p l e d e 2 compris entre 1 et N. 

E[aogM-iog^)/iog2] = Q p Q u r k e n t i e r n o n m u l t i p l e d e 2 compris entre 1 et M. 

Généralisation pour T = r#[ l ] , on obtient les relations 

E E o g N ~ 1 0 g A j ^ 1 0 S ^ a ^ r ^ = 0 P°ur entier non multiple de r compris entre 1 et N. 

^[aogM~iog^)/iogr] b ^ _ 0 p o u r fc e n t i e r n o n m u l t i p l e d e r c o m p r i s e n t r e 1 et M. 

Si l'une de ces conditions n'est pas vérifiée, on sait alors que a2 est strictement 

positif. Ici, on peut même calculer la valeur exacte de a2 

I f2dm + 2J2 f f° Tkdm. 

On remarque que : 

/ Q 1 cos(2&7r#) cos(2ç7ra;)<fo = ï i S ! ^ ^ ^ 

I 2 SI Ç — /C 

Jo sin(2fc7r#) sin(2c7r#)da: = j ^ S | ^ ^ ^ 

sin(2&7ra;) cos(2ç7ra;)da; = 0 

Alors 

t \ \ N M 

,1 j W 2 p ] [M/2P] 

f foTpdm = -[ X) a*aJfc2» + Yl Ma»]' 
J 0 1 k=i e=i 

Dans le cas où ou [ f ] est nul on impose à la somme correspondante d'être 
nulle. 

On obtient alors : 

l N M oo [N/2P] [M/2P] 

Ar=l t=l p=l Ar=l ¿=1 
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1 [pog TV-log *)/log 2] [(logA/-log*)/log2] 

= ± l E [ E a ^] 2 + E [ E W a ] . 

i<fc impair<jv p=° i<* impair<M p=° 

Généralisation pour Tx = ra;[l] r G IV on trouve : 
j [ ["[(logAT-log^/logr] " j 2 

[i<fc non multiple de r<N L p - 0 

"[(log7V-log*)/logr] ] 2 " 

i<* non multiple de r<M L p - 0 J 

On peut alors appliquer le théorème central limite et même donner la vitesse de 

convergence pour / un polynôme trigonométrique. 

2ème exemple : Utilisation de la proposition 8.1. 

On peut appliquer le théorème central limite à / = l j où J est un inter­
valle fji(J) ^ 0 ou 1 contenu dans J dans le cas où {T,fi) est un système faible­
ment mélangeant. C'est le cas pour la transformation "fraction continue" et les 
^-transformations Tx = px + a[ l ] où : 

f a = 0 f a ^ O 

\ P > 1 ° U [fi > 2 

3ème exemple : Calcul direct de a2 

On prend Tx = 2x[l] et / un polynôme de degré 1. 

/(#) = ax + b 

JO Z L 

On va donc prendre f(x) = a(x — ^) 

a2 = jo fdm + 2^(f,foTn): 
71=1 

On a : 

pour tout n > 1 on a : 

jj-foTdm = j ^ * - i ) ( T " « - \)dx 

rx l i t 1 r1 f1 1 
= Jo xTmxdx + ---[yo xdx + jfo rma;<fo] = J xTmxdx - -
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/ s i ™ * * * = / x{2rnx}dx^ T / x(2 m (a: - — ))dx 
JO JO Jk/2m * 

2"- l r T 3 jL r 2- | (*+ l ) /2 m 

E nm f _ _ 
Q Om O I 

*=0 L ° Z * J fc/2™ 

= 2 E ë ( ^ [ 2 ( f c + ! ) 3 - 3 * ( f c + + 2 k * + 3 f c 3 l = 6 ( 2 ^ I ? / 3 * + 2 ) 

d ' o ù : , , , 

1 J_J_ _ 1 _ J__l_ 
UW ° J / - 4 + 1 2 2 m 4 ~ l 2 2 m ' 

Ainsi 

2 = r i v — - - ï 2 = a [ 2 _ il = £ 
a [12^02™ I2)a 1 2 l l - § J 4 ' 

On en déduit que si a n'est pas nul, on peut appliquer le théorème central limite 

aux polynômes de degré 1. 

Pour un polynôme de degré 2, on prend f(x) = a(x2 - § ) + b(x - | ) . On trouve 

par un calcul analogue. 

2 32a 2 + 276 2 + 45a6 

* ~ 108 

qui est positif si (a, 6) ^ (0,0) car 

A = (45) 2 - 4 x 32 x 27 = -1431 < 0. 

Conjecture, tous les polynômes vérifient la condition H et on peut alors leur ap­

pliquer le théorème central limite. 

4ème exemple : Utilisation des points périodiques 

On prend Tx = { i } et / une transformation homographique : f(x) — 

on suppose - J i [0,1] et a ^ 0. fi(f) = JQ1 î f c d + î d a ? e s t d o n c n o n n u l c a r 

c'est l'intégrale d'une fonction qui garde un signe constant sur I. T = { ^ , n G 
JPV} f et h sont continues sur / , u aussi donc si on trouve deux points (tf,y) T-

périodiques de période m et n et n'appartenant pas à T U T ~ X { T ) • • • U T ~ n ( T ) tels 
q u e . /(*)+^/(r*-**) ^ /(y)+...+rtr"-iy) o n g a i t q u e ^ y é r i f i e H e t d o n c q u , o n p e u t 

appliquer le théorème central limite. 

Les points T-périodiques de période 1 sont les solutions des équations x2 + nx — 

1 = 0 où n G IV*. Il sont donc de la forme v ^ ~ n 

f f ^ t l l ) =

 1 / ( ^ 2 ) = I 

n 2 ; « 4 ^ + 6' V 2 ; a ( V 5 - l ) + 6 

on a l'égalité si a^—^ + 6 = a(y/2 — 1) + 6 i.e a = 0 ce qui est exclu. 
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f vérifie donc H et on peut appliquer le théorème central limite. 

5ème exemple : une autre utilisation des points périodiques 

On prend Tx = ßx + a[l] / ? > 0 / ? 2 = /? + l e t a = h a pour points de 

discontinuité l'ensemble { 0 , ^ p , a, | , 1 } . Cet ensemble est invariant par T. 

Si on prend / une fonction continue sur J, on a alors Tj = 0 et 

T = и л > о Г п { 0 , *=fi, a, f, 1} = { 0 , ^ f 1 , a, § , 1 } . On peut donc appliquer le 
test des points périodiques à / en prenant des points n'appartenant pets à T ni à 

[^3T,ûf] qui est l'ensemble {h = 0 } . 

Ainsi on peut appliquer le théorème central limite à T et / a bien choisie" continue 

sur / . C'est un ensemble de /^-transformation tel que le système (T, /л) est ergodique 
et non faiblement mélangeant. 
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