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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L’INTERVALLE [0,1] ET
THEOREMES LIMITES

Anne BROISE

1. Introduction

On veut démontrer un théoréme limite central :

n—1
lim — Y foT* =N(m,o?)

pour certaines transformations dilatantes de l'intervalle [0,1] dans lui-méme, en
particulier pour les B-transformations et la transformation “fraction continue”. On
devra préciser en quel sens il faut comprendre la limite et quelles conditions on doit
imposer & f pour que o2 ne soit pas nul. Pour faire cela, on va définir une classe
de transformations dilatantes de l'intervalle [0,1] dans lui-méme : C telle que pour
chaque T de C, on puisse :

- définir I'opérateur de Perron-Frobenius associé : @
- appliquer le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu & ® pour faire I’étude spec-
trale de ® et en déduire I’existence d’une mesure y qui soit T-invariante.

On suppose alors que le systeme (T, p) est ergodique. Pour démontrer le théoréme
central limite, on est amené a perturber analytiquement ®. A l'aide du théoréme
des perturbations et en faisant des développements limités, on peut conclure et
méme donner la vitesse de convergence. Pour terminer, on applique ces résultats
aux f-transformations et a la transformation “fraction continue”.

On a réalisé ce travail apres 1’étude de Varticle de J. Rousseau-Egele.

2. Notations et premieres définitions

On note 'intervalle [0,1] par I.
On munit I de la tribu de ses boréliens B et de la mesure de Lebesgue m. On note
L}, Pespace des fonctions de I dans C qui sont intégrables sur I.

Soit f une fonction de I dans € , on dit que f est a variation bornée si

o(f) = sup 2% |f(a;) — f(aiya)| est fini, ol la borne supérieure est prise sur

’ensemble des subdivisions (a;)i<i<n 7 € IN™ finies sur 1.



Un élément f de L}, est dit & variation bornée si v(f) = inf c7v(g) est fini, ot
la borne inférieure est prise sur la classe de f modulom : f = {g: [—=C : f =
g mp.p}.

On note V l’ensemble {f € L. : v(f) < oo}. On peut considérer que V
est I’ensemble des fonctions continues & droite sur I, ayant un nombre au plus
dénombrable de sauts dans I et qu’a chaque élément f de V, on peut associer une

mesure g dont la variation totale est bornée telle que f(z) = u([0,z]) pour tout =
de I.

V est un sous espace de Ll qui n’est pas fermé pour la norme || - ||; [car la suite
de fonctions f,(z) = sin 21}/, 1)(z) est dans V mais elle converge vers f(z) = sin
qui appartient & Ll mais n’est pas dans V.

On définit alors la norme || - ||, sur V par:
[l = o(F) + | Flla-
Cette norme rend l’espace (V,|| - ||,) complet car la boule unité de 'espace des

mesures dont la variation totale est bornée est compacte pour la topologie de la
convergence faible des mesures a variation totale bornée.

On a pour tout f: I—-C , f €V, pour tout z,y dans I :

|fI(z) = 1f1(y) < v(f)-
Donc [y [IfI() = 1fl()ldy = |fI(z) ~ |l fll < v(f).
Ainsi || flleo = lIfll < v(f) i-e. [|fllo < [Ifllo-

On en déduit qu’une suite (f, )0 d’éléments de V qui converge dans V vers f
converge uniformément sur I.

Comme on a : ||fgllh < ||fllollglls + I fll1ll9]leo si f €t g sont dans V, et comme
pour une subdivision (a;)i<i<» finie de J on a:

12 I(fg)(ai) — (fg)aira)l < i[lf(a,-)llg(a,-) — g(ais)] + lg(a)||f (@) = flaisa)]]
< |iflleo 2 lg(a:) — g(aip)l + |glloo HX::] |f(a:) — f(aiy1)|-

Alors v(f9) < [|/lleov(9) + llgllec0( ).

Done Ifalle < [ lleollglly + llglleoll 1k
IFglle < 2l fllsligllo-

On construit maintenant une classe de transformations dilatantes pour lesquelles on
pourra montrer le théoréme limite central.
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3. Une classe de transformations dilatantes

On appelle C la classe des applications T de I dans lui-méme telles qu’il existe une
subdivision finie ou dénombrable {a;};e;s de I vérifiant :

(1) La restriction de T & I; est strictement monotone et se prolonge en une appli-
cation C? sur I; ot l'on note I; =|a;,a;41[ j € J.

(2) {T'(I;)};es est composé d’un nombre fini d’intervalles distincts.

(3) Il existe un entier n tel que v = infzeyy; [(T™) (z)| > 1.

(4) 1l existe un entier N vérifiant : vV > 2,4N-1 < 2 et sup l[(g,? N),”(;;]z < 0o

Remarque. Si la subdivision est finie, les conditions (2) et (4) sont évidentes.
Exemples d’éléments de C

* Les (-transformations : elles sont définies par Tz = Bz[l] ou B est un réel
strictement supérieur a 1. La subdivision associée a T est 1 < -;; < e <L Igl <1

Sur chaque intervalle : [4 £ 1] ol 0 <j<[B]—-1etsur [Igl, 1}, T est linéaire donc
ona(l),y=p8>1par hypothése d’ot (3) et comme la subdivision est finie on a

TeC.

* On vérifie aisément que la généralisation des S-transformations. Les appli-
cations Tz = Bz + o [1]ou # > 1,0 < a < 1 sont encore dans C.

* Les applications markoviennes linéaires par morceaux sont aussi des éléments
de C. En effet, il existe une subdivision (Ix) finie ou dénombrable telle que T'(1;) =
I,T est linéaire sur I et |T'z] > 1+ e ou ¢ > 0. Comme la composée d’une
application markovienne linéaire en est encore une, on a (4) et T € C.

* La transformation “fraction continue” : elle est définie par 7'(0) = 0 et pour
z €)0,1] Tz = {1}.

La subdivision de I associée & T est (I, =]:37, 2Dnen+ et sur I, Tz = £ —n
qui est une fonction de classe C? strictement monotone sur [—=, 1], d’ot1 (1). Pour

tout n > 0, T(I,,) = I, d’ou (2).
On a: inf,eyp, (T o TY(z)| = 4,

n+l’n

en effet 7'z = —%; sur U, 1, T’z = &,

et (T oT)(z) = T'"(T)T"(2) = by & = oy 8 @ €l 21



Alors : infzeur, |(T?)(2)| = infasoinfrer, oy = infaso (—1-_;-;_1-:_1—)2- = 4, d’ot (3)

=2 1 4 2 1 2(1-2T2)
23 (Tz)? * (TzpPzt z4Tz)?
(T?)"(z) 1 11 .

RIOE = 2(1—wT:c)Tx=2nm(;——n)siwe]n_i_l,-r:

, A
D’ou sup,ep;,

(T?)(2) = T"(2)T'(z) + T"(T2)(T'(2))" =

‘(—1[(71:):’('(‘)‘514 = $UPnyo 77 = 1 < 00. Ainsi T € C.

Remarque. On appelle transformation markovienne C? une transformation T vérifiant
(1), (3) et (2) avec en plus T'(I;) = I pour tout j € J.

Il existe des transformations markoviennes C? n’appartenant pas & C, en effet :
soit T' définie par

T0
Tz = Llog(nz +b,)+ an sur J=25,7[ n>2
Tz =4z —2sur ]%,%
Tz =4z —3sur ]2, 1]
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e"=Ra—1 . N
avec a, = Llog[(n + 1)(e* —1)] b, = —14_‘%;,——1, ils sont choisis de fagon a ce que

T(z) =1, T(z};) = 0, dot (2). Sur I,,T est une fonction de classe C?, on a :
1
T'x = —————=— qui est une fonction décroissante sur | — oo, zo[ et sur ]z, +00|
ng + —PH—
_enf(n41)—1

ol Tg = Y P commeona:——oo<:co<-,;-1*_-1-<%<ooetquesur]x0,oo[

T’z €]0,00[ on en déduit que T est strictement croissante sur I,, la condition (1)
est donc vérifiée

(" —D)(n+1)
(n+1)(er—1)—en+n+1
= inf{4,(1 =€) (n+1)n>2} =3(1 - %)

: PR | .
alcrnga:] = 1nf{’1lr;f2T(n),4}—mf{4, }

car la fonction z —(z 4+ 1)(1 — e™%) est strictement croissante sur [1, 0o].
v=3(1—e"?)=2,59 > 1, la condition (3) est donc vérifiée. Mais la condition (4)
n’est pas vérifiée, en effet :
T 1
() __ ——|'"= —~[nz 4+ b]' = —n sur I, pour n > 2.

@)~ ()

On a donc sup,¢; |[—;‘C—,(-§c£)¥7l = 0.



4. L’opérateur de Perron-Frobenius
On considére un élément 7' de C, on définit alors 'opérateur de Perron-Frobenius
associé & T', &7 : L, — L] par:
1 1
/ <I>Tf-gdm=/ f-goTdmot f € L et g € L.
0 0

Les principales propriétés de ®1 sont :

(i) @7 est un opérateur linéaire continu de L} .
(ii) ®7 est positif : f > 0= &7 f > 0, donc |Prf| < ®r|f| pour f € V.
(ili) @7 est une contraction de L.
(iv) ®7 préserve 'intégrale : [y ®7fdm = [} fdm.
(v) ®pn = (O1)™

(vi) &1 f = f si et seulement si du = fdm est une mesure T-invariante.
Preuve de (iil) et de (vi) :

1
|®rflli = sup || ®rf:gdm]

"9“0051 0

IA

1
sup | |f]-lgoT|dm
llafloo<1 /0

sup £l llg o Tl

llgllo <

< Ak

Si ®rf = f alors Jj fgdm = [} fg o Tdm pour tout ¢ € LY en particulier pour
g=14 A€ Bona u(A) = u(T1(A)).

IA

Si p = fm est T-invariante, pour tout g € LY on a :

/:gonu=/01gdp ie:/OIfgonm=/olfgdm d’ou &7 f = f.

Remarque. m est une mesure T-invariante si et seulement si o71 = 1.

Les conditions imposées a T' € C permettent une écriture explicite de ®r :
Orf(x) = ;e flojz)x;(x)d;(x) pour m-presque tout = de I.

0; : T(I;) — I; est la réciproque de T restreinte a I
x; est I'indicatrice de Pintervalle T'(1;)

$3(2) = Tryteran-
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En effet, égalité fj ®7f-gdm = [ f-goTdm donne par changement de variables :

/le-gonm = /f goTdm = Z/T

ey jer /T~

= / F(o2)g(2)$i(z)x;(z)dm(z)

JjeJ

m)g(y)-lT—,l——dm(y)

(o59)

= [IX f(o:2)¢3(@)x;(@)lg(a)dm(z) pour tout g € L

j€J

[par le théoreme de la convergence monotone dans le cas d’une subdivision dénombrable
et en découpant f en ft — f~ avec f* et f~ positives.]

Dol : drf(z) = Ljes flojz)di(z)xi(z) m.pp.
Désormais on note ® a la place de ®r et on définit pour tout = de I

Of(z) = Y fo;x)x;(x)¢i(z).

Jj€J
5. Le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu

Les hypotheéses : (V,] - ||y) et (L, |- || ) sont deux espaces de Banach sur C ,V
est contenu dans £, ils vérifient de plus ’hypothese :

(a) si (fr)n>o est une suite d’éléments de V qui converge dans £ vers f et si pour
tout n > 0 || fully < C, alors f est dans V et on a || f|ly < C.
® est un opérateur de £ dans £ qui laisse stable V et qui est borné par rapport
a la norme [| - ||, il vérifie les conditions :

(v) sup{lle"fll,f € V.l <1} < H < oo
(c) Dl existe ng > 0,00 < 1 et 8 < oo tels que :

1™ flly < el flly + Bllfll-

(d) si V est une partie bornée de (V, || - ||)) alors @™V est relativement compacte

dans (L, ]| - ) z)-

Avant d’énoncer et de prouver le théoréeme de Marinescu et Ionescu-Tulcea, on
remargue que !

Proposition 5.1. SiT € C, ® vérifie les hypothéses (a), (b), (c) et (d).



Preuve : On prend pour £ l'espace L, muni de la norme || - ||; et pour V le sous
espace de L constitué des fonctions dont la variation est finie, on le munit de la

norme || f|l, = v(f) + || fll1, C’est en fait (V,]| - |},).

(a)-Ona A= {f €Ll :|flle £C} est une partie compacte de L!,. On le voit
en remarquant que toute fonction & variation bornée peut étre considérée comme la
fonction de répartition d’une mesure p pas obligatoirement positive. On dispose de
la convergence faible des mesures.

Soit (¢n)n>0 une suite de A on associe alors une suite de mesures (pn)n>0 de
variation totale bornée sur [0,1]. Il existe donc une sous-suite de mesures (pi,, k>0
qui converge faiblement vers u. Soit ¢(z) = u([0, z]), comme I'ensemble des points
de discontinuité de p est dénombrable, on en déduit que ¢,, — ¢ p.s. Les ¢, sont
bornées on peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue et alors : ¢, — ¢ dans L},
et ||¢llv < C, d’oli la compacité de A dans L.

Soit alors une suite (f,)n>0 de points de A convergent vers f € L., et telle que
[falls £ C. On a alors Lm [|f — full: = 0 et [|fu]l, < C. Comme A est compacte

dans L}, alors f € Aet donc f € Vet ||f]l, <C.

(b) - ® est une contraction de L},. Soit f un élément de V, on a donc ||®f||; < ||fl|x
et done supyzof 1971, f € V, [ <1} < 1 < .

(c) - Par hypothese, il existe ng > 0 tel que v = inf [(T™)(z)| > 1. Il existe N > 0
TNno V(5

tel que vV > 2,¥N-1 < 2 et sup l TPy Gy | < o0

On pose S = TN™_ S est un élément de C, en effet : la subdivision associée & S est”
la plus fine contenue dans {(T-N™*));,, _ N..-NT'I; N Lio Hiorinrng—1)€ N0 O
la note (J;)jes. Sur Jj, S est strictement monotone comme composée de fonctions
strictement monotones. L’ensemble {S~(J;)};es est composé d’un nombre fini
d’intervalles distincts, on le voit par récurrence, pour Nngy = 2, la subdivision de 7
est contenue dans (T71(1;,) N L) io ir)e a2

Pour 49,71 dans T on a : T(T~Y(I;,) N I;,) = T(L;,) N.I;,. Mais il n’y a qu'un
nombre fini d’intervalles distincts T'(I;)) d’oli un nombre fini d’intervalles distincts

dans {$(J;)};jes.

On a: |§'(x)| = [(T™)(TW-Da)(Tm) (T™N-I(z))- - (T™)(z)| > N > 2
d’ou inf |S'(z)] > 2.

La condition (4) est évidemment vérifiée.

L’opérateur de Perron-Frobenius associé & S est ®V™ que ’on va écrire sous la

forme :
V™ f(z) =3 f(oz)éi(2)x;(2),

jed



ol o;(z) = ;' (x) sur Jj, ¢;(z) = m <y Vet x(z) = s, ()
Soit f € V.

On calcule la variation de ®™ f

v[@"N fl = v} foaidixi] £ D vlf 0 gidix;l.
ieJ Jj€d
On pose x; = 1, 5,-

On a alors :

v[fooidx;l < v, p[f 0 0ids] + |(f 0 085)(a;)| + I(f 0 o56;)(b;)]
< v, p)f 0 0505] + Va5 [f 0 05¢5] + 2d;

ot d; = inf{|(f 0 0;¢;)(z)|, = € [a;,b;]}. On a donc :

d;, < 1 /b1|foa-¢-|dm-—-—1—— bj|foa'|¢»-dm
T T bi—ajy ™ m(S(Jj)) Je; i

1
7 dm par ch ¢ de variables.
m(5(J)) /J,- |fldm par changement de variables

D’apres ’hypothése (2), il existe § > 0 tel que
Vied m(S(J;) 26

on obtient donc :

v(‘I’Nm’f) < QZv[aj,bj][f 005 ¢;] + ’i‘ }:/J |fldm

jedJ jeJ
2

< 23 vesalf 0 05+ &1+ SISl

ied
On calcule maintenant v, 3,)[f 0 0; - ¢;].
Vo ;][ © 05 - 5] = /[ yp 19 0 i 4ill

aj:b;

< [ iilldfoaill+ [ 1811f 0 osldm
[25:b5] [a,65]

/
< 7“” df oa;l + il foo;ld
[ eal+ [ 1 6lf ool

< o7 [+ K [ fidm
J; J;
ol K = sup;¢;8up e, ;] |§j~(z)| On montre que K est fini :
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On a pour z dans [a;, b;] ¢i(z) = s'(o ) J(x)

Alors : S"( ) ,( ) S"( )
, o;z)oi(z o;T
5O = T T Blemr
Ainsi : S”( ) .S'” ( )
_ Di\%iT) |\ _
K=sup g IBigop ~ 2l

qui est fini d’apreés ’hypothese (4).

Alors, on a :

o@f) < 230K [ |fldm+a™ [ dfl+ 21l

JjeJ 5

< AKX+ )llfl|1+27"Nv(f)

Comme [|®™N f||; < ||fll1, on en déduit que

le™¥fll. < 2 ¥|Ifll + 1 +2(K + < )]|lf||1

\ _ 2
< alflls +Blfllhiot a=2y"" < 3= 1.

On remarque ici que dans le cas d’une subdivision dénombrable, 'hypothése (4) sur
T est nécessaire.

(d) - SiV est une partie bornée de (V, || - ||,), comme @ est un opérateur borné de
V alors ®"V est une partie bornée de (V,|| - ||,) donc de (L1, - ||l1)-

On en déduit alors sur @™V est une partie relativement compacte de (V, || - ||,)
car d’aprés la preuve du (a) I'injection de (V, || - ||,) dans (L}, ]| - ||1) est compacte.

Théoréme 5.2. Sous les hypothéses (a), (b), (c) et (d), ® n’a qu’un nombre fini
de valeurs propres de module 1 : Ay,..., A, et ® s’écrit alors :

r
® = Z 2i®; + .
1=1

O les ®; sont des opérateurs linéaires bornés de V dans ®,(V) qui est de dimension
finie et est contenu dansV, et ot i est un opérateur linéaire borné de V qui vérifie :
(V) CV ety a un rayon spectral p(1p) < 1 dans (V, || - ||y). De plus on a :

¢<I>,=<I>,¢=0 @,q)J:OSll;é] ‘I>,2=(D,

On peut alors écrire : ™ = 3°F_, AP®; + o™ pour tout n > 0.



Preuve : Elle se fait en plusieurs étapes.
lére étape : on démontre que ® a un nombre fini de valeurs propres de module 1
et que les espaces propres associés sont de dimension finie.

Lemme 5.3. Soit m > 1 alors, [|®™™ fllyy < a™||flly + Ll|fli¢-

Preuve : D’aprés les hypothéses (b) et (c) on a :
pour tout m, ||<I>"‘||L < H < oo donc ||®™fl| < H| fl ¢

et |@™ flly < alflly + Blifllc-

Alors m > 1, [|8™™ |y, < af|@tm=Dme f|ly, + Bl @D f|| £ < af|glm=1me fly, +
BH| f|| ¢ par récurrence on obtient alors :

12" flly < e™|Iflly +BH1 + e +---+a™ ||fl ¢
Comme 0 < a < 1 on en déduit que BH(1+a+---+a™ 1) < % On en déduit
alors le lemme 5.4.

Lemme 5.4. Les normes (||®7]ly)n>1 sont uniformément bornées.

Preuve : D’apres le lemme 5.3 on a: [|@™™{ly, < o™ ™ + L si m > 0.

Comme @ est un opérateur borné par rapport a la norme de V, il en est de méme
pour 9", n < ny, il existe donc M > 0 tel que, n < ng [|@"|ly) < M < oo.

D’oti 'uniforme bornitude de {||®"{|} }n>o-

On note pour tout A € € V(A) = {f € V : &f = Af} c’est 'espace propre
associé a A, si V() # {0} alors X est une valeur propre de ®.

Lemme 5.5. V(A) est de dimension finie si |A\| = 1.

Preuve : Pour cela, on montre que X = V(A)N{f € V: ||f||; < 1} est compact.
Soit f € X, ||fllp <let ®f =Af.

Alors [[@™ flly = [A™ flly = ||flly < ellflly + Blflig < allflly + 8. Comme
0<a<lalors: |flly <&

1-o”

X est donc une partie bornée de V, par (d) elle est transformée en une partie
compacte de £ par ®™. Mais X est ®™-invariant. X est donc une partie compacte
de £ donc dim V(A) < +o0.
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Lemme 5.6. ® n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1.

Preuve : Dans le cas contraire, il existerait une suite infinie de valeurs propres
distinctes de module 1 : A,..., A,y .. A # A; si¢ # j. Pour tout n, on choisit
fn dans V(A,), fu # 0. Les (fn)npo0 sont linéairement indépendants (dans £ comme
dans V).

On note X(n) = vect {f1,...,fa}- On a X(n) C X(n +1). (Vinclusion est
stricte)

Le lemme de F. Riesz prouve alors ’existence d’une suite g1,...,¢n,... telle que
”gn”,C =1 et ”gn - f”£ 2> % o f € X(n) et gn € X(n)
Ona:

Si f € X(n), f = ¥, aifi, alors 8™(f) = L,y Alaifi € X(n)
et donc ®™(f) € X(n).

Si f E X (m) alors pour toutp € W*,—}rq)"(f) f € X(m=1). Car $-87f—f =
1 at )pf Z =1 atfl - 1 a:((_;_)P - l)f:

Pour n 2 ng ||%;,»‘I>"gj||v = 2"g;lly < Mllg;lly + Ligill g = *lgslly + L.
Comme 0 < a < 1, il existe alors n(j) > 0 tel que

pour tout n > n(j) et n > no,a*™||g;lly < 1.

sup{n(j),no}} est la transformée par

D’olt I’ensemble {le-@"gj,j € N*,n >
@™ d’une partie bornée de V, d’aprés (4) c’est donc une partie compacte de L, il
existe donc deux sous-suites (A,) et (n,) croissantes de (j) et (s) telles que la suite

(589" g, )s>0 converge dans £. Mais :
Js

D = g ®si = gzl
1 LTES 1 Ny

D = “gj--n /\ns+1q> Gieg1 — gj.+1+/\1;,q’ gjs”,C'
Js+1 Qs

Comme smzr®™+ig;,,, ~ gj,4, est dans X(js41 — 1) et comme 53 ®"g;, est dans
j‘+1 Js

X (js) qui est contenu dans X(j,41 — 1) on en déduit que D > 1 par hypothése sur
la suite (gy)n»0. Ceci contredit le fait que (54®™g;,) converge dans £ et donc il

existe un nombre fini de valeurs propres de module 1.

2éme étape : On construit les opérateurs ®,.
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Lemme 5.7. Quelque soit le nombre compleze A de module 1, quelque soit f dans
V, il existe f dans V tel que

1ﬂo+n—1 1 x
dim Jl= 30 @ f - flig =0
k=np

Preuve : Soit V= {f € £ : limy 0 || f — gnll £ = 0 011 (gn)n>0 est une suite de V} vV
est un espace de Banach quand on le munit de la norme || - ||7 qui est la restriction

2V delanorme |||z

® : V- ®(V) C V est un opérateur linéaire tel qu’il existe H > 0,[|®"||, < H
pour m = 1,2,..., par le théoreme de Hahn-Banach il existe un prolongement

$:V-dV)CV de d vérifiant :
VfeV,Yym >0 O™ f =d™f et ||<i>"‘||-l7§ H pour m = 1,2,....

Le lemme 5.4. entraine que les normes ||®™||yy m = 1,2,... sont uniformément
bornées par M = Sup; ¢ | 2™y

Soit f€V,on a:
1t

=3

" oo

1
;llfllv

Ak+"o kf”V S

< Wy siM<]
S\ Mlifly siM>1 -

L’ensemble {2 3227 m@" f, n € IN"} est une partie bornée de V par (d) elle est
transformée par ™ en une partie compacte de £. C'est {1 EZf:g“l Lok *f n>0}.
On peut donc en extraire une sous-suite convergente dans £ donc dans V. En fait

c’est la suite elle-méme qui converge dans £ donc dans V.

Donc il existe f € V tel que lim,_, o ||2 T52h™! £ 0*(f) - f|l £ = 0. On montre
maintenant que f est dans V, on observe que :

no+n—-1 1 . 1n0+n—l .
1275 Lt sy < 275 et sy < Misiy.

n k=ng k=nqg

f est donc limite dans £ d’une suite de points de V qui sont bornés par M||f ly
dans V, Phypothése (a) permet de conclure que f € V et ||f ly < M| flly.

On peut alors poser pour tout f dans V f_= ®,f. L’opérateur ® est un opérateur
linéaire de V dans ®,(V) C V. L'inégalité || f|ly < M||f||y entraine alors que

|®x]ly < M pour tout A€ € ,|A| = 1.

12



On a aussi,

no+n— 1 no+n-1
z (I"‘f < = E ||‘I>kf|| < H”f”ﬁ pour tout n,
n k=ng n k=ng

on a donc :

12:fllc < HI|flig et done ||l < H.

3eme étape : On démontre les derniéres assertions du théoreme.
Lemme 5.8. ®,(V) =V()).

Preuve : Soit f € V(A),ona: & f =Xkf k> 1.
Alors : 1 ypotn=l Lgkf = 1gmotn=lf—_ £ @,f = fet V(A) C ®r(V).

_no

Soit f € ®,(V) alors il existe g dans V tel que f = ®,g pour tout n >0 on a :

1 redn-ty 1"°+"-1 1 41 n+l, 1 mgrg ok 1
Q[— Z AkQ ( )] - Z AkQ ( ) n A +1k_n Ak (g)__An°_1@ g'

k=ng k=no

On passe alors a la limite dans £, ®,f = Af.

On en déduit alors que pour tout A € C , |A| = 1, non valeur propre de ®, &, = 0.
Lemme 5.9. Soit A une valeur propre de module 1 de ® alors 2 = @,

Preuve : Soit f € V alors ®@,f € V(A) comme si f € V()A) ®,f = f on en déduit
que 3 f = &, f. D, est donc une projection de V sur V(X).

Lemme 5.10. Si u et A sont distinctes alors ®,®, = 0.

Prewve : Si f € V,@,f € V(p) = 0,8,f € V() ﬂV(/\) {0}.

On peut alors décomposer V en : V = @I_;V();) @ W. On note maintenant d; a
la place de ®);. Les ®; sont des projections de V dans V();) qui sont de dimension
finie. f € V s’écrit alors de fagon unique

f=0f+--+Qf+gougeW.
Alors pour tout m >0 on a:
O"f = AT'®uf + -+ ATDf + @7y,

13



en effet :

Soit o la projection de V sur W, on pose f = &g = ®of =0®f. Onaoyp =4
carp: W—oW.

On a donc : ®™0 = Y™ ce qui entraine Pp®; = ;3 = 0 car V(\;) N W = {0}.

Par construction, 1 n’a pas de valeur propre de module 1 dans V. C’est un
opérateur borné de V et de Lon a :

™l g = 187 = AT ®1—-- =278 g S [@™ [ +Hall g+ +ollc < (p+1)M.

De méme on a : [|$™]|y < (p+ 1)H. Ainsi on a (V) C V et ¢ a un rayon spectral
o(#) < 1 dans (V, - )

Conséquences : D’apres la proposition 5.1., on peut appliquer ce théoreme a .
On s’intéresse a la valeur A = 1, on définit alors A = ®;(1). Comme la fonction 1 est
un élément de V, d’aprés la preuve du théoréme (2&me étape) on sait que h € V, il
reste & montrer que h n’est pas nulle. On a f) hdm = 1.

En effet h est définie comme la limite dans V' des fonctions &, = L TpEno~! ©%(1)
on a pour tout n > 0, fy kpdm = 1 3 pine? Ja @F(1)dm = 1 d’apres la propriété

(iv) de P operateur de Perron-Frobenius. Comme h est dans V donc dans L} m» ON €N
déduit alors que fj hdm = 1 donc que h n’est pas nulle.

Par construction A est positive d’aprés (ii) et (iv). On en déduit alors que @
admet 1 pour valeur propre et qu’une fonction propre associée est h.

Exemples :
La transformation “fraction continue : sur ]n—i—f,%[, ona: Tz =21_n La
réciproque vaut donc : o,z = m et o, = (34—-111)2' L’opérateur ® vaut alors :

8/(2) = Tun /() by he) = gy ok r R hledde = 1 et Oh(z) =

1 1

e m— e

1 S —1 L 1
log2 E"‘Zl T;HIn (:::+'n.)2 log2 Z"?_I z+n+1 .t+n 1052 Z:">1(:¢:+'n r+n+1 log2 142"

Dans le cas d’une transformation markovienne linéaire on a A = 1 et m est
T-invariante.

Pour les §-transformations, si # € IN et a = 0, ®f(z) = %Zk_o (5 otk et
®1 =1donc h =1.

Remarque : h n’est pas obligatoirement strictement positive, par exemple si on

prende=ﬁ$+a[1]ﬂ>0,52=,3+1eta=§'-2'ﬁ.

1 1
h(z) = 3(3+4ﬂ)(1[o,(z-ﬂ)/z[(x)+1w/z,xl(w))+g(3ﬂ+1)(1[(2-ﬂ>/2[.(ﬁ—1)/2[(w)+1[a,a/2[(w))-
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4 (x) /F
4(3+4p)
T(=z) ’r
1
%(3@01) : —
Bs .
«
1
2
e
P
2
o _2_2'9 Pz‘-! 3 o« g_ 1 % ° Z_ZE o % ” % : 4
On a fy h(z)dz = 1 et ®h = h en effet :
- —a+t1 a2
2f(z) = (8~ DIf (5~ ean(@) + FE+ FE=5 N (@)
1
Oh(z) = (8- 1)B+48)[(Laar(®) + 15 242((#) Len)(2) + La-1,0()

1[1,l=;-2(($) + (Lo—2i(2) + l[o,ﬁgl[(x))l[o,é-;—*](x)] + %(ﬂ -1)(38 + 1)[(1[1,132[(33)
Liege (=)L 1(®) + L 1s2((®) + Lig (@) + (L, 1(2) + Lpg s () o 253, (2)]
£+ Dlea(z) + L 2] + 58+ Do 258 + Lg (@] = ().

+ +

On a ainsi construit une mesure g = hm absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue mais non nécessairement équivalente a m tel que (T, 4) soit un
systeme dynamique.

Hypothése : Dans toute la suite, on suppose que 1 est une valeur propre simple
de &.

Alors le systéme (T, ut) est ergodique.

On en déduit que les autres valeurs propres de module 1 de ® sont toutes simples
en effet :
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On montre d’abord que :

Sidu=Au ueViu#0et |A\=1,)#1, il existe v € V ne s’annulant pas sur
I tel que u = vh.

Car |®u| = |u|, mais d’apreés (ii) |®u| < ®lu| donc ®fu| > |u| > 0. D’apres (iv)
Jo ®|uldm = fy |u|dm. Ainsi ®|u| = |u| m.p.p. donc on a ®|u| = |u| dans V, comme
1 est valeur propre simple de ® associée a h, on en déduit que |u| = kh ol £ est une
constante positive.

On peut donc écrire u = vh, v étant un élément de V ne s’annulant pas sur I tel

que : ®(vh) = Avh.

Sur {h # 0}, on peut poser P(v) = 282 P admet T pour adjoint dans L2 et
est une contraction de L2, en effet, on note {v,w), le produit scalaire de L2 :

1 1
(meh=i4Q@M-wén:étwonme=(monh

1Pl = sup |(Po,u)l.

fwll2,n<1

Comme
1 1 1
[(Po,w),] = |/0 Q(vh)wdm]=|/ v-ondplS/ lv-wo Tldu
0 1]
1 1 ! 1
< [ vdu([ woTdult = ollalwllzs
on & [Pola,s < ol

Soit, maintenant, A # 1 une valeur propre de module 1 de ®. Il existe donc
v € V ne s’annulant pas sur [ tel que :

®(vh) = A vh donc Pv = v,

A est donc une valeur propre de module 1 de P et v est un point fixe de ’opérateur
P
X

£ est une contraction de L2 car |\| =1 et son adjoint est AT, en effet :

P 1 n
(—-vw )‘/ ®(vh) wdm:x v-woTdu =

1 1
X(v,w oT) = (v,jwo T)

et XX=1doud =\

Dans un espace de Hilbert, les points fixes d’une contraction sont ceux de son
adjoint.

Ainsi Aovo T = v.
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Si vy € V vérifie Avy o T = v; alors comme v ne s’annule pas sur [ on a :
(B)oT =2,
v v

Alors ®(2 o T - h) = &(% - h) i.e. Lh = H(L - h).

Donc £ est une constante et -If n’admet qu’un espace vectoriel de dimension 1
comme invariant, c’est-a-dire A est une valeur propre simple de P et donc de ®.

On suppose donc que toutes les valeurs propres de ® sont simples.

On veut maintenant démontrer le théoréme central limite : soit f un élément de
V & valeurs réelles, sous 'hypothése 0% = lim,, _, o fol(sj,{)zhdm >0etsiu(f)=0
ona:

lim u[-g'i—\/% <v]= —\;2—; /:o e du pour tout v € R.

n—00

D’apres le théoréme de Paul Lévy, il suffit de prouver que pour tout ¢ de IR
-, S
litmn o o0 f1 €*7VE hdm = e=*/2,

On remarque que :
1, ' 1, 1 .
/ e'tf "h dm = / e'tFS% ch-10T*dm = / q)"[e't;s% - hldm.
0 0 0

., S
On est donc amené a étudier @"[e’tﬁ - h] et pour cela & construire un nouvel
opérateur ® (i) vérifiant : ®7(i0)(g) = ®"[e"**/g] pour tout g de V et tout 8 réel.

6. Les perturbations de opérateur ®
On perturbe 'opérateur @ : soit f une fonction réelle appartenant a V, pour tout 6

dans IR, on définit Popérateur ®;(:0) par :

®;(i10)(g9) = Plexp(i0f) - g] ol g est dans V.

Propriétés de 'opérateur ®,(:6) :

(P1] ®4(0) = &.

[P2] Pour tout 6 de IR, ®(:0) est un opérateur continu de V.
[P3] L’application § — ®,(:0) est analytique.

[P4] Pour tout n € IN*, pour tout 8 € IR, on a I’égalité m-presque-partout

n—1
7(i6)(g) = ®"[exp(i0S.f) - g] ol Suf =3 foT*

k=0
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La propriété [P4] permet de faire I’étude de S, f en utilisant les propriétés spec-
trales de ®;(20).

Preuves :

[P2] : On montre d’abord que si f est dans V et 0 dans IR alors exp(i6 f ) est
dans V. On a:

Il exp(28f)||x = /01 |exp(i0f)|dm =1 donc exp(iff) € L,ln.

Pour toute subdivision (a;)1<i<n finie de [0,1], on a :

zo | exp(i6£)(a3) — exp(i8f)(az41)] = }:[ cos(8f(az41)) — cos(0F (a)]

+[sin(0f(aj41)) — sin(0f(a;))]*]2
=2 Z%[l — cos(8f(a;)) cos(0f(a;41))

—sin(0f(a;)) Sin(ef(ajﬂ))]%
= V2L 11 = cos(8(f(as4) = flas))]}

=2 zo|sm< (f(ajsn) - F(a;))
<or "zonf(a,+1> f(as)| car |sinal < ol

d’on
vlexp(i0f)] < 7|8lv(f) < oo.
On fixe maintenant 8 dans IR et ¢ dans V

125(0)(@)lw < NIl - l| exp(i6f) - gllo < 2[| @], - | exp(i0£)]}s - llgl].-
D’oli la continuité de ®4(i0) dans V et on a: ||®4(:0)||, < 2/|®||, - || exp(i0)]],.
[P3] : Comme

s o)t < 2yl - 1791 < 200, - o LT

la série Z,‘i?_o-(i;?—fb( f"g) est normalement convergente dans V et sa limite vaut
®4(i0)(g). Ainsi la fonction § — ®(i0) est analytique.
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[P4] : On montre d’abord pour f € V et g € V que
®[foT-g]=f ®g m -presque partout.

On note (f, ¢) pour fy f-¢dm si f € V et ¢ € LZ. On a par définition de @, pour
tout ¢ de L :

(®(foT-g),4) = (foT -g,¢0T)
= {(9,(f¢)oT)carf €V = fe LT
= (29,4 f) =(f- 2g,9).

Ceci étant vrai pour tout ¢ de L, on en déduit que ®[f o T - g] = f - Bg m-presque
partout.

On peut alors démontrer [P4] par récurrence sur n :
c’est vrai au rang 1 par définition de ®(:0).

Supposons que ®%(i0)(g) = ®"[exp(:05,f) - g] m.p.p.
Alors, il existe Ny € B,m(N;) =0etsur I\ Nyon a:
7 (i0)(g) = DH(i0)[24(i0)(9)]

= ®"[exp(i0S.f) - ®4(i0)(g)]
®"[exp(i05. ) ®(exp(if f)g)].

Il existe N, € B tel que m(N;) =0 et sur I\ N;on a:
Plexp(i6f) - g)exp(i0S.f) = ®[exp(i0S.f)oT - exp(i0f) - g]
= ®lexp(i0S,.41f) - 9]
Soit alors N3 = Ny U Ny, on a: m(N3) =0 et sur I\ N3,

371 (10)(g) = " [®((exp0Sntrf) - g)] = ®"[exp(:05,.+1f)g]-
Le spectre de ®;(i0) est donné par le théoréme des perturbations.

Proposition 6.1. Il existe un réel a > 0 tel que st |0] < a, alors pour tout n > 1,
pour tout g € V, on peut écrire :

3 (i0)(g) = A1 (i0)@1(6)(9) + Ep: Ai(i0)2:(i6)(g) + ¥7(i0)(g).

k=2

Avec :

- les applications 0 — ®(:0),0 — A(10) et  — p;(i60) sont analytiques dans un
voisinage de 8 = 0.
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- X(0) = Mg, (A1 = 1) et Ax(20) est une valeur propre de Q,(iﬁ) de module plus

grand que 2—"'%(3‘-')- = py (plus petit que 1 car ||D;(:0)], < ||®]l < 1).

- les opérateurs ®,(i0) sont des projections de V sur le sous espace propre
V(Ax(20)) qui est de dimension 1 et ®x(0) = @, (®1(f) = m(fh) - h).

- Popérateur 1;(10) est un opérateur sur V de rayon spectral p(4(i0)) < pa,
$5(0) = ¢ et pour tout 1 <k <p:

P5(i0)®i(6) = D (i6)4(16) =0 e I93(0)(B)l < Cp3*10].

Preuve :
Résultats préliminaires :

Notations :

D est ’ensemble des opérateurs de V a valeurs dans V.

Si®eD
p(®) = {X €€ :AI — ® est inversible dans D}

o(®) =€ \p(®)
Si A € p(®), R(\,®) = (M — ®)~! existe dans V.
F(®) est ’ensemble de toutes les fonctions f qui sont analytiques dans un voisinage
de o(®). Si f € F(®), si U C o(®) est un ouvert dont la frontiére B est constituée
d’un nombre fini d’arcs rectifiables de Jordan orientés positivement et si U U B est
contenu dans le domaine d’analycité de f, alors f(®) est défini par :

7(@) == [ JOR(,8)ax

Lemme 6.2. L’ensemble G des éléments de D qui admettent un inverse dans D
est un. ouvert pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs dans D.

-G

De plus Vapplication { i A1 est un homéomorphisme pour la topologie de la

convergence des opérateurs dans D.

Preuve : G n’est pas vide, car 'opérateur identité est dans G.

Si A est dans G, alors G contient la sphére Sy = {B € D: ||B-A|, < |47}
et si B est dans Sy, B~! vaut A"1 72 ((A— B)A™Y)"

n=0

1B A, < 2047 A - B) AT,
n=1
< 27 Yo 4MlA- Bl - lATY

n=1
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8 A ||2]lA — Bl
- 1-4jA7YLllA- B,

d’ou { i :i‘l est un homéomorphisme

Corollaire 6.3. Si®, et ® sont dans D, si A € p(®) et si || 994, < 3| R(), ®)||;?
alors X € p(®,) et

R(),8,) = R(\, @) 3((@ - 8,)R(\, 9)]"

n=0

Lemme 6.4. Soit U un ouvert de C wvérifiant U C p(®), alors il existe r > 0
tel que si |0| < 7, on a : U C p(®,(i0)) et pour tout A € U, R(X, ®4(:0)) est une
fonction analytique au voisinage de 6 = 0.

Preuve ;: D’apres le corollaire 2, on sait que pour tout A € p(®),
si [|@ — ®4(10) ]|, < FIIR(A, B)|I;* alors A € p(®(16)).
Soit U C p(®), alors pour tout A € U, R(A,®) € V et n’est pas nul.

Comme

hm IR(A, @)l = hm (I- —)"1||,, =0

l)\l"
on a alors § = inf/\eﬁ IR(X, ®)|I; > 0.

Pour tout A € U C p(®) on a alors :
1@ — @4(i0)]l. < &

entraine

. 1
12 — ;GO < 71RO @)
et donc X € p(®4(i0)), ainsi U C p(P;(i6)).
De plus R(A, ®;(i0)) = R(A, @) T2ol(® — ©4(:0))R(A, )™ est une série qui

converge normalement pour || - ||, et pour la norme de la convergence uniforme des
opérateurs de D. Comme la fonction 8 — & — ®(70) est analytique au voisinage de
0, on en déduit alors que 8 — R(\, ®4(:0)) est analytique pour tout A € U dés que
|® — ®4(i0)||» < é. Cette condition, & cause de [P1] et [P4] revient & |6] < r. D’olt
le lemme 3.

Lemme 6.5. Soit g un élément de F(®), alors il existe un réel r > 0 tel que pour
tout |0| < r, g € F(Ds(i0)) et g(®;(i0)) est un opérateur qui dépend analytiquement
de 0 au voisinage de § = 0.

21



Preuve : Soit U un voisinage de o(®) sur lequel g est analytique. Soit U; un voisinage
de o(®) dont la frontiere B est constituée d’un nombre fini d’arcs de Jordan orientés
positivement et tel que U; U B C U. D’aprés le lemme 3, il existe un réel r > 0 tel
que |0] < r entraine § — R(), ®4(if)) est une fonction analytique le long de B et
la série R(\, ®;(:0)) = R()\, ®) 122,[(® — ©4(:8))R(), ®)]" converge uniformément
pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs de D et normalement

dans (V, | - [}.)-

Ainsi g(®;(i0)) = = [5 9(A)R(X, ®4(10))d) se développe au voisinage de 0 en
une série entiére en § et donc g(®;(:0)) est un opérateur qui dépend analytiquement
de i |0 <.

Preuve de la proposition (6.1.)

Les points (A )1<k<p sont des points isolés du spectre de @, il existe donc pour
tout k, rr > 0 tel que :
B(/\k,rk) n 0'(@) = {Ak},

on prend par exemple ry = inf{l—"%(ﬂ, JA"—;M J # k}. Ainsi les cercles (C( Ak, 7))k €t
C(o, 2"-(%11'1) = C(0, p;) sont entierement contenus dans p(®). On note B la réunion

de tous ces cercles, c’est une courbe constituée d’un nombre fini d’arcs rectifiables
de Jordan, on va supposer que B est orientée positivement.

On peut alors définir les projections par :

- Soit nj une fonction analytique dans un voisinage de o(®), qui vaut 1 sur
B(Ak,rx) et 0 sur le reste de o(P), alors d’apres le lemme 4, il existe a; > 0 tel que
0] < ax entraine : ny € F(Ds(i6)) et ng(Ps(10)) est analytique en 6.

On a alors pour 0| < o4.

na(®,(i60)) = B4(i6) = 5-21; [ VRO, ()2 = L Ji oo BB

2m

- Soit m une fonction analytique dans un voisinage de o(®) qui vaut 1 sur B(0, p;)
et 0 sur le reste de o(®), de méme il existe a > 0 tel que m € F(D;(:0)) et m(D(:0))
est analytique en 0 si |§] < a. On a alors pour |f| <  :

m(®(i0)) = M(i6) = 2—:; [ mOVRO, @(:8))dx = 5-1- R(), ®;(i8))d).

7 JO(0,02)
On a alors pour |0| < 8y = inf{a; 1 < k < p,a}
M(i6)®,(6) = 4(i6)M(:6) = 0 pour 1 < k < p.
De plus pour |6| < 8y on peut écrire :
I = 8,(i6) + ®4(i0) + - - - + ©,(i6) + M(i6)
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ou les fonctions 8 — ®,(10) et 6 — M (:i6) sont analytiques en 8 et ®4(0) =
Il existe 0 < b < 6, tel que |0 < by entraine dim @ (i0)(V) = dim B4 (V) = 1.
En effet, il existe 0 < b < O tel que : |
0] < b = || @x(20) — Bifl, < 1
car ®;(0) = @, et § — ®,(:6) est analytique en 0.

On suppose que dim ®;(:0)(V) > 2, alors il existe hy et hy dans @, (:6)(V) qui
sont linéairement indépendantes. Comme dim ®x(V) = 1, il existe un scalaire A tel
que : ®p(hy) = ADy(hs) et on pose h = hy — Ah,. h n’est pas nulle et appartient &
V.

Comme on a : [®; — ®;(:6)](k) = —h, la condition ||®; — ®(i0)]|, < 1 n’est pas
valable.

Donc si |8] < b on a dim ®,(:6)(V) = 1.

Soit g une base ®,(V), il existe 0 < b < by tel que 16] < B implique ®,.(20)(gx)
est une base de ®4(:0)(V). En effet ®(gx) = g qui n’est pas nulle en § = 0 donc elle
n’est pas nulle dans un voisinage de 0 car § — ®,(20) est analytique en 6. ®,(:0)(gx)
est donc bien une base de ®,(:8)(V) si |6] < b;.

On a alors pour |8] < b :

©4(i0)[2x(:0)(gx)] = Dk (16)[@1(6)(9x)] = Ax(16)21(i0)(gu.).

La fonction 8 — A (i60) vaut A; en 0 et est analytique en 6 comme produit de fonctions
analytiques en 6. On en déduit alors qu’il existe 0 < b < b tel que M (i) €
B(/\k,rk) si IGI <-bk.

On a alors démontré que Ax(20) est une valeur propre de ®,(i6) et que I'espace
propre associé ®4(:0)(V) est de dimension 1 pour |8 < b.

On pose alors a = inf{-_l;k,l <k<p}>0. Pour|f <a,ona:

0,,(i0)®;(i0) =0 si k # j.

On pose maintenant ¢;(:0) = M(10)®(:0) = ®;(:0)M(i6). Pour |0| < q, la
fonction 8 — t4(10) est analytique en 6 comme composée de fonctions analytiques
en § et on a pour tout n € IN*,

0] < a = ®%7(:0)(g) = Z)\ (20)®r(i0)(g) + ¥7(:0)(g), si g est dans V.

On a 14(i0) = @ ;(i0) M(i6).
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Comme &;(i0) = 7 §5 AR(), ®4(i0))dA, on en déduit que

2ir

;(i0) = 5:-7; fb AR(), @ ;(6))M(i6)d)

1
= — AR(\, @ 4(i0))dA
;gw (A, @4(i0))

2w
car le long de C'(Ag,1i), R(X, ©4(i0)) M (:0) =0
le long de C(0, p2), R(A, ®4(16)) M (i6) = R(A, ®;(20).
On a donc de méme pour n € IN* :

1

: : L i1 [*7 ia(nt1) ; ,
n _——— n —_— n taxin R o @ 0 d .
(0 2i,,_;£c(o,m)x RO\ @(i0))dA = 5=p3*! [ =+ R(pae™, @,(i6))da

Alors :
n+1

2 2 1o .
e [T 1R, @(i0)) (B)] dex
Mais R(pe'®, ®;(:0))(k) vaut 0 en § = 0.

™ F(@8)(R)]lo < &

Comme § — R(pye'®, ®;(i0)) est un opérateur analytique pour tout o € [0,27]
on en déduit que :

1 R(p2e™, @ 4(i0))ll < Cl6)

ou
D — B0 o
0= sup IIR(e", 0)( G R(pae, 8 0)), < o0
“i<a
car § — g:‘if—(wl est analytique en 6. Alors :
2 n+1
l360m) < [ CloldaZ— = Cpz+tjol

Ce qui termine la preuve de la proposition (6.1.).

On peut alors démontrer le :

7. Théoréme limite central

On fixe f un élément de V, a valeurs réelles, on suppose quitte & lui enlever une
constante que u(f) = m(f - h) = 0. On veut étudier le comportement de la somme
o foTk On va d’abord démontrer le résultat capital de cette partie.

=:;%v§:£;
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Proposition 7.1. La suite My = fg(%)zhdm est convergente dans IR, soit o?
sa limite. On a les équivalences suivantes.

=0 & f=u—uoT dans L*(hm)-u € L*(hm)u-heV
& f-h=u-h—uoT-hdansV.

Preuve. Elle se fait en plusieurs étapes.

lére étape : On démontre I’existence de la limite de la suite (Mn)n>o

My = [ (CHyhm = 55(Suf,Swllan

1 N-1N-1
LY S (fo Tt fo T

k=0 £=0

N-1
-1 [N(f, Fim +2 3 (N = )} f o T*, f)om
k=1

car la mesure hm est invariable par T'.

On désigne par P l'opérateur adjoint de T par rapport & la mesure hm dans
'espace de Hilbert L?(hm), P est défini par 1’égalité :

(Pf,g)hm =({frg0T)m f,g € L*(hm).

Les deux remarques suivantes vont permettre de donner la décomposition spectrale
de P au point f. '

Remarque 1: Si f et g sont dans V, alors P est aussi I’opérateur adjoint de T
pour la dualité L*(hm) — L*®(hm).

Remarque 2 : Si f est dans V, donc dans L*(hm) et L*(hm) on a :
Pf-h=®(f-h) m-p.p.
et donc
o(f-h)

h
Comme f € V, on en déduit que pour tout k¥ > 0,0n a:

Pf= 1{ngoy hm-p.p.

PFf = @k(f ) Lingoy = m(f - k)1 {nzo}

h
3 f-h YE(f - b
+ ZA;“I’J‘( 7 D rgor + (h D g0
=2

» h K(f b
P'f = Z'\f‘l’j———(fh 1 gy + L) ({l )1{h¢o}
i=
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ott [| UM iy lihm < J95(F - W)l < PHIIF - Bllo < Cro¥ll fllim avec 0 < p < 1.

car || fhllo = If - Bl +v(f - B) = | fllspm + 0(S - B).

v(f - k) étant fini, il existe donc une constante Cy > 1 telle que v(f - k) <
(Cs = DIl f o

Ainsi :

MN = (faf)hm+2z(1—_) oTk’f)hm

k=1
= (fv hm+2kZ:(l—_)f’Pkf>
= (fa hm+2 Z(l—_)Pkf, >
k=0

Maintenant, on démontre que la suite (S5 (1 —%)P* f)n>o converge dans L'(hm).

D’aprés la décomposition spectrale, on a :

N1
> (1-F)PH = Z(l—-—)[ZA"@ (F W)+ 94 - DT gy
k=0 j=2
Comme EkN_—ol = %}ﬁ et comme Y N1 kXf = —%— T:”;lf" alors :
L L 1= (7 h)
- — pk i
N-1 k -h 1 N-1 k B
+ E )1{h 0) Z 1 (f )1{h¢o}-

Comme ||-¢—1L—11{h¢o}lll wm < Csp*l fll1,hm, on en déduit que les suites V=1 _(j__)_

et TN 1 kﬂf—ll{#o} sont convergentes dans L!(hAm).

AN
Comme lmp_.co[725 vl N(ll ;\’)2] - ’;\ , on en déduit la convergence dans
L}(hm) de la suite YN ! (1———)P"f, soit G € Ll(hm) sa limite. G vérifie (I—P)G =
f. G vaut dailleurs +[3°F_; 3 = & i(FR) + 2o ¥F(FR)]1 ghsto}-

Exactement de la méme fagon, on montre que A- 3N (1 — £)P*f converge dans
V, sa limite vaut G - h.

Ainsi on en déduit que la suite My admet une limite dans R, et 0% = —(f, f)pm+
2(G, f)hm avec G € Ll(hm) GheVet(I—-P)G=f. Onaaussi:

) P+ SSCHCER), Fhml = (s Fim

j=21t " N k=0
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2éme étape : On suppose que g2 = 0, on montre les deux assertions annoncées.

Lemme 7.2. La suite (Sxf)nso est uniformément bornée dans L*(hm) en N.

Preuve.
IS fl3pm = NMy
400
= 2N 3 (W) N —2 Y KR F)m
14 . /\N =
+ Z (®;(fR), f)m car o* =0
B Py
Ona:
(AR Al = | [ 9H(7R)- fdm] < I - 171
< Cptoul<p<l1
Donc :

= k PN
IN 2 (" (fR), fiml < CNT—
k=N P

N-1 N-1 N N
|3 KUl < O % et = Ol=hs — 2]

k=0 P)2 1- P
); est de module 1 donc |1 — AY| < 2.

Ainsi : [|SNflI3pm < (1_,,)2 +25%, a=x )2|<(I’ (fR), Flm| <7

Lemme 7.3. Pour tout g € L*(hm) on a llm (SNf, Yam = (S,9)am ot S €
L*(hm) N L} (km),m(S - h) = p(S) = 0.

Preuve : D’aprés le lemme 1, la suite (Sn f)nso est une suite d’éléments de L*(hm)
qui est uniformément bornée par r. L’espace L?(hm) est réflexif, la suite (Snf)n>o
est donc faiblement convergente dans L?(hm), on appelle S sa limite faible. Alors
pour tout g € L¥(hm), on en déduit que :

(Sil)hm = Iégﬂo(SNf’ 1>hm

Or
N-1

(Swf,1) = S f 0 7%, 1im = N{F, 1)m = 0

=0

Donc (S, 1)am = m(Sh) = u(S) =0.

x>

Comme la fonction signe de S est dans L?*(hm) on en déduit que m(|S|h) < oo
donc que S € L}(hm).
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Lemme 7.4. f =S —SoT dans L*(hm).

Preuve : Pour tout N >0ona f— foTV =Syf—-SnfoT.
Donc, pour tout g € L?(hm), on a :

(f=foT,gVim = (Snf—SnfoT,g)mm
= (SNf,g)hm - (SNf o T’g)hm
= (SNfsg)hm—<SNfng)hm

On en déduit que :

Jﬂ(f - f 0 TN’g)hm = (S’g)hm - (57 Pg)hm

donc
Iém(f © TNyg)hm = _(S7g)hm + (S o Tyg)hm + (f’g)hm

D’abord si g-h est dans Vona: (fo TV, g)hm = (f,®¥(g - h))m que 'on peut

décomposer :

(FoT g)m = é/\?’(@j(y-h),f)m+m(9h)(h,f)m
+ <¢N(gh)’f>m
= Y AN (®;(g- h), fim + (¢N(g R, )

i=2

on a ]\}im (¥N(g + h),f)m = 0 car ¥ a un rayon spectral p < 1. La quantité
—+00 .

2 AN (®;(g-h), f)m “tourne” quand N varie, elle est bornée et admet une limite,
elle est donc nulle.

Maintenant si g - h n’est pas dans V, gh est donc simplement dans L*(hm).

V est dense dans L%(hm), il existe donc une suite d’éléments de V qui approche

uniformément g - b dans L?(hm). Le méme raisonnement prouve que D}im (fo
-~+00

TN,g)hm = 0-
Ainsi pour tout g € L*(hm) on a :

(f,9)hm =(S—~SoT,g)km.
Donc f =S — S oT dans L*(hm).

Maintenant on veut calculer explicitement S.

Lemme 7.5. P(SoT) =S dans L*(hm).
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Preuve : On sait que S € L*(hm) donc S o T € L*(hm) car [;(S o T)?hdm =
[1S%0T -hdm = [; $?- hdm < oo.

Par définition de P on a pour tout g € L*(hm)
(P(S o T),g)hm = (SO T)g°T>hm = (S9g)hm
et donc P(SoT) = S dans L?(hm)

Lemme 7.6. S=—G+ f dans LY(hkm) et S-h=(f—G)-h dans V.

Preuve : Du lemme 7.5., on déduit que pour tout N > 0,0n a :

N
S Ptf=PNS 8.

k=1 :

Dans L}(hm), la suite TN, P*f est convergente, sa limite est G — f + S est aussi
dans L'(hm).

On en déduit que PN S = TN | P*f+S admet pour limite dans L'(hm) G—f+35.
D’autre part, comme on peut approcher S par une suite d’éléments de V' de mesure
nulle on en déduit que lim PV S = 0 dans L}(hm).

Donc § = f — G dans L'(hm) N L*(hm).
Ainsi S-h=f-h—G-h est dans V.

3&éme étape : On démontre la réciproque.
Sif=uoT —u u€L*hm)u-heV.
Alors Syf =uoTVN —u,

Donc fol(VINSNf)Zhdm =% Jo(w?oTN —2uoT" -u+u?)hdm qui tend bien vers
0 quand N tend vers +oo donc o2 = 0.

On peut alors démontrer le théoreme limite central.

Définition : On dit que f vérifie I'hypothése (H) si :

*feVu(f)=0

* il existe u € Li%(hm),u-h € V tel que f = u —uoT dans L*(hm) ou
f-h=u-h—uoT-hdansV.

Théoreme 7.7. Si f — pu(f) ne vérifie pas (H), alors pour tout réel v, on a :

Jm =t < [

-2,
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La preuve de ce théoréme se fait en plusieurs étapes.
lére étape : On montre que Aj(0) = u(f).
Ona:

/01 exp(10S,f) - hdm = / ®"(exp(i0S.f) - h)dm = / ®(i8)(h)dm

- k}_:,\;;(ia) /0 &,(i0) (k)dm + /0 $"(i6)(h)dm

pour tout |#]| < a d’aprés la proposition 6.1. avec toutes les fonctions écrites analy-
tiques en 6.

On fixe ¢ dans IR, alors pour n suffisamment grand, on a : |[{| < a.

Alors
) Sn P . . . N .
/01 exp(zt-—;f—) - hdm = k§=1 /\k(%) /01 @k(%)(h)dm + /01 ¥ (%)(h)dm.

On peut alors développer f; exp(it%‘t) - hdm :

B) = Dt 0 00) — g M0) + el avee Jim o) =0
= A explit k("))[ 2%(”;‘3) xz(o>) Ll )]

<I>k( ) = Q¢+ — (I>(l) 42 e( ) ou (I>(1) et e( ) sont des opérateurs bornés de V et

ol hm,,_,oo |]e('t)||,, = 0

Alors :
1 E_t. _ 1 z 1 (1) it_ 1t
| #)mydm = [ @umyam+ = [ o0 (h)dm + 225,
_ 1 _ 0sik#1
avec Jim_ e( =0 et/0 ®y(h)dm = { Lsikol

On obtient alors :

/Olexp(z't—sii)hdm = exp(ztz\'l(O))+—[/ oM (h)dm - - exp(itA1(0))

- -(/\”(0) — AY(0)) exp(itAy(0))

+ Z)\ exp(it———= k(o /‘I)(l) ydm ]+/¢"Zt )dm+ (
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Comme [|¢™(£)(k)l. < |£|Cp3*?, on peut passer & la limite dans le second membre,
on obtient alors :
Suf

n

1
lim - [ exp(it—=)hdm = exp[itA1(0))].
n— 00 jo

Mais le théoréme de Birkhoff entraine, comme (T, hm) est un systéme dynamique
ergodique et que f est dans Ll donc dans L}, que lim,_, %-t = p(f) hm p.p,
cette derniére fonction étant Am intégrable on en déduit que :

. 1 L Snf . "
lim A exp(th)hdm = exp(itu(f)) = exp(itA;(0)).

Ainsi pour tout ¢ fixé dans IR, on a exp(itu(f)) = exp(itA}(0)). C’est-a-dire u(f) =
A1(0) que l'on suppose pour la suite de la preuve égale a 0.

2éme étape : On démontre que o? = X{(0).

On remarque d’abord que fy [%‘,{]zhdm = —g—:;[ i exp(vi’;Sn f)hdm)j=o.

En effet, la fonction ¢t — exp(z't-f#) est une fonction
a.na.lyti%ue pour tout ¢ € IR, elle est uniformément bornée par 1 pour tout n € IN*,
ona: gtq-[exp(itsj;f)] = —(Sj;f)z exp(itﬁj;f) qui est intégrable par rapport & la mesure
hm pour tout ¢ € IR et tout n € IN*, donc 5@;2-{ 5 exp(it%;f)hdm} existe et vaut

- exp(z't%;f) . (—‘f?yf)zhdm. Ainsi on a le résultat annoncé quand on prend t = 0.
On fixe t dans IR, alors pour n suffisanment grand :

[ (5. yhim = ; () [ o) B + [ ()b,
on peut alors faire un développement de g—; i exp(vi%Sn f)hdm, car toutes les fonc-
tions écrites sont analytiques en 7’; _

Pour dériver le premier terme on utilise (uv)" = u"v + uv” + 2u'v/,

avec u(t) = ’,:(:’7‘,-') ét v(t) = f3 @k(vitz)(h)dm.

Sik#£1, v(0) = 0
u(0) = A}
W(0) = i/nAFIA(0).

Qk(;}’;)(h) = %@}}’(h) - ;—i@?(h) + %ej‘;(h) ot les opérateurs (", &% et ()
sont des opérateurs bornés de V et lim, _, o ||e(7";)||v =0.

Ainsi :

202 [ CRNBn] = ~3i [ #P(yim — 25730) [ 8B,
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Si k= 1,0(0) = 1,u(0) = 1,u(0) = 0, u"(0) = —N!(0).
v'(0) = —}ﬁ- / " 50 (h)dm et v"(0) = —‘nl / "8 (h)dm.

On sait que gb}‘(v‘t;)(h) 7 $o0.00) A" R(A <I>t( =))(h)dA. La fonction § — R(}, ®(:0))
est analytique st |0] < a, il existe donc N > 0 tel que n > N entraine que :

LB
—R(-\/—ﬁ)
ott les opérateurs RM(A, 8), R®(A, @) et R(JE)()) sont des opérateurs bornés de V
et o limp — oo [B(E)(W)lo = 0.

R(\, &( \/_)) = R()\,®) - TR(I)(A 3) — —R‘z)()\ ®) +

Ainsi £ f2 PHE)(h)dm = L3k $o.0) A"RA(X)dA qui tend vers 0 quand n
tend vers 4o0.

Ainsi :

! Snfz - " n—1 1
/()(ﬁ)hdm - A(0)+2§:A A(O/(I)”

+ 2l #00dm+ 3 [ o (h)am +o<-,1;)-

Comme 02 = limy, -, o0 fiH{(Z <)2hdm. Et comme dans le second terme tout a une
)

limite sauf éventuellement le terme borné 2 Y°2_, Ar~104(0) fl &Y (h)dm qui “tourne”,
on en déduit que lim, _, oo S0_, AZ7IN(0) fo q)(])(h)dm =0.

Et donc o? = A{(0).

3éme étape : On démontre que lim,, _, o, fy <I>}‘(7't;;)(h)dm = exp( "‘;”2).

On fixe ¢ dans IR, alors pour n suffisamment grand, on peut écrire d’apres la
proposition 6.1. :

[ a3 f) Rydm = Ap(-= ) / ¢1(j-)(h>dm
4 ZA" /‘I>k(\/—)(h)dm+/ ¢, )(h)dm.

On a: lim,, o f} ¢}‘(7";)(h)dm = 0 comme dans la lére étape.

R = 1= N0 - 3“}A"'( )+J}e(i}>l"
e~ (0)/2]1 ' € avec lim e =
[1- \/—/\ (0)+\/— (\/-)] 1l (\/_) 0
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14 it

/ Ql(f)(h)dm—1+ tn/;(bgl)(h)dm+7=e(\/_) Pour k # 1,

tan oy SEG0) R N0) i M) | it
[/\k(\/ﬁ)] - k[l \/_ /\k 2n /\k 6n\/_ Ak n\/_ \/_)

Y >z . k(O) (0) it
= AP explv/R=ELif] exp[—t i ~ 57 B f(f)]
[ o f)(h)dm =/ ¢£"(h)dm+—‘ﬁe(\—};).
D’ou :
—£22/(0)/2 z n SO -2 (4 e 1
/qs )(h)dm = e~"HO x/‘gf NOKE -2l V[ @i’(h)dm+o(—ﬁ).

Comme 6 — A;(20) est une fonction analytique tel qu’il existe a > 0 tel que
M0 a
0] < @ = |Ae(i0)] < 1, on en déduit J_x(;‘) est réel.

En effet : A\e(i0) = Ag[1 + iﬂm - 0_231’(_()1 + 0(6?)]. On passe au module :

12 [t - 01m(AD) - Zre iy 1 oo thD) - g My 4 o)
d’ou
1>1-20Im (0) +02[[R (/\;‘(0))]2_'-[1 (0)] — Re ( k(O))]+0(02)

Y

ce qui est possible uniquement si I m—‘j\%)-)- = 0. Donc on peut passer & la limite et

ona:
2

1 1 (o 2
tim_ | @;(%)(h)dmm—*’# 3

n—=+00 Jo

4eme étape : Conclusion.

On a démontré que :

/<I>’}( )(h)dm = lim / exp(\/..S wf)hdm = e~ -2g

ﬂ,—-)OO

On a donc aussi : lim, _, o fi exp(it%L)hdm = e qui est la transformée de Fourier

de la loi normale A(0,1). Le théoréme de Paul Lévy entraine alors la convergence
en loi de 7-"!— vers la loi normale (0, 1).

Donc pour tout v € IR on a :

Jim sl <ol = g [ ¥

ou u désigne la mesure hm.




8. Diverses remarques a propos de la condition

H.

Pratiquement, pour appliquer le théoréme central limite & une fonction f, on doit
étre capable de décider si elle vérifie I’hypothese H ou non.

Dans le cas particulier ol le systéme (T, ) est faiblement mélangeant ($
n’admet que 1 comme valeur propre de module 1) et si f est I’indicatrice d’un
borélien on a :

Proposition 8.1. Si f=14,A€ B et (T, ) est faiblement mélangeant, la condi-
tion f = ¢ — ¢oT + u(A) (partout) équivaut & u(A) =1 ou 0.

Preuve :
On a e2if1r = 62'.1“” =1= ei¢e2£1r¢oTe2i1ru(A)'
Dot : e¥™ o T = e2imé g 2imu(A)

Comme les valeurs propres d’une contraction (®) sont les mémes que celles de
son adjoint (f — f o T), on en déduit alors que : ¢*™(4) =1 donc u(A) =1 ou 0.

Dans le cas ol f est une fonction continue sauf en un nombre dénombrable
(au plus) de points de I : 7, on peut préciser H.

Si f=u—uoT hm-p.p (u(f)=0), la proposition 7.1. et le lemme 7.6. donnent
la valeur de u :

w=s= S W)+

j=1 k=2

1
1- X

D1 (fR)IL (ryto)-

On peut maintenant trouver les points de discontinuité de u, ils correspondent aux
points de discontinuité de k, de (¢?(fh));en+ et de (Pi(fh))2<r<o [ce sont les points

de discontinuité de (®7(fh));j»n, car Bi(f) = limp 0o 2 T 7Hm0~1 @j%’ﬂ on utilise ici
k

le fait que si f, — f dans V alors f, — f uniformément sur I].

Points de discontinuité de h, A est définie comme la limite dans V de la suite
1 yoidro=1 @k(1), ses points de discontinuité sont donc ceux des fonctions (®*(1)).
On a: ®(1)(z) = L;es 9i(x)x;(x), la fonction z — ¢;(x) étant continue sur I, les
points de discontinuité de ®(1) sont donc les {T'(aj),j € J}. L’ensemble des sauts

de h est donc T, = {T™(a;)lj € J,n > 1}.
Points de discontinuité de ®(fh), on a ®(fh)(z) = T;cs(fh)oj(z)di(2)x;(z).

Les sauts de ®(fh) sont alors les sauts de (fo;);cs donc 'ensemble T(T ;), ceux de
(hoj)jes donc T(T 1) et ensemble {T'(a;)};es.
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Donc T g1y = T(Th U T s U {aj}jea).
Alors les sauts de @, sont dans I’ensemble Upyn, T"[T, U T U {a;};es].
Comme %7(fh) = ®(fh) — A3®3(fh) — -+ — A\2®,(fh) car m(fh) =0ona:
T = Un T [Th U T U {aj}je]:
Soit T = T, UT; UT-Y(T,).
C’est un ensemble dénombrable de points de I et on a
sur (I\{h #O)\T f=¢-¢oT.

T se compose de ’ensemble des images par T™,n > 0 des points de discontinuité
de f et des points de la subdivision de I associée a T

T = Unon"[{aj,j € J} U Tf]

Ainsi si on est capable de montrer qu’un point T-périodique de période k n’est pas
dans TUT Y T)U---UT~*(T), on peut utiliser le test des points périodiques pour
décider si f vérifie la condition H ou non.

9. La vitesse de convergence.

La méthode employée pour démontrer le théoreme central limite permet aussi de
donner la vitesse de convergence.

Théoréme 9.1. Sous les hypothéses du théoréme 7.7. et si u(f) = 0, il existe une
constante C > 0 telle que :

La preuve de ce théoréme repose sur l'inégalité de Berry-Essen qui peut s’écrire
ici :

1 existe K > 0 tel que pour tout U > 0, tout n vérifiant ;—%; <a,ona:

. 2

Snf 1 (U | fLe"eVRhdm — e %
— < —_— - .
ovn S ] / du| + ™ /—U Jul du
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Comme 7 < a, alors pour tout u € [-U,U], 1 379% < a, on peut alors utiliser la
proposition 6.1., pour u € [-U,U] on a :

/0 &S hdm = / " i;_)(h)dm

A"( oo [ o f)(h)dm
+ MG =) [ TR+ [ 3 )im

alors
[ € hdm — %1 < i’:u S [ ez dml+1 [ 43
N 7 / @ ﬁ>(h)dm—e-“5|.

Les ajpplica,tions o Ax( ﬁ;) sont analytiques. Les opérateurs pav Qk(-&%) et
'gbf(#"ﬂ) sont analytiques on a alors :

n+1
|u].

| #HGTR ) ham] < 22

D’apres les calculs de la 3eme étape de la preuve du théoréme limite central on
a:

NG [ B im = F| = P

—IE-—c u o A!u|3 Blu|
ﬁ(aﬁ)ns AL By

| A% (m) I @k(-ﬂi“;)(h)dml < exp[—%Cﬁ]Dk% ou Cy € IR. On peut alors intégrer

.S 2
U | 1SR hdm — e~ | 1 U g, Pl Cp2
< — 2 o Ci
[_U ] du < \/E/_U[e (Au +B)+1§Dke + ——]du
comme f_“_":: e“”ezdu =27 et f+°° ule” J‘;du: /27 on obtient :
/Ulf‘e I hdm — e % o< (s )\/2720 VA 205U
-U |ul IR R “Codn T oyl
G o L U
= RO
Ainsi :
1ms1 su l [Sﬂ,f <U]—f ——dul<‘{£+ Cl +C nt+l_ Y U
uegpa' n - 00 U \'/_ 2Pz \/ﬁ
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et ceci pour ﬁ; < a, on peut prendre U = a+/no avec a < a. On a alors :

< K 01 Cgpn+1
- aa\/r_a \/_ oa
comme pjt! est négligeable devant Jr car p; < 1 on a le résultat voulu en posant
C=+t 44 LG,
oa m oo

2
_"2'du|

1 C
< —— —=.
o <ol 7z [P < 7

10. Applications sur des exemples.

ler exemple : Les polynémes trigonométriques et la transformation 7'z =
2z[1], généralisation au cas ot Tz =rz[l] re N,r>2:

L’opérateur de Perron-Frobenius associé & T est : ®f(z) = 3[f(£)+ f(££)]. On
vérifie facilement que ® n’admet comme valeur propre de module 1 la valeur let
que cette valeur propre est simple associée & la fonction constante 1. Le systeme er-
godique (T, m) est donc faiblement mélangeant. On peut donc appliquer le théoréme
central limite & T. On choisit pour fonction f un polynéme trigonométrique, on
Pécrit :

f(z) = Z ay, cos(2krz) + Z b sin(2mfz).

=1

On a fy f(z)dz = 0.
Conditions sur les a, b, pour que f vérifie la condition H :
Supposons f = ¢ —¢oT.

¢ admet un développement en série trigonométrique :

é(z) = ; ay cos(2mkz) + zz: Besin(2rlz).

Ona:
¢(z) — $(Tz) = 3 axcos(2rkz)+ D Besin(2mlz) — Y oy cos(4nkz) — Y By sin(4nla)
k ¢ k ¢

Y (azk — ai) cos(dmkz) 4+ D agkqr cos(2(2k + 1)mz)
k k

+ > (Bae — Be)sin(4mlz) + Y Baeyr sin(2(2¢ + 1)mz)
£ ¢

f=¢—¢oTsiona:

ISkS[—]Y—]{a% = Gk — Ok etek>N op =0
2 A2k41 = O2k41
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15(5[ ]{b” =Pu—Be sy B, =0.

brey1 = Patsr

On en déduit alors que : o1 = a3, a3 = + ag, an2 = dy + a3 + Qpy... 006 =
Sk o age si 2 <N1ek<-19i—1;—’etak Tl °5]2e812k>Ndeméme:

a3 = a3, G = a3+ dg, Q12 = G3 + Gg + Q1z,..., Q308 = TggGzze 81 2F < %" lLe
k < loaN-logd of o, = yl0cEN-log3)/log?l ;) i 3. 9% > N. On obtient donc les
relations si f=¢—doT

yllog N-logk)/1og3] ;¢ = 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1 et N.
ZE(:?M_I(’“)/ log2] byz¢ = 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1 et M.
Généralisation pour T = rz[l], on obtient les relations

EE(:,EN-MW logr] ax,¢ = 0 pour k entier non multiple de r compris entre 1 et V.

s[logM-logk)/log™l ., — 0 pour k entier non multiple de r compris entre 1 et M.

Si 'une de ces conditions n’est pas vérifiée, on sait alors que o? est strictement
positif. Ici, on peut méme calculer la valeur exacte de o2

2_ [ s = [ E
o _fofdm+2’§/0ffonm.

On remarque que :

1 _J 0 siqg#k
Jo cos(2kmz) cos(2grz)dz = L sigok
Jo sin(2kmz) sin(2¢qrz)dz = g : Z f :

2 =
J3 sin(2k7z) cos(2qrz)dr =0

Alors

A fldm = —[Zak+Zb"’]

=1

1 1 [N/2P] [M/27)

A f foT?Pdm = '2'[ Y aparm+ Y bebps).
k=1 =1

Dans le cas ot [£f] ou [#] est nul on impose 4 la somme correspondante d’étre
nulle. o

On obtient alors :

oo [N/27] [M/2¢]
= _[E ak+Zb2 1+ Z[ E aroray + 2 beze by
=1 p=1 k=1
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1 : [(log N—log k})/log 2] [(log M —log k)/ 1og 2]

=3 X [ X el+ X [ T bl

1<k impair<N p=0 1<¢ impair<m p=0

Généralisation pour Tz = rz{l] r € IN on trouve :

Q
il
[N o

[(tog N-log k) / log r] 2
Z [ akrp]

1<k non multiple de r<n~

{(log N—log k)/ log r] 2
+ > > b |-

1<¢ non multiple de r<m p=0

p=0

On peut alors appliquer le théoréeme central limite et méme donner la vitesse de
convergence pour f un polynéme trigonométrique.

2eme exemple : Utilisation de la proposition 8.1.

On peut appliquer le théoréme central limite & f = 1; ol J est un inter-
valle u(J) # 0 ou 1 contenu dans I dans le cas ol (T, p) est un systéme faible-
ment mélangeant. C’est le cas pour la transformation “fraction continue” et les
B-transformations Tz = Bz + afl] ou :

a =0 a #£0
g >1 Y158 >2

3&me exemple : Calcul direct de o?
On prend Tz = 2z[1] et f un polynéme de degré 1.

f(z) = az+b

1 a a
u(f) = /0 az+b=S+b=0&b=—2.
On va donc prendre f(z) = a(z — 1)
1 00
a2=/f2dm+22(f,foT").
0 n=1 '
On a: . ) R
2 .2 — =)\ ...‘.1’__
/Ofdm a/o(:c 2)d:v 1
pourtoutn > lona:
1 . 1 1., 1
[ s forrim = [(e-2)@me-35)da
1 1 1.1 1 - 1
= [)xT wdm+z—§[/0 :cdm+/0T a:da:]—/oxT zdz 1



1 . 2221 (k2™ k
m — m — e — —Y))d
/O:vT zdz / z{2™z}dz = k§_0 //zm z(2™(z 2m)) T
2m—1 [ 2 ko ](k+1)/2"'

2m 2

= Yy 2"

k=0 k/2m
2m—-1 2m-1
= 2k+13—3k kE+1)2+2&3 +3k% = 3k +2)
d’ou :
1 11 1 11
STt =4+ 53m " 17 22m
Ainsi 5 = 1 . .
2 _ (4 v, = =2
7 “(123—;2'" B = [ =7

On en déduit que si a n’est pas nul, on peut appliquer le théoréme central limite
aux polynomes de degré 1.

Pour un polynéme de degré 2, on prend f(z) = a(z? — 3) + b(z — 3). On trouve
par un calcul analogue.

2 32a% + 270 4 45ab
7= 108

qui est positif si (a,b) # (0,0) car

= (45)> -~ 4 x 32 x 27 = 1431 < 0.

Conjecture, tous les polynémes vérifient la condition H et on peut alors leur ap-
pliquer le théoréme central limite.

4éme exemple : Utilisation des points périodiques

On prend T:z: = { } et f une transformation homographique : f(z) = Ml*_b,

on suppose —2 ¢ [0,1] et a # 0. u(f) = 1032 I 141-3 dz est donc non nul car
c’est 1’1ntegrale d’une fonction qui garde un signe constant sur I. 7 = {i,n €
IN} f et h sont continues sur I, u aussi donc si on trouve deux points (z,y) T-
périodiques de période m et n et n appa.rtena.nt pas a7 UTYT).--UT™T) tels
que : f(z)+- +f(T"“w) # )4+ f(Tm1y)

m
appliquer le théoréme central limite.

on sait que f vérifie H et donc qu’on peut

Les points T-périodiques de période 1 sont les solutions des équations z% + nz —

1=0o0un € IN*. Il sont donc de la forme @ﬂ

V5 -1 1 VB2, 1
f( ) )=a>[2"L1+b, f( ) )—'a(\/i-—l)-kb

on a 'égalité si aﬁ@ +b=a(v/2—1)+biea =0 ce quiest exclu.
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f vérifie donc H et on peut appliquer le théoréme central limite.
5éme exemple : une autre utilisation des points périodiques

Onprend Tz = fz+afl] B3>0 =F+1leta= %ﬁ h a pour points de
discontinuité 'ensemble {0, %ﬁ, 9’2'—1, a, [22, 1}. Cet ensemble est invariant par T

Si on prend f une fonctlon continue sur I on a alors T; =0 et
T = Un»oT"{0, 52,22, 0,2,1} = {0, 52,2 £,1}. On peut donc apphquer le
test des - points perlodlques a f en prenant des pomts n’appartenant pas & 7 ni a
[£22, ] qui est 'ensemble {k = 0}.

Ainsi on peut appliquer le théoréme central limite a T" et f “bien choisie” continue
sur I. C’est un ensemble de f-transformation tel que le systéme (T, ) est ergodique
et non faiblement mélangeant.
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