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Optique géométrique lisiblement non linéaire pour le problème mixte 

par 

Monique Sablé Tougeron 

(Université de Nice) 

Rappelons d'abord le résultat de Di Pema - Majda concernant le problème de Cauchy 

| dtu
e+dxj{u£) = 0, t>09 xeïïi 

[ u£(0,x)=&+ev(x), xeJR, 

où IL e ]RN est un état constant, supp v est compact, le flux / : ~> est régulier 

et Df(u) possède N valeurs propres réelles distinctes X1 < X2 <...< XN qui sont 

vraiment non linéaires ; ri G ker (Dfiu) - Xt I) étant normalisé par la condition de Lax 

duXt(ji). rt = 1 et <T (̂T, 0), l£i<>N, désignant la solution entropique du problème de 

Cauchy à loi de Burger 
f 2 

< ^a j+3 e ~2~= 0 , T > 0 , OeJR 

, ^(0,6)^et,v(6)f 6G1R , avec V O ' ^ ' J ' 

une solution exacte ue, globale en temps, obtenue pour e > 0 petit par une méthode de 

Glimm équidistribuée et l'approximation formelle de l'optique géométrique 

N 
u£f(t9 x) s JI + e a^et, x-Xtt) rt 

¿=1 
satisfont 

sup \ue(t,x)~uÀt,x)\ n = ( X D e 2 . 

La méthode de Glimm s'adapte pour résoudre le problème mixte 

r dtu
e+dxf(u

e)=0 t>0,x<0 

pour des données à variation bornée et s petit. Ici pw est le projecteur orthogonal sur 

un sous-espace fixe W, de dimension N' ~ card {Xt < 0} et tel que pw est injectif sur 

vect { r l r . . , r ^ } . L'gyout de variables lentes dans les données est naturel car le calcul 

formel, qui s effectue avec 
N x 

ut s & a^et^xJ-Y.^if 
¿=1 1 
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conduit aux problèmes 

Г 2 

i>N'(Sortants) \ (D ( Э ^ ^ - ^ Ч т = 0 , £<O, r>O,0eIR 

[ (i) ^ ( О . & в ) ^ . ^ , - ^ 0 ) , £ < 0 , 9e lR, 

r (I) 

i<N'(Entrants) S (b) ^(т,О,0)«Р^ЛСт,©)- £ a ^ T , O , 0 ) ( X ^ w ^ ) ) , T > O , 0 e I R , 
*>JV* 

Mi) 

F. désignant le i è m e projecteur dans la somme directe W = Ф IR(A^ p w r^) ; même 

si v et h ne sont fonction que de variables rapides, les profils entrants sont 

génériquement fonction de D'après Bardos-Leroux-Nédélec les problèmes mixtes 

scalaires (S) et (E) possèdent une unique solution entropique globale en temps pour 

des données BV ; on montre alors le 

Théorème : Si v et h sont régulières, à support compact dans la seconde variable 0 et si 

leurs prolongements dans 0 > 0 et в < 0 respectivement satisfont une relation de 
compatibilité (R. C), on a 

i) Iu £ ( t f x ) - u A t , x ) \ 7 h = OU^U-feO, * > G , 

N 

i i) sup Iue(t,x) - ( M + e Y et, t - f ) r f ) ! . = 0(1) e 2 

+ * X ^ Ce*,xf,ê *>, * -f: > ̂  ) Uite^oî = 0 ( 1 ) 5 2 

où T (£) - Ц t - cQe) lç<XiX^o£ + § . 1 , ^ 1 * c o £ + (Aj T + сов) et c 0 > 0 . 

Remarques 

1) La non validité d'une asymptotique en 0(1)e2 en î) vient de l'indépendance des 

variables £ et 0 dans le problème mixte définissant les profils entrants, alors que ces 

variables sont dépendantes dans la définition de la solution exacte ue. Le même 

phénomène apparait dans la justification de l'optique géométrique pour un problème 

de Cauchy en présence de variables lentes ; de plus des iV-ondes explicites montrent 

que i) ne peut pas être amélioré. 
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2) Après un temps t de l'ordre d'un constante, les profils sortants sont nuls : la 

condition de causalité de Majda-Artola est bien vérifiée. 

3) Le théorème s'étend à des données de Cauchy de la forme 

u(£,e)= X vt^)vir(e)rit £ < O , 0 e I R 

h(4,0)= X hi^hi^UiPwri), T > O , 0 < = I R , 

lii<,N' 

où Vi g, Aj- g sont iipschitziennes, uf r>hir sont BV et vérifient la compatibilité 

(R.C) £t. v(0, ^ d) = P^hiO, e) - X h • "(0. 0 ) Ĉ i PW

 rJfe» , V i < iV". 

Idée de la preuve 

1. Analyse des cr̂  

Les moyennes symétriques des profils ak ( T, - — ~ — ) sur les plans t - ^ ; = eQ 

ne sont pas solution de problèmes conservatifs et ne peuvent pas être utilisées 

directement pour approcher ue. Par contre leurs traces q ifl(r, 0) sur les plans 

caractéristiques § = Xi x + rç, TJ € IR, sont solutions entropiques de problèmes de Cauchy 

f -1 9 2 

J g f T ? ( O , e ) = ^ . i ; ( T ï , - ^ 0 ) si *>iV' ou(î<2V' et rj<0) 

v ' k>N' 

pour une même donnée : on en déduit q*n = q]^s dans chacun de cas ci-dessus 

avec la gain qir] e BV. Pour i £ N' et Î] = 0 on a 

g~ o(O,0)==^.i;(O, 6) 

g^ o(O,0) = P ^ ( O , 0 ) - X V * 0 > ^ b » . 

et la relation de compatibilité est exactement q^iO,.) = Qt9(№> •) > o n e n déduit encore 

ç t 0 - q~.Q = q i Q e BV. De plus le régularité lipschitz de v et h dans la première variable 

conduit à 
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\qifTS(t, e)~qw(r',d)\ t < c t e ( | T - r ' | + |IJ-IÏ'|), V* 

®iFTFX> ̂  ~ H T ' + 9 ) presque partout sur T = este, V i 

^ . T ( T 5 0) = S^T, 0, 0) presque partout sur £ = 0, V i > JV\ 

En particulier la trace ( 7 0 ot) (T , 0) s Ô / T , 0, 0) des profils sortants sur le bord § = 0, 

qui intervient dans la condition au bord des profils entrants, est feuilletée à feuilletage 

lipschitzien en T à valeurs l \ et à feuilles BV. De même la trace aif T de chaque crf 

sur le plan X = este est feuilletée à feuilletage lipschitzien en Ç à valeurs Ll

Q et à 

feuilles JSY. 

Enfin un calcul de Cheverry donne 

| ât T ( A F ( T - £ 0 ) , 0 ) - ^ 0 ( r , 0 ) | x x =0(1)6 

1 
K r o ^ X e ^ ^ ^ C y o ^ X O , © ) ! , =0(1)6 

V X/ \V,OC) 

|ff£ _A : (T-e0) ,0)-g; o ( r , 0 ) | r l / , x =0(1)Ê(1+T) et pas mieux 
J ' » L * *' v LA(-oo,e X T ) 

[ k t Cri A ^ e ^ ^ - ^ o ^ e ) ! ^ ^ - ! ^ - « D e 

2c Des a-profiis intermédiaires, 

Ils peuvent être comparés à la fois aux at et à la solution exacte. Ils sont solution de 

J A E ) ( A ^ - A ^ o ^ + t e ^ - V A 0 ) - y - = o , T>o,s<o , e e R 

(JE)e S (6 £ ) a-(T,O,0)=P,.(MT,0)- X ^>0,eKXkpwrk)) 
k>N' 

Ue) 
Leur moyenne symétrique sur les plans caractéristiques T - | ; = Ê 0 sont solution 

en tropique des problème conservatifs : 

en variable (T, §), ( e ( T , <*) a e ( T , — - — ) résout 
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' * < * <"V\- } 
8 t ( £ p . )+a ç (X l {ep \ )+ — g - ) = 0 

\ | e I R si i>JV, | < 0 si i<LN' 

(ep^XT,0)=P i(e/i(r,x/e) - e{yQO}^x,x/é){Xkp-wr))),x>0 seulement si i<N' ; 

( le coefficient 1 du terme quadratique n'est autre que ^ . / " ( M ) (rif ) ; 

en variable (T, 0), q%t,e) m ô\(i;,X£.T-e6),e) résout 

' e -1 ( ^ ) 2 

8 T ç^-A,- 9 9 —2~ = 0 , T>0 si i>iv", T>£0 si i<iV' 

< g-(O,0) = £ I-.y(-eA,,-0,-Ai0), 0€lR si i>N',d<0 si i£JV* 

q%ee,e) = Pi(h(ee,d)- £ (fo<7A)teMX%Pw r A)M > 0 seulement si i<iV' 

3. Les dernières estimations. 

3.1. Le théorème de comparaison de Volpert et sa version mixte donnent 

\Qi,o^,e)~^(x,e)\ - o ( i ) e . 
LL(£ T>OO)SI i>N 

L1(»oo>£*"1T)si i^N' 

3*2. La linéarisation donne une autre approximation dans les temps petits, autre 

intermédiaire qui donne 

V i, V T 0 > 0 , sup | et. (u% x) - M) - e pl(et, ex)\rh = 0 ( l ) e 2 . 
*<T 0 I/(-oo,0) 

3.3. Pour TQ grand on utilise les résultats suivants 

i) V ( a U 0 ) * 0 ( l ) ( ^ f - ) 1 / 2 , 

ii) il existe des cônes C ? = {/x l_ 1 £ < x < £} , 0<i<JV'+l, 

~ o o = M~i < A*o < ~ a < + a < Mi < •••< + « < < VN'+l = 0> 

a petit, dans lesquels on a 

tfe - & = 0 dans C 0 
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I u% x) -Ri(Xi(u% x)) - Xiia), M) i = (Xl)(-=f— f2, x e C^t), 

s *~™» Rt(s, u) étant la courbe intégrale de r^u) vérifiant #¿(0, u)-u. 

i i i ) Quelques autres estimations fines mais ennuyeuses (cf : le iV-ondes de Lax 

pour ie problème mixte). 

Par le calcul de Volpert sur les fonctions BV et des théorèmes de comparaison de 

type Volpert (avec second membre et sans condition d'entropie) on obtient 

sup IV^tt, x))-Af(M + ep\(et, ex)^) I L i ( Q ( f ) ) = 0(1)e 2 , i<N', 

d'où Ton déduit 

sup | u € ( t 9 x ) - u - e p t ( e t , e x ) r t | , = 0(1)e 2 , 

ce qui complète la preuve du théorème. 
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