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Résumé

Le but de cet article est de présenter et de comparer les différents algorithmes pour
compter le nombre de racines réelles d'un polynéme et leurs généralisations. La clé pour
comprendre les relations entre les diverses méthodes est 1'étude de la suite de Sturm-Habicht,
qui repose sur la théorie des polyndmes sous-résultants.

Dans le §1 nous donnons le théoréme de Sturm et sa généralisation. Dans le §2 nous
donnons une 1égere généralisation de la notion de polynéme sous-résultant de deux
polynOmes; ceci permet de simplifier les démonstrations concernant les polyndmes sous-
résultants, de préciser les algorithmes pour les calculer, et de traiter de maniére agréable les
problémes de spécialisation, méme lorsqu'il y a chute du degré (d'un ou méme parfois des
deux polynémes). Dans le § 3 nous définissons et étudions la suite de Sturm-Habicht. Dans
le § 4 nous décrivons et comparons différentes méthodes pour compter le nombre de racines
réelles d'un polynbme.

Mots clé

Sous-résultants, algorithme des sous-résultants, suite de Sturm, suite de
Sturm-Habicht, spécialisation, nombre de racines réelles
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Introduction

Nous présentons dans le § 1 une notion générale de suite de Sturm de deux
polyndmes P et Q et donnons ses propriétés. Si Q = 1, on retrouve le théoréme de
Sturm qui permet de déterminer le nombre de racines réelles d'un polyndome P . Dans le
cas général on détermine la différence entre le nombres de racines réelles de P rendant Q
(strictement) positif et le nombre de racines réelles de P rendant Q (strictement) négatif.
Ces résultats, quoique peu connus, sont classiques (cf [Syl] ). Nous indiquons ensuite
les difficultés rencontrées lorsque on cherche a spécialiser ce calcul.

Dans le § 2 , nous étudions les polyndmes sous-résultants. Nous donnons les
résultats classiques de cette théorie, et nous précisons les relations entre la suite des sous-
résultants et la suite des restes pour la division euclidienne. Nous introduisons une 1égére
geénéralisation de la notion de polyndme sous-résultant. L'utilité de cette généralisation
s'avere lorsque nous étudions les problémes liés a la spécialisation dans le § 2.c ; en
outre, les preuves de plusieurs résultats sont simplifiées.

Dans le § 2. ¢, nous indiquons comment se spécialisent ces polynomes sous-
résultants.

Dans le § 2. d, nous donnons différentes variantes de I'algorithme des sous-
résultants de Habicht-Loos.

Dans le § 3, nous définissons la suite de Sturm-Habicht de deux polynomes qui
est une sorte de suite de Sturm formelle. Nous démontrons par une méthode directe les
résultats de Habicht et les améliorons, obtenant ainsi que la suite de Sturm-Habicht fait
aussi bien l'affaire que la suite de Sturm pour compter le nombre de racines réelles d'un
polyndme P (ou pour déterminer la différence entre le nombres de racines réelles de P
rendant Q (strictement) positif et le nombre de racines réelles de P rendant Q
(strictement) négatif). Nous indiquons comment se spécialise la suite de Sturm-Habicht
et donnons un algorithme de calcul.

Dans le § 4, nous présentons la méthode d'Hermite pour déterminer le nombres
de racines réelles de P . Nous établissons un lien direct, purement algébrique, entre les
résultats obtenus par cette méthode et ceux obtenus par la méthode de Sturm. La suite de
Sturm-Habicht est la clé pour comprendre la situation. C'est aussi elle qui donne les

- calculs les plus généraux et les plus simples.

Une version abrégée de cet article est & pa;aitrc en deux parties dan's ([GLRR1})).
Les résultats étaient annoncés dans {GLRR2].
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1) Suite de Sturm de deux polyndomes

a) Définitions et notations

Suite des restes

Soient un anneau intégre A et son corps de fractions K. Nous noterons:
dP): le degré d'un polynéme P,
cd(P): son coefficient dominant,
cf;(P): son coefficient de degré j(égala 0 si j est > d(P)).
Soient P et S deux polynomes a coefficients dans A . Nous noterons Rst(P,S) le
reste de la division euclidienne de P par S dans K[X] . On a la relation :
Rst(a.P,b.S) = a.Rst(P,S)
Nous considérons maintenant la suite des restes de l'algorithme d'Euclide,
démarrant avec le numéro 0, et définie de mani¢re récurrente par :
Rst'(P,S) := P, Rst!(P,S) := S,
Rst™!(P,S) := Rst(Rst™!(P,S), Rst™(P,S) )
On arréte la suite au plus petit entier n tel que Rst'”'l(P,S) =0.
Le polynome Rst™(P,S) estle m-iéme reste de P et S .
Nous noterons par ailleurs Rstj(P,S) le reste de degré j (avec j < inf(d(P),d(S)) , s'il
existe, dans la suite des restes de l'algorithme d'’Euclide. Nous prolongeons cette
notation comme suit pour toutes les valeurs de j < sup(d(P),d(S)+1) .Nous posons
= sup(d(P),d(S)+1), et nous définissons :
Rst,(P,S) :=P Rst,_;(P,S) :=S

et,pour0<j<t-1:
Rst™(P,S) si j=d(Rst™®P,S)) (m=21)

Rst;(P,S) :={ Rst™*1(P,S) si j+1 =dRst™(P,S)) (m=>1)

0 sini j ni j+1 n'estle degré d'un
reste Rst™(P,S) (m2>1)
On remarquera que si j+1 et j sont les degrés de deux restes consécutifs, la définition

reste cohérente. L'intérét de cette définition-convention apparaitraen 2.b et 2.c .

Remarque 1 :

Si un point a d'une extension de K n'est pas racine de P, il ne peut &tre racine de
deux restes successifs. En effet le PGCD de deux restes successifs coincide avec le
PGCD de P et S.
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Suite des restes signés de P et S

Etant donnés deux polynomes P et S nous appelerons:
: suite des restes signés de P et S
la suite des restes de l'algorithme d'Euclide (démarrant avec P et S) avec des

modifications de signes convenables comme suit :
m(m-1

Rss™(P,S) := (-1) 2 Rst™(P,S)

de sorte qu'on ait la relation de récurrence :
Rss™+1(P,S) = — Rst(Rss™1(P,S) , Rss™(P,S) ).
avec l'initialisation: RssO(P,S) := P, Rss!(P,S) =S,

En posant t = sup(d(P),d(S)+1), nous notons également
Rssi(P,S) :=P Rssi.1(P,S) := S

et pour 0<j<t—1:
Rss™(P,S) si j=d(Rss™P,S)) (m=21)

Rssj(P.S) :={ Rss™1(P,S) si j+1 =d(Rss™(P,S)) (m=>1)
0 sini j ni j+1 n'estle degré d'un
reste Rss™(P,S) (m=21)

Suite de Sturm

Etant donnés deux polynémes P et Q nous appellerons:
suite de Sturm de P et Q
la suite des restes signés de P et R := Rst(P'Q,P) :
Stu™(P,Q) := Rss™(P,R)
de sorte qu'on ait la relation de récurrence :
Stu™1(P,Q) = —Rst( Stu™1(P,Q) , Stu™(P,Q) ).
avec linitialisation Stu®(P,Q)=P, Stu!(P,Q) = Rst(P'Q,P).

Nous notons de méme
| Stu;i(P,Q) := Rssi(P,R) | pour j<d(P)

Si Q=1 onnote Stu™(P,Q) et Stu;(P,Q) respectivement Stu™(P) et Stuj(P), on
a Stu’(®P) = P, Stul(®) =P, Stu™*!(P) = — Rst( Stu™ 1 (P), Stu™(P)) et on
retrouve la notion classique de suite de Sturm de P.
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Nombre de changements de signes

* Toutes les définitions précécentes ont été faites en utilisant seulement la structure de corps
de K. Nous allons maintenant introduire des notions qui nécessitent que le corps K soit
muni d'un ordre.
Supposons donc qu'on a fixé un ordre, noté <, surle corps K etnotons R la cloture
réellede K. Si K estréel clos, R coincide avec K .
On définit le nombre de changements de signes V(ag.....a,) dans une suite

(ag,----ap) d'éléments de K par récurrence sur n :

V(ag) =0,

V(@g,--»ap+1) = V(aQs-..,ap) §i (ag,....ap) = (0,...,0) ousi ap,; ale méme
signe que le dernier élément non nul de (ay,...,a,)

V(ag,---»aps+1) = V(ags-..,ap) + 1 sinon.

Si f = [fo.f},....f5] est une suite de polyndmes et si a et b sont deux éléments de
Ku {4+ o} U{ -0} onappelera nombre de changements de signes de
fosf1s--sfn €n X et on notera V( fo,f;,....fp ; X ) ou méme V(f; x) la quantité
V( fo(x),f1(x),....fa(x) ) ; on appellera différence des changements de signe
dans la suite fy,f;,....,f, entre a et b et on notera V( fy,f;.....f;ab) 1la
quantité V( fo.f1,....f5 ; a ) = V(fg.fp,....f s b).
NB: si x= +0o ou -, lesigne d'un polyndme g(x) est donné par le signe du
coefficient dominant de g et la parité de 1'exposant correspondant.

Soient a<b deuxélémentsde KU { + e} U { — e}, onnote:

VRss(P.S;a) le nombre de changements de signes dans la suite des
restes signésde P et S en a,

VRss(P.S;ab) =VRe(PS;a)— VRe(PS;b)

VRss( P.S ) = VRes( P,S ; — 00) = VReo( P,S ; + o0)

Vse(PQ;a) :=VRi(PR;a),ou R=Rst(P’Q,P)

Vsu(P.Q;ab) =Vpe(PR;ab)

Vstu( P.Q) = VRss(P,R) .

Vsw(Psa) = Vgeu(P,152)

Vs(P;ab) = Vgu(P)

Soient a<b comme ci-dessuset €€{ +,0,—}, onnote :

c:(P,Q;a,b) le nombre d'éléments de : .
{ue]a,b[/ P(w)=0,signe(Q(u)) = ¢ }

ce(P,Q) = Cg(P,Q;— 00,4 o0)

¢(P;a,b) =c,(P,1;a,b)

c(P) =c,(P,1)

54



b) Propriétés de la suite de Sturm

Théoréme 1 (voir Sylvester [Syl] pour un résultat analogue ) :
Soit un corps K, soit <un ordre sur Ketsoit R la cl6ture réelle de K muni de
l'ordre <. Soient P et Q deux polyndmes quelconques 2 coefficients dans K et a
et b (aveca<b ) des points de K qui ne sont pas racines de P. Alors:
()  Vsw(P.Qab) = c,(P,Qa,b) — c_(P,Q;a,b).
@  Vsu®Q =c,(P.Q - c_(P,Q).

démonstration:

Soit n+1 la longueur de la suite de Sturm de P et Q, Stu®(P,Q) est donc le dernier
élément de cette suite etle PGCDde P et P'Q.
.Soit f la suite définie par f, = Stu™(P,Q)/ Stu"(P,Q) .

Lemme 1:
Soient P et S deux polyndmes quelconques 2 coefficients dans un corps
ordonné K. Soit n+1 la longueur de la suite des restes signésde P et S ;
Rss"(P,S) est donc le dernier élément de cette suite et le PGCDde P et S.
Soit g la suite définie par g, = Rss™(P,S)/ Rss"(P,S) .
Si ¢ estuneracinedans R de g;,i# 0, il yaexactement un changement de signe
dans la suite (g;_j(x) , g;(x) , g;+1(x)) pourtout x suffisamment proche de ¢ et
distinct de c .

démonstration du lemme 1 :
Précisons d'abord I'énoncé.
Soit ¢ uneracinede g; et a; et by deséléments de R tels que
1 aj< c <b
) aucun g; (i =0.,..,s~1) nes'annule sur J aj,c{ nisur Jc,by [,
alors pour tout x de ] a;,b;y [— {c} il y a exactement un changement de signe dans
la suite ( g;.1(%) , gi(x) , gi+1(X) ).
Soit donc x un élémentde ] a;,b; [ — {c} . On a nécessairement g;_j(c) et gi4+1(c)
tous les deux différents de zéro, puisque le PGCD de g; etde g;.; (resp. g;+1 ) est
gs =1 . D'apres la définition de g, gj4+) est I'opposé du reste de g;_; divisé par g;,
eton adonc g;,1(c).gi-1(c) <0 .Lessignesde g;.; et gj;; en x coincident avec les
signes de g;.; et g+ en c. Ceci montre que quelque soit le signe de gi(x) le
nombre de changements de signes dans la suite ( g;-1(x) , g;(x) , gi+1(x) ) est 1.
Q
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Lemme 2 : (notations du début de la preuve du théoreme 1)
(i) fo apourracines les racines de P non racinesde Q,
() V(f;x)=VguP.Q; x) pour x nonzérode P,
(ili) le nombre V(f; x) diminuede 1 quand on passe a droite d'une racine de fj
avec Q positif et augmente de 1 quand on passe a droite d'une racine de fy avec Q
négatif,
(iv) le nombre V(f; x ) ne change pas quand on passe a droite d'une racine de f;
(i = 1,...,n) non racine de fg.

démonstration du lemme 2:
(i) et (ii) sont immédiats d'apres la définition de f.

Reformulons plus précisément (iii) et (iv) :
(iii') Soit ¢ uneracinede fy et a; et b; desélémentsde R tels que
MNaj< c<b;
(2) aucun f; (i =0,...,n-1) ne s'annule sur ] a;,c [ nisur ]c,bg [.
Alors, pour tout x de ] aj,c [ etpourtout y de ]c,b; [ la différence entre
V(f;x) et V(f;y) est =1 si Q(c) estpositif et 1 si Q(c) est négatif.
(iv') Soit ¢ une racine de f; non racine de fj et a; et by des éléments de R tels
que
(1) a3< ¢ < bl
(2) aucun f; (i =0,...,n—1) ne s'annule sur ] a;,c [ nisur Jc,by .
Alors, pour tout x de ]Jaj,c[ etpourtout y de Je,by [, V(f;x) et
V(f;y) sontégaux.
Démontrons (iii'):
Soient ¢ avec fo(c) =0, a; et b; desélémentsde R tels que
(1) a;< ¢ < bl
(2) aucun f; (i =0.,...,n) ne s'annule sur Jaj,c [ nisur Jc,by [.

Soient x un élémentde ] aj,c[ et y unélémentde ] cb; [.

Si ¢ estaussiracined'un f; ,i € {1,...n—1)}, le nombre de changements de signes
dans la suite (fj.1(x) , fi(x) , f;4+1(x)) et dans la suite (f;_1(y) , fi(y) , fi+1(y)) est 1
d'apres le lemme 1 appliqué 3 P et R .

Que c soit ou non racine d'un fj ,i e {1,..,n—1}, le nombre de changements de
signes dans Ja suite (fj(x)); ¢ (1,..,n-1) coincide donc avec le nombre de changements de
signes dans la suite (£;(Y)); e (1,...n-1)-

Regardons maintenant ce qui se passse pour f; et f; .

Soit k la multiplicité de ¢ dans P, d'aprés (i) ¢ est racine dans R d'ordre k~1 de
P'Q. Stu"(P,Q) quiestle PGCD de P et P'Q est donc égal (x—c)¥1 h avec
h(c)#0. Si P=(x—)*Py, avec Py(c)# 0, ona fy=(x~c)P;/h et f; =R;/h
ou R, estlereste de ladivisionde (k.P; + (x—).P';}).Q par (x—).P;.

Soit € lesignede Py /h en c.Lesignede R; en ¢ coincide avec le signe de
56



n.P;(c).Q(c) , donclesignede f; en c estle signede €.Q(c) .

- Le polynéme f; estnonnulen c et ne s'annule pas sur ] ajc{ nisur Jc,by[,ila
donc sur tout ] aj,b; [ le méme signe qu'en ¢, A savoir € si Q(c)>0 et —¢ si
Q)< 0.

Si Q(c)>0, alors sur Jajc[, f et f; sont de signes opposés, et sur ] c,b; [,
fg et f; sont de mé€mes signes.

Si Q(c)<0, alorssur ]a;,c[, fy et f; sont de mémes signes, etsur ]c,by [,
fo et f; sont de signes opposés.

On en déduit la propriété (iii') annoncée.

Démontrons maintenant (iv') : Si fp(c) est non nul, on a immédiatement la propriété

(iv') a partir du lemme 1 appliquéa P et R . Q
démonstration du théoréme:

() 1 suffit de mettre bout a bout les lemmes 1 et 2.

(i) estun cas particulier de (i). Qa

Corollaire 1 ( théoréme de Sturm [Stu] ):

Si a et b ne sont pas racines de P, Vg, (P;a,b) est le nombre de racines dans R
de Pentre aetb.

En particulier Vg, (P) estle nombre de racines dans R de P.

démonstration du corollaire 1:
On applique le théortme AP et 1. : Q

Corollaire 2:

Si a et b ne sont pas racines de P, Vsm(P,Qz;a,b) est le nombre de racines dans R
de P nonracines de Q entre a et b.

démonstration du corollaire 2 :
On applique le théoreme 2 P et Q2. ' Q

Corollaire 3 On a donc les égalités :
Vstu(P;a,b) = ¢o(P,Q;a,b) + ¢, (P,Q;a,b) + c.(P,Q;a,b),
Vstu(P.Q%a,b) = ¢, (P,Q;a,b) + c.(P,Q;a,b),
Vseu(P,Q;a,b) = ¢, (P,Q;a,b) — ¢.(P,Q;a,b)
qui permettent de calculer ¢g(P,Q;a,b), ¢, (P,Q;a,b) et c.(P,Q;ab) connaissant
Vstu(P;ab) , Vg (P.Q%ab) et Vi (P.Qsalb).
Remarque 2 :
Dans l'article [Syl}, Sylvester étudie le nombre Vge( P, S ) de changements de
signe dans la suite des restes signés de deux polyndmes P et S, au moins dans le cas
ou P et S sont sans facteurs carrés et sans racine commune, en termes du nombre

d'entrecroissements entre les racines de P et celles de S. Nous pouvons donner
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I'interprétation suivante pour le nombre Vpgc(P,S; a,b): on suppose que
P(a).P(b) # 0, on ne tient compte que des racines & de P sur l'intervalle dont l'ordre
est supérieur d'un nombre impair a leur ordre en tant que racine de S ; en outre on
compte cette racine avec le coefficient +1 ou -1 selonque P’S est 20 ou <0 au
voisinage de la racine. Lorsque P n'a que des racines simples, cela revient 2 affecter &
chaque racine de P un coefficient égal au signe de P’S . La preuve est essentiellement
la méme que celle du théoreme 1 .

Remarque 3:

Le calcul de la suite de Sturm se fait uniquement avec les opérations de corps de
K . Le calcul du nombre Vg;,(P,Q;a,b) pour a et b deux éléments de K (et méme le
fait que a < b ) dépendent du choix de l'ordre sur K . Le résultat obtenu concerne le
nombre de racines dans le corpsréel clos R entre a et b.

D'un point de vue algorithmique, ceci signifie que la suite de Sturm est calculable
des que les opérations de K le sont . La détermination du nombre des racines dans R
entre a et b (a et b deux éléments de K non racines de P avec a < b pour l'ordre
choisi) s'obtient ensuite par un nombre fini de tests de signes portant sur des éléments de
K , il est calculable dés que I'ordre sur K l'est (c'est-a-dire qu'il y a un algorithme
exact pour déterminer le signe d'un €lément). Tous les calculs et tests se déroulent donc
dans K .

On peut en outre également appliquer le théoré¢me de Sylvester si a et b sont des
€lémentsde R U {+ o} U {—o=} etil est encore possible de déterminer exactement les
signes dans R des polynOmes de la suite de Sturm par des calculs dans K si a et b
sont convenablement codés dans K (ceci résulte par exemple des résultats de [CoR]).

Le résultat du calcul dépend naturellement de 1'ordre choisi sur K : considérons
par exemple le polyndome P = YZ-X de QX)[Y] . Sil'ordre choisi sur QX) est
celui qui rend X positif et plus petit que tout rationnel strictement positif, P a deux
racines dans la cloture réelle de Q(X) pour cet ordre, alors que si 1'ordre choisi sur
Q(X) est celui qui rend X négatif et plus grand que tout rationnel strictement hégatif, P
n'a aucune racine dans la cloture réelle de Q(X) pour cet ordre.

¢) Problémes de spécialisation

Soient A un anneau integre, K son corps de fractions, P et Q des polyndomes
de K[X] . Supposons qu'on ait effectué le calcul de la suite de Sturm dans le corps K,
et qu'on spécialise les coefficients de P et Q, c'est-a-dire qu'on considére un
morphisme Sp de A dans un anneau intégre A' et les images Sp(P) et Sp(Q) de P
et Q dans I'anneau A'[X] . Un exemple typique de cette situation est A = Z[Y] et

= Z[E] ou & estun nombre algébrique.

La suite de Sturm associée a Sp(P) et Sp(Q) ne peut pas sobtcmr facilement a

partir de celle de P et Q parce que dans le processus de division euclidienne de P et
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Q , il apparait des éléments de A au dénominateur, et que ces éléments peuvent trés bien
se spécialiser a 0 . Dans ce cas, la suite de Sturm de Sp(P) et Sp(Q) ne s'obtient pas
en spécialisant la suite de Sturm de P et Q, et les degrés des polynomes de la suite de
Sturm de Sp(P) et Sp(Q) ne coincident pas avec ceux de la suite de Sturmde P et Q .
11 faut en principe recommencer tout le calcul.

Nous allons voir dans le § suivant que grice a la théorie des sous-résultants on
peut obtenir la suite des restes par un algorithme qui se spécialise bien. On pourra ainsi
définir au § 3 la suite de Sturm-Habicht, qui permettra aussi de compter les racines dans
R d'un polyndme et se comportera bien par spécialisation.

Exemple 1:
Considérons I'exemple du polyndme général de degré 4 ,
P=X4+pX2+qX+r.
La suite de Sturmde P et P', calculée dans Q(p,q,r)[X] est
Stu®(P) = X% + pX2 +gX +r1
Stul(P)=4 X3+ 2pX +q
Stu?(P) = — (1/4) ( 2pX2 + 3gX + 4r)

4 (2.p3 - 8. 3. 2 .
Stu3(P) = — (@2.p 8pr+9q2)X+pq+l2qr)

Stud(P) = p2.(16.p% — 4.p3q% - 128.p%2 + 144.pq%r — 27.q* + 256.0)
4.(2.p3 - 8.pr+ 9.q2)2

Lorsqu'on choisit des valeurs particuliéres p ,q,r pour p,q,r la suite de
Sturmde P =X*+ p.X2 +q.X +r s'obtient en général en subsituant dans la suite
de Sturm de P la valeur de P . Toutefois lorsqu'un des dénominateurs s'annuleen p,
q ,r cette substitution n'a plus de sens et il faut faire un nouveau calcul pour obtenur la

suite de Sturmde P .
C'est ainsi que si p = 0, la suite de Sturmde P = x4 +qgX +r1 est

Stuo(P) =x%+ gX +r

Stul(P)=4Xx3+¢q

Stuz(P) - 39X4+ 4r

- (27 q% + 256 r3)
2713

Stu3(P) =
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2) Polynéomes sous-résultants

11 est clair qu'on ne peut plus parler de sous-résultants sans s'inspirer de l'article de
synthése de [Loo]. Nous serons cependant en désaccord avec lui sur certains points de
détail. Pour la théorie des sous-résultants voir également [Br], [BroT], [Col] et [Hab].
Pour I'expression des sous-résultants en fonction des racines (point que nous n'abordons

pas) voir [Syl}, [Bor], [Las], {Cha].

a) Définitions

Nous rappelons dans ce § la notion de polyndme sous-résultant et en donnons
une légére généralisation . L'utilité de cette généralisation s'avérera lorsque nous
_étudierons les problemes liés a la spécialisation.
Nous établissons en outre les relations liant polyndmes sous-résultants "ordinaires”
et "généralisés".
On considére toujours un anneau intégre A et son corps de fractions K.
Si P et S sontdans A[X], p,s,et j des entiers avec d(P)<p, d(S)<s et
j <inf(p,s) , nous notons Sylv;(P.p, S,s) la j-éme matrice extraite de la matrice de
Sylvester de P et S (considérés comme étant de degrés p et s): surla base
XPsil X2 X, 1, les vecteurs lignes successifs de cette matrice sont : P.X571, ..,
PX, P, S.Xp'j'l,..., S.X, S . Cette matrice possede p+s-2j lignes et p+s-j colonnes.
Si P=apXP+apy XPl+ . +ap, S=bgXS+bsy X!+ ... +bg, (avec
éventuellement les premiers coefficients de P et S nuls), Sylv;(P.p, S,s) est la matrice

ap . . . . . . L. . a0 0 . . . 0
0 ap . . . . . . . . a0 0o . . 0
> s-j lignes de P
o . . 0 . . . . . . . . 20
o . . . 0 ap. . . . . . . . 2]
bg bg O 0 )
0 bg .« <« < . boO . . .0
0 0 bg . . . . . . . bpO. . O }p-j lignesde S
o . . . 0 bg. . . . . . . b O
0 . . . . 0 bg. . . . . . . byl
. -
T~

p+s-j colonnes
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Par définition, le déterminant polynomial d'une matrice possédant N lignes
et M colonnes, avec M 2N est un polyndme de degré inférieur ouégald j=M-N:
son coefficient de degré d est le déterminant extrait de cette matrice sur les colonnes
1,2,..,.N-1Md .

Les polynomes sous-résultants de P et S (considérés comme étant de
degrés p et s) sont les déterminants polynomiaux des matrices Sylv;(P,p, S,s) etils
seront notés:

Sres;(P,p, S,s).
On a la relation Sres;(a.P,p, b.S,s) = as’j.bp'j.Sresj(P,p, S.s).
Il est clair que les polynomes sous-résultants sont a coefficients dans A et que
Sres;j(P,p, S,s) est de degré inférieur ou égala j.Si Sresj(P,p, S,s) est de degré < j
on dit qu'il est défectueux.

Les coefficients sous-résultants de P et S (considérés comme étant de
degrés p et s) sont les: srj(P,p, S,s) = cfj(Sresj(P,p, S,s)).
Le coefficient sous-résultant sry(P,p, S,s) est nul si et seulement si le degré de
Sresj(P,p, S,s)est <j (c.-a-d. si le polynOme sous-résultant est défectueux).

Le sous-résultant Sresy(P,p, S,s) = sro(P,p, S,s) estle résultantde P et S si
p=dP) et s=d(S).

La suite des sous-résultants est la liste des Sresj(P,p, S,s) pour j
descendant de inf(p,s)-1 a2 0. Nous donnerons en 2.c une extension "raisonnable” de
la suite des sous-résultants en la faisant démarrer 3 j=p , du moins lorsque
p > s = d(S).

Nous appellerons polyndome sous-résultant standard un polyndéme sous-
résultant Sresj(P,p, S,s) ot dP)=p et d(S)=s<p.
Ordinairement les sous-résultants calculés seront les sous-résultants standards! avec
p=d(P) et s=d(S). Mais aprés spécialisation, il se peut que le degré de P ou celui
de S se retrouve diminué, aussi est-il intéressant d'étudier le comportement des sous-
résultants dans le cas o I'un des deux degrés est plus petit que le degré annoncé. Si les
deux degrés sont trop petits, tous les polynémes sous-résultants sont nuls.
Les autres polyndmes sous-résultants peuvent tous étre facilement calculés a partir des
polyndmes sous-résultants standards (ou vice-versa si l'autre polynéme sous-résultant
n'est pas identiquement nul). Les relations entre polyndmes sous-résultants standards et
polyndmes sous-résultants découlent de la proposition suivante.

1 Les polyndmes sous-résultants définis dans [Loos] p 118 sont les polyndmes sous-résultants
standards. '
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Proposition 1 :
Nous supposons d(P) <p, d(S) <s, j <inf(p,s)
a) SidP)<p et dS)<s, alors
Sresj(P,p, Ss) =0
b) Sresi(P,p, S,5) = (-1)®IXsD Sresi(S,s, P,p) et en particulier
Sresj(P,p, S,p-1) = Sresj(S,p-l, P,p) d(@s) <p-1)
¢ Si s2s et dP)=p alors
@  Sresi(P,p, S,s) = cd(P)*S . Sres;P,p, S.5)
@)  SresiS.s, P,p) = ((-1)PIcd(®P))* . Sresi(S.s, P.p)

démonstration:
a) la premiere colonne de Sylvj(P,p, S,s) est nulle.

b) cela revient 2 calculer le signe d'une permutation.

¢) () la nouvelle matrice est obtenue 2 partir de 'ancienne en rajoutant s'-s
colonnes nulles 2 gauche, puis s'-s lignes au dessus, chacune portant le polynome P
décalé a chaque fois d'un cran. Les déterminants intervenant dans le calculs des Sres;
sont donc tous multipliés par cd(P)*S.
c) (i) on applique c) (i) et 2 fois b). Q

NB : Lorsque P est unitaire de degré p, la proposition 1 c¢) (i) montre que le
polyndme sous-résultant Sres;(P,p, S,s) ne dépend pas du choix de s 2 d(S) .

Proposition 2 :
Soient P et S des polyndmes de degrés p et s<p-1, alors:
a) Sresi(P,p, S,p-1) 0 si s<j<p-1
b) Sresy®P.p, S,p-1) = (cd®P)cdS)PS! S
¢) Sres;(P,p, S,p-1) cd(p)Ps-1 Sres;(P,p, S,s) pour j<s

démonstration:
a) et b) : observer le dessin de 1a matrice Sylv;(P,p, S,p-1)
c) c'est la proposition 1c. Q
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b) Polyndémes sous-résultants, suite des restes et PGCD

Nous établissons dans ce § les formules reliant explicitement la suite des restes 3
la suite des polyndmes sous-résultants standards.

Rappelons que I'on note Rst(P,S) le reste de la division de P par S. Lorsque
p =d(P)2s=d(S), lepolyndme  cd(S)P**.Rst(P,S) est appelé le pseudo-
reste de la division de P par S, et nous le noterons  Prst(P,S) . Le pseudo-reste est
donc proportionel (par un €lément de A ) au reste, et il est A coefficients dans A (cela
résulte par exemple de la proposition 4 infra).
On a la relation Prst (a.P,b.S) = a.b?**! Prst (P,S).

Dans tout le § nous noterons (H) I'hypothése suivante :
H) p=dP)2s=dS) , R=Rst(P,S) , et r =dR) _
Nous commengons par une proposition qui sert de base aux calculs qui suivent!:

Proposition 3:  Supposons (H) et j<s, alors:

@ Sres;(P,p, S;s) = SresjR,p, S,s)
(ii) Sresj(S,s, Pp) = Sresj(S,s, R,p)
démonstration :
(i) Chaque ligne PXK de la matrice Sylvi(P,p, S,s) peut étre remplacée par la ligne

RXK en lui rajoutant des lignes -c,.S.X¥*™

, en choisissant pour cp, les coefficients
du polyndme B dans l'identité de la division euclidienne: P = B.S + R . Ces
manipulations élémentaires ne modifient pas les déterminants extraits.

Or, la nouvelle matrice obtenue n'est autre que Sylvj(R,p,S »S).

(ii) méme démonstration , Q

Proposition 4 : Lorsque p = d(P) 2s =d(S), ona les égalités
(i) Sresg (S.s, Pp) = Prst (P,S)
(i) Sresg.(P.p, S.p-1) = (-cd(P))PS! Prst (P,S)
(iii) Si S estunitaireet p'2p ona:
Sresg_;(S;s, P,p') = Sresg(S,s, P,p) = Prst (P,S) = Rst(P,S)

démonstration:
(1) on applique la proposition 3 (ii) avec j = s-1, la matrice Sylv.;(S,s,R,p)
obtenue est surtriangulaire, on développe les déterminants suivant la diagonale :
Sresg_1(S.s,P,p) = Sresg_1(S,s,R,p) = cd(S)P*1 R = Prst (P,S) .

1 En fait, tous les résultats des § b et ¢ sont basés sur l'utilisation systématique des propositions 1,
2, 3 et 4, quisont toutes tres élémentaires g3



(ii) on applique la proposition 2 ¢) avec j=s-1:
Sress.(P,p, S,p-1) = cd(P)P5! Sres, ;(P.p, S.s) et on remarque que :
Prst (P,S) = Sresg((S.s, P.p) = (-1)P! Sres; 1(®pp, S.s) ,
(la premicre égalité par (i) , la deuxiéme en appliquant proposition 1b )
(i) la premieére égalité résulte de 1) ¢ (i), la deuxieéme du (i) ci-dessus, et la
derniere de la défintion du pseudo-reste. Q

Le cas ordinaire
Cest le cas ol les degrés dans la suite des restes baissent de un en un.
Proposition § : Supposons (H) et p=s+1. Alors nous avons:

a)  Sresg.i(P.p, S.5) = cd(S)? R = Prst (P,S)
b)  Sresj(P,p, S.s) = cd(S)® Sres;(S.s, Rs-1) pour j < s-1

Proposition 6 : Supposons (H), et que les degrés dans la suite des restes
décroissentde un en un (en commengant au polynome P).
Posons c(s):=cd(S) et , pour j <s, c()= cd(Rstj). Alors:
Sres;(P.p, S.8) = (c(s).c(s-1)..c(+1) ) Rstj(P,S)  pour j <s.

En particulier, chaque polyndme sous-résultant est égal, a un carré dans K prés, au
reste correspondant.

démonstration des propositions 5 et 6:

La proposition 6 résulte de la proposition 5, par induction sur j . La proposition 5a
est un cas particulier de la proposition 4 (i) . La proposition 5b s'obtient en appliquant
la proposition 3 puis les propositions 1b et 1c(i) . Q

Le théoréme de Habicht

Nous redémontrons maintenant le "théoréme de Habicht" dans [Loo] par un
calcul direct.

Théoréme 2 ( théoréme de Habicht [Hab] ):
Nous supposons d(P)<p=s+l, d(S)<s .
Nous posons Sp:=P, §:=8, S;j:=Sres;(P,p, S,5) pour j<s,

Cp) =1, CQ):=cfj(S;)= pour j<s.
(i) Alors, pour 0sh<j<s,ona:

CG+12IM s, = Sresy(Siyq j+1, Sji)-
(i) En particulier, lorsque j <s onobtient

srj,1(P.p, 8,520 S = Sresy(Sj,1.5+1, S;.j)
(it)) Si d(Sj.y) =j+1 et d(S;) =j <'s, on obtient:

CG+12Sj) = Prst (S41,5)
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démonstration:V
(i) estlaméme chose que (i)
(iii) résulte de (i), avec h =j-1, et de la proposition 4 (i) .
(i Les égalités 2 démontrer sont des identités algébriques. On peut donc supposer que
les coefficients de P et S sont des variables indépendantes. On applique alors les
résultats de la proposition 6 . Les deux membres de 'égalité A &tablir sont des multiples
de Rsty,. Les calculs sont simples. Nous les explicitons en reprenant les notations de la
proposition 6 .
Nous posons  R; := Rst;(P,S) YG) = (c(s)-c(s-1)...c(+1) )2 = CGeG) -
Onadonc  CG+1)* =y(yG+D) . Sj=1GR;.
Par ailleurs Sresh(Sj+1,j+l, S;j) = 'y(j+1)j'h.'yﬁ)j'h+18resh(Rj+1,j+1, R;,j)

= G+ G ML c).c1)...ch+1) 2Ry,

= YG+I Gy R,
o Sp = ¥(h).Ry, o

Le cas défectueux

Proposition 7 : Supposons (H). On a:
a) () Sresg)(P.p, S.5) = (—cd(S) P51 R = (- 1)P**] prst (p,5)
@) Sresj®.p, S,) = (- 1)*Jcd(S))P**! Sresi(S,s, R,s-1) pour j<s-1
b) On en déduit
(@ SresiP,p,Ss) =0 sir<j<s-1
(i) Sres,(P,p, S,5) = ((— P! cd(S).cd(R) )*™! Sresg 1(P,p, S,s)
@) Sresi(P.p, Sis) = (= DE@SDED cg(S)PT Sres;(S,s, Ryx) pour j<r

démonstration :
a) (i) eneffet: Sresg.;(S,s, P,p) = Prst (P,S) (proposition 4 (i) ) et
Sresg 1(P,p, S,s) = (-1)P**! Sres . (S,s, P.p) (prop 1b)
a)(ii) ona Sresj(P,p, S,s) Sresj(R,p, S,s) (prop 3)
= (-1)PNED) Sresi(s,s, Rp) (prop 1b)
= (DPDED cq(s)Ps+1 Sresy(S,s, R,s-1)
(rop lc@i))
b) (i) on applique a) (ii) puis la proposition 2 a) a Sres;(S,s, R,s-1)
b) (ii) si r=s-1,c'esttrivial. Sinon a) (ii) donne
Sres (P,p, S,5) = (-1)EPED cq(g)P-+1 greg (S 5, R,5-1)
= (DEDPHD 4()P+1 (cdR) cd(S)*! R (prop 2 b)
enfin a) (i) donne :
Sresg.1(P,p, S,5) = (-1)PS*! cd(S)PS+ R

1 Pour que le théoréme affirme autre chose que des égalités 0 = 0 , il faut que l'on ait d(P) = p ou
dS)=s.
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b) (iii) si r=s5—1 c'est simplement a) (ii), sinon on applique a) (ii) et
Sres;(S.s, R,s-1) = (cd(S))*™ Sres;(S.s, R.r) (prop2¢) Q

Proposifion 8:
Supposons (H), et définissons R_;:=P, Ry:=S, R;:= Rsti*1(P,S)
di=d(R;), ej=djy-dj+1, fij=dj;-djy;, ¢ =cdR)
alors, pour tout degré d;<s, ona:
R;,; = Sresg,.1 (P.p, S,8)/ (g - cof0. ¢;f.....c;_,fit. %)

ol g=1si Dgqq(l+dg-d;).ex estpair, -1 sinon.

démonstration:
Se démontre par récurrence sur j en utilisant la proposition 7 . On amorce la pompe
avec a) (i) et la recurrence fonctionne grice 2 b) (iii). Q

Sous-résultants et restes

Théoréme 3  (sous-résultants et restes [Hab] [Loo]):
a) Supposons (H). Soit j <s. Le polyndme Sresj(P,p,S,s) est égal ,aun
facteur non nul prés dans K, a Rstj(P,S) M,
b) Ce résultat reste vrai si d(P) <p ,d(S) <s,l'unedes deux inégalités étant une
égalité, et j <inf(d(P),d(S)) , ouencoresi dP) =p>s>j2d(S).

démonstration :

a) cestvérifié pour j=s—1,..,r dapres la proposition 7, alinéas b (i) et b
(1)) . Pour j <r on utilise I'alinéa b (iii) qui nous rameéne au cas de la suite des restes
démarrant avec S et R . (preuve par induction sur le degré de P donc ) .

b) la proposition 1c¢) montre que Sresj(P,p, S,s) et Sr&sj(P,d(P), S,d(S)) sont
proportionnels avec un facteur non nul pour j < inf(d(P),d(S)) . Par ailleurs, si
dP)=p>s>j2d(S), ona

cd(P)P! Sres(P,p, S.s)

Sresj(P,p, Sp-1) (prop 1 ¢ (i)
0sidS)<j<p-1 (prop2a)
(cd(P) cd(8) =1 S si j=d(S)  (prop2b)
(et par définition on a Rsty(P,S) =S ) O

Corollaire : Supposons que s =d(S) ou p =d(P),etque S nedivise pas P (c.-a-
d. Sresg.;(P,p, S,s) # 0 ) . Alors le dernier sous-résultant non nul Sres,(P,p,S,s)
estde degré n (c.-a-d.: non défectueux). Il est égal au PGCD de P et S dans
K[X].

démonstration:
Cela résulte du théoréme 3 et du fait que le demnier reste non nul dans la suite des restes
estle PGCD de P et S. Q

1 On notera ici l'utilité de la définition conventionnelle de certains Rstj(P,S) comme égaux a3 0
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Le théoréme des sous-résultants

Le théoréme suivant complete le théoréme de Habicht dans le cas défectueux.

Théoréme 4 (théoréme des sous-résultants [Hab], [Loo]) :

Nous supposons d(P) <p=s+1, d(S) <s,l'unedes 2 inégalités €tant une égalité.

a) Si j<s—1 avec Sres;,(P,p, S.s) non défectueux et Sres;(P,p, S,s)
défectueux, de degré k , alors Sresy(P,p, S,s) est proportionnel 2 Sres;(P,p,
S,s) avec un facteur non nul. (en particulier Sresy(P,p, S,s) n'est pas
défectueux).

b) Plus précisément , avec les mémes hypothéses, en notant Sy, := Sresy(P,p, S,s)
(h<s) onalesrelations:

@ cd(Sj)(j'k) Sj = cd(S; 00 s,
(ii) sk+1 = eeeees '-- Sj_l = 0 (Si k <j'1 ).
@) (- cd(Sj+1 )3 5y g =Prst(S;,1.5)).

démonstration :

a) et b) (i) : déja énoncés (sous une autre forme) dans le théoréme 3 lorsqu'on est
dans I'une des hypothéses de ce théoreme. De maniére générale, le a) résulte du b) qui
se démontre directement & partir du théoréme de Habicht comme suit :
b) (i) le th de Habicht nous donne : cd(Sj+1)%0™) Sy = Sresy(Sj,1.j+1, S;j) , etla
prop2b :  Sresy (Sjy1. +1, S, ) = (cd(S).cd(Sj) ¥¥ §;
b) (iii) le th de Habicht nous donne :  cd(Sj,1)20-+1) Sy ; = Sresy ;(Sj,1.j+1, S;)
et la proposition 4 (ii) :

Sres.; (Sjr1 . j+1, Sj. §) = (—cd(Sjs1) Y* Prst(S;,1.))
b) (ii)) on applique le théoréme de Habicht comme ci-dessus et on conclut par la
prop 2 a). . Q

c) Spécialisation des polynémes sous-résultants

Nous venons de voir que la suite des sous-résultants nous donne la suite des restes.
Etant donnée une spécialisation (i.e. un homomorphisme d'anneaux) Sp: A — A',
nous étudions la possibilité de calculer "facilement” les polyndmes sous-résultants
standards de Sp(P) et Sp(S) lorsqu'on connait les polynémes sous-résultants
standardsde P et S (polynomes de A[X]). La situation typique de spécialisation que
nous avons en téte est naturellement I'application définie par 1'évaluation de certaines
variables indépendantes en des nombres algébriques.

On aura ainsi la suite des restes dans la situation spécialisée sans avoir besoin de
refaire un nouveau calcul.
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1T cas : les degrésde P et S sont conservés au cours d'une spécialisation
Les polyndmes sous-résultants standards se spécialisent en les polyndmes sous-
résultants standards.

28me cas : un seul des deux degrés de P ou S s'abaisse au cours d'une
spécialisation

Supposons que nous ayons déja calculé les polyndmes sous-résultants
Sres;(P,p,S,p-1).

Si d(Sp(P)) = d(P), on obtient en spécialisant ces polyndmes sous-résultants
une suite de polyndmes sous-résultants non tous nuls, méme si  d(Sp(S)) < d(S).

Par contre, si d(Sp(S)) =d(S) =s<p-1 et d(Sp(P)) <d(P), ona pour tout j
Sp(Sres;(P,p, S,p-1)) =0. 1l suffit cependant de calculer Sres;j(P,p, S,s) 2 partir
de Sres;(P,p, S,p-1) en utilisant la proposition 1 pour obtenir par spécialisation des
polyndmes sous-résultants non nuls.

3eme cas : les degrés de P et S s'abaissentde 1 pour une raison commune

Nous supposons que cd(P) et cd(S) s'écrivent respectivement: cd(P) = a.cp et
cd(S) = a.dg avec Sp(a) =0. Plus précisément nous écrivons:

P=acy, XP+ap, XPly ., S=ad X5+bgy X!+ ... etnous supposons

que le déterminant |d = cj bg_j - dgap.1 | se spécialise non nul.

Cette situation se rencontre notamment dans l'important cas particulier o S est
égal aladérivée de P etou d(Sp(P))=d(P)-1.

Proposition 9:  Avec les hypothéses ci-dessus, et p2s

a) Sp(Sresg ((P,p,S.s)/a)=Sp(d.bg{#51.8).

b)  Sp(Sres;(P,p, S.5) / a) = (-1)**1.Sp(d). Sres;(Sp(P).p-1, Sp(S).s-1)

pour j<s-1

démonstration:
Nous notons Py et Sy les polyndmes P et S tronqués de leur coefficient dominant.
On a évidemment Sp(P) = Sp(P;) et Sp(S) = Sp(S;). Nous posons
Py :=cp.XP + Py, S3:=dg X%+ S;. Le polyndme Sres;(P,p,S,;s)/a est le
déterminant polynomial de la matrice M; dont les vecteurs lignes successifs sont
P, XSl pXxSI2 | PX, P, S, XPH1 sxPi2  sX, S.



cas j=s-1: Apres spécialisation la matrice M; est de la forme:

Sp(cp) Sp(ap.1)
Sp(dy Sp(bsy)

matrice surtriangulaire
0 dont les vecteurs lignes
sont des polyndmes X'S;

D'ot le résultat a)
cas j<s-1: Sion regroupe en haut les deux lignes portant P, X971 et S, XPIl ¢
si on spécialise, on obtient une matrice de la forme

Sp(cp) Sp(ap.y)
Sp(dy) Sp(bs.)

O Sylvj(Sp(Pl),p-l,Sp(Sl),s-l)

D'oti le résultat 9b) si on tient compte de la parité de la permutation de lignes effectuée.Q

4eme cas : les degrés de P et S s'abaissent de maniére "incontrolée”

On n'obtent rien par spécialisation "directe”.

Néanmoins, si les divisions exactes sont nettement plus faciles dans A que dans
A', on aura intérét 3 poser Sg:=S tronqué au dessus du degré de Sp(S),
Pp:= P tronqué au dessus du degré de Sp(P), i calculer les polyndmes sous-résultants
de P, et Sg, et spécialiser pour terminer.

d) Algorithmes de calculs et complexité

Algorithmes de calcul

Présentons maintenant les algorithmes de calculs qui se-déduisent des résultats
précédents. Ces algorithmes utilisent uniquement des calculs de pseudo-restes et des
divisions exactes.

Nous commengons par un algorithme qui se déduit directement du théoréme de
Habicht et du théoréme des sous-résultants (théoréme 4).
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Algorithme 1: O
Nous supposons d(P) =p=n+1 , d(S)=s<n.
Nous posons Sp.1:=P, §,:=8, et Sj := Sresj(P,n+1, S,n) pour j<n.
entrées : les polynomes P et S
sortie : la suite des sous-résultants §; (0<j<s)

initialisation :
—si s=n Sgq = Prst(PS); S5:=3S )
—si s<n  Sg := (cd(P)cd(S)™S S ¢))
Ss.1 := (-cd(P))™* . Prst (P,S) 2)
enoutresi s<n—1et s<k<n: §:=0 3)
- ] =s-1

étape suivante : {1<j<s-1, S;,; et S; sont supposés déja calculés, avec d(S;41) = j+1
et h=d(S;). On vacalculer les S, manquants jusqua S, }

- h = d(S)

—si h=j  Spj = Prst (Sj,1, Sj)/ cd(Sjs1)? (4)

—sih<j S = Sj cd(S)ih/ cd(Sj )t %) (%
She1 3= Prst (Sjy1,8;)/ (= cd(Sjyp) Y2 6 *
enoutresi h<j-1 et h<k<j: S =0 @)

- j = h-1

fin : 'algorithme se termine lorsqu'on a calculé Sy c.-a-d. lorsque j <0
(*) (5) nestpasexécutési h=-1 (6) n'estpasexécutési h<0

démonstration:

(0) par la proposition 4 (i)

(1) par la proposition 2 b)

(2) par la proposition 4 (ii)

(3) par la proposition 2 a)

(4) par le théoréme de Habicht puisque cd(S;y) = cf;1(S41)

() (6) (7) par le théoréme des sous-résultants. Q

Remarque 4 :
Si j=h laffectation (5) donnerait Sj = Sj . Et T'affectation (6) produirait le méme
effetque la (4)

1 Cet algorithme calcule les polynémes sous-résultants  Sres;(P,n+1, S,n) lorsque
d(P) = n+1 > d(S).

Le Subresultant Theorem p 122 de [Loo] semble, en premitre lecture, concemer ces sous-résultants,
puisque p 121, ce sont ces sous-résultants (obtenus par spécialisation d'une suite ol P et S sont
formellement de degrés n+1 et n) qui sont considérés ... En fait le Subresultant Theorem est correct
avec les Sres;(P,n+1, S,5) lorsque n=p-12s, il est par contre incorrect lorsque p<s. (Cf la
38me note bas de page au sujet de l'algorithme n°3  : el c'ub Ca make § hoge zs)
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On remarque maintenant que les formules récurrentes (4) (5) (6) (7) sont
homogenes. Si, en dessous d'un certain degré k , on sait que les S; sont tous
multiples d'une constante ¢ de A, les formules sont encore valables si on remplace les
polynémes  S; par les Sj / c. Nous en déduisons, lorsque p = d(P) ,
$s=d(S)<n=p-1, un algorithme pour calculer les sous-résultants standards
Sres;j(P.p, S,s) = Sres;(P,p, S,n) / cd(P)™* (cf proposition 1c)). On notera que
l'algorithme ne diffeére du précédent que lorsque s < n, et seulement dans la partie
“initialisation".

Algorithme 2 : Calcul des polynémes sous-résultants standards ( cas
d(S) <d(P))
Nous supposons d(P)=p=n+1, d(S)=s<n.
Nous posons S,:=P, Sy:=§, Sg=cd(S)" S, S; := Sres;(P,p, S,5) pour j <
s. entrées : les polyndmes P et S
sortie : la suite des sous-résultants standards Sj (0<j<s)
initialisation :

- p =dP), s:=dS),n:=p-1,
- Sg = cdS)™ S (1)
- Ss.1 = (-)™S . Prst (P,S) 2)
- j =51

étape suivante et fin: comme dans l'algorithme n°1 Q

On peut maintenant essayer de faire rentrer les affectations (1) et (2) dans le
moule: (5) et (6). Cest possible enprenant j=n, h=s, et en faisant 'affectation
cd(Sp+1) ;=1 (qui est "fausse”). Avec cette philosophie, la suite des sous-résultants
commencea Sp,; =P etil faut poser Sy :=0 si s <k <p-1. L'avantage est que les
seules initialisations sont : Spy; =P, S;:=S, "cd(Sp41):=1". Et on passe
directement & "étape suivante”. Aussi ferons nous désormais la convention suivante:

Définition (convention) : Si p>d(P) , s=d(S) et p>s, on pose:
Sresp(P.p, S,s) := P, Sresp.1(P,p,S,s) := S,
Sress(P,p, S.s) cd(S)p-1-s .S,
Sresy(P,p,S,s) =0 si s<k<p-1,
srp(P,p, S,s) == 1, srj(P,p, S,s) := cfj(Sresj(P,p, S,5)) si j<p.

Remarque 5 :
On notera qu'avec cette convention, de nombreux "cas distincts” dans les propositions
établies précédemment "fusionnent” :

— proposition 2: a) et b) sontdes cas particuliers de c)

— proposition 5: a) estun cas particulier de b)

— théoréme de Habicht : définition "uniforme” pour les S; etles C(j)
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— proposition 7 : a) (i) est un cas particulier de a) (ii), b) (i) et b) (ii) sontdes cas
particuliers de b) (iii)

— proposition 9: a) est un cas particulier de b)
En outre remarquons que

— la proposition 1 c¢) (i) reste vraie dans les cas j=s = d(S) <p et
diS)=s<j<inf(s',p-1)

— la proposition 1 ¢) (ii) reste vraie dans le cas j = p <'s mais serait fausse pour
p<j=s<soup<j=s—-l<s<s®

Nous donnons maintenant une généralisation de l'algorithme précédent,
conformément a la définition-convention ci-dessus.

Algorithme 3 :  Algorithme généralisé des polynomes sous-résultants 2

Nous supposons p2d(P) , s=d(S) et p>s
Nous posons pour j<p: §;:=Sresi(Pp,S,s) , t =srjP,p,S,s)
entrées : les polyndmes P et S, l'entier p 2 d(P)
sortie : la suite des polyndmes sous-résultants  S; (0 j<p)
initialisation :

- Sp =P tp:=1

- Sp1 =

- j =p-1
étape suivante: { 1<j<n, S, t,, et S; sont supposés déja calculés, Sis1 et by
non nuls, avec h=d(S;) . On vacalculer les S, manquants jusqua S, , }

- h = d(S))

—sih=j Sy := Sresp (8j.h, Sppj+)/ % 4

—sih<j Sy =SSN/ Gt (5) (*)
Sp.1 = Sresp_1( Sj h, Si+1d+1) / ( -tj+1)j-h+2 (6) (*)
enoutresi h<j-1 et h<k<j: §;:=0 @

- j =h-1 G+1:= ofjy1(Sj41) @

fin : I'algorithme se termine lorsqu'on a calculé S c.-3-d. lorsque j <0
(*) (5) n'estpasexécutési h=-1  (6) n'estpasexécutdsi h<0

1 Ainsi la convention concernant Sress(P,p, S,s) pour s = d(S) < p tient correctement la route par

rapport aux égalités générales données dans la prop 1 . Il en va de méme avec les polynémes sous-
résultants identiquement nuls pour s<j<p-— 1. La lecture des propositions 1 c) et 2 a) et b)
pouvait d'ailleurs inciter 2 poser ces conventions au tout début de 1'article. 1l en va tout différemment en
ce qui conceme la convention Sresp.1(P,p, S,5) = S . Supposons en effet p = d(P) , s = d(S),
p > s+1: Tl'égalité Sresp-l(P,p, S,p) = ¢cd(P) S inciterait 2 poser, vue la proposition 1 c(i) ,
Sresp.1(P.p, S.8) := S/cd(l’)""'l tandis que I'égalité Sresp j(P,p+1, S,s) = 0 inciterait A poser, elle,
vue 1 c(ii) , Sresp.1(P,p, S.s) := 0. La m&€me critique vaut pour la convention concernant le sous-
résultants Sresp(P,p, S.$) .
2 Le Subresultant Chain Algorithm dans [Loo] est celui-ci lorsque p=d(P)> d(S).
3 Cette affectation pourrait aussi s'écrire ty:= cfy(Sy,)
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NB: On notera que dans (4) et (6) on peut toujours remplacer
Sresy_1(Sjh, Sj;14+1) par Prst (Sj+1,S;) sauf lors du premier passage! si d(P)<p.
En particulier, si d(P) = p > s =d(S), le théoréme 4 (théoréme des sous-résultants)
reste vrai avectout j <p (auliende j<s~1).Danslecas p>s=d(S),p2dP),le
théoréme 4 reste vrai 3 condition de remplacer dans b) (iii) Prst(Sj+1,Sj) par
Sresp_1(Sj.h, Sj41.i+1) .

En outre, on a toujours I'égalité: Sresy.1(Sjh, Sjy1.+1) = cfn(S; 2 Rst(Sj,.1.5))

démonstration:
Tout d'abord, si p=d(P)>s=d(S), il s'agit d'une simple reformulation de
I'algorithme précédent, tenu compte de la définition-convention. Ensuite on remarque
que l'algorithme écrit sous cette forme généralisée peut étre vu comme une suite
d'identités algébriques sous conditions (les conditions sont celles qui forcent les égalités
.d(Sj) = h, c'est-a-dire I'annulation de certains déterminants extraits de la matrice
Sylvo(P,p, S.s) ). 1I est donc encore valable si d(P) <p (le coefficient dominant de P
n'intervient pas dans I'algorithme). ' ]

On peut déduire de l'algorithme précédent un algorithme pour les sous-résultants
standards dans le cas ou d(P) = d(S) . Il ne différe de celui donné pour le cas
d(P) > d(S) que dans la partie "initialisation".

Algorithme 4 :
Calcul des polyndomes sous-résultants standards ( cas d(S) = d(P) )
Nous supposons d(P)=d(S)=s.
Nous posons  S; := Sres;(P,s, S,s) pour j<s.
entrées : les polynomes P et S
sortie : la suite des sous-résultants standards Sj (0L j<s)
initialisation :

- Ss.1 == Prst (S,P) , t:=d(Ss.y) ¢))

~si t=s-1 Sgy = Prst (P, Sg.1)/cd(P) )

— si t<s-1 oncalcule S; et S;; comme suit
S, = cd(Ss.)1. S (1 bis)
Se1 = DS Prst (P, S )/ cd(P) (2 bis)
enoutresi t<s-2 et t<k<s-1: S :=0 3)

- i) =t-1

étape suivante et fin : comme dans l'algorithme n°1

! Dans le Subresultant Theorem et le Subresultant Chain Algorithm de ([Loo] , c'est toujours
Prst(Sj.,.],S j) qui intervient. Or ce polyndme n'est défini que pour d(Sj+1) 2 d(Sj). En conséquence le
Subresultant Theorem et le Subresultant Chain Algorithm sont “"illisibles” pour d(P) <d(S) et
incorrects pour d(P) = d(S). On notera également que 1'on ne trouve pas dans [Loo] de définition
explicite des Sres;(P,n+1, S,s) lorsque n>j2s
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démonstration:
On pose pour j<s: Zj:=Sresj(S,s+1, P,s). Par la proposition 1 on obtient :
Zj = Cd(P).Sj .
(1) par la proposition 4
(2) par le théoréme de Habicht on a: Zgp = Prst (P,Xg ;)/cd(P)?.
Par ailleurs Prst (P,S5.1) = Prst (P,Z‘.s_l)/cd(P)2 parce que Sg.) = X /cd(P)
(1 bis) On remplace dans le théoréme de Habicht j par s-1 et r par t , onobtient:
cd(P)2E 1Y 5, = Sresy(P,s, I 1,5-1).
Par ailleurs Sresy(Ps, Zg.1,5-1) = Sresy(P,s, Sg.1,5-1).cd(P)** (ilya st lignes
"portant S_," dans la matrice correspondante). La proposition 2b donne de plus:
Sresy(P.s, S5.1,5-1) = (cd(P).cd(Ss_l))s'l't. S¢1 -
Fin du calcul: élémentaire.
(2 bis) Par le théoréme de Habichton a: cd(P)?SV .5, | = Sres,;(P.s, ¢ 1,5-1)
* Par ailleurs Sres;.1(P.s, Zg.1,5-1) = Sres;.1(P,s, S5.1,5-1).cd(P)**!  (méme
argument que ci-dessus). La proposition 2d donne de plus:
Sres;.) (P.s, Sg.1,5-1) = (-cd(P))**"! Prst (P, Sg.; ) . Fin du calcul:
élémentaire.
4, (5), (6), (7): vu le caractere homogene de ces formules, elles se déduisent des
formules analogues pour les Z;, obtenues par I'algorithme généralisé des sous-
résultants standards. Q

Nous présentons enfin un algorithme qui constitue une amélioration de I'algorithme
n°2 lorsque cd(P) et cd(S) sont divisibles par un méme élément c de A.

Algorithme n°S :
(cas d(S) <d(P), cd(P) et cd(S) divisibles par un méme élément c )
Nous supposons d(P)=p=n+1 , d(S)=s<n,cd(P) et cd(S) divisibles par
un méme élément ¢ de A : cdP)=c.y, cd(S)=c.x
Nous posons  §; := Sres;(P,p, S,s)/c pour j<n.
entrées : les polyndomes P et S
sortie : la suite des S; définis ci-dessus (0< j< n-1)

initialisation :
1€r cas : d(S)+ 1 < d(P) (c.-a-d. p>s+l)
- Sg = x"S.c"5ls | (1)
- Ss.1 = (=1)".Prst (P,S)/c ()
- j =s-1
- si s<p—-2 et s<k<p-1: S§:=0 3)
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28me a5 : d(S)+ 1=d(P)  (c.-a-d. p=s+l)

- S =8
- Ss.1 := Prst (P,S)/c 1)

- t = d(Ssy)

—sit=s—1855 = Prst(S,Sg ) /(cx?) )

— si t<s—1 oncalcule S; et S;.; comme suit
S, = cd(Se.¥. Sy /S (1 bis)
Si1 = (= DPLPrst (S, Sq.q )/ (cx?t) (2 bis)
enoutre si t<s—2 et t<k<s—1: §;:=0 3)

- j =t-1

étape suivante et fin: comme dans l'algorithme n°1

démonstration :

On pose pour j<s: Z;:=SresjP,p,S,s). Ona Zj=c.Sjpour j<p-1. On
regarde comment se modifie I'algorithme n°2 lorsqu'il traite les S; au lieu des Zj,ce
qui donne l'initialisation. Dés qu'on a obtenu S j+1 de degré j+l<p—1 et S;j on
peut se brancher sur "étape suivante” en raison du caractére homogeéne des formules. O

Comparaison des différents algorithmes proposés

Les algorithmes n°2 et 4 sont ceux qu'on utilisera en pratique pour calculer les
sous-résultants. En effet les sous-résultants généraux sont des multiples des sous-
résultants standards: ils occupent en général plus de place et occasionnent des calculs
plus longs. Notons cependant que l'algorithme n°3 avec p=d(P)>s=d(S) peut
remplacer le n°2 (il effectue exactement les mémes calculs) et est plus facile a écrire.
L'algorithme n°5 est une amélioration de l'algorithme n°2, pour les deux raisons
suivantes : primo, si le facteur ¢ qu'on connait dans cd(P) et cd(S) est "grand" (du
point de vue de la taille occupée), les calculs seront a priori plus rapides avec les
coefficients divisés par ce facteur commun; secundo, si le facteur ¢ s'annule par
spécialisation, la suite calculée par l'algorithme n°5 peut s'avérer utile tandis que celle
calculée par l'algorithme n°2 serait inutilisable (cf la proposition 9)

L'algorithme n°1 est une sorte d'algorithme intermédiaire qui permet de démontrer
facilement les algorithmes n°2 et 4 a partir du théoréme de Habicht .

L'algorithme n°3 est sans doute celui qui €claire le mieux la question des sous-
résultants : les polyndmes P et S font partie ici de la suite des sous-résultants de
maniére tout 2 fait naturelle, et I'étape d'initialisation est réduite au strict minimum. 11
n'est donc pas étonnant de voir dans la suite certaines démonstrations (celle du
théoreme 5 § 3 a par exemple) reposer sur la correction de cet algorithme n°3.
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Complexité

Une suite de sous-résultants est beaucoup plus facile a calculer que la suite des
restes, notamment pour les raisons suivantes:

— le calcul des sous-résultants n'utilise que des additions, multiplications et
divisions exactes dans l'anneau A , et les coefficients obtenus restent de taille
polynomiale si les déterminants sont de taille polynomiale dans A (par exemple avec
A=2Z ou A=2[Xy, ..., Xy]),

— les sous-résultants se spécialisent bien: si les divisions exactes dans A' ne sont
pas aisées, on peut utiliser I'algorithme des sous-résultants avant spécialisation

— si on essaye de calculer la suite des restes directement dans le corps des fractions
de A, on est confronté a I'alternative suivante: ou bien ne pas simplifier les fractions
obtenues au fur et 3 mesure, mais alors la taille des coefficients explose presque 2 tout
coup, ou bien simplifier les fractions obtenues, mais cela exige un calcul de pgcd dans
A (en général nettement plus coiiteux qu'une division exacte dans ‘A ), et on n'est
méme pas prémuni contre une possible explosion de la taille des fractions réduites (cf

[Lom] ).

Si on désire vraiment avoir les restes sans facteur multiplicatif, le mieux sera en
général de calculer la suite des sous-résultants puis de retrouver les restes en utilisant la
proposition § .

Supposons qu'on a une notion de taille pour les éléments de A , et que les
déterminants de matrices formées d'éléments de A sont de taille polynomiale en m , qui
est un majorant de la dimension de la matrice et des tailles des coefficients de A . Cest
le cas pour les annecaux A=2 ou A=2[Xy,..., X)] daprés l'inégalité
d'Hadamard ([Mig]) . Supposons enfin que ces déterminants se calculent en temps
polynomial en m : c'est le cas pour les anneaux A=2Z ou A= 2[X;, ..., Xi]
d'apres la complexité des opérations arithmétiques dans ces aneaux et la méthode du pivot
améliorée a la Bareiss! ( [Bar] ou [Loo] ou [Ait] ). Alors il est clair d'apres la
définition des polyndmes sous-résultants comme déterminants polynomiaux que ceux-ci
sont calculables en temps polynomial .

1 En fait I'algorithme de Bareiss remonte au moins 3 [Ait] de 1932. La méthode du pivot améliorée a
la Bareiss est basée sur I'étude des valeurs des coefficients successifs obtenus lors d'une triangulation par
la méthode du pivot: tout coefficient obtenu est le quotient de 2 déterminants extraits de la matrice de
départ. Dans [Gan] tome 1 chap 2, Gantmacher, met clairement en évidence comment I'analyse détaillée
de la méthode du pivot permet une démonstration simple des identités de Sylvester concernant les
déterminants, identités qui garantissent la possibilité d'opérer les divisions exactes dans A qui
interviennent dans la méthode de Bareiss. Notons qu'en 1932, Aitken ([Ait]) signale "en passant”
comment obtenir une triangulation enti¢rement dans Z en utilisant des divisions exactes (produit en
croix divisé par le pivot précédent) ... cad par la méthode de Bareiss .
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Si n est une borne sur les degrésde P et S le nombre d'opérations arithmétiques
sur A=2 ou A=2[Xy,...,Xy] pour calculer les polyndmes sous-résultants
comme déterminants polynomiaux est alors en O(n) ( n polyndmes sous-résultants,
avec pour chacun d'entre eux n calculs de déterminants (leurs coefficients), chaque
calcul de déterminant étant en n’ opérations arithmétriques sur A par la méthode de
Bareiss).

I1 est toutefois plus efficace de les calculer en utilisant un des algorithmes
précédents, car le nombre d'opérations arithmétiques sur A est alors en O(n2) , les
tailles des élémentsde A 2 considérer étant de méme nature dans les deux calculs. Par
exemplesi A =2 etsi t = sup( log(Eaiz) , log(Ebjz) ) , la complexité totale du calcul
esten O( ot 2 ).

Le seul calcul du résultant par la méthode de Bareiss appliquée a la matrice de
Sylvester est plus coiiteux que le calcul de toute la suite des sous-résultants faite en
utilisant un des algorithmes précédents.

Si on le souhaite, les polyndmes sous-résultants peuvent étre calculés en utilisant
des méthodes modulaires puisque leurs coefficients sont des déterminants.

Remarquons enfin qu'on utilise le fait que les coefficients des polyndmes sous-
résultants sont des déterminants pour les majorer en taille, mais qu'on les calcule par une
autre méthode. Ce phénomene est fréquent en calcul formel.

1 En fait, si on réordonne convenablement les lignes de la matrice de Sylvester, le caicul de son
déterminant par la méthode de Bareiss fournit, en cours de route, tous les coefficients de tous les
polyndmes sous-résultants ( cf [Lom] ) . C'est néanmoins en 0(n3) opérations élémentaires
(additions, multiplications, divisions exactes dans A ), donc plus coiiteux que les algorithmes 2 la

Habicht .
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3) Suite de Sturm-Habicht et spécialisation

a) Suite de Habicht

Le nombre de changements de signes dans la suite des restes signés permet, comme
nous I'avons vu dans les théorémes de Sturm et de Sylvester, de calculer le nombre de
racines dans R d'un polynome P (éventuellement "rendant le polynéme Q >0 "),
sur un intervalle [ a, b ] . Il s'avére en fait que la suite des sous-résultants (modifiée par
des changements de signe convenables) fait aussi bien I'affaire que la suite des restes et
permet d'obtenir les mémes résultats. Ceci peut se déduire de résultats de Habicht
( cf [Gon] ) . Nous en donnons ici une preuve directe.

Nous considérons dans ce paragraphe une version formelle de la suite des restes
signés, que nous appelons la suite de Habicht . Nous démontrons que les différences de -
changements de signes dans la suite des restes signés et dans la suite de Habicht
coincident.

Définition: ,
Soit P un polynéme de degré p et S un polyndme de degré s, v := sup(p,s+1) .
La suite de Habicht est la suite formée des

k(k-1)
Haj(P,S) =(-1) 2 Sresj(P,v,S,s) (j*k=v) pour j variantde 0 a v.

On prend donc la suite des sous-résultants de P (considéré comme de degré v ) et
S qu'on modifie en multipliant les deux premiers polyndmes par +1 , les deux suivants
par -1, etc.... , de maniére automatique (sans tenir compte du fait que les polyndmes
sous-résultants sont éventuellement défectucux ou nuls).

Les polyndmes de la suite de Habicht sont donc des multiples des polyndmes de la
suite [ Rss¥(P,S) Ik=0,1,... des restes signés, avec des dédoublements et des
changements de signes, ou sont nuls. Plus précisément, en appliquant le théoréme 3, et
vues les conventions concernant les Rss j(P,S) et les Ha j(P,S) pour j 2
inf(d(P),d(S)), on voit que :

Pour tout j < sup(d(P),d(S)+1) les polyndomes Haj(P,S) et

Rss;(P,S) sont égaux, a un facteur non nul pres

Supposons que K est muni d'un ordre < et soit R .sa clture réelle pour cet
ordre. |
On définit  Viga(P,S; 2) = V([ Haj(P,S) lizyy.1,..0 @)
VHa(P,S; a,b) = V([ Haj(P.S) Jizyv-1,...05 ab)
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En fait, nous avons besoin d'introduire une convention particuliére pour le
décompte du nombre de changements de signes en a dans le cas de la suite de Habicht
lorsqu'un polynéme sous-résultant défectueux s'annule en a . D'ou les 2 définitions
qui suivent :

Définition:
Soient K uncorpsordonné, a € KU { + o0} U { — oo}, [fy.f},....fn] une liste
de polynémes de K[X]. On note V’(fy,f},....f5; a) le nombre entier défini
comme Suit :
— on extrait tout d'abord la suite [gg,81,...8m] = [fjo,fjl,...,fjm] formée des
polyndmes non identiquement nuls
— on compte ensuite le nombre de changements de signes dans la suite
[go(a).g1(a),....em(a)] en adoptant les conventions suivantes concernant les 0 :
*  comptent pour 1 changement de signe les segments suivants
-,0,+ ou +,0,- ou +,0,0,- ou -,0,0,+
*  comptent pour 2 changements de signe les segments suivants
+,0,0,+ ou -,0,0,~
Le nombre V’( fo.f},....f;, ; a ) reste donc non défini pour des suites comportant des
segments avec des O non couverts par la convention ci-dessus. 11 est cependant clair
qu'il est défini lorsque fg,fy,....f, est une suite de restes signés (un O est toujours
isol€ et entouré de 2 signes opposés) ou une suite de Habicht (les 0 isolés sont
entourés de 2 signes opposés, et il n'y a pasde 0 triples)

Définition:
Soient K un corps ordonné, P et S des polyndmes de K[X],
aetbe KU { +} U —e), nonracinesdu pgecdde P et S, on définit
V’1a(P,S;a) V([ Haj(P.S) Jizyv.1,.0 5 2)
V’Ha(P,S;a,b) 1= V’yu(P,S;a) ~ V' (P,S;b)

NB: On a V’Ha(P,S) := V,(P,S) , plus généralement V’yo(P,S; a,b) ne
differe de Vp,(P,S;a,b) que dans le cas od un polynéme sous-résultant défectueux
sannuleen a ou en b.

Théoréme 5 ([Hab])
En tous points a et b de R non racinesdu pgcdde P et S on al'égalité :
V’Ha(P.S;a,b) = Vg (P,S:a,b).

démonstration :
Le théoréme 5 est une conséquence immédiate du lemme suivant :
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Lemme 1 : Sous les hypotheses du théoréme il existe une constante ¢ qui ne dépend
quede P et S telle que:
V'Ha(P,S;a) = Vg (P.S;a) +¢

La preuve du lemme 1 utilise le lemme 2 suivant :

Lemme 2 :
Si v 2 j=d(Rssj(P,S)>0, alors

Haj.,(P.,S) . Haj(P,S) est un carré dans K.
Rss;.1(P,S) Rssj(P,S)

Notations: t=sup(d(P), d(S)+1), q=d(S), Tj=Sres;(Pt, S,q), R; = Rst;(P,S),
Rss; = RSSj(P,S) , Haj = Haj(P,S) , Tj/R;=r;.

Montrons tout d'abord que le lemme 1 résulte du lemme 2.

Si j=t ou est le degré d'un reste Rss™, alors Rss; et Rss;; sont deux
polyndmes successifs dans la suite des restes signés (les Rss™ ). Par ailleurs, tout
polyndme non identiquement nul dans Ia suite de Habicht est de la forme Ha; ou Ha;,
avec j comme ci-avant. D'apres le lemme 2, en un point a ou tous les Rssj(P,S)(a)
sont non nuls, il y a changement de signe entre Rss; et Rss;; siet seulementsi ilya
changement de signe entre Haj et Haj_l . Dans la suite de Habicht, s'ajoutent
d'éventuels changements de signes entre Ha; ; et Hay, si h=d(Ha; ) <j-1: mais
les deux polynomes étant proportionnels, ce changement de signe "supplémentaire”
éventuel a lieu indépendamment du point a ot sont évalués les polyndmes. Ceci
démontre le lemme 1 dans le cas ou tous les Rsej(P,S)(a) sont non nuls.

Voyons maintenant le cas on l'un des polynomes, non défectueux dans la suite de
Habicht, s'annule en a : par exemple d(Ha;)=j, dHa; ) =j-1, et
Ha; 1(a)=0. On sait alors que Rss;(a).Rss;.»(a) <0, ce qui compte pour un
changement de signe dans la suite des restes signés. -

En outre, pour a' suffisamment proche de a et distinct de a, on a
VRss (P,S,a) = VRgs (P,S,a") et tous les Rss’(P,S)(a") sont non nuls .

En appliquant deux fois le lemme 2 on voitque Haj2 . Haj et un carré dans
Rssj.2 Rss;

K, et on obtient donc également un changement de signe dans la suite de Habicht. Et

pour a' suffisamment prochede a, ona VHa(P,S,a) = V“a (P,S,a").
Donc VH, (P,S,a) = VRes (P,S,a) + ¢ avec la méme valeurde ¢ en a qu'en a'.

Voyons enfin le cas on I'un des polyndmes défectueux dans la suite de Habicht, s'annule
en a. Soitdonc j avec Hajy) non défectueux (de degré j-fl ), Ha; défectueux de
degré h <j et tel que Haj(a) =0 . D'aprés le lemme 2
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Ha; = Haj;y; estun carré dans K et
Rssj Rssjq g

Hap . Hap.) est un carré dans K.
Rssh  Rssp.1

Ceci signifie que les polynémes Haj,, . Haj;. Hay . Hap.; et
Rssj,1 . Rss; . Rssp, . Rss, 1 sont de méme signe en tout point a' non racine de
Ha;. Or Rssj=Rssp, et Rssj,; et Rss, ) sont de signe opposé en a. Sion
considére donc un point a' non racine de Haj et suffisamment proche de a (tel qu'il
n'y ait aucune racine d'un polynéme de la suite des restes signésde P et Q entre a et
a'), le polyndme Haj,; . Ha; . Hay . Hap ; est négatif en a' et le nombre des
changements de signe dans la suite Ha;,; , Ha;, Hap , Hap; en a' vaut 2 si
H8j+1 . Hah,l >0,1 si Haj+1 . Hah_l <0.

Onadonc V’gu(P.S; a) = V’'ga(P,S; ") = Vge(P,S; a) Q

Voyons maintenant la preuve du lemme 2.
- Lorsque j=t, le lemme 2 est trivial :
P=T;=Rj=Rssj=Ha; et §S=Tj;=Rj;=Rssj;= Haj_l.

On utilise ensuite l'algorithme généralisé des polyndmes sous-résultants et on regarde
comment les choses évoluent lors de "étape suivante” , lorsqu'on passe de j+1,j a h,
h—1. Sion pose cj,p:=srj41(P.1,5,q9) et ¢ := ¢d(T;), on trouve:

Iho - T (Sial Y.

Th-1 T+l G
Comme Rss;,) , Rssj= Rssy, et Rssp.; sont 3 restes successifs on a:

(Rss;j41/Rj41)-(Rssj/R;).(Rssy/Ry).(Rssp. 1 /Ry p) = -1

Enfin, on a:

(Haj, 1/Tj,1)-(HayT;).(Hay/Ty).(Hap 1/Tp.) = (-1
Ce qui montre le lemme 2 en h, h—1 s'il était vrai en j+1,j. Q
Contre-exemple:

Avec Vg, aulieude V’y, le théoréme ne serait plus valable si un des deux points a
ou b annule un polyndome sous-résultant défectueux. Considérons en effet les
polyndmes suivants:

P=X +2X+2

S =X*+1

La suite de Habicht est alors
Has(PS) =X’ +2X+2 HayPS)=X*+1 Ha;(P,S) = -X -2
Ha,(P,S) = 0 Ha;(P.S) = X +2 Hay(P,S) = 17

et choisissons a=—2,b=—1. Ona Vy,(P,S;-2,-1)=2.
Or la suite des restes signés est: .
Rsso(P,S) =X +2X +2 Rssl(P,S) =X*+1
Rss?(P,S) =- X -2 Rss’(P,S) = — 17
et VRes(P.S; —2,-1)=0.
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b) Suite de Sturm-Habicht

Rappelons que nous avons défini au §1 la suite de Sturm de P et Q 2 partir des
restes signés de P et de R (reste de la division de P’Q par P).

Nous donnons maintenant des définitions et notations analogues , concernant cette
fois-ci la suite de Habicht. Nous obtenons ainsi un analogue formel de la suite de Sturm,
appelée suite de Sturm-Habicht telle que les variations de signes dans la suite de Sturm-
Habicht donnent la différence entre le nombre de racines dans R de P rendant Q
positif et le nombre de racines dans R de P rendant Q négatif. Nous avons simplifié
les définitions données dans [GLRR2], mais elles ne sont pas substantiellement
différentes.

Définitions
Nous définissons la

suite de Sturm-Habicht de P et Q
en séparant différents cas :

Définition :
Onnote p:=d(P), q:=d(Q), R:=Rst(P’Q,P), r:=d(R). La suite de Sturm-
Habicht est définie pour les indices j= p,p-1,...,0.
— si cd(P)=1 (cas out P est unitaire)

(p-)p-i-1)
StHa;(P,Q) := Haj(PR)=(-1) 2  Sresj(P,p,R;1)

— si cd(P)#1 (casou P n'est pas unitaire)

-si q=d(Q)2>1
StHa,(P,Q) := cd(P)@Dmod2 p
etpour j<p
(p-iXp-i-1)
StHa;(P,Q):= (-1) 2  Sresj(P,p, P’Qp+g-1) / cd(P) =
(p-)p-i+2a-1)

- 2 Sresj(P’Q.p+q-1, P.p) / cd(P)
—si Q=1 on note StHa;(P) pour StHa;j(P,1) et on définit :
StHap(P) :=cd(P).P
StHap_l(P) = cd(P).P’

et pour j < p-1
(P-iXp-i-1)
StHa;(P) := Haj(P,P’) /cd(®P) = (-1) 2 Sres;j(P,p, P’,p-1) / cd(P)
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Remarque 6 :
Si P est unitaire, les définitions données pour le cas P non unitaire coincident avec
celles données pour le cas P unitaire. Si on appliquait la définition du cas P non
unitaire q 21 pour lecas Q=1 on retrouverait la méme chose sauf pour StHa, (P)
(P’ serait divisé€ par cd(P) au lieu d'étre multipli€ par cd(P) et on risquerait de quitter
I'anneau des coefficients).
Lorsque P est unitaire la suite de Sturm-Habicht de P et Q est tout simplement la suite de
Habichtde P et R . Les complications techniques qui se présentent dans les autres cas
sont dues au fait que I'on veut

— que les coefficients des polyndmes de la suite de Sturm-Habicht soient dans
I'anneau des coefficientsde P et Q,

— que la suite de Sturm-Habicht se comporte bien par spécialisation, méme dans
certains cas ou il y a chute du degré de P oude Q,

— que la suite de Sturm-Habicht soit calculée par un algorithme aussi performant
que possible.

Définition :

On appellera coefficient de Sturm-Habicht et on notera sth;(P,Q) le
coefficient de X? dans StHaj(P,Q) . On dira que StHaj(P,Q) est défectueux s'il
est de degré < j , c'est-a-dire si sthj(P,Q) est nul.

Enfin, on appellera suite de Sturm-Habicht du polynéme P la suite de
Sturm-Habicht de P et 1.

Définitions et notations:

Si K estmunid'un ordre < etsi a et b sont deux éléments de
KU {+ e} U {—-} onnote:

VsiHa(P:Qa) = V([ StHaj(P.Q) li=pp1,..05 3
VStHa(P’Q;avb) = VStHa(P’Q;a) - VStHa(P,Q;b)
VstHa(P,Q) = VsHa(P.Q, — =) — VstHa(P.Q,+ o).

Soient K un corps ordonné, P et Q des polyndmes de K[X] , dedegrés p et q
aetbe KU { + o) U [ —o), nonracines du pgcdde P et Q, on définit

V,StHa(P’Q;a) = V([ StHaJ(P,Q) ]j=p.p-l,...,0 ;a)
Voua(P-Q:a.b) = Vgua(P.Q:a) — V'stHa(P.Q:b).

Principales propriétés

Les définitions des StHa i(P,Q) ci-dessus sont choisies de maniére a ce que soit vérifiée
la proposition suivante. '
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Proposition 10 : (étude du cas ol P n'est pas unitaire)
a) Si d(R) =p-1, les polynémes StHaj(P,Q) et Haj(P,R) (o R =Rst(P’Q,P))
sont proportionnels dans un facteur de signe constant. (méme résultat si p~1-d(R)

est pair) .
b) Dans tous les cas, il existe une constante ¢’ qui ne dépend que de P et Q telle
que: V’Ha(P.R;a) = Vg (P,Q;a) + ¢’

démonstration : Si Q=1 le résultat est trivial. Reste 2 voir avec d(Q)=q=21.
(p-iXp-i-1)
Ona HajP,R)=(1) 2 Sresj(P,p, R,r), avec en particulier Hap(P,R) =P -

et Hap.1(P.R) =R.
(p-idp-j-1)

Ona StHajP,Q):= (-1) 2 Sres;(P,p, R,p+q-1) / cd(P) pour j<p-1, par
application de la proposition 3 .
Pour j <p-1 on a, d'aprés la proposition 1 ¢) (i) etlaremarque 5 :

' Sres;j(P,p, R,p+q-1) = ( (cd(P) )P*4" 1T Sres;(P,p, R.1)
Enfin, on voit facilement que Sresp.1(P,p, R,p+q-1) = ((cd(P) ¥ R.
Ainsi, lorsque T=p-1, onapourtout j<p-1 StHaj(P,Q) = ( (cd(P))¥' Haj(P.R),
d'ou le résultat a) .
Lorsque r<p-1, onapourtont j<p-1 StHaj(P.Q) = ((cd(P) )P**" Haj(P,R) et
le polyndme proportionnel 3 R est dédoublé dans les deux suites considérées: une fois
avec l'indice p-1, l'autre fois avec l'indice r . Avant le dédoublement (sur le morceau
P, R) les deux suites sont proportionnelles 4 un facteur prés de signe constant : le
méme que celui de cd(P)®! . Apres le dédoublement (28M€ occurrence de R et jusqu'a
la fin), les deux suites sont proportionnelles au facteur constant prés : ( (cd(P) )P*927 .
D'otle b). a

Exemple 2 :
Considérons de nouveau I'exemple du polyndme général de degré 4,
P=X*+pX?2+qgX +r.
La suite de Sturm-Habicht de P et P’ , calculée dans Z[p,q,r][X] est
StHay(P) = X%+ pXZ+gX+r StHa3(P) = 4 X3 + 2pX + q
StHay(P) = - 4(2pX?+ 3gX + 41)
StHa;(P) = - 4((2p> - 8pr + 999X + p2q + 12qr)
StHay(P) = 16p*r — 4p3q? — 128 p?? + 144 pg’r — 27 q* + 256 ©
A des carrés de Q(p,q,r) pres, elle coincide avec la suite de Sturm générique (voir
exemple 1).

Si p=0, la suite de Sturm-Habicht de P = X* + qX +r1 , obtenue en substituant
0 & p dans la suite de Sturm-Habichtde P est donc:

StHay(P) = X*+ qX +r1 StHaz(P )= 4X3 +q

StHay(P) = - 4(3gX + 4r)
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StHa;(P) = -12q(3qX+4r)
StHag(P) = 27q*+256

Comparer avec ce qu'on obtenait dans l'exemple 1 du § 1: la suite de Stum-Habicht est
formée de multiples des polynomes de la suite de Sturm, avec certains changements de
signes et répétitions.

Nous établissons maintenant des résultats concernant le cas P unitaire qui nous
seront utiles par la suite .

Proposition 11 :
Soient P et Q deux polynomes 2 coeffients dans un anneau integre A , avec P
@ Si sthy(P,Q =0, sth;(P.Q) =...=sth;,P.Q =0, sth;,;(P.Q) =0
alors StHa;(P,Q) estdedegré j, StHa, ;(P,Q) est défectueux de degré
j-h-1ettousles StHa,(P,Q), j~h <k <j-1, sontnuls.
(1i) Sous la méme hypothése nous avons, en notant Cjh-1 = cd(StHa. ),
sth;(P,Q)" StHaj p, 1= (-)M™D2 (¢, | )P StHa;; .

(iii) StHay(P,Q) = P, StHa, 1(P,Q) = R = Rst(P’Q,P), et pour j <p-1,k=p-j:

k(k-1) k(k-1) .
StHaj(P,Q) = (-1) 2 Sres;j(P,p,R,d(R)) = (-1) 2 Sres;j(P,p,R,p~1)

En conséquence la suite de Sturm-Habicht est invariante par spécialisation.

démonstration:

(i) et (ii) Immédiat d'apres le théoréme 4 et la définition de la suite de Sturm-Habicht.
(iii) la deuxieéme égalité (ligne 2) résulte de la proposition 2 c). Par spécialisation P
donne un polyndme unitaire de méme degré et R donne le reste (dans la proposition
4 (iii) remplacer S et P par P et P’Q) Q

La suite de Sturm-Habicht est 1a version formelle de la suite de Sturm. Dans le cas
ordinaire, oli P est unitaire et ou les degrés descendent de 1 en 1 dans la suite de
Sturm, les deux suites sont formées des mémes polynomes, a des facteurs carrés pres.
Dans les cas défectueux la suite de Sturm de P et Q possede moins de termes que la
suite de Sturm-Habicht . La suite de Sturm-Habicht est beaucoup plus facile a calculer
que la suite de Sturm. Le théoréme analogue au théoréme 5 s'avére donc fort utile: c'est
le théoréme 6 suivant.

Théoréme 6 ([Hab]):
Soient P et Q deux polyndmes quelconques & coefficients dans un corps ordonné
Ket aetb (aveca<b) despointsde K nonracinesde P.
@i  Onalégalité V’sia(P:Q;a,b) = Vg (P,Q;a,b) .
(ii) Onalégalité Vsina(P.Q) = Vg (P.Q).
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démonstration:

Notons p :=d(P), q:=d(Q), R :=Rst®P,P’Q), r:=dR).

Le (ii) résulte du (i) puisque les points + e et — o sont toujours ordinaires.
Voyons le (i). D'apres le théoreme 5, on a le résultat suivant :

VsuP.Qiab) = V’g(PR;a,b).

On conclut par la proposition 10 . Q

Corollaire:
Soient P et Q deux polyndmes quelconques 2 coefficients dans un corps ordonné K
declotureréelle Ret a et b (aveca<b) des points de R non racines de P.
@) On a I'égalité V’sina(P.Q.a,b) = ¢, (P,Q,a,b) — c_(P,Q.,a,b).
@) Onalégalitt  Vga(P.Q) =c,(P.Q) - c_(P,Q).

démonstration:
Résulte des théorémes 6 et 1. a

Algorithmes

Les StHaj(P,Q) peuvent étre calculés au moyen des algorithmes donnés au § 2 :

Si P est unitaire on utilisera l'algorithme généralisé des polynomes sous-résultants
(algorithme 3).

Si P n’est pas unitaire on utilisera l'algorithme 5 avec, dansle cas d(Q 21, la
deuxi¢me formule donnée dans la définition.

c) Spécialisation de la suite de Sturm-Habicht

On consieére deux polynomes P et Q a coefficients dans un anneau A, un
homomorphisme Sp de A dans A' ot A' est un anneau intégre de corps de fractions
K' . On considere un ordre < sur K' et la cldture réelle R' de K' pour cet ordre.

On note p=d(P), q=d(Q), P; =Sp(P), Q =Sp(Q), py = d(P)),
q; =dQy) .

1€¢r cas : py=p, q=21

Proposition 12 : (Notations ci-dessus) Supposons p; =p, q21.
a) Si P est unitaire, ona Sp(StHa;(P,Q)) = StHa;(P;,Q;)
b) Dans tous les cas, la différence des changements de signes dans la suite obtenue
par spécialisation de la suite de Sturm-Habichtde P et Q entre a et b coincide avec
la différence des changements de signes dans la suite de Sturm-Habicht de Sp(P) et
Sp(Q) entre a et b (a et b sontdes élémentsde K' U {+ oo} U {— o0} ).
Autrement dit, on a I'égalit€ : .

V’stHa(P1,Qp; ab) = V([ Sp( StHaj(P,Q) ) li=p p-1,...0 s &:b)
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démonstration:

Si P est unitaire ,
a) est donné par la prop 11 (iii), b) s'en déduit

Si P n'est pas unitaire
on remarque que théoréme 6 se déduit de la proposition 10 et du théoréme 5. Mais
dans la proposition 10, la preuve utilise seulement q >d(Q) et non pas ¢ =d(Q). Q

28me cas : py=p-1, q=q :
On applique la proposition 9 .

Proposition 13 : Nous supposons p;=p-1, qy=q21.
On a alors pour j<p,, l'égalité:
Sp(StHa;(P,Q)) = (-1)%.cd(Py)? .cd(Qy). StHa;(P;,Qy)

démonstration
On utilise la deuxi¢me forme dans la définition de StHa;(P,Q)) et on remarque que le
déterminant d de la proposition 9 se spécialise en cd(Py).cd(Q,). Q

Proposition 14 : Nous supposons p; =p—1
Onaalorspour j<p; -1, I'égalité:
Sp(StHa;(P)) = cd(P;)” .StHaj(P;)

démonstration
On remarque que le déterminant d de la proposition 9 se spécialiseen cd(P;). Q

Il sera donc facile, dans les deux cas envisagés, de calculer des polyndmes égaux,
a un facteur constant prés, a ceux de la suite de la suite de Sturm-Habicht de Sp(P) et
Sp(Q). (on prendra garde seulement a l'initialisation de la suite, & calculer directement).

3dmecas : p;<p-1, ou p;=p-1, qi<q ,
Ona Sp(StHaj(P,Q)) = (0. Si on veut calculer la suite de Sturm-Habicht avant
spécialisation, on doit faire un nouveau caicul : on considére les polynomes
Py :="P tronqué au dela du degré d(Sp(P))",
Qq = "Q tronqué au dela du degré d(Sp(Q))"
ona Sp(P) = Sp(Py) , Sp(Q) = Sp(Qg). On calcule alors les StHa;(P,,,Qq).
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4) Les différentes méthodes pour calculer le nombre
de racines réelles d'un polyndme
(et généralisation)

On a déja vu la méthode de Sturm et la méthode de Sturm-Habicht, qui s'en déduit
si on connait la théorie des sous-résultants.

Une autre méthode d'inspiration a priori trés différente, due 2 Hermite, utilise la
signature d'une forme quadratique. ,

Nous allons expliquer cette méthode d'Hermite avant d'indiquer les relations entre
les différentes méthodes, qui se comprennent bien en utilisant la suite de Sturm-Habicht.

Pour les paragraphes a) et c) de cette section, nous avons utilisé abondamment
I'excellent article [KrN] qui nous a été signalé par E. Becker.

Dans tout le § 4 le polyndme P sera unitaire .

a) Méthode d'Hermite

On considére toujours un anneau intégre A de corps de fraction K.

Soit P = XP+a, XP1 4 ... +ay un polyndme unitaire 2 coefficients dans A et
Q =bg X%+ bg X914 . +by un polyndme 2 coefficient dans A . On note
(0)i=1,...p les racinesde P dans une cléture algébrique C de K.

On définit une forme quadratique d p variables xg.Xj,....xp.1, B(P,Q), par:
B(P,Q) = Ziy,_p Q0 (Xo+ X105 + .. + xp.1 &P )2,
11 est clair que B(P,Q) est a coefficients dans A , puisque l'expression est
symétrique en les ¢ .
En désignant par s(P,Q)y , pour k =0, ..., 2p — 2 la somme ;- Q(o) ok
ona:

B(P,Q) = Zy=,...p-1;j=0,...p-1 S(P:Qk+j Xk Xj -

Lorsque Q =1, onnote B(P) laforme B(P,1) ;ona
B(P) = Zic,_p (Xo+ X104 + ... + xp.3 P )%

Il est clair que B(P,Q) est a coefficients dans A , puisque l'expression est
symétrique en les q; .

En désignant par s; la somme de Newton Zi; o a.ik ona:

B(P) = z:k=0,...,p-1;j=(),...,p-15k+j Xk Xj -

Si < estun ordre sur K on note R la cloture réelle de K pour l'ordre <.
Rappelons qu'on note ¢,(P,Q) le nombre de racines de P dans R avec Q> 0,
¢_(P,Q) le nombre de racines de P dans R avec Q< 0, ¢(P) le nombre de racines
de P dans R . La forme quadratique B(P,Q) a une signature dans le corps R (cette
signature dépend du choix de l'ordre < sur K ). On prend alors pour corps C le
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corps R[i] (avec i2 = -1) . On appellera racines réelles celles qui sont dans R et
racines complexes celles qui sontdans C—-R.

Théoréme 7 (méthode d'Hermite [Her]) :
Avec les notations ci-dessus
(i) lerangde B(P,Q) est égal au nombre de racines distinctes de P non racines de
Q dans C.
(i) la signature de B(P,Q) estégalea ¢, (P,Q) —c_(P,Q).

démonstration : .
Notons B4,....B, les racines réelles (distinctes) de P , Jy,...,lt, leurs multiplicités, vy ,
¥1 s - »¥m s Ym les racines complexes (distinctes) de P , ®y,...,0, leurs multiplicités.
Pour @ € C , soit y la forme linéaire sur C" définie par :
W(0LX) 1= Xg+ X} O + ... + Xp ] P!, etsoit @ax):= \|f(oc,x)2

La forme quadratique B(P,Q) s'écrit donc comme

B(P,Q) = Zj1, 0 Hj QB o(Bjx) + Zizy,..m 05 (Q) 0(¥5x) + QCT}) ¢(F5.%) )
Les formes linéaires w(Bj,x) » V(X)) , Y(Y.X) sont linéairement indépendantes (on a
choisi les racines distinctes et il suffit de considérer un déterminant de van der Monde).
Ceci donne (i).

En écrivant Q(yj) = 8j2 et en décomposant 8,- \v('yj,x) sous forme Pj+i Qj avec PJ-
et Q; des formes linéaires réelles , il est clair que Q('yj) o(Y;%) + Q(Y)) ¢(Tjx) est une
différence de carrés de formes linéaires réelles.

La signature de B(P,Q) ne dépend alors que des n premiers termes de la somme et

est donc égale 2 ¢, (P,Q) -c_(P,Q) . Q
Corollaire:
Avec les notations précédentes, la signature de B(P) estégale a3 c(P). Q

b) Bezoutiens et coefficients sous-résultants

Définition (et notation)
On appelle bezoutiens et on note b(P,Q)y les mineurs principaux! de la matrice
symétrique A = (s(P,Q)j4j-Di=1,...p;j=1,...p associée a la forme quadratique B(P,Q) .
Considérons le développement en 1/X de la fonction rationnelle P’Q/P . Si
P =Tl pX-0) ona PP =Ty p 1/(X-05), cten posant Q = Q(xy) + (X-C)A;
P'Q/P = Ziey,_p Ai+ Ziey,..p Q(@)/(X-0t;) . On en déduit que le coefficient de 1/X*
dans le développement de P’Q/P en 1/X est, avec les notations précédentes

S(P’Q)k- 1

1 définition donnée au début du §c qui suit 89



Par ailleurs, si R est le reste de la division de P’Q par P, R/P est la partie
fractionnaire de la fraction rationnelle P’Q/P de sorte que s(P, Q)k_l est le coefficient de
1/X¥ dans le développementen 1/X de R/P.

Onadonc: (*) R/P =i p Qa/(X-a;).

Tout ceci permet d'établir par identification du membre gauche et du membre droit
de (*) des relations entre les s(P,Q)y , les coefficients de P = XP + a1 XPl4 . +ag
etceuxde R =cp xPly .+ co (cp.1 éventuellement nul), & savoir :

s(P.Qo =cp1

s(P.Qy +ap1 s(P.Qp =cp2

s(P,Q)2 +2p.1 SP.Q1 +ap2 sP.Qp = Cp.3

S(P,Q)p-1 + v +a; s(P,Qg =cop

S(P,Q)p-1 F coeerrrmmmicrmniccirtnnncinann, +a; s(P,Q)pp=0 pour n>p.
On désignera les relations précédentes par (**) dans la suite .

Proposition 15:
Soient P et Q deux polynomes avec :
P=XP+ay, XPly L +a
Q=bgXT+bg XV + ...+
En notant sthj(P,Q)) le coefficient en degré j de StHaj(P,Q) on a pour tout
k=1,...p : sthp(P,Q) = b(P,Q)

démonstration:

Notons R =¢p, 3 XPle o+ co le reste de la division euclidienne de P par P’Q .

D'apres la définition de la suite de Sturm-Habicht et 1a proposition 11 (iii) :
sthy 3 (P.Q) = (D& D2 gr  (P.p.R,p-1).

Rappelons la définition de srp(P,p,R,p-1), noté srp .

1 ap_ 1 eeescerecccesinienes ap_2k+2
0 1 ap_ 1 ............... ap_2k+3
L 01 ap_ 1 ceceeee ap_k
Sl'p_k = cp-l Cp_2 .................... cp-2k+1
0 CP_l CP_2 ................ CP_2k+2
1 S 0 cp-l ......... cp_l_k
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Les équations de (**) permettent d'écrire, en notant sy := s(P,Q):

1 0 e 0 1 a 2] ceeccssescescencancs ap_2k+2
0 1 s 0 0 1 app e ap k2
1 0 1 0....... 0 0. 0 1 ap g ap.k
Sfpk =] 8'0 8’1 ceeerennenn S'Keleereer S92l |0 e 0 1, .... apk+l
0 s 0 S ceecccrccncccancanees S9k-3] | ceecererinceiniiiiiiiiieiiiiinnan
0 i So $1 s'k-l 0 eneeenee 01
s'k_l ......... s'2k-2
doll Srpp = | coorrrrinnnnnnnn
S'o S'l ..... Sk-1

et enfin, en tenant compte de la permutation des lignes,
stpx = (D KED2 p@ Q) . Q

c¢) Mineurs principaux et signature d'une forme quadratique

On appelle mineurs principaux d'une matrice A = (a;;)i=1,...pj=1,...p 1€S
déterminants det(Ay) des matrices Ay =(3;)i=1,..kj1..k Pour k=1,..p.

Si A est une matrice symétrique 2 coefficients dans un corps ordonné on a le
résultat suivant di a Jacobi .

Proposition 16 ( théoréme de Jacobi ): ‘
Avec les notations précédentes, si les det(Ay) sont tous non nuls, la signature de la
forme quadratique associée a une matrice symétrique A est égale a la différence entre
le nombre d'éléments positifs et le nombre d'éléments négatifs dans la suite
(1, (det(Ap))=1,...p ) -

Si des mineurs principaux de la matrice s'annnulent il n'est plus vrai en général que
les mineurs principaux de la matrice symétrique déterminent la signature de la forme
quadratique (pour tout ceci voir [Gan] tome I chap 10 ).

I est possible de généraliser le théoréme de Jacobi et d'obtenir la signature grice
aux seuls signes des mineurs principaux dans le cas particulier des formes de Hankel.
Les formes de Hankel sont les formes quadratiques du type
B = Xyoq,..p-131=0,...p-1 Ck+l Xk X1 - La matrice symétrique A = [a;jli=1,.. pij=1,...p QUi
estassociée a2 B est définie par a;j = Cija.
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Faisons tout d'abord une remarque: considérons une suite (ay,...,a,) d'éléments
tous non nuls de K . Rappelons qu'on note V(ay,...,a,) le nombre de.changements de
signes dans (ag,...,ap). On définit maintenant le nombre de permanences de
signes Il(ap,....ap) dans (ap,...,ap) par récurrence sur n :

II(ag) = 0,

I(ag,....ans1) = I1(ag,...,ap) + 1 si ay,; ale méme signe que le dernier élément

non nul de (ay,...,ap)

I (ag,...,an+1) = I1((ag,...,a,) sinon.

On a alors la relation suivante.

Remarque 7 :
Si les éléments de (ay,...,a,) sont tous non nuls, alors on a

T(@g,-2p) = V((= D" ag, (= D™ ay, ., —ag1 . 20).
'La différence C(ag,..-,ap) entre le nombre d'éléments positifs et le nombre d'éléments

négatifs dans la suite (ag,...,a,) estégale a Il(agp,...,a5) — V(ag,...,ap) si ag>0.
On peut donc réénoncer ainsi le théoréme de Jacobi :

Avec les notations précédentes, si les det(Ay) sont tous non nuls,
la signature de la forme quadratique associée 2 une matrice
symétrique A estégalea C(1, (dct(Ak))k=1mp ).

La proposition suivante indique comment se généralise le théoréme de Jacobi.
On doit tout d'abord généraliser la définition du nombre C(ay,...,a;) au cas d'une
suite comportant des zéros.

Définition
On définit la quantité C(ay,...,a;) ou (ag,...,a,) est une suite d'éléments de K et
ag # 0 de la maniére suivante:
— faisons apparaitre les éléments nuls de (ag,...,a,)
(ao,...,an) = (ao,..., ai(l),O,....,O,ai(1)+k(1)+1, cesy ai(z),O,...,O,ai(2)+k(2)+1, eeny

3(1-1)+k(1-1): 05+ 0:8j(e-1)4k(t-1)+ 1> =sBi(g)> 0s---,0)
(tous les éléments a; , tels que i(h-1) + k(h-1) <j<i(h), h=1,..,t sont non
nuls)
— définissons C(ag,...,ap) = Zp=1,.. 1 C@jG-13k(-1)415+3i(t) + Zh=l,...t En
avec g, = 0 si k(h) estimpair
D™ signe( ajgyxqmye1 - 2y ) Si k(h) est pair .

Proposition 17
Avec les notations précédentes, la signature d'une forme de Hankel dont la matrice
symétrique associée est A, estégalea C(1, (dew(Ay) -1, p)-
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démonstration:
due 2 Frobenius [Fro] . Il semble difficile d'exposer ceci plus clairement que {Gan],
tome 1, chapitre 10 . Q

Les résultats précédents nous permettent d'énoncer la proposition suivante:

Proposition 18:
La signature Sg(P,Q) de B(P,Q) estégalea C(1,( b(P,Q) )k=l.....p ).

démonstration:
On utilise la proposition 17 et le fait que la matrice associée 3 B(P,Q) est une matrice de
Hankel. Q

Remarque 8:

A cause de la relation entre bezoutiens et coefficients sous-résultants, il est clair que si le
- rang de la forme quadratique B(P,Q) est r, alors le bezoutien b(P,Q), est non nul
(utiliser le corollaire du théoréme 3 ). Ceci permet d'obtenir plus facilement la
proposition 17 dans le cas particulier de B(P,Q) (on n'a pas besoin du théoréme 23
page 344 de [Gan]).

Théoréme 8 (méthode des bezoutiens [Her], [Syl]):
La quantit¢ C(1, (b(P,Qx J-1,..p) estégaled ¢, (P.Q) —c_(P,Q.

démonstration:
On applique le théoréme 7 et la proposition 18 . Q

Remarque 9

1) Les calculsdes ( b(P,Q)x )x=1,... P ) se font dans I'anneau A . La quantité
C( 1L, (b(P,Q)x ) k=1,...p ) dépend évidemment du choix de l'ordre sur K.

2) Considérons maintenant un homomorphisme d'anneau Sp de A dans A'.
Les b(Sp(P),Sp(Q))x sont les spécialisés des b(P,Q)y
11 faut recalculer C( 1, ( b( Sp(P),Sp(Q) )k )k=1,...,p ) en évaluant les signes des
b( Sp(P),Sp(Q) )i et en utilisant la définitionde C.
Notons que dans toute la théorie de Hermite et des bezoutiens il est essentiel que le
degré de P soit fixé.

d) De la méthode de Sturm-Habicht & 1a méthode d'Hermite

Nous allons maintenant indiquer comment calculer VStHa(P-Q) a partir des

coefficients sthy(P,Q) g1, .. p. en I'absence des polyndmes StHay(P,Q) , ce qui
finira d'expliciter le rapport entre la métode de Sturm et la méthode d'Hermite.
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Proposition 19 :

Vsta®P-Q estégala C((sthpy(P.Q) k=0,..p) -
Ce résultat reste valable méme si P n'est pas unitaire

démonstration:
voyons d'abord le cas o} P est unitaire
11 est clair que si tous les sthp_k(P,Q) sontnonnulsona :
Vsita(P.Q; +eo) V( sthy ;(P.Q) x=0,...p )
VsthaP.Q; —) V( (1P sthy 1 P.Q) k)...p)
TI( sthy k(P.Q) k=0...p ) en utilisant la remarque 7,
dod : Vgea(P,Q) = Vsiha(P,Q; —) — Veia(P,Q; +o2) = C(sthp 4 (P,Q) k=0,..p ) -

Le cas non trivial est celui d'un polyndme défectueux dans la suite de Sturm-Habicht car
alors il y a un zéro de plus dans la suite des sthp_k(P,Q) (k=0.,...,p) que dans la suite
de Sturm-Habicht. ‘
Rappelons (proposition 11) que si :

Sthj(P,Q) # 0, Sthj_l(P,Q) =..= Sthj-h(P,Q) =0, Sthj_h_l(P,Q) 20
alors StHa;(P,Q) estde degré j, StHa;  (P,Q) est défectueux de degré j-h-1 ettous
les StHay(P,Q), j-h <k <j-1, sont nuls.
Nous allons montrer, en notant StHaj(P,Q) , StHaj_l(P,Q) et StHaj_h,l(P,Q)
respectivement StHa; , StHa; ; et StHa; ) que
V( (StHa;,StHa; 1,StHa; p, 1) ; — e ) — V( (StHa;StHa;.) StHa; ;1) ; +e° ) = &,
avec €, =0 si h estimpair,

en=(-1)" signe( sth(P,Q) sth;.;.1(P,Q) ) sinon .

Draprés la proposition 11 nous avons, en notant cjy.; le coefficient dominant de
StHaJ-_l,

sth(P,Q)" StHaj 1= (DMD2 (¢, )P StHay ),
d'Ofl sthJ(P’Q)h Sth'-h-](P,Q) = (_l)h(h+l)f2 (Cj-h-l )h+1 (***) .

Il est maintenant facile de voir avec (***) que
- sihestimpairet (-1)®D2=1 alors
V( StHa;, StHa;_;, StHa; ;,.; ; —) — V( StHa;, StHa;_;, StHaj . ; +e0) = 0
— sihestimpairet (-D®™D2=_1 alors
V( StHaj, StHaj_l, StHaj,h_l ; —0) — V( StHaj, StHaj_l, StHa; p_; ; +e0) = 0
— sihestpairet  (-1)™2 =1 alors
V( StHaj, StHaj_l, StHaj_h_l ; —o0) — V/( StHaj, StHaj_l, StHaj_h_l ; 4o0) =1
- sihestpairet ()™ =-1 alors
V( StHaj, StHa; ;, StHaj-h-l ; —o0) — V( StHaj, StHaj,l, StHaj-h_l ;4e0)=—1

et de vérifier que dans les quatre cas le résultat est égal 2 g, .
On en déduit donc I'égalité annoncée.
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Voyons maintenant le cas od P n'est pas unitaire
Soient ¢ l'inverse du coefficient dominantde P, et R = Rst(P’Q,P) .
Ona cR=Rst( (c P))Q,cP).
Donc en prenant A=K ona: StHaj(cP,Q)=Haj(c P,cR) (cP est unitaire).
Supposons tout d'abord p~1-r pair:

Haj(cP,cR)= P2 Haj(P,R) et, par la proposition 10 a)

StHa;( P, Q) / Haj( P, R ) est de signe constant
donc StHa;( P, Q) / StHaj(c P, Q) est de signe constant
donc VStHa(P’Q)=VStHa(CP’Q)
(ce qui était d'ailleurs évident via les théorémes 6 et 1 (ii))
et aussi sthj( P, Q) /sthj(c P, Q) estde signe constant
donc C( (sthp 4 (P.Q) )x=p,...p ) = C( (sthp(c P,Q) k0, p)
on conclut en utilisant le résultat déja obtenu puisque ¢ P est unitaire.
Dans le cas p-1-r impair, 'argument doit étre 1égérement modifié : le signe de
sthj( P,Q)/ sthy(c P, Q) n'est stirement constant & partirde j =r (cf la preuve de la
proposition 10 ) mais fort heureusement les 2 suites commencent par un coefficient non
nul suivi d'un nombre impair de zéros, ce qui implique que le début de la suite
n'intervient pas dans le compte du nombre C(...). Q

Théoréme 9
Les deux nombres Vgiya(P,Q) et Sg(P,Q) coincident.

démonstration:
mettre bout a bout les proposions 15, 18 et 19. Q

e) Conclusions et remarques

Résumé des résultats obtenus

On peut résumer dans le théoréme suivant les résultats obtenus

Théoréme 10
a) (i) Les 2 nombres Vg, (P,Q;a,b) , V’geHa(P.Q;a,b) coincident.
(i) Issontégauxa c,(P,Q;a,b)— c.(P,Q;a,b).
b) () Les 3 nombres Vgpy(P.Q), Vsna®Q) . C((sthyy(P,Q) i=0...p)
.co'x'ncidcm, et coincident avec Sg(P,Q) lorsque P est unitaire.
(i) Ils sontégauxa c,.(P,Q) - c.(P,Q.

1 Ceci ressemble 2 un petit miracie, comme le b) de la proposition 10, dailleurs. La meilleure
explication est sans doute que les StHaj( P, Q) sont égaux, a un facteur de signe constant pres, aux
Haj( P’Q, -P), et que le théortme de Sturm-Sylvester peut aussi &tre énoncé avec la suite des restes
signés démarrant avec P’Q et -P en comptant le nombre de changements de signes a partir de -P .
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démonstration:

a)(@i) voirle théorkme 6

a) (i) voirle théoreme 1 (i)

b) (i) voirles théorémes 6 et 9 et la proposition 19

b) (ii) : a) etau choix le théoréme 1(ii) ou le théoréme 7. aQ

Dans la démonstration du point b) on a donc produit une démonstration du point
(ii) du théoréme 1 (théoréme de Sylvester, cas ol I'intervalle est R tout entier) 2 partir
du théorgme 7 (méthode d'Hermite), ou inversement, et ceci essentiellement par des
méthodes d'algebre linéaire . Il est intéressant de noter que les preuves - toutes deux
€lémentaires - de ces deux théorémes reposent sur des principes distincts : théoré¢me des
valeurs intermédiaires dans un cas, existence de racines complexes conjuguées dans
I'autre. On pourrait aussi considérer qu'a partir des théorémes 1 (ii) et du théoréme 7 on
a produit une preuve de la proposition 18 sans utiliser les résultats de Frobenius sur les
formes de Hankel.

Discussion

En définitive, quelle est donc la meilleure méthode pour calculer
c,(P,Q) -~ c(P,Q)? ' \

La méthode de Sturm-Syivester n'a que des inconvénients par rapport a la méthode
de Sturm-Habicht : calculs dans un corps plutét que dans un anneau, défauts de
spécialisation, temps de calcul plus long . La méthode de Sturm-Habicht est en temps
polynomial (si on travaille sur les entiers naturels, ou plus généralement sur un anneau
ol les déterminants se calculent en temps polynomial).
Etant obtenue par des changements de signes automatiques a partir de la suite des sous-
résultants, la suite de Sturm-Habicht peut, elle aussi, se calculer par des méthodes
modulaires. ,

La méthode d'Hermite donne elle aussi un algorithme (la méthode de réduction des
formes quadratiques de Gauss donne naissance a des calculs explicites); il est toutefois
plus intéressant de calculer la signature de B(P,Q) par la méthode des bezoutiens. En
utilisant alors la méthode de Bareiss pour calculer les déterminants on a alors affaire (sur
les entiers ou sur un anneau ol les déterminants se calculent en temps polynomial) a un
algorithme en temps polynomial. Du point de vue des spécialisations, rappelons que la
méthode des bezoutiens se spécialise bien & condition qu'on travaille toujours en degré
fixé pour P (voir remarque 9 ). ’

Si on compare maintenant la méthode de Sturm-Habicht a celle des bezoutiens, on
observe que la méthode de Sturm-Habicht donne des calculs plus rapides :

— en utilisant les relations entre sous-résultants et restes on donne un algorithme
de calcul de toute la suite des sous-résultants plus rapide que le-calcul d'un seul
coefficient sous-résultant par la méthode de Bareiss (voir le point " complexité" dans le
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§ 2 ), donc également plus rapide que le calcul des bezoutiens (qui est essentiellement le
méme que celui des sous-résultants). De plus la méthode de Sturm-Habicht s'applique au
cas ot P n'est pas unitaire et permet de calculer directement
¢, (P,Q;a,b) — c.(P,Q;a,b) .

— les propriétés de spécialisation de la suite de Stum-Habicht sont meilleures : on
peut en particulier traiter le cas ol le degré de P baisse exactement de 1 alors que celui
de Q ne change pas.

— pour calculer ¢, (P,Q) — ¢.(P,Q), il faut noter que la méthode la plus rapide
est la suivante: calculer la suite des polyndmes sous-résultants par un des algorithmes du
§ 2, en déduire la suite de Sturm-Habicht par des changements de signes automatiques, et
évaluer les signes des seuls coefficients de Sturm-Habicht et appliquer la
proposition 19 . (valable méme pour P non unitaire). Ce qui donne un calcul en O(n2)
opérations arithmétiques suivies de n évaluations de signes.

Dans I'état actuel des choses, on peut donc conclure en général 2 la supériorité de la
méthode de Sturm-Habicht. La méthode des bezoutiens pourra toutefois peut-Etre
s'avérer plus efficace dans certains cas, car elle repose sur les sommes de Newton qui
sont des fonctions symétriques de calcul rapide (voir [Val]).

Remarque 10

On vient de voir que les calculs pour trouver le nombre de racines de P (resp. la
différence entre le nombre de racines de P rendant Q > 0 et le nombre de racines de P
rendant Q <0 ) sont essenticllement les mémes dans la méthode d'Hermite (plus
précisément celle des bezoutiens) et celle de Sturm (plus précisément cele de Sturm-
Habicht).

Une différence essentielle entre la méthode dHermite (ou la méthode des bezoutiens) et
celle de Sturm (ou de Sturm-Habicht) est que dans la méthode d'Hermite on traite
globalement toutes les racines et qu'on ne peut étudier avec les seuls polyndmes P et Q
ce qui se passe sur un intervalle ]a,b[ . Une maniére de pallier a cet inconvénient est
d'introduire les polynomes (a—-x) Q, (b—x) Q.

Nous allons voir sur un exemple que ces différents calculs donnent des résultats
différents, et que les résultats les plus simples sont obtenus pour la suite de Stum-Habicht
de Pet P.

Exemple 3 : .-

Comparons donc les différents calculs qui permettent de déterminer la condition (C)
pour que le nombre de racines réelles comprises strictement entre — 1 et 1 d'un
polynome du troisi¢éme degré P = x3 + px + q sans racines doubles soit égale & trois :

1) calcul de la suite de Sturm-Habicht de P et évaluationen —1 et 1:
on trouve que (C) est équivalente a:

ptq+1>0, qp-1<0, p+3>0, 2p+3q<0, -2p+3q>0,

4p’+27¢% <0,
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2) calcul des suites de Sturm-Habicht de x> + px + q et 1-x, puis de

x> + px +q et -1-x  (ou méthode des bezoutiens pour x3 + px +q et 1-x, puis

pour X + px+qet -1-x):

on trouve que (C) est équivalente a:
4p%+6p9q <0, 4p2+6p+9q <0, (p+g+1)@p>+27¢d) <0,
@p-1D@p*+27g) >0,

Il n'est pas immédiat que ces systémes d'inégalités soient équivalents. Le résultat
1) est le plus simple, et ne peut Etre obtenu par la méthode des bezoutiens.

Une derniére remarque, concernant un article de Van Vieck
(datant de 1899-1900)

Dans un article récent ([Akr]), Akritas signale un article de Van Vleck qui affirme en
substance que ce que nous appelons la suite de Sturm-Habicht d'un polyndme est une
"suite de Sturm", c.-a-d. peut €tre utilisée pour le comptage des zéros réels d'un
polyndme sur un intervalle. Les polyndmes considérés par Van Vleck sont exactement
nos polyndmes de Habicht Ha;(P,S) . 1l sont définis comme des polyndmes associés a
des matrices extraites de la matrice de Sylvester de P et S aprés qu'on ait conve-
nablement réordonné les lignes. A ce titre, on pourrait aussi bien les appeler des
polynémes de Van Vleck.

Néanmoins, les théorémes de Van Vleck sont incorrects lorsque la suite des coefficients
sous-résultants comporte plusieurs zéros consécutifs, c.-a-d. lorsqu'il y a une chute de
degré supérieure 2 2 dans la suite des restes.

Ceci n'est pas étonnant dans la mesure ou la démonstration de Van Vieck n'est faite que
dans le cas d'une chute de degré égaled 1 ou 2 et uniquement pour le comptage de
toutes les racines réelles.

En particulier Van Vleck semble ignorer qu'en cas d'une chute de degré supérieure a 2,
les polyndmes sous résultants intermédiaires sont identiquement nuls. Et il ne donne pas
la régle de comptage nécessaire lorsqu'il y a plusieurs zéros consécutifs dans la suite des
coefficients sous-résultants (notre proposition 19), régle de comptage qui différe de celle
utilisée avec les "suites de Surm”. De méme, il n'indique aucune régle de comptage
particuliére pour le cas de 'évaluation en un réel a fini qui serait racine d'un polynéme
défectueux dans la suite de Habicht (notre V’( fg.fy,....f;, ; @ ) dans la définition p. 31).

Signalons enfin que le "programme de travail" esquissé par Van Vleck est mené a bien
(sans erreur ni omission) dans' [Gon] .

Par ailleurs, voici quelques remarques sur l'article d'Akritas. La méthode de Bareiss
appliquée a la matrice de Sylvester (convenablement réordonnée) est certes une méthode
uniforme et facile a exposer pour le calcul de la suite de Habicht de 2 polynomes. 1y a
cependant quelques bonnes raisons de ne pas se limiter a cette méthode.

- tout d'abord les raffinements nécessaires pour la démonstration de la nouvelle régle

de comptage dans le cas défectueux, semblent compliquer inévitablement tout exposé de
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la théorie des sous-résultants. Seules les insuffisances de la preuve de Van Vleck
pouvaient laisser penser le contraire.

- les sous-résultants "améliorés” que nous calculons dans I'algorithme n°5 offrent des
avantages évidents tant pour le temps de calcul que pour les problémes de spécialisation.

- les 5 algorithmes que nous proposons (issus de [Loos] et [Hab]) sont plus
rapides (d'un facteur O(n)) que celui donné par la méthode de Bareiss (cf note bas de
page n°2 p29).
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