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MARCHE DE MARKOV SUR LE SEMI-GROUPE 
DES CONTRACTIONS DE Rd 

Marc PEIGNE 
IRMAR 
UNIVERSITE DE RENNES I 
CAMPUS DE BEAULJEU 

36042 RENNES CEDEX 

Summary 

Let E be a locally compact space with countable basis, (Xn)n^o a positive Harris 

chain on E, (Xn)ntO its reverse chain, and / an application from E to the space S of 

contractions of lRd. We prove, under reasonnable conditions, that on a closed sub-set 

of lR.d, the sequence of contractions ( / IXQ) 0 ... °/(Xn))n£0 converge almost surely to a 

constant. We deduce that the semi-markovian chain ((f(Xn-l)o—of(X$)a)n>0> a e R d , 

is Harris recurrent on the open sets of JR.d. 

Résumé 
Soit E un espace localement compact à base dénombrable, (Xn)n>o une chaîne 

de Markov sur E récurrente positive au sens de Harris, (Xn>n>0 s a chaîne duale et / 

une application de E dans l'espace S des contractions de lRd. Nous montrons, sous 

des hypothèses raisonnables, que sur un certain sous-ensemble fermé de R d , la 

suite de contractions (/(XQ)0 ... °f(XnïïnèO converge presque sûrement vers une 

fonction constante. Nous en déduisons que la chaîne semi-markovienne 

((/(X'^_i)o...o/XX'5)a ) n £ 0 > aeJR.d, est récurrente au sens de Harris sur les ouverts de 

code n.M.s 60 J io . 
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I , NOTATIONS ET HYPOTHESES 

1 . Introduction et notations 

* On munit R d , d > 1 de la norme euclidienne ¡ . [ et Ton note « ( R d , R d ) 

l'espace des fonctions continues de R d dans R d . 

* On considère les espaces 

B = { / e e(R<*,Rd) : Ï / I B < +oo } 

avec | / I B = Sup ( § ) 
* € R r f l + | x | 2 

L = { / € S ( R d , R d ) : I / I L = I / I B <+oo} 

( B, | . 1B) E * . [ L ) sont des espaces de Banach sur R . 

* S désigne le semi-groupe (pour la composition des applications) des contractions 

de R d , i.e des applications lipschitziennes de R d dans R d , dont le coefficient de 

lipschitz est inférieur ou égal à 1. 

On a S c L et Ton désigne par Ê8(S) la tribu des boréliens de S pour la topologie 

induite par celle de ( L J . J L ) . 

* Soit Q un noyau markovien défini sur un espace localement compact à base 

dénombrable X ; (X®IN ,£8(X )®IN , (X^) n ^ 0 , (Px)xeX) la chaîne de Markov canonique 

associée à Q. On suppose que (Xn)n>o est récurrente positive au sens de Harris ; on 

note K Tunique mesure de probabilité Q-invariante sur X, Q* l'opérateur dual de Q 

vis à vis de n et ( X ® I N , £ 8 ( X ) ® I N , C S ^ ) ^ 0 , ( P * ) X € X ) l a c h a î n e d e Markov canonique 

associée à Q*. 
* Soi t /une application mesurable de (X,£8(X)) dans (S,3(S)). 
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Dans un premier temps, nous nous intéressons au comportement asymptotique de 

la suite aléatoire de contractions Mn((ù) = /(XO(O)))O/(XI(Û)))O of(Xn(a))). Les 

images de ces contractions forment une suite décroissante (au sens de l'inclusion) 

et donc, pour presque tout Û), on peut espérer que la suite de fonctions (Mn (û)))n>o 

converge, sur un sous-ensemble de R d , vers une fonction constante. 

Lorsque la suite (Xn)n^o forme une suite de variables aléatoires indépendantes 

identiquement distribuées ( v.a.i.i.d ) on est ramené à l'étude d'une marche 

aléatoire sur S, et à son action sur R d (cf [3]). 

Dans le cadre plus général où nous nous plaçons, il nous faut introduire la chaîne 

semi-markovienne sur X x S, définie par son noyau R : 

R ç(xj) = J q>(y,sof(y)) Q(x4y) 

pour toute fonction ç> borélienne bornée de X x S dans R. 

Par contre, les images des contractions /CX^(Û)))O/(X^.I(Û)))O O/(XQ(Û))) ne forment 

pas une suite décroissante, contrairement à celles de (Mn(û)))n^Q et c'est pourquoi 

nous nous intéressons plutôt au comportement ératique dans R d , de la suite 

aléatoire ( f(X%œ))of(X^i((o))o oflXgfo)) a ) n > 0 , pour a e R<*. 
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2. Hypothèses 

Introduisons les hypothèses suivantes : 

Hl.Il existe c e ]0;1[ et v une mesure de probabilité sur X x S tels que 

V s e X Uc((xJ),.)>8(x)v(.) (*) 
+ 00 

où Uc désigne le noyau X &-c) n 1 I la fonction identité sur R d , et 8 une 

71 = 1 

fonction borélienne de X dans IR, vérifiant n(8) > 0 et 8(x) > 0 v(dx)-ps, v étant la 

marginale de v sur X. 

Notons v' la marginale de v sur S, et T v ' le semi-groupe engendré par le support de v' 

dans S. 

H2.I1 existe u s R d et {Çn)n^o x m e suite d'éléments de T v ' tels que : 

V a e I R á lim Çn a = u 
n —> +00 

On dit que (Çn)n^o est une "suite contractante" et u est appelé "point de contraction". 

H3.I1 existe une application mesurable de X dans Mi(lR d), l'espace des mesures de 

probabilité sur R d 

X-^MiORd) 

x -» Xx 

telle que, pour rc-presque tout x e X, on ait : 

3 • Analyse des hypothèses 

a) Sous Hl, on a n > c n(8) v avec c n(8) > 0. 

En effet par projection de (*) sur X, on obtient : 
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V j c e X cU(xf.) =c Z a-c)n^Qn(x9.) > S(x)vQ 
_ 7 1 = 1 

et donc 7t = x cUctc n(S) v, d'où le résultat. 

b) Lorsque l'hypothèse Hl est vérifiée, avec de plus V x € X S(x) > 5 > 0, la chaîne 

(Xn)nzQ est récurrente positive au sens de Harris. 

Dans ce cas, on a en effet V x e X Uc (xf.)> S v(.) avec Uc (c) = 1, i-e (Xn)n>Q est 

récurrente positive au sens de Harris (cf [4] théorème 2.9 page 76). 

c) Dans l'énoncé de l'hypothèse Hl , on peut remplacer v par une mesure de 

probabilité VQ se désintégrant en : 

v 0 (dy4s) =J T * vy (ds) v(dy) 

où T est une mesure de probabilité sur S dont le support S T est le semi-groupe T v ' 

et Vy désigne une mesure de probabilité sur S. 

En effet, décomposons v en v(dy,ds) = jvy(ds) v(dy), et montrons par récurrence qu'il 

existe, pour tout réel d € ]0;c [ et tout entier n, une mesure de probabilité zn sur S de 

support S T n = S v ' * n, et un réel Sn(d\ 0 < 8n(d) < v(8)n, tels que : 

Ud((xJ), (dy4s) ) £ 8n(d) Six) j <zn * vy(ds) v(dy) 

Cette inégalité est vérifiée pour n =0, car V d < c Ud =UC + (c-d) Uc Ud 

(équation aux résolvantes). 

Supposons cette inégalité vérifiée au rang n ; pour ç fonction borélienne positive sur 

X x S, on a donc : 

Ud<p(xJ) > (c-d) Uc Udq>(xJ) 

>(c-d)jUd ç(yj) Uc ((xj),(dy,ds)) 

> (c-d) 8(x) J Ud(xs<p)(yj) v(dy,ds) avec rs<p(xj) = ç(x,sot) 

> (c-d) S (x) Sn(d) j ç (zjot) xn * vz(dt) v(dz) 8(y) v(dy,ds) 
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Z (c-d) 8(x) 8n(d) j ç(z,t) [j8(yMdy,.)]*rn*vz(dt) %dz) 

Comme 8(y) > 0 v(rfy)-ps, on a S j g(y) m > = S v ' , d'où 

Ud <p (xj) £ 8n+i(d) Six) j <p(z,t) xn+i*v2(dt) Hdz) 

avec 8n+1(d) = (c-d) 8n(d) v(8) et . ) = = ^ J % ) v(d;y,. ) 

L'inégaKté annoncée est donc bien vérifiée au rang n +1. 

Par sommation, pour 0 < a < =^y, on obtient : 

+ OO 

Ud((xJ),(dy,ds)) >(l-a)S0c) ( X o?8n{d)<tn ) *v (ds ) v(dy) 
n = 0 

où 5Q est une fonction borélienne de X dans IR vérifiant 8Q (X) > 0 v(dx)-ps, et T une 

mesure de probabilité sur S dont le support est le semi-groupe T v \ 

d) L'hypothèse H2 est vérifiée, dès qu'il existe dans T v ' une contraction s telle que 

m(s) < 1 ; la suite (sn)nzi est contractante (cf théorème du point fixe). 

e) On note Q* l'opérateur dual de Q dans L 2 ( X , n ) . 

On définit l'opérateur Q* pour ç fonction borélienne bornée sur X x lRd par : 

Q* <P(XA) = j ç ( y j{x)a ) Q*0c,dy) 

L'hypothèse H3 équivaut à l'existence sur X x R d d'une mesure de probabilité 

Q*-invariante X. En effet, une telle mesure X se désintègre en J ex ® Xx n(dx) car sa 

marginale sur X est Q*-invariante et donc égale à n (d'après Hl , la chaîne associée 

à Q est récurrente au sens de Harris, de probabilité invariante n ; l'opérateur dual 

de Q par rapport à n admet donc une version Q* dont la chaîne associée (X^)U>Q est 

aussi récurrente au sens de Harris ; Q* admet donc it comme unique mesure 

invariante - cf [4] chapitre 2,théorèmes 2.10 et 2.16 -). On a alors : 

V<p€ L 2 ( X , ; r ) , V A € i 3 ( R d ) 
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< q> ( . ) , À (A) > „ = J ç (x) A X(A) ff(<&) 

= < A , p ® l A > = <A,Q*(ç>®l A )> 

= J <P(y) 1 A № ) O ) Q%,<*yH*(da) ?r(dx) 

= < Q>( . ) , J l A W a ) A.(da) 

= <<pO, <if(y)*yQ(.,dy),A> >„ 

d'où A x = J /(y)Ay Q Oc,cfy) pour ^-presque tout JC. 

Inversement, si la famille {kx ) x e x vérifie H3, la mesure X sur X x R d définie par 

X = J e x ® Âx tf(<£r) est Q*-invariante. 

97 



8 

II . PRESENTATION DES RESULTATS 

Théorème 1 

Sous les hypothèses Hl, H2 et H3, il existe sur lRd une variable aléatoire Z telle que : 

i) pour JP^presque tout Û>, la suite de mesures de probabilité (Mn(f6) Xxn((o))n>0 

converge étroitement vers la masse de Dirac ez^y 

ii) pour n-presque tout x, la loi de Z sous 1PX est f(x) Xx. 

De plus, la famille (Xx)xex
 e s t unique modulo n à vérifier H3, i-e la mesure 

X = \ex®Xx n(dx) est l'unique mesure de probabilité Q*-invariante sur X x R D . 

Théorème 2 

Sous les hypothèses Hl , H2 et H3, avec de plus 6(x) >8>0 n(dx)-ps, on a : 

Va € Tv'.u lim Mn (Û>) a = Z(co) 1Px-ps V x e X 
Tt y I 00 

la convergence étant uniforme sur tout compact de Tv-.u, et Z désignant une 

v.ariable aléatoire sur Kd dont la loi sous P x > notée f(x) Xx , vérifie 

V x e X lx=]fiy)ly Q(x,dy). 

La mesure X = / ex ® Xx Jtidx) est l'unique mesure de probabilité Q*-invariante 

sur X x R d . 
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Théorème 3 

Sous les hypothèses Hl, H2 et H3, pour tout ouvert VdeïïLd tel que jXxÇV) Jt(dx) > 0, 

on a : 
+ 00 

V a e R * P j E ly(/lX* n_ 1)o....o/(X;)a)=+oo ] = 1. 
71=0 
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M . DEMONSTRATION DES THEOREMES 

Nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant : 

Lemme 0 

Tout sous-ensemble borné de (L , | . JL) est relativement compact dans (B, | . | B ). 

La preuve repose sur le théorème d'Ascoli (voir [3] appendice). 

Vu que pour s e S, on a 1 s ||B £ Sup ^ ° ^ + J*L ^ | s ( 0 ) | +1, toute famille F 

de S telle que Sup Js(0) | < +00 forme donc un sous-ensemble relativement 

compact de S. 

La démonstration du théorème 1 s'inspire de [1], [2] et [3]. Elle se fait via plusieurs 

lemme s. 

Lemme 1 

a) Sous H3, pour P ^-presque tout®, la suite de mesures de probabilité 

(Mn(œ)Xx (<o))n>o converge étroitement vers une mesure de probabilité notée 6(co). 
n 

b) Sous HI et H3, pour TP^presque tout œ, il existe une suite croissante d'entiers 

(ç>(n,û)))^>o, telle que pour v-presque tout on ait : 

lim Mn(œ)XX(œ) = lim M^^iœhs Xy 

n —» +00 n ~* +00 
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Preuve : 

On considère la fonction 

F : ( X , S ) -> M x ( R d ) 

(jc,s) - » sXx 

Sous P^, la loi de Xn est n et donc, sous H3, on a 

= J / № Y Q 0 ^ 4 K ) ^ V P S 

Pour O € i?K(R d ) , espace des fonctions continues à support compact de R d dans 

R, la propriété de Markov donne alors : 

[<FÇSn+1Mn+1),0> / F J ( ( B ) = J Win(a)*f<y)u )Xy(du)Q{Xn4y) 

=J W n ( o ) ) u) XXn((û)(du) 

- < F(Xn((D)Mn(a>)), O > P^-ps 

Il s'ensuit que la suite (<F(Xip M n ) , 0>)^>Q forme une martingale bornée sous P^ ; 

par conséquent, <F{Xn, M n ) , O > converge P^-ps. 

+ 00 

D'autre part, on a V p > l X e/ n (O) < 2 p 
71=0 

où jnjJ(*)-BF[(<raN^RN),O>-<F(X-n+p^),0>)2]. 

En effet Jni> m = E f f [ < FQT^M^.O > 2 ] + EK [ < F(Xn+p,Mn+p),* > 2 ] 

- 2 [ < ran^n),0 > < F(Xn+pMn+p)& > ] 
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= Ea[<F(XnMn),Q>2l + E w [ < № n + p ^ n + p ) ' ° > 2 ] 

- 2 B , [ < F(XnMn)& > E „ [ < № n + / 7 , M n + p ) , 0 > / y № ] ] 

= * J < >2 ] - E f f [ < F(X-^ f t ) ,<D > 2 ] 

(en utilisant le fait que (<F(Xn№n)&>)n>0 e s * u n e martingale sous P^). 

Jnj> « » s'écrit donc e n + p ( 0 ) - en(0>) avec e n (0) = E* [<F(XnJdn)9<b>Z] ; 
iV 2V+p p -1 

par conséquent V N>p £ *7n(0)= X £„($) - S en(Q» <2p 
TI = 0 n=iV+l n = 0 

Par ailleurs (*) = H , [ « FQ^MJ,* > < ^n+pMn+p)^ > )2 ] 

= [ J (< F(XnMn),Q >-< F<y^nof<y1yo...of(yj)0 > ) 2 Q(Xn4yx) Q(yp-i4yp) ] 

= E f f [ J (< TO^XO > - < F ( y p ^ n o S ) , 0 > ) 2 RP(ÇKnMdy,ds)) 1 

d'où 
+ 00 

E J S J(<F(X n M n XO>-<F(yM n os)&> f B?((XnJ), <&,*))] £ 2p m i 
71 = 0 

En multipliant les 2 membres de cette inégalité par ( l - c ) p ~ 1 , c e ]0;1[, et en sommant 

sur p > 1, on obtient : 
+ 00 +00 

E j E J ( < F ( X „ , M ^ ^ 2 yO||̂  £ p d - c r 1 

71 = 0 P =1 

Sous Hl, on a alors : 
+ 00 

E f [ j X ( < O T n , M n ) ^ < + oo 
71=0 

+ 00 

d'où S J ( <F(Z n^f n),0> - <F(y№n°s),®> f S(Xn) v(dy,ds) <+oo P^-ps 
71 = 0 

Comme K(8) > 0, il existe c 0 > 0 tel que 7 r [ 5 > c 0 ] > 0 ; (Xn)n>Q étant récurrente au 

sens de Harris, on a alors 
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+ 00 

103 

V * € X P . t ï l ™ ^ (û))= + 0 0 ] = l 
X

 n = 0 t W ^ c

0

] 

Donc, pour P^-presque tout o>, il existe une suite croissante d'entiers (<p(/i,û)))n>o telle 

que V n >0 SiX^^)>c0, ce qui entraîne 
+ 00 

n = 0 

Par conséquent, pour P^-presque tout Û) et v-presque tout (y,s) 

+ 00 

71 = 0 

et donc 

lim <F(Xn(o>), Mn(û)),0> = Zîm <F(y,Af^ }(a>)<«)fO> P^-ps 
n —> +O0 n -* +00 ' 

Sachant qu'une suite de mesures de probabilité [vn}n>o sur lR d converge vaguement 

si et seulement si ivn(®i)}n>o converge pour une suite dense de t£K(R d ) , il existe 

donc, pour P^-presque tout Û), une mesure positive sur R d , 0(Û)), telle que : 

lim Mn((o)XXia}) = lim } (a>)<* Ay = 0(a>) 
n -» +00 n -» +00 

Pour O e tsK(R d), ( <F(XnMn), O>) n> 0 étant une martingale bornée sous P^, on a 

E^ [ < 0(<o),O>] = [ <FÇX0(a)tf0{a>))fQ>] = /<p</(*)a) rc(dx). 

En prenant une suite croissante (0>n)n>i de fonctions de t?K(lRd), convergeant vers la 

fonction constante égale à 1, on obtient E^ [ < 0(Û>),1 > ] = 1 d'où par convexité 

< 0(Û)),1 > = 1 P^-ps ; 0(o>) est donc une mesure de probabilité sur R d . 
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Lemme 2 

Sous HI et H3, pour WK -presque tout <D, on a lim sup |Af ( )(Û>) OJ < +00. 
n - > +00 

Preuve : 

Soit A = { (Û € Q: lim sup | M^n(û)((ù)Q | = +00}. 
n -4+00 ' 

Il nous faut montrer que A est de 1PK mesure nulle. Raisonnons par l'absurde et 

supposons P^A) > 0. Il existe donc <oQ e A et (y,s) € X x S tels que 

lim M9(nm ) ( Û ) 0 ) O S Xy = 0(Û>O), 0(Û)o) étant une mesure de probabilité sur IR^ 
n—» +00 ' 0 

(cf lemme 1). 

Considérons une sous-suite d'indices (/î )JFE>o telle que la suite 

Q ^ O y ^ t o o ) ° Ï W t e n d e v e r s +°°- D e l'inégalité \Mn(<o) 0|| < \Mn(co)x\\ + |*| 

sastisfaite pour tout n^O et pour tout point x de R d , il résulte que : 

V x e l R * Zîm J M , ) ( © < > ) * L = + 0 ° 
n -> +00 k 0 

Pour toute fonction O de t?K(R^ ), on a donc lim X ( OoM , > 0 ) N(Û) 0)°S ) = 0 
£ - » +00 U 

d'où < 0(Û)O),O> = 0, ce qui contredit le fait que 0(co0) soit une mesure de 

probabilité sur Par conséquent P^CA) = 0. 

Conséquence immédiate des lemme 0 et 2, sous Hl et H3, pour P^-presque tout Û), la 

suite ( M^(n>û>)(a)))n^o possède des valeurs d'adhérence dans (B, | . | | B ) . 
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Démonstration du théorème 1: 

D'après le lemme 1 b), il existe Q 0

 c P*(Qo) = 1> ^o € x > e t w [ i e s u i t e ^ î e l N 

dense dans le support de T * VYotels que, pour tout œ e QQ, les suites de mesures de 

probabilité M^n^){fù)o^i Xy0 converge étroitement vers d(œ) pour tout entier i. 

Soit œ un élément fixé de QQ etM(û>) une valeur d'adhérence dans (B, | . | | B ) de 

^<p(n o O ^ W o * ^ n a ( * o n c G ^ = M(œ)°l;i &y0 V î € IN ; en utilisant le théorème de 

convergence dominée de Lebesgue, on peut passer à la fermeture en J. d'où : 

V ^ S Î # V M(Û))O| 1 = 0(0) 

Soit (£fc)jteo11116 suite contractante de S T de point de contraction u9 et s un élément de 
S v . La suite ( ^ ° s ) f e 0 forme alors une suite contractante de S T # v , de point de 

contraction u. Comme S T est un semi-groupe, on a : 

V < * e S T , V * > 0 € o 5 4 < * € S „ V v 

yo 

et donc V 4 € ST, V k £ 0 M(Û))O|O^OS 0(Û>) 

ce qui donne, pour 

/im < M(cù)°Ç°Çk°s X, O > = Zim < A , OOM(Û))O§O^OS > 

n -» +oo 0 n -»+oo 0 

= 0(M(©K " ) = < e(û>),4» V£ e S T i-e V % e Tv. 

Par conséquent, pour P^-presque tout OÙ, 6(a)) est une mesure de Dirac ez{&y 
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V O e t?K(R d), la suite ( < MnXx^ > ) n > Q forme une martingale bornée convergeant 

Pjr-ps vers 0(Z(Û>)) ; la variable aléatoire 0 ( Z ( © ) ) ferme cette martingale, i-e : ~ 

E s [OiZ) I (©) = < Mn(<o) Xx^a), O > I V P S 

Donc, pour toute fonction ¥ borélienne bornée sur X : 

E r e mZ) W 0 ) ] = E* [ TOQ) E£№) I S*0 ]] = E f f [ ¥(X 0) <M 0 A*0>] 

= J < Ax)^x& > *klx) 

Par ailleurs E* [0>(Z) W 0 ) 3 = J 0(Z(û))) TOT0(Û>)) Pff(dû>) 

= J ( / 0(Z(Û))) Px(dû))) № ) *(c&) 

d'où, pour ^-presque tout x J <Ï>(Z(Û))) P^Cd©) = < /fr)A.a:,0> ; la loi de Z sous Wx est 

donc / (* ) Xx. 

Enfin, s'il existe sur X x R d deux mesures de probabilité Q*-invariantes 

H=j £x®lLx *№x) et X = Jex®A.x 7c(dx), on a, d'après ce qui précède : 

lim Mn((o)XXn(a)=eZl(<o) et lim M > ) / i z ( a ) = Œ V P S -

71 —» +00 71 —> +00 

Zjet Z 2 étant deux variables aléatoires sur 
À + u - * d 

La mesure de probabilité étant aussi Q -invariante, il existe sur IR une 

troisième variable aléatoire Z 3 , telle que : 

lim Mn{(û) 5 P ^ P S 

n - > +00 ^ 

d'où 2 " ( ^ 1

 + e z 2 ) = % s o i t z i = Z 2 = Z 3 P^-P s-

La loi de Zi sous P x étant f(x)Xx pour /r-presque tout x9 X est Tunique mesure de 

probabilité Q*-invariante sur X x WLd. 

Démonstration du théorème 2 : 
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Sous H3, on a V p £1 X Q*p = X, ce qui donne : 

V p ^ l Xx = \f(yx)o °f(yp)XypQOc,dy1)...Q(yp_vdyp) 7t(dx)-ps 

i-e Xx = J s Xy BP iixj),idy,ds)) n(dx)-ps 

Xx = c+£il^cf1 Xx = cjsXy Uc((xJ), (dy4s)) n(dx)-ps 

> c SGt) J s Ay T * vy ids) vidy) 7c(dx)-ps d'après Hl 

> c 8ix) p n(dx)-ps avec p = J s Xy x * vy (ds) vidy) 

Le i) du théorème 1 donne, pour O fonction positive de t?K(R a) : 

l i m xx {d) W>°Mni(o)) = 0(Z(Û>)) P„-ps 
71 -> +00 U 

En particulier, si 0(Z(Û))) = 0 on a : 

lim Xx ( a ) ) (OoMn(û))) = 0 et donc lim 8(Xn(<o)) p(OoMn(û))) = 0 P^-ps 
71 —> +00 71 U -»+00 

Comme 8(x) > 8 > 0 ^(dx)-ps, cette dernière égalité équivaut à : 

lim p(OoAfn(û>)) = 0 P^-ps (1) 

71 -»+00 

En reprenant alors la preuve du lemme 2,on montre que 
lim sup \Mn{fo)Q\ < +oo P^-ps 
71 —» +00 

si bien que, pour P^-presque tout Û), la famille (Mn(œ))n>Q est relativement compacte 

dans (B,| . 1g) (cf lemme 0). 

D'après (1), toute valeur d'adhérence M(œ) de (Mn(o>))n>o dans (BJ „ 1B) envoit a G S p 

sur Z(û>) i-e : 
V a e S p Zîm Mn(œ) a = Z(Û>). 

71 —» +00 

Pour déterminer S p , il suffit de remarquer que p{dx) >j s p(dx) t * v'(ds)9 si bien que 

pour O fonction positive de &K(Rd) : 

< p , 0 > = 0 <=> <sp,<E>> = 0 t(ds)-ps 

107 



18 

<=> < Si p,0 > = 0 V i >1, (SjOfa.étant une suite dnse de S p. 

Via le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on passe à la fermeture en 

I . |g, on utilise une suite contractante de S T de point de contraction u, et on obtient : 

< p,0 > = 0 <=> V £e S T S>(£ u) = 0 c'est-à-dire S p = TV*.H. 

Il existe donc X1 c X, n (X') =1 tel que : 

V x € X 1 , Va € T v,.u lim Mn(œ) a =Z(Û>) P x-ps 
n - » +00 

Introduisons le temps d'arrêt T par rapport à la filtration canonique : 

T = mf{nZl:XneX} 

La chaîne Q£n)n>o étant récurrente au sens de Harris, on a 

V x e X P J C [ T < + oo] = l . 

On pose alors My»=/(XOK...°/(XTI_I). 

Nous avons le 

Lemme 3 

V J C e X, Va € T v „u Zîm Mna=MT Zo0T P x-ps 
n—»+00 

Preuve : 

On a Vx € X', V a e T v ' .« , V e> 0 

P X [ liminf lMna-Z\<e] = l 

n -»+00 

et il nous faut montrer V x e X, V a s Ty'.u, V £ > 0 

P X [ lim inf \Mn a-MTZoeT\ < e ] = 1 
71 -»+00 

soit mx [liminf<ï>e(Mn a -MTZ<>eT) ]=1 avec $ e = l [ - e ; + e ] 
71—»+00 

108 



1 9 

On a 
+ 00 

JEX [ lim m /0> £ (M n a - MTZ<>eT)] = I I , [l[T=k] lim infd>e(Mn a -MT ZoOT) ] 
71—>+oo k = 0 n - » +00 

+ 00 

= I E , [l[2v*] lim inf O^Af^oJkfJ a - M ^ Z o f l * ) ] 
* = 0 n->+oo 

où MÎ=f&frMM*-0fVU 

Comme Oc(Ad£ a - Zo0*) £ ^ ( M ^ o A f J a - M A _ X Z°o\ on a : 
+ 00 

Bx{liminf Oe (Mn a-MT ZodT) ] 2>S E x [ l [ T = J f e ] Zimin/0 £ (AfJ a - Z o 0 * ) ] 

71 ->+00 /5=0 n -»+00 

+ 00 

> I I , [ i ^ E t /wnw/ <!>e(Mn_koOka-Zoek) / S ^ ] ] 

* =0 n —» +00 

+ 00 

> I E x [ l [ 2 y f e ] TEX [ Zîm m / 0 £ ( M n a -Z) ] 
A = 0 * n - » + o o 

> E x [ E x [ lim inf O e ( M n a -Z) ]] 
n - > +00 

Le lemme s'en déduit alors immédiatement, vu que V x € X P^ [Xp € X'] = 1. 

Par conséquent V x € X, V a € T v \ u , la suite aléatoire ( M n a) n>o converge P^-ps 

vers une variable Z , dont on note la loi sous P x f(x) Xx 

( A x est donc la loi sous P x d e la variable aléatoire Zx = lim f(Xx) 0.. .0 / ( X n ) a ). 

n -»+00 

Si O désigne une fonction de t ?K(R d ) , on a : 

V JC € X < l x , 0 > = E* [0(Zi)] = E^ [OCfCZi) Z ^ e ) ] 
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= Mx [ EX i[<ÏK/(Z 0)Z 1)] ] d'après la propriété de Markov 

= E x l<f(X!) X X l ,0>] = J <Ay) > Q(*,cfy) 

soit Vx 6 X Â x = J/tyHy Q(x.cfr). 

Démonstration du théorème 3 : 

Notons ((X x R<*)®1N ( 3 ( X ) x 3 ( R d ) ) ® l N , C X J . Y ; ) ^ ( P ^ ) ) ^ ) E M D )) la chaîne 

canonique associée à Q* ; pour tout (x,a) e X x IRd, on a : 

À étant Tunique mesure de probabilité Q*-invariante, pour toute fonction ç 

borélienne bornée sur X x R d , on a : 

1 7 1 - 1 

lim — X çtëk >Y*k) = ^ " P S 

n - » +oo ^ * = 0 

Soit (K£^ € ] N une famille croissante de compacts de X tels que U K i = X, et Bf la 

boule de R D , de centre O et de rayon i. Il existe donc QQ, P^(ÛO) = 1> tel que : 

1 1 1 - 1 

V i e IN, V Û) € Q 0 Jim - S ) l B . ( Y P = A(Kj x Bp 
71 -> +OO 7 1 £ = 0 1 1 

Pour a e R d et Û> e QQ9 on considère la mesure de probabilité sur X x ]RD 

1 n ~ 1 

X „ M„ = — X 8 ~ ® S ^ ^ ; soit Xmn une valeur d'adhérence 
n>œ>a n k70 x*k («) /12$ 0.... -/(Xo<«)) « ' 

de la suite UN,Û>,a)?I>l pour la topologie de la convergence vague. 

Comme pour tout entier n et i 
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N A = 0 * S I + | A - Y O L ° n k = 0 1 

on a en particulier pour © e Q Q ^©,a GKj x Bj + j a _ y * | ) £ À (Kj x Bj) ; on en déduit 

alors, i étant quelconque, que X& a est une mesure de probabilité sur 

Soit <p une fonction continue à support compact sur X x R d ; la suite 

( <pCXÎ/(Xj_ 1 )o.. . .o /C^^ forme un 

accroissement de martingale borné par Par conséquent, V x e X e t V a e R d 

1 n 

lim - X (pCXj/CX^) 0.. .0 / 3 $ a) - Q V X ^ / C X j ^ ) «...O / 0 $ a) = 0 Px-ps 
n -++oo n k =1 

t£K(XxR d ) étant séparable, il existe N L F WK( £1^=1, tel que 

V© e Clv V a € R** 

1 n 

«m - X fOl/Oi-!) / 0 $ a) - QVX^/CX^) «...o / 3 © a) = 0 
n - » +00 7 1 /5 =1 

V<pet?K(XxR d ) 

On a donc (ç>) = X^ ( Q*<p) V Û) e Q 0 n et pour toute fonction ç de 

SK(XxR<*), i-e V Û) e Q Q O Q ! est Q*-invariante. 

X étant l'unique mesure de probabilité Q*-invariante sur X x R d , on a donc prouvé 

l'existence de Q' c Cl, F„ (Q') = 1, tel que V œ e Q' et V a e R d la suite 

1 n _ 1 

(— 2 5 ® 5 ) , converge étroitement vers A. 
n k = o x%(<°) f<Xk-i(<»» /1X5(0.)) A N S 1 

Pour tout ouvert V de R d , il existe une suite croissante ( ? m ) m e i N de fonctions de 
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£K(X x lRd), convergeant vers l x ® ly- Pour tout point a de R d , et pour tout m>l, on 

a : 

1 * 
ton - X (p m C/t^_i )o - 0 / (X;)a) ) = <A,<pm> P^-ps 

n - » +00 ^ A = 1 

Comme V m > 1 - S 9m(Xt/(X!_i)° •••• °AXj) a) < — Z 1 v ^ - i ) ° •••• °fVQ a> 
W * = 1 7 1 A = 1 

1 * 
on en déduit V m>l <X,<pm> <> liminf — X l v(/(X][_ 1)o...o/(Xj)a) P f f-ps. 

n -»+oo re A=l 

Le théorème de convergence monotone donne alors : 

1 n 

V a € R d J XJVMdx) £ /imin/ - £ l y C f C X ^ K . o / C X j ) a ) Pw-ps 
n-»+oo ^ fc=l 

d'où le résultat, lorsque J Xx(V\7t(dx) > 0. 
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VIÇAS PARTICULIER 

Nous supposons dans ce paragraphe que d > 2 et que pour tout x e X, les 

contractions f(x) sont de la forme ffa) ® / 2 ( * ) ® ® / < i ^ *"e : 

V a = ( a l ) 1 ^ l ^ d € R d , V J C e X /Oc)a = (/^(x)a l yf 2(x)a 2,.... Jjjda^ 

où Oc), 1< î < d, est une contraction sur R. 

L'hypothèse H2 peut être alors affaiblie en : 

H'2.Pour tout entier k € {1,2, , d} , il existe e R et ) n > Q une suite de T v', 

= <f <g>£v <g> ... ®ÇV , tels que : 
n 71,1 71,2 71 ,D 

(A) 
V a G R /¿/71 | a z z U k 

71 — » + 0 0 7t,fc 

On dit que )n>o est une suite k-contractante. 

Proposition 

Sous H1,H'2 et H3, les affirmations des théorèmes 1 et 3 sont vérifiées . 

Preuve ; 

Il suffit de prouver le i) du théorème 1, les autres assertions en découlant. 

En reprenant la démonstration de ce théorème, on établit l'existence de QQ ^ Q 
P^(ft0)=l et yQ eX tels que 

M(Û)) étant une valeur d'adhérence dans B de ^ (Û))). 

Vu que l'on a M^ n > < B ) (eo) = (<o) ® (Û)), et V * e {1 , . . . ,d} 

Zim sup (Û))1 < +00, on peut, en vertu du lemme 0, prendre M(œ) de la 
n -» +00 ' ' 

forme M((o) = M{G>\ <8> M(Û>)2 ® <S> 
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Si i^n\>o e s t u n e s u i t e ^-contractante de Tv<avec Va e R lim ^ k a = uk, 
n —> +00 ' 

alors, pour tout élément s = sx ® s 2 ® .... ® sd de S v , la suite (Çn o S ) n ^ de S T ^ v 

yo yo 

est ^-contractante et lim én]iosk a ~uhr 

n - > +00 

On a alors pour toute fonction O de £ K ( R d ) 

< M ( © A L , O ® I , ® . . . . ® I - > = <E(û)),O®I , ® . . . . ® I D > =<E 1(û)),O> 

(avec d^œ) marginale de 0(Û>) sur le premier axe de R d ) 

si bien qu'en passant à la limite en n, on obtient <0I(Û)),<3>> = OiMiœ^ 

01 (Û)) est donc une masse de Dirac sur 1R. De la même façon on montre que les 

autres marginales de 0(Û)) sont des masses de Dirac ; on en déduit alors l'existence 

sur R d d'une variable aléatoire Z(Û>) telle que 0(Û)) = ezi&y 
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