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MARCHE DE MARKOV SUR LE SEMI-GROUPE
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Marc PEIGNE
IRMAR
UNIVERSITE DE RENNES I
CAMPUS DE BEAULIEU
35042 RENNES CEDEX

Summary

Let E be a locally compact space with countable basis, (X,,),>¢ a positive Harris

chain on E, (X},)5>0 its reverse chain, and f an application from E to the space S of
contractions of IRZ. We prove, under reasonnable conditions, that on a closed sub-set

of R%, the sequence of contractions (f(Xg)o ... °of(X,;)),50 converge almost surely to a

constant. We deduce that the semi-markovian chain ((A(X%-1)e...0f(X$) a),>0, acRY,

is Harris recurrent on the open sets of R4,

RS .
Soit E un espace localement compact a base dénombrable, (X},),>¢ une chaine
de Markov sur E récurrente positive au sens de Harris, (X};),>0 sa chaine duale et f
une application de E dans l'espace S des contractions de R4. Nous montrons, sous
des hypotheéses raisonnables, que sur un certain sous-ensemble fermé de R¢, la
suite de contractions (f(Xy)e ... of(X,,)),>0 converge presque siirement vers une

fonction constante. Nous en déduisons que la chaine semi-markovienne

(fXF-1)e...of(X8) a )p>0, a€RY, est récurrente au sens de Harris sur les ouverts de
R,

Lode A.M.S 60410
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1 . Introduction et notations

* On munit le, d 21 de la norme euclidienne |.| etl'on note € (]Rd,le)
l'espace des fonctions continues de R? dans R4,

* On consideére les espaces
B={fe€RIRI) : |flg < +o0)

avec |flg = Supd(M )

2
xeR® 1+ x|
L=(fe®@RERD : [fly = Iflp +m() <+oo)

(B, ). et(@,]. ]y sont des espaces de Banach sur R.

* S désigne le semi-groupe (pour la composition des applications) des contractions
de R9,i.e des applications lipschitziennes de R4 dans R4, dont le coefficient de
lipschitz est inférieur ou égal a 1.

Ona ScL etlon désigne par 8(S) la tribu des boréliens de S pour la topologie
induite par celle de (1,] . [1).

* Soit Q un noyau markovien défini sur un espace localement compact a base
dénombrable X ; (X®N g(X)®N (X, )0, Py)rex) la chaine de Markov canonique
associée 2 Q. On suppose que (X, ),>0 est récurrente positive au sens de Harris ; on
note r 'unique mesure de probabilité @-invariante sur X, Q" l'opérateur dual de @

vis & vis de z et (X®N g(X)®N (X7, -4, (Py)xex) la chaine de Markov canonique
associée a Q"

* Soit f une application mesurable de (X,8(X)) dans (S,8(S)).
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Dans un premier temps, nous nous intéressons au comportement asymptotique de
la suite aléatoire de contractions M, (®) = f(Xy(@))of(Xi(®))e.....of (X, (®)). Les
images de ces contractions forment une suite décroissante (au sens de l'inclusion)
et donc, pour presque tout w, on peut espérer que la suite de fonctions (M, (0)),>¢
converge, sur un sous-ensemble de IRZ, vers une fonction constante.

Lorsque la suite (X,),>¢ forme une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées ( v.a.i.i.d ) on est ramené a l'étude d'une marche
aléatoire sur S, et a son action sur R2 (cf[3]). '

Dans le cadre plus général ot nous nous plagons, il nous faut introduire la chaine
semi-markovienne sur X x S, définie par son noyau R :

R ¢(x,5) = p(y,5°A1y)) Qx,dy)

pour toute fonction ¢ borélienne bornée de X x S dans IR.

Par contre, les images des contractions f(Xp(@))ef(Xy.1(@))e......of(X((@)) ne forment
pas une suite décroissante, contrairement a celles de (M,(0)),>q et c'est pourquoi
nous nous intéressons plutét au comportement ératique dans IR, de la suite

aléatoire ( fX(@))ofXp1(®))......of X(@)) @ )p>g, POUr a € IRY,
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2. Hypotheéses
Introduisons les hypothéses suivantes :

H1.11 existe ¢ e ]0;1[ et v une mesure de probabilité sur X x S tels que
VxeX U, (x0),.)28x)v() (%)

+ 00
ot U, désigne le noyau Z 1-c)" g , I 1a fonction identité sur ]Rd, et § une
n=1

fonction borélienne de X dans IR, vérifiant n(5) > 0 et §(x) > 0 Wdx)-ps, V étant la
marginale de v sur X.

Notons v’ la marginale de v sur S, et T, le semi-groupe engendré par le support de v’
dans S.

H2.Il existe u € RY et (n)n>0 une suite d'éléments de T, tels que:

VaeR® lim &, a =u
n - 400

On dit que ({,),>0 est une "suite contractante" et u est appelé "point de contraction".

H3.1l existe une application mesurable de X dans M; (R?), I'espace des mesures de
probabilité sur R2
X — M; (R9)

XAy

telle que, pour n-presque tout x € X, on ait :

Ax = jf(y) ly Q(x’dy)-

3 . Analyse des hypothéses

a)Sous Hl,ona n=c n(§) Vv avecc n(3) > 0.
En effet par projection de () sur X, on obtient :
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+ oo
VzeX cUk.)=c 200" Q x,.) 2 5(x) W)
n=1

etdonc #=7mec _IZ 2c n(6) v, d'ott le résultat.

b) Lorsque I'hypothese H1 est vérifiée, avec de plus Vx € X 8(x) 25 > 0, la chaine

(X n>0 est récurrente positive au sens de Harris.

Dans ce cas,on aeneffet VxeX U, (x,.)28 W.) avec U, (c)=1,i-e (X,),>0 est

récurrente positive au sens de Harris (cf [4] théoréme 2.9 page 76).

¢) Dans l'énoncé de I'hypothése HI1, on peut remplacer v par une mesure de
probabilité vy se désintégrant en:

vo (dy,ds) =f 7 * v, (ds) Wdy)
ol 7 est une mesure de probabilité sur S dont le support S; est le semi-groupe T, -
et v, désigne une mesure de probabilité sur S.
En effet, décomposons v en v(dy,ds) = Ivy(ds) ¥(dy), et montrons par récurrence qu'il

existe, pour tout réel d € ]0;c[ et tout entier n, une mesure de probabilité 7, sur S de

support an =8, +n, et unréel §,(d), 0 < 5,(d) < V(§)", tels que :
Ug(x,D), (dyds)) 2 8,(d)d(x) | =y, * vy(ds) vidy)

Cette inégalité est vérifiée pour n =0,car Vd<c Uy =U,+(cd) U, Uy
(équation aux résolvantes).

Supposons cette inégalité vérifiée au rang n ; pour ¢ fonction borélienne positive sur
X x S, onadonc:

Ugoe&xD 2 (-d) U, Ugop D)
2 (c-d) [Uge(y,8) U, (x,D,(dy,ds))
2 (c~-d) 8x) [Ug(159) (v.D) v(dy,ds) avec 1 ¢(x,t) = p(x,s0t)

2 (c—d) 6 (x) 8,(d) | ¢ (z,50) 1y, * v,(dt) W(dz) 8(y) v(dy,ds)
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2 (cd) 8(x) 6,(d) | @ (2,8) [J8(y)V(dy,.)]*T,%v,(dt) Wd2)
Comme &(y) >0 Wdy)-ps, on a S|sp) vdy,.) =S, d'ou
Ugo & 28,,1(d) 6x) [ p(z,t) Tpp41%v,(dt) Wd2)
avec 8, ,(d) = (c—d) 8,(d) v(5) et 7,,(. )=V-%5 [6(y) v(dy, .)

L'inégalité annoncée est donc bien vérifiée au rang n + 1.

. 1 .
Par sommation, pour 0 < < WES’ on obtient :

+ oo

2 a 8,(d) 1, )*v(ds) V(dy)

n=0

U, ((x,D),(dy,ds)) 2 (1-a) 6(x) J (

2 8ox) | 7+ vy (ds) Wdy)
ol §( est une fonction borélienne de X dans R vérifiant §¢ (x) > 0 v(dx)-ps, et 7 une

mesure de probabilité sur S dont le support est le semi-groupe T,

d) L'hypothese H2 est vérifiée, dés qu'il existe dans T,- une contraction s telle que

m(s) <1 ; la suite (s),>; est contractante (cf théoréme du point fixe).

e) On note Q* l'opérateur dual de Q dansL2(X, x).
On définit l'opérateur Q* pour ¢ fonction borélienne bornée sur X x R¢ par :

Q* o(x,0)=[ 9 (y.fx)a ) Q*kx.dy)

L'hypothese H3 équivaut a l'existence sur X x RZ d'une mesure de probabilité

Q*invariante A. En effet, une telle mesure A se désintégre en [, ® A, n(dx) car sa
marginale sur X est @*-invariante et donc égale a # (d'aprés H1, la chaine associée
a @ est récurrente au sens de Harris, de probabilité invariante n ; 1'opérateur dual
de Q par rapport a 7 admet donc une version @* dont la chaine associée (X )50 est
aussi récurrente au sens de Harris ; @* admet donc # comme unique mesure
invariante - cf [4] chapitre 2,théorémes 2.10 et 2.16 -). On a alors :

Veoe L2(X,n),VAea(R%)
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<p(),A(A) >, = [o(x)A(A) n(dx)
. =<}.,¢®1A>=<A,Q*(¢®1A)>
| o(y) 10(fx) a) Q@*(x, dy) A,(da) n(dx)

=< @%(), [1A(f)a) A(da) >,

=<9 (), [1a(f)a) 4,(da) Q (. ,dy) >,

=<9(), <[fWA,Q(,dy),A> >,
dou i, = [ f(¥)A, Q (x,dy) pour n-presque tout x.

Inversement, si la famille (A, ),cx vérifie H3, l1a mesure A sur X x RY définie par

A=[ e, ®A, n(dx) est @*-invariante.
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II. PRESENTATION DES RESULTATS

Théoréme 1

Sous les hypothéses H1, H2 et H3, il existe sur R? une variable aléatoire Z telle que :
i) pour P -presque tout w, la suite de mesures de probabilité (M,(®) Ax,(x)n>0
converge étroitement vers la masse de Dirac &z,

ii) pour m-presque tout x,la loi de Z sous P, est f(x) A,.

De plus, la famille (A,).cx est unique modulo r a vérifier H3, i-e la mesure

A = [e,®A, n(dx) est l'unique mesure de probabilité Q*—invariante sur X x R9,

Théoréme 2

Sous les hypothéses H1, H2 et H3, avec de plus 5(x) 2 6 > 0 n(dx)-ps,on a :

Vae Ty lim M,(@a-= Z@) Peps VxeX

la convergence étant uniforme sur tout compact de T, .u, et Z désignant une
v.ariable aléatoire sur R% dont la loi sous IP, notée f(x) A, , vérifie

VxeX A,=[fy)i, Qkdy).
La mesure i =&, ® A, n(dx) est l'unique mesure de probabilité Q*-invariante

sur X x ]Rd.
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Théoreme 3
Sous les hypothéses H1, H2 et H3, pour tout ouvert V de R tel que [A,(V) n(dx) > 0,

.ona :

+ 00
VaeR® P[ 2_)0 1y (AXS, ) oo XY @) =+00 ] =1.

99



10

II. DEMONSTRATION DES THEOREMES

Nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant :

Lemme 0
Tout sous-ensemble borné de (L ,| . |1) est relativement compact dans (B, |.|g ).

La preuve repose sur le théoréme d'Ascoli (voir [3] appendice).

0]+
1sO1+ I\ | s(0)] +1, toute famille F

quuepomseS,onaﬂsﬂBs Sup g— S

cer® 1+[«]

de S telle que Sup |s(0) ]} < +oo forme donc un sous-ensemble relativement
s €F

compact de S.
La démonstration du théordme 1 s'inspire de [1], [2] et [3]. Elle se fait via plusieurs
lemmes.

Lemme 1

a) Sous H3, pour IP,-presque tout o, la suite de mesures de probabilité

(M(@)Ax (@))n20 converge étroitement vers une mesure de probabilité notée 6(w).

b) Sous H1 et H3, pour IP,-presque tout w, il existe une suite croissante d'entiers

(p(n,®))n>0, telle que pour v-presque tout (y,s),on ait :

lim Mn (w)lx (@) = llm M‘P(n ) ((D)OS ly
n — +o0 n n = +00 ’
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Preuve :
On considére la fonction
F:(X,S) » M;[R%)

(x,8) = sAy

Sous IP;,laloi de X, estx et donc, sous H3,on a

}‘Xn = I f (}')A,y Q (Xn’dy ) IP,t‘pS

Pour @ € eK(R%), espace des fonctions continues a support compact de R? dans
R, la propriété de Markov donne alors :

By [ <FX, 1M, ,40), @> /F,1(@) = | M, @)of) 1) A(du) QX, .dy)
| = | M (®) ) gy ()

=< HXn(a)),M n(co)) , 0> P,-ps

Il s'ensuit que la suite (<F(X,,, M,,), ®>),>¢ forme une martingale bornée sous P, ;

par conséquent, <F(X,,, M), ® > converge IP,-ps.

+00 :
D'autre part,ona Vp=21 z an(<D) <2 ||<Dl]i p
n=0

ot Jypp @) =By [ (< FX,Mp),®@ > — < FXy10.Mp ), @ > 12 1.

En effet J,, (®)=E, [ <FX,M)®>2] + E_[<FX, M, )0>2]

n+p’ " n+p

-2E_[<FX M)®><FX M

n+p*  n+p

),9>1]
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12

= E,[<FX, M,)0>*] + E_[<FX, M, )®>2]

n+p>  n+p

-2E, [ <FX M )P> lEﬂ[<F(X

n+p

M

n+p

)@ >/F,1]
= E [<FX, M, )0>2] -E [<FX, M)0>]

(en utilisant le fait que (<F(X, ,M, ), P>),> est une martingale sous IP,).
Jp p (@) s'écrit donc e, (D) — e, (D) avec e,(D) = E, [<F(X,,M,,),D>2] ;

N N4p p-1
par conséquent V N>p > J, (D)= > e, (®) - )y e, (®) <2p |]<I>||f°.
n=0 n =N+l n=0 -

Par ailleurs J,  (®)=E, [(<FX, M)®> - <FX, M )0>)?]

n+p n+p

=E, [[(«FX M,)®> - <Fly, Myes)®>)? RP(X,D),(dyds)) ]

d'ou
B[ X [(<FEM)®>-<Fo.M,),0>) B(X,D,dyds)] < 2 |9L,,

En multipliant les 2 membres de cette inégalité par (1-¢)PL, ¢ € 10:1[, et en sommant

sur p 2 1, on obtient :

E, [:2;:] (<FX, M, ),D> - <F ()',M,,°S),<I>>)2 U(X,.D,(dyds)] <2 ﬂ‘DILf° g p—cF™
Sous H1, on a alors :

E_[] :Z:: (<FX,M,),> - <Fly,M,0s),0> ) §X,) v(dy,ds)] <+ oo

dott D, | (<FX,M)®>— <Fly,M05),0> ) 5(X) v(dy,ds) <+oo IP_-ps
n=0

Comme =(5) > 0, il existe ¢y > 0 tel que #[ § 2 ¢y ]1> 0 ; (X;),50 étant récurrente au

sens de Harris, on a alors
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+ o0
VxeX 1Px[n2=)01[5(xn)200](w) =+00] =1

Donc, pour IP,-presque tout , il existe une suite croissante d'entiers (¢p(n,0)),>¢ telle

que Vn20 §X ‘p(n’a,)) 2 ¢, ce qui entraine

+00
2_,0 | (<P ) Mot 9> = F@ M, 05),0> ) vidy,ds) < +00  Pps

Par conséquent, pour IP,-presque tout et v-presque tout (y,s)

+ o0
L (<FX 01 M, 008> = FOM 0 919> ) <400

et donc

lim <F(X, (), M,@),@>= lim <F(y,M, ,(@)}s)®> P, ps

n — +00 n - +00

Sachant qu'une suite de mesures de probabilité {v,},>¢ sur RZ converge vaguement
si et seulement si {v,(®;)},>0 converge pour une suite dense de € K(IR9), il existe
donc, pour P, -presque tout ®, une mesure positive sur R4, 6(w), telle que :

n(m) =lim M
n — +00 n — 400

o(n,0) (@)s A, =06(w)

Pour ® e €K(IR2), ( <F(Xn,Mn) , <I>>)n20 étant une martingale bornée sous IP,, on a
E [<6(@®P>] =E_[<F (Xo(co),Mo(w)),CD >]=[o(fx)w) lx(du) n(dx).

En prenant une suite croissante (<Dn) de fonctions de eK(]Rd), convergeant vers la

n21

fonction constante égale & 1, on obtient IE, [ < 8(w),1 >] =1 d'ol par convexité

<6(w)1> =1 P_-ps; 6(w) est donc une mesure de probabilité sur R4,
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Lemme 2

Sous H1 et H3, pour P, -presque toutw, ona lim sup |M o(n,m)(@) O] <+o0,
n — 400

ETQQVQ :

SoitA={we Q:limsup |M o(n,a) (@0 | = +o0}.

n —+00

Il nous faut montrer que A est de IP, mesure nulle. Raisonnons par 1'absurde et

supposons [P, (A)>0. Il existe donc o, e Aet(y,s) e Xx S tels que

nl_z)n:w M <p(n,m0)(0’o)°3 A, = 6(wy), 6(w,) étant une mesure de probabilité sur R?

(cf lemme 1).

Considérons une sous-suite d'indices (n,)p>o telle que la suite

M "("k’“’o)(wo) 0]);50 tende vers +oo. De l'inégalité [M, (w) Of < 1M, (@) x| + ||

sastisfaite pour tout n>0 et pour tout point x de IRd, il résulte que :

VieR? lim 1My )@ 2] =400

n — +00

Pour toute fonction @ de eK(IRd J,onadonc Iim A, (DM o(n, @
Eotoo 'y 0)

d'ott < 6(w,), P> = 0, ce qui contredit le fait que 6(w,) soit une mesure de

(wo)°s ) =0

probabilité sur R? Par conséquent [P, (A) = 0.

Conséquence immédiate des lemme 0 et 2, sous H1 et H3, pour IP,-presque tout o, la

suite ( M y(n, o) (®))p>0 posséde des valeurs d'adhérence dans (B,[.[p).
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Démonstration du théordme 1:
D'apres le lemme 1 b), il existe Qg < Q, P;(€) =1, yg € X, et une suite (§;); 1y
dense dans le support de 7 * vyotels que, pour tout ® € Q, les suites de mesures de

probabilité My, o)(@)e; A, , converge étroitement vers 8(w) pour tout entier i.

Soit @ un élément fixé de Qg et M(w) une valeur d'adhérence dans (B,]. |g) de

M o(n, )(@)y50- On a donc 8(w) = M(w)o§; 4, Vie IN ; en utilisant le théoréeme de

convergence dominée de Lebesgue, on peut passer & la fermeture en |. [g, d'ou :

VEeS,,, M@kl =6

0

Soit (§;),50 une suite contractante de S, de point de contraction u, et s un élément de

Svy . La suite (§,0s),,, forme alors une suite contractantede S_, vy 2 de point de
0 0

contraction u. Comme S, est un semi-groupe, on a :

VES,Vk20 EfeseS,,,
0

etdonc VEeS,,VEk20 M(w)oEof,os Ay0= 6(w)
ce qui donne, pour @ € eK(R%) :

lim < M(w)o&o&;os Ayo, P> = lim < /lyo, DoM(w)obo& 08 >

n — 400 n — 400

=OMw)E u)=<6(w),®> VEeS, i-e VEeT,

Par conséquent, pour [P;-presque tout o, 6(w) est une mesure de Dirac ez(,).
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Ve eK(]Rd), la suite (< M, nAXn,(I) > )n>0 forme une martingale bornée convergeant

IP,-ps vers ®(Z(w)) ; 1a variable al_éatoire D(Z(w)) ferme cette martingale, i-e : =~ — ~ -

E,[®2)/F,](0) = <M,(0) }*Xn(a)) , &> P,-ps
Donc, pour toute fonction ¥ borélienne bornée sur X :

E, [D(Z) YXp)] =E, [YXy) EJP(2)/Fo 1] =E, [ ¥X) <M Ax,>]
= [W(x) < x)A,, D > n(dx)
Par ailleurs E, [D(Z) Y(X()] = | D(Z(w)) YXy(w)) P,(dw)
= [ ([ P(Z(w)) P,(dw)) ¥(x) n(dx)
| d'ol, pour z-presque tout x | ¥(Z(w)) ]Px(dw) =< flx)A,, P> ; la loi de Z sous PP, est
donc f(x) A,.

Enfin, s'il existe sur X x IR? deux mesures de probabilité Q*-invariantes

B = [ e, ®u, n(dx) et A = fe,®A, n(dx), on a, d'apres ce qui précede :

lim M, () A () =€z) €t lim M, (0) BX (@) =€Z5@) FrPS-

n — +o0 n — +00

Z1 et Zg étant deux variables aléatoires sur RC.

A+ ~
La mesure de probabilité a étant aussi Q*-invariante, il existe sur R? une

2
troisiéme variable aléatoire Z3, telle que :
, A%, (@) ¥ Hx, (o)
lim M () 5 =€740) FrPS
n — +00

1
d'otu -2—( €z, * £z, ) = €z, soit Z,=Z,=2Z4 IP_-ps.

La loi de Z; sous IP, étant f(x)A, pour n-presque tout x, A est I'unique mesure de

probabilité Q*-invariante sur X x RY.

Démonstration réme 2 :
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SousH3,0ona Vp=1 A Q*P =2, ce qui donne:

VP2l Ap=[fye.... ofop) by Qdy) .. QU y.dy,) w(dx)-ps

i-e Ay =[s Ay RP ((x,D,(dy,ds)) =n(dx)-ps
Ao=c 3 A-cP i, =c[si, UlwD,(dyds) n(de)ps
p=1

2 c8(x) [ sA, T+vy(ds)V(dy) n(dx)-ps dapresHl
2 cd(x) p n(dx)-ps avec p= [ sA, 7 * v, (ds)V(dy)

Le i) du théoréme 1 donne, pour ® fonction positive de eK(R%) :

lim Ax () QM (@) = ®(Z(®)) P -ps

n — 400

En particulier, si ®(Z(w)) =0ona:

lim  Ax () (PM,(@))=0 etdonc lim §X (@) p(®M, (0))=0 [P -ps

n — 400 n — +00

Comme §(x) 2 § > 0 a(dx)-ps, cette dernidre égalité équivaut 2 :

lim p(®M, (@)=0 P_-ps (1)
n —» 400
En reprenant alors la preuve du lemme 2,0n montre que

limsup |M,(0)0] <+00 [P -ps

n — +00
si bien qué, pour P,~presque tout o, la famille (M,(®)),>q est relativement compacte
dans (B,] . |g) (cflemme 0).

D'apres (1), toute valeur d'adhérence M(w) de (My,(®)),>0 dans (B,] . |p) envoita € S,
sur Z(w) i-e :

VaeS, lim M, (o) a = Z(w).

n — +00

Pour déterminer S, il suffit de remarquer que p(dx) 2 [ s p(dx) 7 * v'(ds), si bien que

pour @ fonction positive de €K(R%) :
<pP>=0 & <s5p,P>=0 1(ds)-ps
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< <85;p,®>=0Vi2l, (s;);» étant une suite dnse de S,.
Via le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on passe a la fermeture en
] . IB, on utilise une suite contractante de S; de point de contraction u, et on obtient :

<pP>=0 & VEeS; D€ u)=0 cest-a-dire S,=T,-.u.

Il existe donc X' < X, # (X') =1 tel que:

VxeX, VaeT, u lim M, (0)a=Z(w) P, ps

n — +0

Introduisons le temps d'arrét T par rapport a la filtration canonique :
T=inf{n21:X,eX}

La chaine (X,),>o étant récurrente au sens de Harris, on a

VxeX P, [T<+]=1.

On pose alors Myp = f(Xg)e....of (X7 1).

Nous avons le

Lemme 3

VxeX,VaeT, u lim M,a=Mp ZoGT P, -ps

n— +00

Preuve :
OnaVxeX, VaeT,.u, Ve>0

P, [liminf [M,a-Z]<e]l=1

n —+00
et il nous faut montrer VxeX, Vae T, .u, Ve>0
P, [ liminf |M,a~MpZ6 |<e]=1

n —+00

soit E, [liminf ® M, a -Mp Zo6")1=1 avec @ =1,

n-—+00
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Ona

+ 00
.. .. T
E, [ lim inf®M, a - MpZ6")] = kgo Be Ui B i O(My 0 =My 22071

n-—+00

+ oo
= X E, [y liminf O M, ;oM: o - M, , Z")]
E=0 n—+00

ot M*= X, )efiX, ,)e....oIX,)

Comme @ (M’ a - Zo6"*) <O (M, ,-M" a - M,_, Zo6"), on a:

+ 00

E, [liminf ®,(M, a-Mp 26122, B, [, liminf © M a - Zo6")]
k=0 n —+00

n —+00

+ o0
> Y B, MigpyEl liminf ©M, 0% 26" /5,1]
k=0 n — +00

+ oo
2 Y E, [y By, Lliminf OM,a-2)]
k=0 n — +00

> E, [ lEXT[lim inf ®,M, a-Z)1]

n — +o0

Le lemme s'en déduit alors immédiatement, vu que Vx € X P [XpeX]=1.

Par conséquent Vx € X, Va € T,.u, la suite aléatoire (M, a),>q converge P,-ps

vers une variable Z, dont on note la loi sous P, f(x) 2 x

( ix est donc la loi sous IP_de la variable aléatoire Z; = lim fiX))o..0 fiX))a ).
n-— +00

Si @ désigne une fonction de t‘;K(le), ona:

VezeX <i,,0>=E,[®(Z)]=E, [D(fX;)Z0)]
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=E, [ E[P(f(X(o0) Z1°0) / ¥1] ]

=E, [ ]EXI[Q(f(Xo)Zl )11 d'apres la propriété de Markov

= E, [<fX)) Ay ,0>] = [ <fy) A,,® > Q(x,dy)
Xy y

soit VxeX i, = [ fly) 1, Qdy).

Notons (X x R8N, @(X) x BRD)EN, (X7,Y7),.00 Pix.a) o) ¢ x,ird ) 12 chaine
canonique associée a Q* ; pour tout (x,a) € X x IRd, ona :
=X} )ow.o XY a Pyy)ps.

A étant l'tinique mesure de probabilité Q*-invariante, pour toute fonction ¢

borélienne bornée sur X x R%, on a :

) 1
lim ; Z ‘P(X/: ’Y;) = <3-"P> ]Px,'ps

n - +00

Soit (K;); . Une fatmlle croissante de compacts de X tels que \U K; =X, et B, la
telN

boule de R?, de centre O et de rayon i. Il existe donc Q, IP;(Qq) =1, tel que :
n—

VieN,VoeQ, lim i— 2 15X 15(Yp = A(K; x B)
k=0 "7

n - 400

Pour a € R4 et ® € Qg on consideére la mesure de probabilité sur X x R

1
noa 2 5

n k=0 (m) f(Xz ~1(@) e ... 0 f(XS(w)) a

de la suite (4, 4 g)n>1 Pour la topologie de la convergence vague.

; soit 4, , une valewr d'adhérence

Comme pour tout entier n et i
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n-1

n-1
1 1
EPIRPLE AR Cle ANERRLY e SIOEE-S YR e AR C Y

on a en particulier pour ® € Qy 1, 4 (K; xB; +Ha_y3n) 2 A (K; x B;) ; on en déduit

alors, i étant quelconque, que 1, , est une mesure de probabilité sur X x RC.

Soit ¢ une fonction continue a support compact sur X x RY ; la suite

( PGS X ) orvni0 f(X) 0) Q" 9K f K} 0.0 fX) @) )y forme

accroissement de martingale borné par 2]¢|,,. Par conséquent, Vx e XetVa e R

lim L )y P X, ) o...0 fXp) a) - -Q*q)(X,:_lf(X,:_z) o..0 flXp)a)=0 P_ps

n->4+00 " k=1

eK(X xR%) étant séparable, il existe Q,, P(Q)=1, tel que
Vo €Q,,VaeR?

1% -
lim — 2 oQGfXy) oo fIXg) @) - Q 9Ky 1 f K} 5) 0.0 fX) @) =0

n—+0 I k=1
Vo e eK(Xx IRd)
On a donc A,4 (@) = 444 ( Q*rp) Vo e Qyn 2y et pour toute fonction ¢ de
eKXxR%),i-e Vo e QynQ }:a,,a est @*invariante.
A étant 'unique mesure de probabilité Q*—invariante sur XxIR%, on a donc prouvé

l'existence de Q' c Q, P, (Q) =1,tel que Vw € Q" et V @ € R? la suite
n-1

1

®6 ) converge étroitement vers A.
nog=o Xi@  f&XE _1@) 0 . o AXG@Na "2 &

Pour tout ouvert V de IRY, il existe une suite croissante (@m)memN de fonctions de

111



22

€KX x RY), convergeant vers 1x ® 1y. Pour tout point & de IR%, et pour tout m=>1, on
a:

1
lim = Z 9, AX; )o..of(X)a) )=<A,p,,> PP_ps

n — 400

n 1 n
CommeVm21 — Z P ZKif XKy )o . ofK) @) S— Z 1y(X; o ... ofiX) )

onendéduit Vm2l <A,p,,> < lim mf — z 1y (fX 1)e..of Xy @) P_-ps.

n —>»+o00

Le théoréme de convergence monotone donne alors :

VaeR? [AV)ndx) < liminf — 2 1y (FX;_y)e..of (X} @) P,-ps

n—» 400

d'ou le résultat, lorsque [ 1,(V) n(dx) > 0.
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VI.CAS PARTICULIER

Nous supposons dans ce paragraphe que d 2 2 et que pour tout x € X, les

contractions f(x) sont de la forme f,(x) ® f,x) ® ........ ® fix)i-e:
Va=(@h<;iy € R, VzeX fx)a= (1) @y, fo(x) @y, ... f %) ay)
ou f;(x), 1<i <d, est une contraction sur R.

L'hypotheése H2 peut étre alors affaiblie en :

H'2.Pour tout entierk € {1,2, ..... d}, 1l existe up € Ret (ég’) )nZO une suite de T,

R =P et? @ .. 0™, tels que :

n n,l n,2 nvd
VaeR lim &® a=u,
n—+00 nk

On dit que (éff) Jn>0 est une suite k-contractante.

Proposition
Sous H1,H'2 et H3, les affirmations des théorémes 1 et 3 sont vérifiées .
Preuve ;

11 suffit de prouver le i) du théoréme 1, les autres assertions en découlant.

En reprenant la démonstration de ce théoréme, on établit l'existence de £, < Q,

P,(Q)=1 et yg € X tels que

VieS., =« M@rEi,=6@

M(w) étant une valeur d'adhérence dans B de (M o(n,0) (w)).
Vuque l'ona My, (@)= M, ), (@)® ... M, (@), etVEkell,..d}

limsup |M oln,o) (0)] < +o0, on peut, en vertu du lemme 0, prendre M(w) de la

n - +00

forme M(w) = M(w); ® M(w), ® ..... ® M(w),.

113



24

Si (55"’)),‘ >0 €st une suite k-contractante de T,-avec Vae R  lim ’f)k a =uy,

n — +00

1z . k
alors, pour tout élément s =5; ® 5,® .... ® 5, de Svy , la suite (&fl )os)n >0 de S, vy
(i} 0

est k-contractante et lim égf,:osk a =u,.
n — +00

On a alors pour toute fonction ® de € K(R4)
Q)
< M@)o, "os lyo , <I>®1]Rd ® ... ®1le >=< e(a)),<1>®1]Rd ®... ®11Rd > =<6, (w),d>

(avec 6,(w) marginale de 6(w) sur le premier axe de Rr? )
si bien qu'en passant & la limite en n, on obtient <681(w),P> = ®(M(w); u,).
01(w) est donc une masse de Dirac sur RR. De la méme fagon on montre que les

autres marginales de 6(w) sont des masses de Dirac ; on en déduit alors l'existence
sur R¢ d'une variable aléatoire Z(w) telle que 6(0) = £z(,).
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