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INTEGRALES STOCHASTIQUES ET PROCESSUS
FONCTIONNELLES DU BROWNIEN

MF ALLAIN
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CAMPUS DE BEAULIEU
35042 RENNES CEDEX

Ré .

Pour 8 mouvement Brownien standard et ® fonction "smooth" de IR2 dans
R, soit @ (8, B ) le processus : ( @ (By , Bs N(u, s ) e [0,1]>-On donne une

représentation de la variation de @ (8, B ) sur un rectangle, qui fait intervenir des _
intégrales stochastiques au sens de It6 et au sens de Skorohod.

Abstract

Let 8 be a standard Brownian motion and let ® be a smooth fonction from
R2 to R . Let @ (8, B ) be the process : ( ® By , Bs Ny, s ) e [0,112- We give a

representation of the variation of @ (8, 8 Jon a rectangle, using stochastic
integrals in the sense of It6 and of Skorohod.
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INTRODUCTION

Soit €%, p (R ) I'ensemble des fonctions @ de R™ dans R possédant des

dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre k et telles que @ et ses dérivées
partielles soient dominées par un polynéme.

Soit (Q, ¥, (F¢ )t € [0,1]) Bt )t € [0,1], P) un mouvement Brownien
standard a valeurs réelles.

Pour @ élément de €4 p (R2 ) on note ® (8, B ) le processus :

(D By, Bs ))(u, s)e [0,1]2-
Le but de ce travail est de prouver les résultats suivants :
- Le processus @ (8, B) définit une mesure vectorielle u® sur
(10,112, 8 ( 10,112 ) a valeurs dans Ly (Q, &, P ) telle que :
1P (170.41x10,61) =P Bg . By ) - P (B, 0) - D (0, Bp ) + D (0,0)

- Au processus @ (8, B ) on peut associer des mesures vectorielles
(R — 1 4 sur (10,112, B (10,112)) possédant les propriétés suivantes :

* pour @; appartenant & €4 p ( R2),A=]a,b]x]ec,d]letk € {1,..4} on
peut définir une intégrale stochastique de ®; (8, 8) 14 par rapport a u (%) qui est la
limite dans Ly (Q2, &, P ) de

k N n . .
(L0 B, 8,087 A1, Ny 0i (1], a] 1 Ti=1i ),
i j ai, a 1

est une suite de partitions de ]0,1] dont le pas tend vers zéro et
A:;-=] a? ’a?+1 ] X ] a;" 'a_'jl+1 ]

* pour toute fonction y appartenant a € 4p R):

VoD (By,Bp)-wo®@(Byg,0)—yod(0,Bp)+yo°d(0,0)

L

_ (&) (k)
=& i H hoaxios ¥ cPEA).
On a en particulier p(1) = n?®, et, pourA=]la,b]lx]e,d]

(ad) od

2
1))
“4(1A)=6J lA(u,s) -é;é;) (ﬁuyﬁs) duds

(0,12



La formule précédente est du type formule de It6 ; elle donne une représentation
de y o @ qui fait intervenir des intégrales stochastiques au sens de Itd et au sens
de Skorohod, elle étend un résultat prouvé dans [2].

Dans le paragraphe II on considére deux semi-martingales (Xz) = 1,2,

indexées par [0,1] et telles que :

4 t

0

ou hy, et g sont des processus prévisibles appartenant a

Ly (10,11xQ, 38 (10,112) ® ¥, 1 ® P ). On note 2 la tribu sur 10,112 x Q engendrée
par: {la,blx]c,dl1xF: a,b,c,de[01,FeFgprcl

On établit que le processus X; ® X5 = (X; (1) X3 (s) )(y,s) e [0,1]2 définit une
mesure stochastique u X; ® X, sur (10,112x Q, 9 ,) a valeurs dans Lo (Q, F, P ) et

on donne une représentation par des intégrales stochastiques au sens de It6 de

pX; ®X, (h) pour h processus élémentaire 9 - mesurable.

Dans le paragraphe III on consideére des processus (Xp) =1, 2 tels que
X =00k By )du € [0,1]> Pk € oo p (R) et on prouve que les puissances de
X; ® X, définissent des mesures stochastiques sur ( ]0,1]2 x Q, 2,), & valeurs
dans Lo (Q, &, P).

Le résultat démontré dans [2], n'est pas utilisable car X; ® Xy n'est pas
2 A - mesurable. Cependant, en utilisant l'intégrale de Skorohod il est possible de
donner une autre représentation de u X; ® X, 1p) (A=1a,blx1c,d]1)qui

permet d'établir les résultats annoncés (paragraphes V et VI).
Les paragraphes I et IV donnent les définitions et propriétés nécessaires
concernant les mesures stochastiques et l'intégrale de Skorohod respectivement.

I - MESURES STOCHASTIQUES. GENERALITES
Les références sont : [1], [5].

1 - Définitions
Soit (€2, ¥, P ) un espace probabilisé, soit T = ]O,I]d et soit
d
i=1

On note @ (T) la tribu borélienne sur 7.
3



1.1 - Tril 4visibl
Soit (¢ (A ))A e 4 une famille de sous tribus de & telle que :

A c B = ¢(B) c¥¢ ).
On appelle tribu prévisible, la tribu @ sur T x Q engendrée par la semi-algebre :
A={AxF:Aed,Feg(A)).

1.2 - Différents espaces de processus prévisibles

On note X () l'espace vectoriel des processus prévisibles, & valeurs

réelles et bornés.

On note x,‘, (2 ) le sous espace vectoriel de %, (2 ) tel que :
n .

ou A € 4 et ap, est une variable aléatoire ¢ (A, ) - mesurable et bornée.

1.3 - Mesure stochastique

Une mesure stochastique sur ( T'x Q , 2), a valeurs dans Lp Q,F,P), est
une application y de £ dans Lp (Q, ¥, P), o-additive et vérifiant :
VAxFed : p(AxF)=1ppAxQ).

2 - B e » I »
Dans ce paragraphe intervient une seule tribu prévisible 2, pour
simplifier les notations on utilisera %, et x}, au lieude ¥, (2 ) et x}, 2).

Pourp=20 LP(Q,SF,P) est l'espace Lf(Q,?,P);pour p=0
1flo=E(| f| A1) pour0O<p<1 |flp=E(|f|P),pourp21 |f]p estla

norme usuelle.

2.1 - Théoréme

Soit &' l'agébre engendrée par f, soit 4 une application additive de &'
dans Lp (Q, &, P ) vérifiant :

i) VAxFed pAxF)=1p p(AxQ).

i) u (@) est une partie bornée de Lp (Q,&,P).

iii) Pour toute suite décroissante (D, )5, ¢ [N d'éléments de &’ telle que

ND, =0 ona: liml]u(Dn)HP:O.
n

n
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2.1.1- Alors u admet une extension sur & qui est une mesure stochastique, a
valeurs dans Lp Q,&,P).

2.1.2 - L'application g définie sur x}, par:

n

u(h)zz oy 1 (A, xQ) sih=z aklAk
k=1 k=1

admet une extension, notée également p , sur Xp, a valeurs dans Lp Q,&,P),
linéaire et telle que : pour toute suite (hj ), ¢ [N d'éléments de X qui converge
vers h élément de X et qui est uniformément bornée, la suite (1 (b, ) )y ¢ N

converge vers i (h ) dans Lp (Q,#,P).

Dans certains cas on peut prouver l'existence d'une extension linéaire de
u, définie sur un espace X contenant Xp, a valeurs dans Lp (Q, #, P) et telle que le

théoreme de convergence dominée reste valable. Les éléments de X sont alors
dits : u-intégrables. Le corollaire suivant en donne un exemple.

2.2 - Corollaire
Soit u une application additive de &' dans Lp (Q, #, P) vérifiant :
VAxFed : t(AxF)=1pu (A xQ).
Pour h élément de x}, on définit u (h) comme en 2.1.2.

Soit % un espace vectoriel de processus prévisibles, stable par V et A et tel
que :

-Xpc X
-VheX,VgeXp hgekX.

Soit 6 une application de ¥ dans IR, telle que :
IDVhesy: Jpt)p<ot)

i) (2] <|g]| =om) <o@
iii) Pour toute suite (A, ) ¢ IN de * qui converge simplement vers 0 et qui

est dominée par un élément de X, la suite (0 (hy, ), ¢ IN converge vers 0.
Alors u satisfait aux hypothéses du théoreme I.2.1 et admet une extension

linéaire de X dans Lp ('Q, &, P). De plus, si on note p cette extension on a :

5



221-Vhex [uMh)lp<6n)
222-VheX,VAXxFeR:ulhlgaxF)=1pphlaxQ)

Remarque. 2.2.1 implique que le théoréme de convergence dominée est valable
pour y, sur X. Le résultat est évident quand X =Ly (T'x Q, 2, v)ou v est une
probabilité et | () |y=1h 1,V h e %,

3.M tochasti iée 3
Soit X un processus sur (T'x Q, B (T) ® & ), a valeurs réelles et tel que :
VteT, X; eLp (Q,%,P).
Pour A élément de %, on note Ag X la variation de X sur A.

Soit @ une tribu prévisible sur 7' x Q.

Tout élément D de &' peut se mettre sous la forme :
k

U(A;xF;)ou A;xF, e etAimAj=Q) sii#].
1
' k
L'expression 2 1 F; A AiX ne dépendant pas de l'écriture de D,on peut définir
i=1
sur &' une application additive X, a valeurs dans Lp (Q,,P)par:

k
pE D)= 2 15 8, X.
i=1 !

Si pX satisfait aux hypotheses du corollaire 1.2.2, son extension a 9 est appelée :
mesure stochastique associée a X, son extension & X : intégrale stochastique par
rapport a X.

II - PRODUIT DE MESURES STOCHASTIQUES

1 - Hypoths I tati

| Soit (2, #,(F¢ )t e [0,1]) Bt )t  [0,1]» P) un mouvement Brownien
standard & valeurs réelles. Soit T =]0,1], soit #1 ={A =]a, b] : @, b € [0,1]} et, pour
A =]a, b] soit ¢ (A)=F, ;on note 2 la tribu prévisible sur T; x Q engendrée par
AR={AxF:A e, Feg) (cestlatribu prévisible usuelle).

Il est bien connu que dans ce cas, pour p = 2, les hypothéses du corollaire
I-2.2 sont satisfaites par uB quand : '

x=L2(T1XQ,.91,l®P)



6 (h)=jhle (=] )9

Il résulte de l'inégalité de Burkholder qu'elles sont également satisfaites
par uB quand p=4et:

=Ly (Ty xQ,21,A@P)

0 (h)=16 |hl4
1

Dans la suite on écrira { h(s)d B, aulieude uP(n) et on utilisera les propriétés de

0
cette in_tégrale et en particulier le calcul stochastique, sans justification lorsqu'il
s'agira d'utilisation classique.
Soit T, = ]0,1]2, soit 8, ={A = I?I la;,b;1:a;,b; €[0,1]) et, pour A € «4,, soit
A\A)=F; pq, et EvA) =Sl"':vaz ; on note 2, la tribu prévisible sur T, x Q
engendrée par Ry = (AxF:A ey ,Fe@)(A)) et Py celle engendrée par
Ry = {AxF:A e hy,F €€y (A)), on note B la tribu prévisible sur 75 x Q
engendrée par les processus déterministes indexés par T5. Soient X et Y deux
processus sur ([0,1]x Q, 8 ([0,1]) ® ¥ ), adaptés a la famille (F; ) ¢ [,1]; 0n
note X ® Y le processus sur ([0,112xQ, 8 ([0,112) ® & ) tel que :
X®Y(s,t)=X(s)Y(t). Si X est constant et égal a4 a on utilisera la notation ¢ ®

Y.

Soit A € &y , alors 4, X®Y) =(X, -X, )(¥,,-¥,).

Dans le cas particulierot X=Y = ona:
1

EWQ,(B®B) |8,4))=E@A,(B®B) | eAcA))=[ 1, u,u)du.
0

Soit V le processus sur ([0,12xQ, 8 ([0,112)® F Ytel que V(s,t)=5s At, alors
1

A, V= J 1, (u,u)du etV définit une probabilité sur @ ( [0,1]2 ) ® ¥ ) notée v.

0
La famille de tribus (¢ V(s,,) Ys,t)e Ty telle que & X ¢) =F , v, ne satisfait pas

a la condition F' ,, par contre la famille de tribus (5’(/:’ t))6.t)eT, telleque

F 1) =F 45 satisfait alacondition F etona:¥; ,=F,y, . Le processus

B ® B -V est une martingale faible relativement a la famille (¥ z )Xo, t) e Ty "

Afin d'alléger les notations on écrira parfois dans la suite Lp (P),Lp A ® P),

7
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Ly(A®A®P),Ly(v®P)aulieude Ly (Q,F,P), Ly (T1 xQ,B(T)®F ,A® P),
Lp(ToxQ,B(T)®F,A®A®P), Ly (TgxQ, B(Ty) ®F,v ® P) respectivement.

2.p it
Soient h; et ho appartenanta L4 (T} xQ, 21,4 ® P). Pour i € {1,2} soit
M; la martingale telle que :

Mi(s)=J h; w)dp,.
0
Alors :

i) Le processus M1 ® Mo définit une mesure stochastique sur (Tg x Q,24) &
valeurs dans Ly (2,5 , P).
ii) Pour tout h appartenant a X5 (2, ):
122 @) L,y SC O, by, hy)

ou C est une constante

et 0(h,hy, k)=l uep 1PA @RI 0e10P)
+hol, aery 1B ®1) I aer0p) * 12 (A ® AL, () -

iii) Pour tout A appartenant a x}, (#2,) ona:
1 3

My @My .
u (h) =J hy(s) (J h(s,u) hy(w)dB, ) dB,
0 0

1 1
+J ho(s) (I h(u,s) hy(w) dBu)dB,+J h(u,s)h @) hy(s) v (du,ds).
0 0

(0112

Démonstration.
Soit A un élément de x}, (2, ) il existe alors tme partition de ] 0, 1 ] de la forme

{(Aj=]aj.1,ai],i=1..n} telleque:

n n
h =2 Z aij lAiXAj

i=1j=1

e;; étant &F —mesurable et borné.

“i—lA“j-l

Pour s fixé le processus (A (1, s ))y ¢ 10,17 est £1 — mesurable et :



38
n n

J u,s)h, (u)dp, Lo 121 121 o;; La, (s)J A, W h,WdB,
0 0

8

Soit H, (s)—z Z 0 1y, (S)J 1, (u)h, (W)dp,
i=1j=1 t
0

H; appartientaLy (T'xQ,21,A®P).

Par conséquent on peut définir :

8

1 aj
JHl(s) hy(s)dB, = Z Z [ ho(s) (J 1, @) hy (w) dpu ) dB,

LoP) i=1j=1

0 0

Gji-1

Le méme raisonnement est valable pour h(s, u) et
8

Hy(s)= Z Z o; 1y (s)[ 1, () by () dB,.

i=lj=1
0

Orsi A=]ay,b;]1x]ag, bg] =A; x Ay
by by

Ay (M, ®@M,) = hl(u)dﬁu[ hy (w)dB,
Jal a9

1 8

r r

= | 14, YAy () (| 15, () hy(u) dB,) dB,

o

0 0
! ?

+ lAz(s)hz(s)(J lAl(u)hl(u)dﬂu)dﬁs
Jo 0

1

+J 1y, ()14, (s) Ay (8)hy(s)ds.
0

Par conséquent :
M @My
0

ai-1
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s 1

ey
+ J h2(s)(J1Ai(u)h1(u)dBu)st +J 15,601, (5 by (8) by (s ) ds )
ai_1 0 0

1

1
= J hy (s)H,(s)dB, +J hy (s YH,(s)dB, + h(u,s ) (hy @ hy) (u, s )v (du,ds).
0

0 (0112

o =

1

et Tu %) Iy gy JE((hl (s)Hy(s))’)ds

(=]

1
2

1
+ JE((hz(s)Hl(s))zds + 1A ®hy) i, ep)-
0

1 1

or E([h, (s)HJ-(s)]%s(E([hi(s)]“»EE([A&(s)]“)2
1

mais H,(s) = h(,s)h (u)dB,
o [reom

0
1

et E((H,(s))*)s C [E([h(u,sml(u)]“)du
0

. M1®M2
d'ott | u B ey Cll ol aep) 123 ®1) ] ae2rep)

+ 10 laep) 1A (1®R) 11, aer0P)

+ uh(h1®h2)HL2(v®P)

Pour tout h, # 5 — mesurable on peut définir :
6, by hy)=l bl aep) lA (A ®1) ], a010P)
1 hlaep) 1A (1 @) L, nerep) +1R (A @Ry L, 0p)

Soit % (hy ,hg)={h:h 25~ mesurableet 6 (h,hy ,hg)<+ oo}.

Alors les hypotheéses du corollaire 1.2.2 sont satisfaites d'ou i) et ii).

10
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3 - Corollajre ,

Soit h appartenant a Xp (2, ) et tel que : pour s fixé les processus
(h(s,u))y ej0,1] et (A (u,s))y e10,1] sont 21 — mesurables. Alors il existe des
processus (Hj); =192 appartenanta Ly (T'xQ,2; ,A®P ) tels que :

8

App H2(s)=Jh(s,u)h2(u)dBu Hl(s)=Jh(u,s)M(u)dBu

o 0
1 1
My ® M.
et 1 1® 2(h)=J hl(‘c;)lﬁlz(s)dB,+Jh2(s)H1(s)dl3s
o 0

+J h,s) (b ®hy)(u,s)v(du,ds).

0,112
D’ qI I.

Si hex;(2,),h satisfait aux hypothéses du corollaire et :
A1 1

(B)= | hy(s)Hy(s)dB, +J ho (s ) H, (s ) dB,

o

My ® My

0 0
.

+ hu,s)h,®hy)(u,s)vidu,ds)

“roa1

r.s 8

ot Hi(s)=| h(u,s)h, w)dB, et Hz(s)=Jh(s,u)h2(u)dBu

o

0 0

[ o8 8
Les processus Jh (w,s)h, (w)dB, et h(s,u)hy(u)dp,

\"0 b el01] 0 se(01]
admettant une modification qui est £;-— mesurable, c'est celle que 1'on utilise.
Soit A satisfaisant aux hypotheses du corollaire et soit (hy ) ¢ IN une suite uni-

formément bornée de x}, (2, ) qui converge simplement vers A :

19 M M,® M,

2 2))nen converge dans L, (P)vers u (h).

11

M
Alors (p
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Il est évident que :

h,@w,s)hy®hy),s)v(du,ds) converge

o1 e N

dans L, (P) vers h(u,s)(hy®hy)(u,s)v(du,ds).

(011
1 ]

Intéressons-nous a J h,(s) J h,(s,u)hy(u)dB, |dB,

0 Y nelN

8
On pose H'z‘(s)=[hn(s,u)h2(u)d3u.
0
Ona: (H;), . suite d'élémentsde L, (TxQ,2; ,A®P)
1 1

et J' E[Hy(s)-Hy (s))1ds < CJ [E[(hu(s.u)-hm(s,u))"'(hz(u))"'] du ds.
0 0 0

S ClG=hn) R ®D 7, nerop)-

Par conséquent la suite (H; Jnen convergedans L, (T; xQ,2,,A®P)scit Hyla
limite . D'autre part , pour chaque s:

J'h(s,u)hz(u)dﬁu
0

est bien définie et ¥ — mesurable, soit H (s ) ce processus, on a :

2
3

ELH$)-Hy)P1=E| | ((s,u)~h,(s,u) hy()dB,
2 2

0
s

= IE[(h(s,u)-— hn(s,u))z(hz(u))2]du-
0

12
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Par conséquent (Hy(s)), . v converge vers H (s ) dans L, (P ). Or il existe une sous
suite (H" () ) e IN telle que:
App  limE (A ) (s)-Hys)?) =0,

Par conséquent pour presque tout s:
3

H2(s)=H(s)=J h(s,u)hy(u)dB, (Pps)
0

Enfin
1 1 1

[E((J hl(s)H'z‘(S)st—Jhl(s)Hz(s)dﬁs)z)JE
0 0
SIhy I, aepy 1 Ha-Ha Iy, aop)

d'ou le corollaire.

4 - Proposition

Soient A1 et hg appartenanta L4 (Tq xQ,21,A®P).
Soit X (hy,hy)={g,®g,:g; est 2, mesurable,g; h; e L, (T, xQ,2, ,A®P)}.
Soit #2(hy ,hy)={gh:heXx;(®,),gex (hy, hy)).

Soit (M;); =1, 2 les martingales telles que:
t

M,-(t)=J h; (s) dB,.
0

M) ® My : 2 . My ® Mg
Alors u admet une extension sur X (A, , h, ) notée également u ,

avaleurs dans L, (P) et telle que:
i)pour ghe *2(hy,hs):
My ® Mg
I u (gh)"Lz(p)SCG(h,glhl ;gzhz)
ii) Powr g =g, ® g, appartenanta X(h,,h,)l'applicationquia s e x}, (2,)
M{®M
associe u ! 2(gh ) définit une mesure stochastique sur (T, xQ,2,) a
valeurs dans Lg (P ) vérifiant :

M, ® M. Ny ®N.
b (g, @8 =0t P )

13
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t

ot N; estla martingale telle que : N;(¢) =J g; (s ) h;(s)dB,.
0

iii) Powr 2 appartenant a x}, (2, ) l'application qui & g; ® g, associe

M; ® My s .
7 ((g, ®gy) h) est additive au sens suivant :

.sigi=k2 8 & avec“:gl,k®g2 g € X (hy,hy).
=1 ?

M, @M M, ®M
Alors : u 1 2((g1®g2)h)=k2;c'# ! 2((8'1,k®g2,k’)h)

et posséde la propriété de convergence dominée suivante :
* Pour toute suite (g7 ®gj,), . yd'élémentsde X (h, , A, ) telle que : pour chaque i

la suite (g} ), . converge simplement vers g; en étant dominée par f; et

. M @My o n
f1®fye X (hy,hy);lasuite (u (g, ®g5) 1)), .y converge vers

M; ® Mo
i (g, ®gy)h) dans Ly (P).

Dé trati

Soient (g;);_, o deséléments de %, (2, ) (alors g, ® g, appartient 3 % (4, , hy))
Soit h appartenant a x}, (24).

1l existe alors une partition {]Ja; -1 ,a;1i=1..n} de 10,1] telle que:

n

k
gk:ig Yilia; _;,01 k=1,2

=2 X ol W;=lay,q]xle_y,ql).

i=1j =1

Le processus (g7 ® gg ) A s'écrit alors :

27, 1; o

L - My @ My
On définit alors u (g, ®g,)h) par:

14
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a; a;

J
IR AAij(M1®M2)=Z N (s)st)(yJ?I hy (s)dB,)
iJj vJ

a -1 aj-1
a; .

(] aj
=Z o ([ 8 (s)hy(s)dB,) (J go(s) hy(s)dp,)
ij

a1 -1

Les martingales N1 et N9 définies par:
t

Ni(t)=Jg,-(s)hi(s)dl3s
0

satisfont aux hypothéses de la proposition II-2 eton a:

M; ® My Ny ®N, )
U (g, ®g,)h)=p (h) parconséquent

M ® My M; @ My

Soit g, ® g, € X (h,,hy) etsoit, pour hex},(S"A):
M;® M, Ny ®Ny
I} (g, ®g)h) =p (h).

Pour suite des hypotheses et de la proposition II- 2 on a également :
M; @My
"Au ((g1 ®g2)h)"L2(P) < Ce (hyhlg]_ 7h2g2 )
etpowr h=al, e*;(2,)
M ® My Ny ®Ny Ny ® N M; ® M,
u ((g1®g2h)=u (h)=au— (1A)<Q)=aﬂ ((g1®g2)1AxQ)

, . . . 1 . MM,
Par conséquent l'application qui & A € X, (2, ) associe p (g, ®g,)h)

définit une mesure stochastique sur (]0,1 12xQ, 2, ). D'ou i) et ii):
r
Soitpouri=1,2 g;= zgi p avec g, ,®g, .. €eX (hy,hy)
k - 1 b 2 2

onaalors: V(s,t)eTy:
s t

(Jg1 (u)hl(u)dBu)(J'gz(u)hz(u)dBu)

0 0

s t

= kz;z' (ng,k(u)hl (u)dﬁu) (ng,k'(u)hz(u)dﬁu)
% 0

d'olt la premigre assertion de iii).
15
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Pour la seconde assertion de iii) il suffit de vérifier que pouri =1, 2 et pour chaque
¢

tde 10,1 ]la suite ( J h,(u)g; w)dB,), . v converge dans L, (P)vers

0
¢

J h;(u)g; ) dp,. Ce qui résulte immédiatement des hypothéses.

0

5 - Corollaire,

Sous les hypothéses de la propositionII- 4 ona:Vh e x,l, CIOE

M{®M

p 2y =pP P (@ hy Y h)

M;®M

b2 (g, g R =P ®P (hy gy ®hygy ) h) =P ®P (g, ®gy) (B, ® By ).
6-P iti

Soit hy; et ho appartenanta Ly (Ty; xQ,2;,A®P).

Soit M et V les processus tels que :
t t

M(t)=J' h, (s)dB,, V(t)=jh2(s)ds.
0 (i}
Alors :

i) Le processus M ® V définit une mesure stochastique sur (T9 xQ, 2, ) &
valeurs dans Ly (Q , & ,P).

ii) Pour tout A appartenanta Xp (2, )
14
1 5®Y @) I,y < CO by, hy)
ou C est une constante et 6 la fonction introduite dans 1'énoncé de la proposition

II - 2.

iii) Pour tout 2 appartenant a xi (#,) ona:

1 8 1 s

1MV ()= Jhl(s)(] h(s,u)hz(u)du)dﬁﬁj hz(s)(J hu,s) by () dB, Xds.
0

0 0 0

Démonstration,

Cette démonstration differe peu de celle de la proposition II - 2. La
différence provient de la représentaitonde A4 M ® V).

Soit A=Jay,b11x]ag, bgl=A1 x Ag alors

16
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o1 S

Ay M®V)=| hy(s)1y (s)( holu ) 1,,(u) du) dp,

% o/

0 0

A1 s

1 hp(8)1,,(8) (| hy ()1, (w)dB,)ds.
J .

r

% 0

Soit h wn élément de % (2, ) tel que :

h= 22 22‘%1L4xA

i=1 j=1

On introduit le méme processus H; qu'enII- 2 et le processus Hy :
8 3

Hz(s)-Z Za,,lA (s)JlA (u)hz(u)du-J h(s,u)hy@)du.
i=1j=1 A o
H, et Hy appartiennenta Ly (TxQ,21,A®P). Alors
1 1
V(h)=J hy (s)H, (s )dB, +[ hy(s)H, (s)ds
0 0
),y € CLOG, Ay hy) =R (B @AY Iy, 0p)]

d'ou la proposition.

MRV
et | u

7 - Remarques,

7.1- Enfait M ® V définit une mesure stochastique sur une tribu prévisible
plus grande que 2, .

Soit pour A=]a,,b;1x1a,,b,] ‘@k(A )=F,, etsoit 9}\ la tribu prévisible
engendrée par {AxXF,Ae H,,F¢ gj\(A)}.

Soit A € x}, (.9}\ ). Alors, pour s fixé le processus (A (x,5)), c101; €5t

21 — mesurable et
S

HI(S)=J h@,s)h, (w)dp,
0

est bien défini
8

D'autre part le processus : H, (s )= J h(s,u)hy,(u)du appartienta

0
17
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Ly(TxQ,21,A®P). On vérifie facilement que le résultat de la proposition II.6
reste valable si l'on remplace 2, par 9}\.

7 .2 - On peut énoncer un corollaire analogue au corollaire II - 3.

8 - Proposition,
Soit hl et h2 appartenant 4 L4 (1011xQ y 21,4 ® P). Soit X (hy, h2 )
et %22 (hy,hqy) les espaces introduits en II - 4.

Soit M et V les processus tels que :
t t

M(t)=J hy (s)dB, ,V(t)=J hy (s )ds.
0 0
Alors uM® v admet wne extension sur #2 (hq » hy ) notée également uM® v ,a

valeurs dans Lgy (P) et telle que:

i)Pour gh € #2(hy,h9):
MV

ii) Pour g=g, ® g, appartenanta X (h,,h,) l'applicationquid h ¢ x}, (2,)
associe uM® v (g h ) définit une mesure stochastique sur (T, x Q , 2, ) a valeurs

dans Lo (P) vérifiant :

MeV NOW

i gh) =p (h)

ou N et W sont les processus tels que :
t t

N(t)=J g, (s)h (s)dB,, W (t)=J g8, (5 ) hy(s)ds.
0 0

iii ) Pour h appartenant a x}, (2, ) 'application qui a g =g, ® g, associe

,uM® v (g h ) est additive au sens suivant :

r
=1 ’ ’

alors 1®7 (g, ®g;)h) =ka,uM®V«g1,k®g2,k')h>

et possede la propriété de convergence dominée suivante :
* Pour toute suite (g] ®g5), .y d'éléments de X (A, , h, ) telle que : pour chaque i
la suite (g? Jp e v COnverge simplement vers g; en étant dominée par f; et
f1® foe x(hy,hy),lasuite uM® V((g’f ®gy)h), . N converge vers
18
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1M®V (g, ®g5) k) dans L, (P).

Démonstration,

Il suffit d'utiliser les mémes arguments que dans la démonstration de
II- 4.

9 - Corollaire,

Sous les hypotheses de la proposition II - 6 et en notant A le processus tel
queA(#)=41(]0,t]) ona:
Vhexy®,):

1V Ry = PR @Ry R)

1V (g, ®g,) k) = PP (hy g, ® hygy) k)= 1P O (g, ®gy) (B, ® hy) h).

10 - Remarque,

Soient M et V les processus introduits en II.6. Le processus V® M
vérifie :
VAeR,: A=A xA, Ay (V®M)=AA2><A1 M®V).

Soit h e %} (2,) etsoit A" telque: A" (,s)=h(s,u).
VM M®V(h-u)

Alors h" e #,(2,) et: p (h)=p
Compte tenu du fait que 8 (h , ho, 1) =0 (h*, hy,hy) uV®M jouit des mémes

®

propriétés que uM v (pour la remarque 3-7-1 il faut considérer gi A=¢%, 9 Yeten

particulier pour A € x}, (2,)

1 38 s
,uV®M(h)=‘[ hy (S)(J h(@,s)hy(u)du )dﬂs+J h2(s)(J h(s,u)hy(u)dB,)ds.
0 0 0 0
La proposition suivante est évidente.

1

11 - Proposition.

Soient Ay et hg deux processus appartenant a
Ly([011xQ,B(T)®F ,AQ®P).

Soit (V;);=1,2 les processus tels que:
t

Vi(t)=J h; (s )ds.
0
Alors
i) Le processus Vi ® V5 définit une mesure stochastique sur (T x Q , B (T3) ® &)

a valeurs dans Lg (P ).
19



20

ii) Pour tout A € Xp (P ):
Vi®V
It PR gy < €Oy By hy)

iii) Pour tout h € Xp (2, )

218202 | B ) hy(s) R, s) duds.

(0,17

III - MESURES STOCHASTIQUES SUR (T9xQ, 2, ) ENGENDREES
PAR B8 ® B.

1 - n! I l IC ! r'd 2;
La notion de mesures stochastiques engendrées par un processus

X=X,) fo1f a été introduite en [1] et [2], pour établir sous certaines hypothéses
tel0,

une formule de It6.

Plus précisément :

Soit T=[0,1 ]¢ muni de l'ordre partiel :
s=(sj)i=1..dSt=0li=1..deVi=1l..dsj<t

d
onnote ]s,t] lepavé : [Ills;,t ]
i=1

Soit & ume tribu prévisiblé sur (T'xQ)etsoit X=(X, )t 4 U processus sur

el[0,1]
(Q, & ) avaleurs réelles tel que :

i) Les trajectoires de X sont continues

ii)Ve,VbeT : t<b,latribuengendrée par {(X;) s<t} estune sous tribude
¢(1t,b61).
iii)I melN* : Vk=1..m leprocessus X® définit une mesure stochastique,

notée uk , sur (T'xQ,2 ) avaleurs dans Lp P).

iv)Vk=1..m leprocessus (sup le Ik_m )
g<st

k.
est p —intégrable.
e[0,1 ]d K gr

Un processus X de ce type est appelé Lp (P) semi-martingale d'ordre m. Il
existe alors des mesures stochastiques (u(8) ), = 1 .msur(TxQ, 2 ), avaleurs

dans Ly, (P) et telles que, VA € Xp (2 ):

k
1-1 P wy=2 Xt
r=1

k
1-2 45 m)=2 Cu”ax")

r=1

20
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Les mesures stochastiques  (u(%) )k =1 ... m sont appelées mesures stochastiques
engendrées par X (u(1) =yl =y X ), Le processus B ® B ne satisfait pas a la
condition ii) quand # =2, et ne satisfait pas & iii ) quand 2 = ?y. Cependant les
résultats établis en II vont permettre d'établir l'existence de mesures

(u(k) )b e N* telle que :u(k) =0 si k25 etvérifiant1.1 et1.2.

2 - Notations.

On note : 8 l'espace vectoriel des fonctions ¢ de R dans R qui sont
continues et dominées par un polynéme. On note €3 D l'espace vectoriel des
fonctions ¢ de R dans IR, de classe Cy et tellesque: Vre {0,1,2} ¢o(M¢ €p -
Par conséquent, si ¢ € €2 p,Vr e {0,1,2} le processus o(r )(B) appartient a
Ly(Ty,xQ,21,A@P).Dautrepartsi (9;);j=1,2 et (yj)j=1, 2 appartiennent
4 €p, le processus y; (B ) ® y3 (B ) appartient a X (91 (8 ), 2 (8 )).

Pour @ fonction de R2 dans R, on notera d; | j @ la dérivée partielle :
o't

—— quand elle existe.
0x 9y

3.P 16t

Soit (X; ) p =1, 2 des processus tels que :
t t

Viel011X, (t)=J 9, 8,)dB, ou Vtel0l1]X, (t)=J oy (B, ) ds.

0 0
Le processus X, ® X, est de l'un des types considérés en II, pour 4 € x}, (2,)

l'application de €p x€p dans Lo (P) quia (yi, yg) associe

X;9X
pt 2((1;/1 (B)® vy, (B)) h) estbilinéaire ; il existe alors une application linéaire
unique L de € D ®e D (produit tensoriel algébrique) dans Ly (P ) telle que :

X; ® X “
L(y;®y,)=pu ! 2(1V1 (B) ® yy (B) k). Par conséquent V¥ =k21(y/1,k® Voy)

i X19Xo S X8 X,
on peut définir (‘P(ﬁ,B)h)par:kZu (y1, B)®yy L, (BNA) et
=1

X; ®X
l'applicationquia 4 € x,l, (2, ) associe p 1772 (¥ (B, B) h ) définit une mesure

stochastique sur (Ty x Q , 2 ) & valeurs dans Lg (P ).

21
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4 - Proposition,
n
Soit¢=k21<p1,k ® @y OU @; , €8y ).

Alors le processus @ (3, 8) définit une mesure stochastique u sur (Te xQ, 2, ) a
valeurs dans Ly (P) et telle que:
Vhe x,l, (2,)

1
)= 0,0 B BN+ 5 W MR 3,0 B, BN+ 1 PR3y ® B, B

1
+ T H R 3y @ BB

Démonstiration,
La formule de It6 donne, pouri=1,2 et k=1..n
t t

1
¢i,k(ﬂt)=J‘P’i,k(Bs)dﬂs+§—J ‘P",-,k(Bs)ds

0 0
t ¢

soit Mi,k(t)z‘[ ,k(B )dB, , Vk(t) [¢,,i,k(ﬁs)ds‘
0

Alors <1>(B,B)=k21¢»1,k B)® o, 4 B)

n
1 1
=k2=41[(M1,k®M2,k)+'2_[(M1,k @ Vo p )+ (V) 1 @My )1+ (V; , ®V, ;)]

les propositions II - 2, II- 6, II- 11 et la remarque II-10 impliquent que ® définit
une mesure stochastique p sur (Tg x Q, 2, ) avaleurs dans Lg (P).

Les corollaires II-5, II-9, la proposition II-11 et la remarque 1I-10 impliquent que
1

u<h>=2 o 4 BI®, , B
2 WP R B9 BN +u" P k(07 , B ® 5, B

k=1
n

X e, B)®0" , B

k=1

e ww.

La propriété Iil - 3 implique l'expression annoncée pour p (h ).

22
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5 - I] rd Y
n
Soit (I>=hz1 01, @ g OU 9, , €€y .
Alors

5-1. ¥V n € IN* le processus (® (8, B ))* définit une mesure stochastique u”
sur (To9 xS, 2, )avaleurs dans Ly (P).

(n) )

S5-2. On peut définir des mesures stochastiques (u - par la formule

IIT - 1.1 et la formule III 1.2 reste valide.

5-3 Ona pW=pl, yn) =0 Vn25 et:
Vhexi(S’A)

1@ (h) =21 P 3, (@B, B) 3y, @ B, BN+’ O 120, 103, @ +3, 1Dy @] (B.5))
1

+ 1t PP 120,03, (@ +3),0 3, P16, B) + 5 it PR [2 35, @ 3,y @ + 20, (@ 3, ,O

+20, @) + 3,0 35, 15, B)).

1Ph )= 30" B Mk @107 8, 0@ ) (B BN + 30" ©P(h 3y (7319 ) (B, B)

3 R

g ¥
uBwy = 6u)'®l(h [(9, oq’) (301<D) 1B, B).

En particuliersi @ (x,y )=xy, ®(B,8)=®B
et u2)(h)=2uB®B L BB + 2uBOPA L B®1)+2ur®B R A1 ®B))
+urt @A (),

pBl(h)=3uB®OA (h (B2®B)) + 3urOB (R (B®P2))+6urt OL (h (BOB »

p4) (h)y=6pr ®L (4 (B2 ® B2)).

D& trati
®dn est du méme type que ®, 5 -1 alors de la proposition III - 4. La

propriété III - 3 et la définition de u impliquent que :

VpeIN* u"(hd”)est bien défini, que l'application qu1 ahe xb (2, ) associe

1" (h @) définit une mesure stochastique et que

pt e B,8) = PP m(dPa, 0" )(B,ﬁ))+§uﬁm(h(<bpal,2<b")(ﬂ ,BY)

23
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n 1 n
+%u‘®"(h(¢l”a2,lq> YB BN+ H O (R (P23, @) (B, BY.

Par conséquent, pour tout 2 € IN* on peut définir une mesure stochastique u(k)

sur (ToxQ, 2, ) telle que :
k

Vheri@, wPm=2 @F "Cp"®e* " @, ).
n=1

On vérifie facilement que la formule III - 1.2 reste valide.
Si k=1 on a évidemment p(1) =pl,
Pour £ 22

k

n=1

k
+= PO 21(-1)" TMCH@ 3,07 (B, 8))

k
dm 2 @0 " 8,,97) (B, 8))

n=1

-+

oo b

k
+— 1P X 1T CL@" " 3,,0") 8, 8))
n=1

S

d'oui, aprés simplification 5.3.

6 - Remarque
Soit IV B ) E=12 deux semi martingales telles que :
t t
Nk(t)--J hk(S)dﬂs+J gk(S)dS
0 0

ou A, etg, appartiennenta‘le (T;x Q,2,,A®P),(Vp21).
AlorsV‘Peep,‘P(Nk),q’(Nk)hk,(P(Nk)gk appartiennent A L, (T} x Q,2 |,
A®P).

n
Soitd>=k§_f.1 P1p ® P2 »0ip €€y

En utilisant les mémes arguments que dans la proposition 4 et le théoréme 5, on

vérifie facilement que le processus ® (N, , N, ) définit une mesure stochastique p
sur (T, x Q, 2, ) avaleurs dans L, (P), que 5 - 2 reste valide, que ()= pour

n25etqueu(") pourn=1,2,3,4, s'exprimeél’aidedesmesures,u5®B,

®A A A®2 N{®N Ni®<No> <N{>@N
#p , 1 B,u , ou des mesures u 1 2 , 1 1 2 1 2

24
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t

<N{>®<Nyo> 2 ) (n)
i (<N,>, = h} (s)ds)et dans ce cas l'expressionde o " est

0

du type des expressions écrites en 5 - 3 en remplagant B® 8 par N, ® N, , 3 ® 4
parN, ®<N,>,A®B par<N,;>®N, ,A®4 par<N,;>® <N,>,(B,p) par

(N, ,Ny).

IV INTEGRALE DE SKOROHOD
Les références sont [7], [8], [9], [12].

1 - Définiti ¢ Notati
Soit (Q, &F,(F¢ )t € [0,1] Bt )t € [0,1]» P) un mouvement Brownien

standard a valeurs réelles.

1.1 - Intégrale stochastique multiple,
Si m € IN* on sait définir l'intégrale stochastique multiple de

fm € Lo ([0,1]7m, A® ™M), cette intégrale notée I, (fn, ) appartient a Lo (P) et est
égaleam!d , (f,)oud,, (f,) estl'intégrale stochastique itérée de f, sur

Cn={t=0)i=1..m : t1<tg<..<ty;<1lhL
Pour m =0 I estl'application identité de 'ensemble des fonctions constantes de

[0,1] dans IR. On a alors les propriétés suivantes :
I, estlinéaire

E(Im(fm)In(gn))={ Osi nzm

m!<fm.8m> Lo(A®m) sim=n21

Si XeL,(Q&,P),X=X1 (f,) ot I, (f)=f,=E(X) etona:

2 2 2
X =(EX + m!

1.2 - Intégrale de Skorohod,
Soit X =(X;); ¢ [0,1] un processus appartenant 3 Ly ([0,11xQ,B([0,1])® &,

A ® P). Alors il existe une famille de fonctions (f;; ) e« IN telle que :
i)fm € L2 ([0,1]m+1’l®m+1 )
1)Vt el01], fi (¢... tyy , t) est une fonction symétrique en (¢;... ¢y, )

25
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)X, = XL, (f, (., t)

o
Onnote f,, lasymétrisée de f,, en tant que fonction de m +1 variables.

n o
Si(X (d,,1 (fu),en convergedans L, (P) on définit § (X ): intégrale de
m=0

Skorohod de X par :
6(X)= X I, .. (f,).
m20

§ est linéaire, le domaine de § est l'ensemble des processus X tels que :

o
2
2 (m+1)!] <+ 00;
m>0 lfm“L2(2.®m+1)

il contient en particulier l'ensemble des processus X tels que

2 m+DFI q@mr1, <

m20

et I'espace Lo (T} X, 21,A® P), de plus dans ce cas :

1

5(X)=J X, dg,

0

1.3 - Opérateur de dérivation,

Onnote 25 ; l'espace vectoriel des éléments X de Lo (P) tels que:
=3 I (f) et X (m+1)'||f|| Laom <t

m20 m20

Pour X € 25 1 soit:

DX-ZmI A eD)

on a:
1

E(J D,XPdt)= 2 mm!|f,|?

m21 Lo (l®m)
0

D est un opérateur de dérivation.

14 - gggt;g nelles "smooth",
Soit € oo, p (R ) I'espace vectoriel des fonctions ® de Rd dans R, de

classe € et telles que la croissance de @ et de ses dérivées partielles soit au plus
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polynomiale. La kiéme différentielle de ® sera notée DX ®. Une fonctionnelle

smooth est une variable aléatoire de la forme :
o (Bt1 y oee Btn) ou ®e €, p (R™.

La classe ¥ des fonctionnelles "smooth” est contenue dans Lg (P) et dans 24

etona
n

' 0

D,@ @B )= ) s @By By V110,41 (0).
i=1 S

Soit (@, ), (v et P des élémentsde €, , (R?) on dira que la suite (@, ), . i

converge simplement vers @ dans €, , (R) si VkeIN lasuite (DF PrneN

converge simplement vers DX ®,

2 - Propriétés,

On note £9 l'ensemble des processus X appartenant a
Ly([011xQ,8([01])®F,A®P ) telsque:
-Xt e, App

— il existe une version mesurable de Dg X; telle que

E( (D, X, dsdt ) <+ o0

[0112

£9 est un sous espace vectoriel du domaine de § qui s'identifie a :
(XeLy([011xQ,8([011)®F,A®P):X,=2L (£, (.,t)
m

et on a la propriété :

2
et mz;o(mn)x ||fm||L2(l®m+1)<+oo}
2.1- si X e £y alors:
1
E((5(X))2)=I EXZ)d: + ED,X,D,X,)dsdt.
0 [0,1 712

Les propriétés suivantes seront utilisées par la suite
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2.2 - Si X appartient au domaine de § et Y appartient & 297 alors:

1

8(YX)=Y6(X)—J (D,Y)X,dt

0

en ce sens que YX appartiennent au domaine de § si et seulement si le membre
de droite de 1'égalité appartient a Ly (P ).

2.3 - Si X appartient & £9 et f est B ([0,1] ) — mesurable et bornée alors Xf
appartientd £ et Di[(X f)(s)] = As)De X (s).

2.4 - Si X appartient & £, alors pour tout p 22 il existe une constante Cp
telle que :

1
2

1 1

18X 1,< C, ‘ J [EX)TPdt | + ¢ (D, X,)* dsdt )’ ||P’.
0

L

[0,112

V UNE AUTRE REPRESENTATION DE PRODUITS DE MESURES
STOCHASTIQUES.

Dans ce paragraphe, on donne une autre repésentation de certaines
mesures du type M ® My, M®V et V® M (notations du paragraphe II) en

utilisant l'intégrale de Skorohod, ce qui introduit une restriction de l'ensemble des

processus intégrables considérés en II, mais permet de définir uf ®8
(h®@B,B))powh e Xy (@B), @ e, , R

1-Lemme,

Si hexy@) et deg, ,(R’

).

Alors

11- Vs € [0,1] le processus (h (¥, s) @ By ,Bs)1j0,s]1 @)y e]01]
appartient a £g.
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1.2 - Le processus (6 (A (.,s)DP (B ,Bs)179,s] (.))Ns e]o0,1] admet une
modification appartenant a Ly (T; xQ, 21,4 ® P).

Dé trati
Soit X (.,8)=(h(u,s)PBy,Bs)1lo,s1 @)y c]01] A étant
déterministe et borné X (u,s) € 23.

DyX(u,s)=h(,s)1]0,5]W)@1,0P By, Bs)1[ou]®)+3d01®P By, Bs)1[os] @)
dou 1.1.

Soit h= 121 J}_: aulA x A; AL,A €4, o€ R.

5 étant hnean'e on a:

5 X (. s»—;1 J; 01, (5) 8 @B By 1o ().

Pour prouver 1.2 il suffit alors de prouver que : si A € % le processus

(6@PB,Bs)1ANT0,s]()Ns eo,1] est adapté & (F5)s e [0,1] et admet une

modification continue.

L'adaptation est évidente. Pour montrer l'existence d'une modification continue
on va prouver l'existence d'une constante K telle que :

2
E(B@QB.BI1sn10,1())-8(@B,5 )1An]o,s](-)]4)5K(t“3) .

Le critére de Kolmogorov permet alors de conclure. Soit s < ¢
E(Q(B.’Bt)lAn]O,t] (-))-5((1)([3.";3)114“]0’8](.))
= 5([®(B)Bt) - (D(B.’ﬁs)]lAh]O,t](')) + 6((D(B.’B8)1Ah]s,t]('))‘

Les hypotheses faites sur @ impliquent que :
E(sup(¢(ﬁu,Bs))2p)<+oo Vp=20

u,s

E( sup |D0®(ﬁu,33)l2p)<+oo Vp=20

u,v,s

La propriété IV - 2.4 donne pourp=4
1

E((6(<I>(B_,Bs)lAn]s,t](.))4)SK1{(J [E @ B, ,B,) Ly nys @) du)
0

+E( D, @ B, B, 1y nyssy @) dudt®} < Ky ¢ =5 )

[01 12
Pour l'autre terme, on note que ¢ appartenant a € p (R2) il existe g € IN* et
une constante C

|<D(x,y)—<D(x,y0)| <C |y—y0 | a +x2q+y +y0 ).
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Par conséquent

I(D(Bu’ﬁt)—q)(ﬁu’ﬂs)l = C Iﬂt_ﬁs I (1+3SUP Iﬁv |Qq)

dg,1 © appartiennent également 4 €oo p (R2) d'ou en appliquant la propriété IV -

2.4 avec p=4.
ELGULDEB,B)-PB,B8,) 1ynq0¢ (M

1

sKl{([J EPB,,B)-PB,.B,) 1410, @) N dul’
0

+E[ D, @ B, ,B,) - B, BN 1y ~j0.¢y @ dudy ]’

(0,17
< K {(ELB,-B,)° A +Sup 8,1

+E ([ [302 @ B, ,B,) 1[0 1 @) =393 @ B, B,) 1o, W T dudel)

(o112
< K ¢-s)

2 - Proposition,
Soit X ={<D(B»ﬁ)=(q)(ﬁu7ﬁs ))(u,s)ETg’(Deem»P(R2)}

Soit #%={h®(B,B):hex;(B),®B,B)eX ).

Alors pB®B admet une extension sur %2 notée également uf®B, A valeurs dans
Ly (P) et telle que:

2.1 - Pouwr @ (8, ﬁ)—Z @1 1 ®054)B.BO €, R),heX;@)

u”®”<hq>(ﬁ,ﬁ))=§ 01 4B, )(J his,u) ey, (8,)dB,)dB,

Jo
+ Z J 9o 1 (B, )(J h@,s) oy, B,)dB,)dp,
0

0

+ kZIJ (Pl’ k (Bu ) (02’ k (ﬁs Yh (u, s)v (du, ds).

[ 0172
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2.2- Pour h®(B,B)ex2:
1

i) u”®”(h¢(ﬂ,ﬁ))=J 5([D(B,B)R(,)+®B,BIA(s,. )11 ,1( ) dB,

0
1 .s

+ ([ao’l<I>(ﬁu,Bs)h(u,s)+al’o<b(Bs,ﬁu)h(s,u)du)dﬂs
0 0

+ D @B,,B,)hu,s)vduds)

0,17
et
i) 1" RO B, B I, p,<CO" (@, R)

ou C est une constante et :
9*(<D,h)=ﬂh(p(l3,3)ﬂ[;2(;,®),®1?)+ fh®@GB) “Lz(v®P)

1
+1RID @B, B 2,0 010P)

2.3- Pourd(B,B)e X lapplication qui & A appartenant a xi (8 ) associe
pB ®B (h @ (B, B)) définit une mesure stochastique sur (T9 x Q, 8 ) a valeurs

dans Lo (P ) (c'est-a-dire une mesure vectorielle sur (T , 8 (T )).

2.4- Pour h € x}, (B) l'application qui a ® (8, ) associe u‘mp(hd) B,B)

est linéaire et vérifie la propriété suivante :

Pour toute suite (Pp)y ¢ v qui converge simplement vers @ dans

€w,p (IR2 Hh(@,), . et Cl D' o, ||IRZ )p e v €tant dominées par un polyndéme, la

suite (uf®B (h ®, (B,B )y e N converge vers (uB®B (A ® (8,B)) dans Ly (P).

Démonstration,
2.3 et 2.4 résultent immédiatement de la linéarité de § et de uP ainsi
quede 2. 2 -1i).

n
Soit (D(x’y)=k2 ((pl’k®(p2’k)(x,y),¢"kEeoo’p(IR)
=1

alors W’®* R @, B »=kZ1 1P %P (h (91, ® 94) B, BY)
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1 8

?1 1 Bs )(J h(s,u)oy ,(B,)dB,)dB,
0

=k2:’1[J

J 02 1 B, )(Jh(u,s)qnl,k(ﬂu)dBu)dﬁs]
0

+k2 h(u,s)9; 4B,) 0y 4 B,)v(du,ds)
=1

[0112

daprées I1.2,I11.5etIII. 3.
Or le processus (h (s, u) 92 k. By )1]0,s]1® )y e 10,1] appartient a
L4 (10,11xQ, 21, A ® P), par conséquent ce processus appartient au domaine de §
d'ou :
1
5 (s,.)<p2,k(B.)1]0,s](.))=J' his,u)oy ,(B,)1y4 4, )dB,

0

appartient a Ly (Q,F,P).

91,k (Bs) appartient 4 29 1 et Dy o1 k (Bs)=01 k Bs) 10,51 ) oror pBs)

appartient a Ly (Q, ¥, P )et
1

J E(I[D, ¢, 4(B,)10y 4B, 1) du<+oo.
0
La propriété IV. 2.2 implique alors que :
le processus (A (s,u) @1,k Bs) o2, k Bu)110,s]1® )y e Jo,1] appartient au

domaine de § et :
1

<"1,k(ﬁs)J' hs,u)py (B,)1y4,7@)dB,

0
s

=6(h(s,-)((pl,k®<p2,k)(ﬁs,B)l]o,s](.)+J (0’1 s ® 0y 1) B,,B,)h(s,u)du
0

h et 91 p ® ¢g p satisfont aux hypothéses du lemme V.1 par conséquent
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1

J6(h(s,.)(tpl,k®cp2,k)(ﬁs,l3_)1]0,s 1( ) dB,
0

est bien définie et appartient a Ly (P ).

S

Le processus (J (01 @02 ) B, B, YR (s, u)du), 4, 2ppartient 2
0

Lo (Ty x Q, 21, A ® P) par conséquent
1 s

[ (J (915 ® 95, ) B, , B, ) A (s, u)du)dp,

0 "o
est bien définie et appartient a Lo (P ).

Le méme raisonnement s'applique a :

q’Z,k(ﬂs)J h(S,u)%,k(ﬁu)l]o,s](u)dBu

0
d'ou
1
WP ho@ pn=| sUQB,BIA(C,s)+®B,, B (s, ,1()]1dp,
o
~l s
+ (l[ (ao’lq)(.Bu»Bs)h(u,s)"‘al’o(D(Bs:Bu)h(U,s))du)dﬁs
‘o Yo

+J hu,s)®@,,B,)v(du,ds)

(0,112
dou 2.2-1) dans ce cas.

Si h®(B,B)e x2 d'apres le lemme V.1 le premier termede 2.2 -1) a

bien un sens. On vérifie facilement que le processus
8

(J (9 1P (B, B, h (u,s)+0y, P (B, , B, )R (s,u)dul; o1
0
appartient 4 Lo (Ty x Q, 21, A ® P) par conséquent le deuxiéme terme est bien
défini également. Le troisiéme ne pose pas de probléeme.
Pour2.2-ii) ona:
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1

E([J d([DB,B,)A(,s)+®B,,B)A(s,.)110,1())dE,T)

0
1

=J E@([®EB,B,)A.,s)+DB,,B)h(s,.)110,1() ) )ds.
0

Soit X(.,s)=[PB.,Bs)h(.,8)+PBs,B )h(s,.)]1119,5s7C)

La propriété IV-2.1 etlelemme V-1 impliquent que:
1

E((6(X(.,3)))2)SJE((X(u,S))z)du+ E(D,X (u,s)*)dudv

0 (0112

or
D, X (,8)= @@ B, 8,)1{0,u7 @) +30,® B, .8, 1[0,1 @)V b @,5) 10, @)

+(al,0® (Bs’Bu)l[O,s](v )+ao,1q)(3s ’Bu)l[o,u](v))h(s»u)l]o,s](U)
d'ou

1
E((J §(X(,sNdB,)<K{| E(®@,,B)hu,s))duds

0 (0112

+ E([R,,®@B,,B,) P +[3,® B,,B,)°)(hw,s)°)]duds}

[0,112

on a également :

1 .s

E«J (J [90,@ (B, , B, )b (w,8)+3,0® (B, , B, ) A (s,u)ldu)dp,))

0 0
1

=[ E“J [0, @ B, B, )k (,5)+3, 0 ® B, , B, ) h(s,u)du)’)ds
0 0

<K' E ([94,® B, B, 1°+[3, 0@ B, .B,)1°) (h (w,s)))duds

01

d'ou 2.2 - ii).
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3.p iti
uB ® 2 admet une extension sur X2 notée également uB ® 1 | 3 valeurs
dans Lg (P ) et telle que :

n

3-1 Pow <1>(/3,ﬁ)=k21 @1, ®054) B804, €C o, R)hcH @)
1 8

P ro@ ,3)>=§,J 915 B ks, u) ey, (B,)du)ds,
0 “0
1 P

+>;[ 0o 1 B)(| B, s)e, ,B,)dB,)ds.
J
0

0

3-2 Pourh® (B ,B)e x2:
1

i)u”®‘<h¢w,ﬁ))=J (J @ @B,,B,)h(s,u)du)dp,

0 0
1 1 s

+[ 6(<I>(B,,Bs)h(.,s)llo,s](.))ds+J(J 90,® (B, , B,) h (w5 )du)ds

0 0 0

i) [u*®* R @@, BV, p)SCLO°(@,2)- 1R OB, Bl wen]

8-38  uB®% jouit des propriétés 2.3 et 2.4.

Dé trati
Les arguments utilisés sont les mémes que pour la proposition V - 2.
3 - 3 résulte immédiatement de 3 - 2.

s

Si®dexet he x}, (8) le processus (J Q (B, B, R (s, u)du), o, 2ppartient a

8

0
1

Ly,(T;xQ,2,,A®P), par conséquentj (J ® (B,, B, ) h (s, u)du)dp, est bien
(I
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1 8

définie et E((J (J ®@,,8,)h(,u)du)ds,)?)

0 0
1 8

=J' E((J @(ﬁs,ﬂu)h(s,u)du)z)dssJ E(@ (8, ,B,) h(s,u)))duds.

0 0 [0,1 ]2

n
De plus si® = > P, . ®0g 4
k:l ? 14

J (J Q(Bs,Bu)h(s,u)du)dﬁszlJ
0

o o0

1 1 8

?1, & (ﬂs ) (J Pk (Bu Yh(s,u)du )dﬁs.
0

Les mémes arguments que dans la proposition précédentes permettent d'affirmer

que :

VAO@B,B) e x2

1

J (@B ,B)h(,8)1, ;;())ds estbiendéfinieet:

0
1 1
E([J 5(@03,,ﬁs)h(.,s)llo,”.)dsf)sJ E(S@@ ,B8,)h(,s)y,;. s
0 0
< K6*(®,h).

Deplussi®; =91 . ® 02 £ Pik € Boop (R)

1 s a1

J <p2,,,(/33)(J h(u,s)y 4 B,)dB, ) ds=| 8@ B, ,BYh(,s)y, ())ds

o

0 0 0
1 s

+ (J 9919, B, »B,)h(u,s)du)ds.

0 0

Enfin
1 8

E([J (J 991 P (B, . B,)h(u,s)du)dsI’ < J E(@y,® (B, B,)h (&, ) ) duds

o 0 (0,172
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d'o13.1 et 3.2.
On a évidemment une proposition analogue pour u ® 8,

4 - Corollaire,
p* ® B admet une extension sur %2 notée également u* ® B, a valeurs
dans Lg (P) et telle que:

4-1 Pow ®@B,p )=k21((p1,k ® ) B.B) 9;,€€,, (R),ethex, @)

o1 oS3

p*CPha =2 | 0., B)(| 05, B (s,u)dB,)Ms

k
“0 “0

~1 o8

+§ 9248, (| 01, B,k @, s)du)dB,

Y o

0 0

4-2 Pour h®(B,B) e x2:

1 8
i) umﬁ(h@(ﬂ,ﬁ)):[ (J @B, ,B8,) h (w,s)du)ds,
0 0
1 1.8
+J 5((D(Bs,B.)h(s,.)llo’s](.))ds+‘[JBI’OQ(Bs,ﬁu)h(s,u)duds.
0 00

i) 1u*®* (5@ B, BNl py < CO" (@, 1)

4-3 ur®B jouit des propriétés 2.3 et 2.4.

Remarque,
On a prouvé que si @ € €, p (R2) alors les processus

B®p B®A
B (Loa1 1001 P BB Mg pyerp B L10a1x1061 LB 5B N, 5y ey

ot ua ®8B (l]O,a] <1051 @B ,B ))(a’ B)eTy définissent une mesure vectorielle sur

(T9, B (T3 ) ). Les propositions 5 et 7 suivantes montrent que l'on peut définir

I'intégrale stochastique de certains processus par rapport a ces processus.
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5-P it
Soient y et ® appartenant & € p (R2). Soit (7 p)p ¢ v une suite de

partitions de ]0,1 ] dont le pas tend vers zéro et telles que
1. ={A] =1a} ,a],;1i=0,..i(n)}.

Soitw"(u,s)=22 v@B,,B n)i n .nW,8) soit h=1,, AeH,; etsoit
i J a; aj AiXAj
u(wnh)=zw(Bn)ﬁn)up®B(1n nh¢(B’B))'
ij a; aj AiXAj

Alors la suite (u (y™ h ), ¢ v converge dans Lg (P) vers
uB®B (y B,B)DB,B)A).

6 - Remarques,

6-1 La proposition V - 5 prouve que l'intégrale stochastique uf®B8

(h ® (B, B)) est I'extension naturelle au sens de Ito de l'intégrale stochastique
définie sur

Lo (TogxQ, 27 ,AQAQP).

6-2 La proposition V - 5 prouve également que cette intégrale stochastique
posseéde la propriété d'itération.

dmonstrati la pr ition
On note que:
1 (u,s) si i<j
1, .@s) 1]08](u)={A?><A}‘
A; xXA; ’ .ol
7 0 St I>]

etqu'il existe Ce R, et g € IN tels que: | v (u,s)|<CA+Sup Iﬂ;, Izq).

Ona:
1

LW R=2 Y v/(ﬁ,,,B,,)[J’ 1,6)8@@,B,)h(,s)1 (N ,,())ds,
. i j a;j a;j A Aj A ’

1

11 6)6@@,,B)hG,)1 ()1, ) dB,
Ai Aj ’

“o

1 3

([
+1 1 ,,(s)(J 951P B, ,B,)h(u,s)1  (u)du)dp,
4] ’ A

i

0 0
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~1 s

+ lA,_,(S)([81,0<D(Bs,Bu)h(s,u)lAn(u)du)st]
' 0

J

+| Rs)y*w,s)®@,,B,)vdy,ds).

0,112

Le dernier terme ne pose pas de probléeme.
Pour les autres termes, en raison de la symétrie il suffit d'en examiner deux :

A} =2 2v@B,.B,) 1,(6)8@@,8)h(,5)1 ()1 () dp,
J ]

1<j a; a; J j
0
1 s

-
A =2 Yy@,.8,)] 1 ,,(s)(J80,1<D(Bu,l33)h(u,8)1n(u)du)dﬁs
Jji a; a; A Aj 5 A;

J (W' @,s)3, ©B,,B,)hw,s)du)dp,
0

E((A}- J(J v (8,,B,)9, ® B, B, ) hu,s)du)ds,)?)
0 0

= E([J W' @,s)~v(B,,B,)13;®®B,,B)hw,s)dul’)ds
0

IN

E(v' @,s)-y@B,,B,)1 Gy ®B,.B,)h,s) duds

10,112

par conséquent (A; ), e v COnverge dans L, (P ) vers
1 s

J (J v B,,B,)9,,P®B,,B,)h,s)du)dp,.
0o o
Pour A}
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1

JZZW(Bn,ﬁ 11,6)8@B.BIRC, s)1A1()1]03]())dB

joisj
or w(Bn,B )€ Dy, et:
D v/(Bn,ﬂ )= Blow(ﬂn,B )1 n. W+, v@B, B, 01 . @)
»a; ] ’ ai a; [0,a;]

La propriété IV -2 - 4 implique pourp=4:

1

E (8@ ,ﬂs)h(.,S)lA?(. Ny 4 (.))4)504[ E (@ (Bu,ﬂs)h(u,S)lA,_‘(u »*) du

0
1

+J E([(81,0<D(l3u,,63))4+(80,1<D(Bu,Bs))4](h(u,s))41A,.,h]0ﬁ](u)]du.
0
De plus \V(ﬁn,ﬁ )eL,(P),D, w(Bn,ﬁ )e L, (A®P)

et DB, B, )h( s)1 ()eL (Z.®P)
La propriété IV-2-2 implique alors que :

VB, 8,)8@E BRIy ()
i J =6(W(ﬁn7ﬂn)(D(B.’ﬂs)h("s)lAn(’)l]O,s](‘))
a 4 :

1

+ J 99,1 \V(ﬂa,_,,ﬁa,.,)l[o a,;](v)lA,}(v Y2 B, B, hw,s) 14 ,1(Ndv
A i } » @5 i

1

d'ott A'{:J SO (.,8)PB,BIR(,8)1,()dB,
0

1 s

J J 2 3o, V(BB )1, @1, (s)CD(ﬁu,ﬁ Yh(,s)dv)dB,
i< l

0o "o d E _

on vérifie facilement que’ les processus intégrés sont bien £; — mesurables.

Soit, T " (v,s)= 2, 9,1 \y(Bn,B )| . W, s) lasuite T (v, s)), . converge
i#j a; ZXAj

versdg1 v (By , Bs ) surl'ensemble : {(v,s,w):v#s}etilexiste Ce Ryetge N

tels que:

| " @,s)| <C(1+8Sup | B, Izq).
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1

Alors A'{:[ SW"(,s)PEB,B,)h(,s)1) ,;()dB,
0

1 L]
+] (JF"(v,s)cp(/sv,5s)h(v,s)dv)dﬁs.
0 0

Les propriétés de I'™ impliquent que la suite
1 8

J (J I (,s)P@,,B,)hW,s)dv)dB), « N

0 0
1 .s

converge dans L, (P ) vers J (I 9p1¥(B,,B, )2 (B, ,B, ) h (v,s)dv)dp,
' o %o
Pour 'autre terme y (.,s)®(B,,Bs)h(.,s)1]os](.) appartient a £, alors
(Iv-2-1)
EG"(,s)-y (@ ,B,))X0 B ,B)h©,s)1y, (0
1

E((w" @,s)-v,,B, ))Z(Q(Bu,Bs)h(u,S))z)du

r

IA

+| ELID, (" @s)-y @, BN @B, BNk ws) 1y, @)l 1dudy

“10,112
etona Dv[(‘Vn(u,S)—W(Bu,Bs))q’(Bu,Bs)]
=ZJ‘, 1, ,,(u,s)[al,ow(Ba?,Ba},)l[O’a?](u)+a0,1 w(ﬁa?,ﬂa@)l[o @]]Q(ﬁu,ﬁs)

n
) o 09

~ @0 (B, B, ) L0, W +30y v (B,,B,)1,;®)) @B, ,B,)

P @, s) - B, B ) By DB, B, ) 11, W)+ (B, B, )1, @)

d'olr on déduit que la suite :
1

(J S (,s)®DB,BIR(,s )15 41(-))dB, ), o v converge dans L, (P) vers

0
1

J' §w(.,s)®B,B,)h(,s)1y ))dB,).
Y0
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Par conséquent la suite (u (y™ 2 )),, ¢ v converge dans Lo (P) vers:
1

J 5y B ,B,) B ,B,)h(,s)1y ,())dB,

0

('1

+| 5w B,B DB, BIRG,. )1y 1)) dB, |

1 .8

+ | (| (g v B, ,B,NPB,,B,)h(u,s) du)dp,

0 0
o

+ | (| vB,,B,)0yy PB,,B,)h(u,s) du)dp,
0
r.s

+ | (| @uovB,,B,NPEB,,B,)h(s,u) du df;

0 0
o

+| (| viB,B,)0oPB,,B,)h(u,s) du)dp,

8

8

+ v B,,B)PB,,B,)hws)vdu,ds)=p"®Py®)B,B)R).

‘T 0,112

7 - Proposition,
Sous les mémes hypothéses que pour la proposition 5.
Soit Ry )=2 X wB,,B,)u*®*a, ®B,B)A).
i J a; aj A xAj
Alors la suite (u (h y ), ¢ N converge dans Lo (P ) vers uB®2 (y (8, 8)PB,B)
h).

On a un résultat analogue pour u*®85,

D& rati
1l 8
phy™)= ZZW(B,,,B )J'lA,,(st (B, , B,k (5, u)1 , (w)du)d,
i j<i i \j
0 0

1

Jjisj a9

+22v@,.8, )J 1n(6) 6@ ,B)R(,8)1 ()1, (Nds
J i
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1 .3

J v" (,5)9,P@B,,B,)hu,s)duds.
0

g

Le premier terme s'écrit aussi :

J(J v (s,u)®@,,B,)k(s,u)du)dp,

0 0

1

Le deuxiéme terme :

1
[ ;ZJW GpBp)1yp 8@ G BIRC, Ty, ( N ds

-1

=| 6w, (,)BB,BIR(,8)1,,())ds

0
r1 8

+ (JI"'(u,s)@(ﬁu,ﬁs)h(u,s)du)ds.
“0 o

En utilisant les mémes arguments que pour la démonstration de la proposition

V -5 on prouve que la suite (u (y™ h )), ¢ v converge dans Lo (P ) vers:

1 s

J (J v@B,,B,)PB,,B,)h(s,u)du)dp,
0 0
r.1
+| SwB,BIPPB ,BIA(,s)1)y,1()ds

1 .s

+ (@1 v B, B NP B, ,B, ) h(u,s)duds

0 0
r‘l 8

1 | v, B3, @B, . B R s)duds=p"®H (y @) B, B) A
0 0
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VI - MESURES VECTORIELLES ENGENDREES . PAR DES
FONCTIONNELLES D'ORDRE 2 DU BROWNIEN

1 - Théors
Soit @ appartenanta €eo, p (R2).
Alors le processus @ (B,B)=(P B, ,B, )y ,s) e T, definit sur B (Ty ) une mesure

vectorielle notée uq), a valeurs dans Lo (P ) telle que :

1-1- VAe sy pP14) =24 @B ,B)).
1-2- Vhex;(B)
p®w)=p"*P ma 06,8

1
+ % WP 3, @B, BN +u P (hay, @B, BN+ 1" 3y, @ (B, B

1-3- %@ Mz, @) S C6"*(@,h) ot C estune constante et
6'*@,h)=|h | D’ B, B, aerep) T 1A 1D’ ,B)I I, a@18P)
+1h 1D°0 B, B) Ly 0 0100+ 1A 211 @B B Iy opy

Dé trati
n
Soit P = Z ?1; ® 9o » 12 proposition Il - 4 implique que @ définit une mesure
k=1

vectorielle u® sur (Ty,8 (Ty)) telleque uP (14 )=A44 (@ (B,B)) et que pP &)
admet la représentation donnée en 1 - 2.

Si @ appartient 4 €, p (R2), les dérivées partielles de tous ordres de @
appartiennent également & €, p (R2), le membre de droite de 1 - 2 est donc bien

défini d'aprés V-2,V -3 et V-4 et sanorme dans Ly (P ) admet la majoration
donnéeenl - 3.

Pour prouver que pP (14 ) donné par1 -2 est égala AQ (P (B,B)) 1l
suffit de remarquer que : V @ € €4 p (R2)il existe une suite (®, ), eN

d'éléments de € oo, p (R2) telle que
k(n)

<1>n=k2 015 ® s Prk €€, (R) €t V(i,j) e N*lasuite @ @, ), ciy
=1
converge simplement vers d; | J ® en étant dominée par un polynoéme.
. o
La majoration 1 - 3 implique alors que la suite (u (b ), < N Converge vers ,uq) (h)

P
dans L, (P)mais p " (1,) =4, (D, (8,B)), par conséquent u® (1,)=A, (DB, ).
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2 - Corollaire,
Soit @ appartenanta€eo p(R2), alors: VA e 4y
1

AACD(B,[;)=J' 5([1,(,8)3,, @B, B,)+1,4(s,.)3;; @B, ,B8)11;,, ) db,

0
1 s

+J [J 3,59 (B, . B,) 1, (u,8)+3,, @B, ,B,) 1, (s,u)duldp,

0 0
1

[J 81',2<D([33,ﬂu)lA(s,u)+82’1<D(ﬁu,[3s)1A(u,s)du]st
0 o

o | (140,88, @B ,B,)+1,(s,.)3, ®B,,B)11;, ,1())ds

+ = [[lA(u,s)Bl,3(D(Bu,Bs)+1A(s,u)83,1CD(Bs,Bu)]duds

0 0
.

+— 1,(w,5)0,,PB,,B,)duds+ 9, PB,,B, )1, s)v(du,ds).

(0,112 (0112

3 - Théors
Soit @ appartenant & €, p (R2), alors

2-1- ® engendre des mesures vectorielles (u(®) ) ¢ N telles que (1) =p®,
p® =0 si k25,u2), u3) et u(4) sont données par les formules III-5 - 3.

2-2- Soit y appartenant & €, p (R) alors:
Vhe xi (B)

0 , 1 Ny
p Yol = u¢(hwo¢(ﬁ,ﬁ))+§u(2)(hw o®(B,B))
1

TiH By )o@ (B, BY.

1
a7 1Py od@B,B)+

D » I I *
Si @ appartient & €0, p (R2), V n e IN* Q7 appartient également & € oo, p (R?) et

n

,u¢ =u" est donnée par VI-1 - 2.
D'autre part V-5 et V-7 impliquent que V(m,n)e IN* put (™M h) est bien
défini et :
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n 1 m n
ut @ h)=pP P (@™ 3, @ )(B,B))+§u“®‘(h(cb 3,,2")B,B))

2

+ 1O @™ 0y, 0B, BN+ h R (@7 3,,8") B, B

Par conséquent on peut définir sur (T, 8 (T9)) des mesures vectorielles

(k) )

(u N+ P la formule IIT-1-2 :

k
pPry=2 e et T 6,8
r=1

AP @ e, @) B LAY
1

N’I"‘RM:«

k
Y AP @ e, (B, 8)

r=1

k

1721 1L P (@, @) (B, B)
k

% 21 PTG M (b (@07 3,,07) (B, B)

d'ou V& e IN* (k) est donnée par les formules III - 5 - 3.
Si y appartient &4 €0, p (R ), ¥ o @ appartient & €oo, p (R?), en utilisant V-5 et

V-7 et VI-1 onobtient 2 - 2.

4 - Corollaire,

Si ©@ et y appartiennent & €4, D (R2) et €4, p (IR ) respectivement, les
résultats des théorémes VI -1 et VI- 3 et du corollaire VI -

utilisant un argument classique d'extension et la majoration VI - 1 - 3 d'ou le

résultat annoncé dans l'introduction.

5 - Remarque

2 restent valables en

L'extension de ces résultats aux fonctionnelles aléatoires du type ® N 1 ,N o) ou(

Np)p=1,2 sontdes semi-martingales du type introduit en III - 6 nécessite

l'introduction d'hypothéses supplémentaires , notamment du type & ; (s) et g  (s)

appartiennent ) 2 3 1 .
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