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I N T E G R A L E S S T O C H A S T I Q U E S E T P R O C E S S U S 

F O N C T I O N N E L L E S D U B R O W N I E N 

M F A L L A I N 

I R M A R 

U N I V E R S I T E D E RENNES I 

CAMPUS D E B E A U L I E U 

35042 RENNES CEDEX 

R é s u m é 

Pour )3 mouvement Brownien standard et O fonction "smooth" de R 2 dans 

R , soit O (j3, j3 ) le processus : ( O (Pu , )3S )\u, s ) e [ 0 , l ] 2 O n donne une 

représentation de l a var ia t ion de O (0, /3 ) sur u n rectangle, qu i fai t in tervenir des 

intégrales stochastiques au sens de Itô et au sens de Skorohod. 

A b s t r a c t 

Le t J3 be a standard Brownian motion and let O be a smooth fonction from 

R 2 to R . Le t O (0, fi ) be the process : ( O (j3 u , ps ))(U} s ) e [0 ,1] 2 -We give a 

representat ion of the va r i a t i on of G> (J3, j3 )on a rectangle, us ing stochastic 

integrals i n the sense of Itô and of Skorohod. 

Key Words : Brownian Mot ion , Stochastic integrals, Stochastic Calculus. 

Code A.M.S. : 60 G - 60 H 
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I N T R O D U C T I O N 

Soit *Gk>p №n ) l'ensemble des fonctions O de IR 7 1 dans IR possédant des 

dérivées part ie l les continues jusqu'à Tordre k et telles que O et ses dérivées 

partielles soient dominées par u n polynôme. 

Soit (Q, S*, (&t k € [0,1]> (h h € [0,1]> p ) u n mouvement B r o w n i e n 

standard à valeurs réelles. 

Pour O élément de (IR 2 ) on note 0(J3,/3 ) l e processus : 

(®Wu>Ps ) ) ( w , s ) e [ 0 , l ] 2 ' 

Le bu t de ce t rava i l est de prouver les résultats suivants : 

- Le processus O (/3, j3 ) définit une mesure vectorielle ju^ sur 

( ] 0 ,1 ] 2 , £8 ( ] 0 ,1 ] 2 ) à valeurs dans L 2 (Q, P ) telle que : 

M ° < l]0,fl] x ]0,6] ) = * "<0a .06 ) - * <0a . 0 ) - O (0 , f i b ) + O (0,0) 

- A u processus O (j3, j3 ) on peut associer des mesures vectorielles 

0*^)jfe = 1...4 s u r ( ]0»1]2> 28 ( ]0,1] 2 )) possédant les propriétés suivantes : 

* pour <ï>! appartenant à £ 4 > p ( I R 2 ), A = ] a, b ] x ] c, d ] et & € {1,...4} on 

peut définir une intégrale stochastique de ®i (j3, j3) 1^ par rapport à qui est la 

l imi t e dans L 2 (Q, ̂ , P ) de 

( 2 > x O „ . J8 » . ) M ( A > CL A 1 - .))» « N où ({] < , an

i+1 ] i = l . . i (n) })„ G N 

i, j a 1, a j A ij 

est une suite de part i t ions de ]0,1] dont le pas tend vers zéro et 
Ail t n 11 - . - . 7 1 71 

* pour toute fonction y appartenant à t? 4 > p (IR ) : 

y o O (J3 a , /3ft ) - y o O Q5 a , 0 ) - yr o O (0, jty ) + V 0 $ (0,0) 

= S P M W ( l ] 0 , a ] x ] 0 , 6 ] ^ o O ( A ^ ) ) . 
« = 1 ** • 

On a en part icul ier |iCO = ju^*, et, pour A = ] a , 6 ] x ] c , d ] 

f 2 

[0,1 r 
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L a formule précédente est du type formule de Itô ; elle donne une représentation 

d e y o $ qu i fai t in terveni r des intégrales stochastiques au sens de Itô et au sens 

de Skorohod, elle étend u n résultat prouvé dans [2] . 

Dans le paragraphe I I on considère deux semi-martingales (Xk)k = 1 ,2» 

indexées par [0,1] et telles que : 

(* f ' 

XkM= hk(s) dp8+ gk(s)ds 

où hfc et gk sont des processus prévisibles appartenant à 

L 4 ( ]0,1] x Q, £8 ( ]0 ,1 ] 2 ) ® S*, A ® P ). On note 9 A la t r i b u sur ] 0 , 1 ] 2 x Q engendrée 

par : { ] a, b ] x ] c, d] x F : a, 6, c, d e [0,1], F e 5Fa A c } . 

O n établit que le processus Xi ® X2 = (X\ (u) X2 (s) )(u,s) e [ 0 , 1 ] 2 définit une 

mesure stochastique \i ^ ® X2 sur ( ] 0,1] 2 x Cl, 9A) à valeurs dans L 2 (Q, ̂ , P ) et 

on donne une représentation par des intégrales stochastiques au sens de Itô de 

X1 ®X2 (h) pour h processus élémentaire 9A - mesurable. 

Dans le paragraphe I I I on considère des processus CX&)& = 1 , 2 t e l s < ï u e 

x k = (<Pk (Pu ) h € [0,1] > <Pk e ^oo,p (IR ) et on prouve que les puissances de 

Xi ®X2 définissent des mesures stochastiques sur ( ] 0 , 1 ] 2 x Q, 9\), à valeurs 

dans L 2 (Q,S*,P) . 

Le résultat démontré dans [2] , n'est pas util isable car Xi ®X2 n'est pas 

9 A - mesurable. Cependant, en u t i l i san t l'intégrale de Skorohod i l est possible de 

donner une autre représentation de / i %i ® ^ 2 d A ) (A = ] a, 6] x ] c, d ] ) q u i 

permet d'établir les résultats annoncés (paragraphes V et V I ) . 

Les paragraphes I et I V donnent les définitions et propriétés nécessaires 

concernant les mesures stochastiques et l'intégrale de Skorohod respectivement. 

I - M E S U R E S S T O C H A S T I Q U E S - G E N E R A L I T E S 

Les ré fé rences s o n t : [1] , [ 5 ] . 

1 - D é f i n i t i o n s 

Soit (Q, S*, P ) u n espace probabilisé, soit T = ]0 ,1]^ et soit 
d 

^ = { A = n ] a £ , 6 ; ] : a . , 6 . € [ 0 , l ] } . 

i = l 
On note £8 (T) la t r i b u borélienne sur T. 
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1.1 - T r i b u p rév i s ib le 

Soit (V ( A € j$ une famille de sous t r ibus de & telle que : 

A SL B => * ( B ) c « ( A ) . 

On appelle t r i b u prévisible, l a t r i b u P sur T x i î engendrée par l a semi-algèbre : 

0l = {AxF:A € 4 , P e « ( A ) } . 

1.2 - Différents espaces de processus prév is ib les 

On note ( ^ ) l'espace vectoriel des processus prévisibles, à valeurs 

réelles et bornés. 

On note x\ (9 ) le sous espace vectoriel de Xb (9 ) t e l que : 
n 

h € x\ (9) <=> h = X <*¿ 1¿¿ 

où A ¿ € jtf et ak est une variable aléatoire % (A& ) - mesurable et bornée. 

1.3 • M e s u r e s t o c h a s t i q u e 

Une mesure stochastique sur ( T x Çl, 9), à valeurs dans L p (Q, S*, P ), est 

une application \i de 9 dans L p (Q, ¡F, P ) , cr-additive et vérifiant : 

V A x F e & : ¿¿ ( A x F ) = l p M ( A x Q ). 

2 • P r o p r i é t é s 

Dans ce paragraphe in tervient une seule t r i b u prévisible 9, pour 

s impl i f ier les notations on ut i l i sera Xb et x\ au l i eu de Xh (9 ) et x\ (9 ). 

Pour p > 0 L D (Q , 5* , P ) est l'espace L¡f (fí , & , P ) ; pour p = 0 

« / « 0 = ^ ( 1 / 1 A l ) , p o u r O < p < l | | / | | p = S ( | / | P ) , p o u r p > l | | / | | p es t la 

norme usuelle. 

2.1 - Tfréprèine 

Soit üC l'agèbre engendrée par a , soit ju une appl icat ion addit ive de $C 

dans Lp (£2, S*, P ) vérifiant : 

i ) V A x F e S l / ¿ ( A x P ) = l j p j i ( A x £ 2 ) . 

i i ) ( a ' ) est une partie bornée de Lp (Q, S*, P ). 

i i i ) Pour toute suite décroissante ( D ^ ) n e d féléments de a ' telle que 

n Z ) n = 0 o n a : Z¿m || / i (Dn ) || = 0. 
n n 
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2.1.1 - A lo r s ¡i admet une extension sur 9 qu i est une mesure stochastique, à 

valeurs dans Lp (fí, ^ , P ) . 

2.1.2 - L 'appl ica t ion \i définie sur x\ par : 
n n 

admet une extension, notée également JL¿ , sur Xfy, à valeurs dans L p S*, P ) , 

linéaire et telle que : pour toute suite {hn ) n e jsj d'éléments de qui converge 

vers h élément de Xfr et qu i est uniformément bornée, la suite (/¿ (hn ))n e JN 

converge vers ¡i (h ) dans Lp (£î, ^ , P ). 

Dans certains cas on peut prouver l'existence d'une extension linéaire de 

jU, définie sur u n espace X contenant à valeurs dans L p (Q, S*, P ) et telle que le 

théorème de convergence dominée reste valable. Les éléments de X sont alors 

dits : ¡i-integrables. Le corollaire suivant en donne u n exemple. 

2.2 • C o r o l l a i r e 

Soit IL une application additive de €£ dans Lp (Q, ̂ , P ) vérifiant : 

V A x F e a : \i (A x F ) = l j p/x (A xfí). 

Pour h élément de # ¿ on définit \i (h) comme en 2.1.2. 

Soit X u n espace vectoriel de processus prévisibles, stable par V et A et tel 

que : 

X* cz X> 

-VheX9VgeXb hgeX. 

Soit 0 une application de X dans IR+ telle que : 

i ) Vfc € « J : | j i ( A ) | p £ 0 ( f c ) 

i i ) | À | < | * | =>d(h)<e(g) 

i i i ) Pour toute suite ( A n ) n € IN de X qu i converge simplement vers 0 et qui 

est dominée par u n élément de X, la suite (0 ) ) n e jsf converge vers 0. 

Alors ¡i sat isfai t aux hypothèses d u théorème L 2 . 1 et admet une extension 

linéaire de X dans L p (Q, S ,̂ P ). De plus, si on note ¡i cette extension on a : 
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. 2.2.1 -VheX feiCWIp < 6{h) 

2.2.2 - V h e X,VAxF ea:^(hlAxFy> = 1F^ № U x £ î ) 

Remarque. 2.2.1 impl ique que le théorème de convergence dominée est valable 

pour IL, sur X. Le résultat est évident quand X = L 2 (T x Q, 9, v ) où v est une 

probabilité et || / i (/i ) | | 2 = | A | | 2 V A e Xl

b 

3 - M e s u r e s t o c h a s t i q u e a s soc iée à u n p rocessus 

Soit X u n processus sur ( T x Q, £8 (T) ® SF ), à valeurs réelles et te l que : 

V i e T,XteLp(Q,?,P). 

Pour A élément de on note X l a var ia t ion de X sur A . 

Soit 9 une t r i b u prévisible sur T x QL. 

Tout élément D de a* peut se mettre sous la forme : 

U ( A , x F- ) où A;xF- e £ft et A f n A , = 0 si i 
I l i l i j 

i = 1 
Lexpre s s ion X 1^. A A . X ne dépendant pas de récriture de D,on peut définir 

î = i 1 1 

sur 01* une application additive ¿1^, à valeurs dans L p (Q, 5F, P) par : 

¿ = 1 1 1 

Si ¡1% satisfait aux hypothèses du corollaire L2.2 , son extension à 9 est appelée : 

mesure stochastique associée à X , son extension à X : intégrale stochastique par 

rapport à X . 

I I - P R O D U I T D E M E S U R E S S T O C H A S T I Q U E S 

1 - H y p o t h è s e s e t n o t a t i o n s 

Soit (Q, ^ , t )f e [0,1]> (fit h € [0,1]> P ) u n mouvement B r o w n i e n 

standard à valeurs réelles. Soit 7 \ = ]0,1], soit J$I = {A = ]a, 6] : a, 6 € [0 ,1]} et, pour 

A = ]a, 6] soit <0 (A) = ; on note la t r i b u prévisible sur ^ x Q engendrée par 

ûl = {AxF:A € jtf JP € «(A)} (c'est la t r i b u prévisible usuelle). 

I l est bien connu que dans ce cas, pour p = 2, les hypothèses du corollaire 

I - 2.2 sont satisfaites par quand : 

X=L2 ( 7 i x Q , ? ! , X®P) 
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e (h) = \h\2 ( = 1MWfe) 

I l résulte de 1 inégalité de Burkholder qu'elles sont également satisfaites 

par quand p = 4 et : 

X=L4 (T1xQ991,X®P) 

0 ( « = 1 6 | A | 4 

A 

Dans la suite on écrira h(s) d j3g au l ieu de ^\h) et on utilisera les propriétés de 

0 
cette intégrale et en particulier le calcul stochastique, sans justification lorsqu'il 
s'agira d 'uti l isation classique. 

2 2 

Soit T 2 = ]0,1] , soit Ji2 = {A = I l ]ai,bi]:ai9 bt e [0,1]} et, pour A € jtf 2, soit 
i = 1 

« A (A) = SFAI A a 2 et « v (A) = y V a 2 ; on note 9A la t r ibu prévisible sur T 2 x Q 

engendrée par = {AxF :A e M2 ,F eV/^iA)} et celle engendrée par 

£fty = { A x F : A € A2 , F € « y (A )}, on note £8 la t r i b u prévisible sur T2xQ 

engendrée par les processus déterministes indexés par T2. Soient X et Y deux 

processus sur ( [0,1] x î î , 2 ( [0,1] ) ® SF ), adaptés à la famille i&th € [0,1] î o n 

note X ® Y le processus sur ( [0 ,1] 2 x Q , £8 ( [0 ,1] 2 ) ® S* ) tel que : 

X ® Z (s, t ) = X (s ) Y (t ). Si X est constant et égal à a on utilisera la notation a ® 

Y. 

Soit A € * 2 , alors A A (X® Y) = - X f l i ) ( Y ^ - ). 

Dans le cas particulier où X = Y = J3 on a : 
A 

E ( A A ( j 3 ® j 3 ) | £ v C A ) ) = £ ( A A ( j 3 ® j 3 ) I « A ( A ) ) = l A ( u , u ) d a . 

Soit V le processus sur ( [0,1]2 x Q , 3 ( [0 ,1] 2 ) ® S* ) tel que V (s, * ) = s A f, alors 
A 

2 
àA V = 1 A (H, u ) du et V définit une probabilité sur £8 ( [0,1] ) ® S* ) notée v. 

V v 
La famille de tribus (Ŝ  (5, ^ ) ) (5, o € r 2

 t e ^ e ^ (s, o = y

s ^ n e satisfait pas 

à la condition F 4 , par contre la famille de tribus *> ) ( 5 f * > € r 2

 t e ^ e 

S* ̂ , } = & s A t satisfait à la condition F 4 et on a : S*( * , } =- S% v t . L e processus 

j3 ® j3 - V est une martingale faible relativement à la famille ( 3 ^ o \ « , O € T 2 • 

Af in d'alléger les notations on écrira parfois dans la suite L p (P ) , L p (A ® P ) , 

7 
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L p (A ® A ® P ) , L p ( v ® P ) au l i eu de L 2 ( Q , & , P ) , L p {Tx x Ci, B ( T{i ® S* , A ® P ), 

L p ( T 2 x Q, B ( T 2 ) ® S*, A ® A ® P ), L p ( T 2 x £2, B ( T 2 ) ® 5F,v ® P ) respectivement 

Soient hi et h2 appartenant à L 4 ( T x x Q, p l t A ® P ). Pour i e { 1 , 2 } soit 

M¿ l a mart ingale telle que : 

C* 

Mi(s)= hi(u)dpu. 

4) 
Alors : 

i ) Le processus M\ ® M2 définit une mesure stochastique sur ( T 2 x Q,, 9^ à 

valeurs dans L 2 (fí , ^ , P ). 

i i ) Pour tou t h appartenant à Xf, (9^ ) : 

|M ( A ) ï L 2 ( P ) ^ C 0 ( / i , V ^ 2 ) 

où C est une constante 

et 0(h ,h1,h2) = ( P i Í L 4 a ® P ) № d ® h2 )îL4x®x®P) 

+ №2 IL 4 a • P ) I h ® 1 } h 4 a • * ® P > + № (¿ i ® ¿2 > 1 L 2 ( V > ) • 

i i i ) Pour tou t h appartenant à x\ (9A ) on a : 

HMl9M2(h)= ^(sM h(s,u)h2(u)dpu)dps 

f 1 f 1 f 
+ A 2 ( s ) ( h(u¿)hl(u)dpu)d¡38+ h(u,s)h1(u)h2(s)v (du,ds). 

0 0 [ ( M l 2 

D é m o n s t r a t i o n . 

Soit /1 u n élément de # ¿ (9A ) i l existe alors une pa r t i t i on de ] 0 ,1 ] de la forme 

{ A j = ] a i . i , aj ] , i = 1 ... n } telle que : 
n n 

i = I y = 1 1 •> 
a . ; étant S? A _ - mesurable et borné. 

Pour s fixé le processus (h(u,s ))u € ] Q, I ] est 9 \ - mesurable et : 

8 
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r3 ra 

n n 

h(u ,s)h1(u)dBu = S ^ a u l A A s ) 1A. (u)h MdBu . 
L2(P) i = ij = i J J 1 1 u 

n n 

S o i t H A s ) = E X <xulA.(s) lAu)h, (u)dB 

H i appartient à L 4 ( T x Q , ^ , A ® P ) . 

Par conséquent on peut définir : 

A raJ A 
n n 

H1(s)h2(s)dBs = I S h2(s)( lAu)h1(u)dBu)dBs. 
L^P) * = i j = i J 1 

0 J a / _ 1

 J0 
Le même raisonnement est valable pour h(s, u ) et 

n n 

H2 (s ) = X S • 1A. (s) lA.(u) h2 (u) dBu. 
i=lj=l 1 J 

Or si A = ] ai, b{\ x ] a 2 » ^ = - ^ i x -̂ 2 

A A (MX®M2)= hx (u)dBu h2 (u)dBu 

J « 
a l «2 
c1 cs 

= lAl(s)h1(s)( lA2(u)h2(u)dBu)dBs 

-1 -s 

+ l A 2 ( s ) A 2 ( s ) ( lAi(u)h1(u)dBu)dBs 

+ l A i (s ) l A a (s )h1(s) h2 (s)ds. 

4) 
Par conséquent : 

çai .s 

MX ® M2^ ) = ^ A A . X A . (M X ® M 2 ) = X « { - ; { /4 (s ) ( 1A. (u )h2(u)dBu)dPs 

ij ' •> ij J J 7 

a » - i 0 

9 
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raj ç* A 

+ h2(s)( lA.(u)h1(.u)dpu)dps + lA.(s)lAAs)h1(s)h2(s)ds) 

r1 r1 r 
h1(s)H2(s)dps + h2(s)H1(s)dps + hi^s)^® h2)(u,s)v (du4s). 

0 [ 0 , i ] 2 

1 

[ r 1 f 
et B M

M I ® m 2 ( / i ) ¡ | ^ < E((h1(s)H2(s)f)ds 

i 

+ E((h2(s)Hï(s)fds + lh(h1®h2)îL2(vQP). 

-o J 

or S ( [ A í ( s ) H / ( s ) ] 2 ) ^ ( £ ( [ A i ( s ) ] 4 ) ) 2 S ( [ f í / ( s ) ] 4 ) 2 

r1 

mais f f j (s ) = h{u ,s)h1iu)d¡3u 

Pps 

A 

K 

d'où | / i ^ ) \ L 2 m ^ C { \ h 2 \ L ^ P ) \ h { h 1 ® l ) \ L ^ x 9 P ) 

+ » * i » L 4 a ® p ) I I ^ ( i ® ^ 2 ) B L 4 a ® A ® p ) 

+ Ï A ( A 1 ® A 2 ) I I L 2 ( V ® P ) 

Pour tout h , - mesurable on peut définir : 

e-Ui, A i , h 2 ) = i h2 | l 4 t t 0 P ) j A ® i ) ¡ Í 4 U 9 X 9 P ) 

+ lhih4a®P)îh<il®h2>)h4a®x®p) + ^ ( h 1 ® h 2 ) ^ 2 ( v 9 P ) 

Soit X(hi,h2) = {h:h P A - mesurable et 0 (h, A]_, A 2 ) < + oo}. 

Alors les hypothèses du corollaire 1.2.2 sont satisfaites d'où i ) et i i ) . 
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3 - C o r o l l a i r e 

Soit h appartenant à X¡j (9j^ ) et tel que : pour s fixé les processus 

(h (s, u)) u e ] o f i ] et {h (u , s ) ) u € ] Q ¿ ] sont 9± - mesurables. Alors i l existe des 

processus Cffj )¿ = 1,2 appartenant à L^iTxQ. J 9 1 , X® P) tels que : 

C* Ca 

Xp.p H2(s) = h(.s,u)h2(u)dpu Hx(s)= h(u ,$)h1(u)dpu 

r 1 r 1 

etnMl®M2(h)= h1(s)H2(s)dps + h2(s)H1(s)dps 

+ h (u, s ) (Aj ® A 2 ) s ) v (du , ds ). 

[ o , i r 

D é m o n s t r a t i o n 

Si A e X j C?A ), A satisfait aux hypothèses du corollaire et : 

r1 r1 

/ i M l ® M 2 ( A ) = ^ ( 5 ) ^ 2 ( 5 ) ^ + h2(s)Hl(s)dpa 

+ h (u ,s ) (h^ ® /i-2 ) (ix, s ) v (du , ds ) 

[0,1]2 

où JSTj (s ) = h(u9s)h1(u)dpu et 272 (s ) « h(s ,u) h2 (u ) d/3tt 

Les processus A (u , s ) /4 (u ) dj3u et h(s,u) h2 (u ) dj3tt 

VO Ae[0,l] ^° -4 €[0,1] 
admettant une modification qui est mesurable, c'est celle que l'on utilise. 

Soit h satisfaisant aux hypothèses du corollaire et soit (hn ) n € IN une suite uni­

formément bornée de x\ (9A ) qui converge simplement vers h : 
Mi ® Mo Mi ® M2 

Alors (/x ftii))»€ti converge dansL 2 (P )ve r s /x (/1). 
11 
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I l est évident que : 

( C ) 
hn(u,s)(h1®h2)(u,s)v(du,ds) converge 

V [ 0 , 1 ] 2 J n e N 

r 

dans L 2 (P ) vers h(u ,$)(h1®h2)(u ,s)v (du ,ds). 

[o , i l 2 

f C1 ( C3 } } 

Intéressons-nous à / 4 ( s ) hn(s,u)h2(u)dpu dps 

\ 0 \ 0 ) y„ g N 

rs 

Onpose J3^ ( s )= hn(s ,u)h2(u)dpu. 

On a : ( H ^ ) n € N suite d'éléments d e L 4 ( T x Q , 9X , A ® P ) 

r1 r1 r1 

et E[(jr2(s)-HZ(s))4lds £ C E[(hn(s,u)-hm(s,u))4(f^iu))4] duds. 

A . ® P ) ' 

Par conséquent l a suite (H^ ) n e f i converge dans L 4 ( 2 \ x Q , 9X , X ® P ) soit i î 2 la 

l i m i t e . D'autre p a r t , pour chaque s : 

C3 

h (s ,u)h2(u) d(5u 

est b ien définie et & s - mesurable, soi t \H (s ) ce processus, on a : 

( C3 f 

El(ms)-Hn

2(s))2]=E (h(s,u)-hn(s,u))h2(u)dpu 

Jo 

C3 

= E[(h(s,u)- hn(s,u)f(h2(u)f]du. 

12 
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Par conséquent (iZ^ (s ))n 6 N converge vers H (s ) dans L 2 (P ). Or i l existe une sous 

suite (H71 $ ) )k e jsf telle que : 

Ap.p UmE((H^(k ) (s ) - # 2 (s ) ) 2 ) = 0. 

h 

Par conséquent pour presque tout s : 

cs 

H2(s) = H(s) = h(s,u)h2(u)dBu (Pps) 

4) 

E n f i n 

r1 r1 1 

[ £ ( ( ^ (s / i 1 ( s ) i f 2 ( s ) ^ s ) 2 ) ] 2 

- Il h i ÏL 4 a®p> l ^ 2 - H 2 h4a®p) 

d'où le corollaire. 

4 - P r o p o s i t i o n 

Soient A i et h2 appartenant à L4 (T\ xQ , 9 i , X® P). 

Soit (A x , h2 ) = { g x ®g2 : e s t ^ mesurable,^- ht e L 4 (Tx x Q., 9X , X ® P )}. 

Soit X2 (hx , h2) = {g h : h e x\(9K) ,g e X ( hx , h2)}. 

Soit ( Mi )( -1 } 2 les martingales telles que : 

Mi(t)= hi(s)dBs. 

M1 ® M 2 2 Af j ® M 2 

Alors n admet une extension sur X (hx , h2 ) notée également \i , 

à valeurs dans L 2 (P ) et telle que : 

i ) pour g h e X2 ihi, h2 ) : 
Mi ® Af2 

(gh)lL2(P)<Cd(h,g1h1,g2h2) 

i i ) Pour g=gi®g2 appartenant à #(7^ , h2 ) l 'application qui à h e x\ (9A ) 
Mi ®M2 

associe \i (gh ) définit une mesure stochastique sur (T2 x Q,, 9 A ) à 

valeurs dans L 2 (P ) vérifiant : 
MX®M2 N-,®N2 

H 1 2((gl®g2)h) = n 2(h) 

13 
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où Nt est la martingale tel le que : Nt (t ) = ^ (s ) A- (s ) d/3s. 

i i i ) Pour A appar tenante x\(9A) l 'application qui à gx®g2 associe 

Mi <8)M2 

li (( gi ® g2 )h ) est additive au sens suivant : 
r 

*sigt = E £ £ > * avec :gltk®g2,k' eX(hlth2). 
k = 1 

M x ® M 2 V ^ 1 ® M2 
Alors IjU ( ( g ! ® £ 2 ) / l ) = 2* M ( ^ 1 , * ® ^ 2 , A ' ) ^ ) 

& , k' 

et possède la propriété de convergence dominée suivante : 

• Pour toute suite ig[ ® g2 ) n € N d'éléments de X ( A 1 , h2 ) telle que : pour chaque i 
la suite (g* ) n € converge simplement vers gi en étant dominée par ft et 

Mi®M2 n n 

fi®f2e X(hi>h2); l a suite (ji (Ç^ ® g2 )h ))n € N converge vers 
Afi ® Afo 

M ((gi®g2)h) dans L 2 ( P ) . 

D é m o n s t r a t i o n 

Soient (g- ) £ = 1 2 des éléments de # J (5»! ) (alors gx ®g2 appartient à X (hx, / i 2 )) 

Soit h appartenant à x\{9A ) . 

I l existe alors une par t i t ion { ] ai _ i , ai ] x = 1 ... n } de ] 0 , 1 ] telle que : 

ftsi?ir'llfli-i.s] k = 1 > 2 

n n 

h £ ^ A , , - ( A £ = ] a i _ 1 > a i ] x ] a . _ 1 , a . ] ) . 
1 = 1 ; = 1 

Le processus ® g2 ) A s'écrit alors : 

l/irJcXijlA 

IJ l J 

• Mi® Mo 
On définit alors / i (ig1®g2)h) par : 

1* 
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çai çaj 

2 7^]% A A ( M 1 ® M 2 ) = I rç.(y? h1(s)dps)(y] h2(s)dps) 
ij l J ij 

J J 
ai - 1 a7 - 1 

= Z of0- ( ^ ( s ) / ^ ) ^ ) ( g2(s)h2(s)dps) 

j J 
ai - 1 a7 - 1 

Les martingales i V i et N2 définies par : 

ç* 

Nt(t)= gi(s)hi(s)dps 

satisfont aux hypothèses de la proposition I I - 2 et on a : 
MX®M2 NX^N2 

\i ((gi ®g2)h) = ji (h) par conséquent 
Mi ®Mo M, ®Mo 

|M ((S1®g2)h)\\L2(P) =«M № ) » L 2 ( P ) ^ Cd(h,hlgl,h2g2). 

Soit ^ ® ^ 2 € # , / i 2 ) et soit, pour /1 € x\ (9A ) : 
M i ® M o Nx®No 

\i ((g^g^h) = M 1 2 (h). 

Pour suite des hypothèses et de la proposition I I - 2 on a également : 
Mi ®Mo 

№ Uig^g^h) \ \ L 2 i P ) < ce (h, hx g l , h2g2 ) . 
et pour /1 = a 1A ex\ (9A ) 

M1®M2 NX®N2 NX®N2 M 1<8)M 2 

M i(gl®g2h) = ii {h) = aii d A x n ) = a ^ ( f e i ^ ^ ^ A x f l ) 
M^ ® M 2 

Par conséquent l 'applicat ion qui à h € Xh (9A ) associe ju ((gx ®g2)h) 

définit une mesure stochastique sur ( ] 0,1 ] 2 x Q , 5» A )• D'où i ) et i i ) : 

r 

Soit pour i » 1,2 gt = X * avec ^ A ® £ 2 k . eX(hl9h2) 
k = i ' 

on a alors : V (s , i ) e T2 : 
( g1(u)h1(u)dpu)( g2(u)h2(u)dpu) 

= X ( 4 ( ^ ) ^ ( 1 1 ) ^ ) ( g2yk.(u)h2(u)dpu) 
k,k' 

d foù la première assertion de i i i ) . 
15 
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Pour la seconde assertion de i i i ) i l suffit de vérifier que pour i = 1, 2 et pour chaque 

t de ] 0 , 1 ] la suite ( h{ (.u )g"(u) dpu ) n 6 N converge dans L 4 (P ) vers 

ht (u )gi(u) dpu. Ce qui résulte immédiatement des hypothèses. 

5 - C o r o l l a i r e . 

Sous les hypothèses de la proposit ion I I - 4 on a : V h e x\ (9A ) : 

6 - P r o p o s i t i o n . 

Soit hi et h2 appartenant à L 4 (Ti x Q , ̂ x , X ® P ). 

Soit M et V les processus tels que : 
^ çt 

M{t)= h1(s)dps, V(t)= h2(s)ds. 

Alors : 

i ) Le processus M ® V définit une mesure stochastique sur ( T 2 x Q ,9j^) à 

valeurs dans L 2 (Q , S* , P ). 

i i ) Pour tout h appartenant à Xjj (9\ ) 

lnM9V(h) ^ 2 ( P ) ^ c e ( h , h l t h 2 ) 

où C est une constante et 0 la fonction in t rodui te dans 1 énoncé de la proposition 

I I - 2 . 

i i i ) Pour tou t h appartenant à x\ (9A ) on a : 

M ® V 

Il (h ) = hx (s ) ( h (s 9u)h2(u)du)dps + h2(s)( h(u , s ) hx (u ) dpu )ds. 

D é m o n s t r a t i o n . 

Cette démonstration diffère peu de celle de l a proposi t ion I I - 2. L a 

différence provient de la représentaiton de ( M ® V ) . 
Soit A = ] a i , bi ] x ] <i2, 62 3 = ^ 1 x ^2 alors 

16 
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r 1 r* 

A A ( M ® V ) = h1(s)lA(s){ h2(u)lA(u)du)dBs 

J o Jo 

+ h2(s)lA2(s){ h1(u)lAi(u)dBu)ds. 

J o ^0 

Soit h un élément de x\ (9A ) t e l que : 
n n 

£ = 1 i = l J 

On in t rodu i t le même processus Hi qu en I I - 2 et le processus H2 : 

n n 

# o ( s ) = X X altlA.(.8) lAXu)h9(u)du- h (s ,u)hAu)du. 

et i?2 appartiennent à L4(TxQ ,9\ ,X®P). Alors 

r 1 r 1 

/ i M ® V ( / i ) = V s ^ C s ) ^ + ¿2 (s 

et | | M M ® V ( ^ ) I I L 2 ( P ) ^ C [ O i h ^ . h ^ - l h ( l ^ i A j ) ! ^ ^ ] 

d'où l a proposition. 

7 - R e m a r q u e s . 

7 . 1 - E n fai t M®V définit une mesure stochastique sur une t r i b u prévisible 

plus grande que 9j^ . 

Soit pour A = ] tzj , bx ] x ] a2 , b2 ] « A (A ) = S*ai et soit 5»A la t r i bu prévisible 

engendrée par {AxF ,A e J 4 2 , F e<eA(A)}. 

Soit h s x \ (9A ). Alors , pour s fixé le processus (h(u ,s ))u g ] 0 > 1 ] est 

9\ - mesurable et 

h(u,s)h1(u)dBu. 

est bien défini 

D'autre par t le processus : H2 (s ) = h (s ,u)h2(u)du appartient à 

17 
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L 4 (T x Q , 9 1 , X ® P ). On vérifie facilement que le résultat de la proposition I I . 6 

reste valable si Ton remplace 9 A par 9X

A. 

7 . 2 - On peut énoncer u n corollaire analogue au corollaire I I - 3. 

8 - P r p p p s i t i q i l . 

Soit hi et h2 appartenant à L 4 ( ] 0,1 ] x Q , 9\ , X ® P ). Soit X (hi , h2 ) 

et X2 (hi , h2 ) les espaces introdui ts en I I - 4. 

Soit M et V les processus tels que : 

f* C* 

M (t) = hx (s ) dp8, V(t) = A 2 (s )<&. 

Alors j u M < 8 > V admet une extension sur # 2 , h2 ) notée également j u M 0 V , à 

valeurs dans L 2 (P) et telle que : 

i ) Pour g h € X2 (hi ,h2): 

\\^M®V(gh)\\L2(P) < C6(h9g1hl9g2h2) 

i i ) Pour g = # i ®g2 appartenant à X(h19h2) l 'application qu i à h € x\ (9A ) 

associe iiM 0 V (g h ) définit xme mesure stochastique sur ( T 2 x f l , ^ A ) à valeurs 

dans L 2 (P ) vérifiant : 

M (g h) =ii (h) 

où N et W sont les processus tels que : 

N(t) = gx (s )h1(s)dps, W (*)= g2(s)h2(s)ds. 

i i i ) P o u r h appar tenante x\(9A) l 'application qui à g =g± ®g2 associe 

liM ® v (g h ) est addit ive au sens suivant : 

r 
* si g.= Hgijk avec glyk®g2,k-

 e X(hlfh2) 
k = 1 

alors nM®V{{gx®g2)h) = S / ^ ® 7 ^ ! , * ® ^ , * ' ) / * ) 

et possède l a propriété de convergence dominée suivante : 

* Pour toute suite (g* ®g2 ) n g N d'éléments de # ( /4, h2 ) telle que : pour chaque i 

la suite (g* ) n e N converge simplement vers g. en étant dominée par fi et 

f1®f2s ( /^ , / i 2 ) , la suite M ( (^ i ®g2 ) A )„ 

e I N converge vers 18 



19 

HM®V((g1®g2)h) dans La CP). 

D é m o n s t r a t i o n . 

I l suffi t d 'ut i l iser les mêmes arguments que dans l a démonstration de 

I I - 4 . 

9 - Corol laire , 

Sous les hypothèses de la proposition I I - 6 et en notant X le processus tel 

que X (t) = X ( ]0 , t ] ) on a : 

V h ex\(?A): 

HM®V(h) = / ® A ( ( ^ ® / i 2 ) A ) 

M M ® V ( ( g 1 ® ^ 2 ) A ) = ^®X((hlgl®h2g2)h)= ^®X((g1®g2)(h1®h2)h). 

10 - R e m a r q u e . 

Soient M et V les processus in t rodu i t s en I I . 6 . Le processus V ® M 

vérifie * 
\/Ae*2: A=AxxA2 À A ( V ® M ) = À A 2 x A i ( M ® V ) . 

Soit h € x\ (9A ) et soit h* te l que : h* (u >s) = h(s 9 u \ 

Alors / i € ( P A ) et : \i QI)=\L (h ) . 

Compte tenu du fait que 0 (h , /12, ^ i ) = 0 (h* , hi,h2) pV^M j ou i t des mêmes 

propriétés que jiM® V (pour la remarque 3-7-1 i l faut considérer <02

A (A) = S* ) et en 

par t icul ier pour h s x\ (9A ) 
A ~s A çS 

liV®M(h)= ^ ( s ) ( h(u ,s)h2(u)du)d(îs + h2(s)( h (s 9u)h1(u)dpu)ds. 

L a proposition suivante est évidente. 

Soient hi et h2 deux processus appartenant à 

L 4 ( [ 0 , l ] x n , B (T)®& , A ® P ) . 

Soit (Vf ) î = 1,2 ^ e s Processus tels que : 

v ; . ( o = ^ ( s ) c k . 

A l o r s 

i ) Le processus V\ ® V 2 définit une mesure stochastique sur (T2 x f l , B ( T 2 ) ® S17) 

à valeurs dans L 2 (P ). 19 
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i i ) Pour tout h e Xfy (9A ) : 

I | / 1 0 V 2 ( ^ ) I I L 2 ( P ) ^ce(h9h19h2) 

i i i ) Pour tout h € Xfr (9A ) 

V1®V2 

\i (h ) = h1(u)h2(s)h(u y s) du ds. 

2 
[ o , i r 

I I I - M E S U R E S S T O C H A S T I Q U E S S U R ( T 2 x i î , P A ) E N G E N D R E E S 

P A R /3 ® 0 . 

1 - M e s u r e s s t o c h a s t i q u e s e n g e n d r é e s p a r u n p rocessus X 

L a not ion de mesures stochastiques engendrées par u n processus 
Z = ( X ) . a été introduite en [1] et [2], pour établir sous certaines hypothèses 

1 Î € [ 0 , l f 

xme formule de Itô. 

Plus précisément : 

Soit T = [ 0 , 1 ]d m u n i de l'ordre par t ie l : 
s = (*Oi = l...d < t = (í¿)¿ = i . . . d <=>Vi = l . . . d s ¿ < í¿ 

d 
on note ] s, t ] le pavé : I l ] s¿, t¿ ] . 

¿ = i 
Soit 9 xme t r i b u prévisible sxir (T x Q ) et soit X=(Xt) ^ ^ ¿ xm processus sxir 

(Çl, ^ ) à valeurs réelles te l que : 

i ) Les trajectoires de X sont continues 

i i ) V £ , V b e T : t < b , l a t r i b u engendrée par { (X$ ) s <t} est une sous t r i b u de 

* ( ] * , ô ] ) . 

i i i ) 3 m e M * : V & = 1 ... m le processus Xk définit une mesure stochastique, 

notée ¡J1, sur (TxQ ,9 ) à valeurs dans L p (P ). 

X8\ ) , est ¡i - in tegrable . 
s<t f € [ o , i r 

U n processus X de ce type est appelé Lp (P ) semi-mart ingale d'ordre m . I l 

existe alors des mesures stochastiques Qi(k) )¿ - 1 _ m sur ( T x i î , ? ) , à valeurs 

dans Lp (P ) et telles que, V h e X& (9 ) : 

i - i M w ( / I ) = S ( - i ) ^ " r c ^ r ( / i ^ " " r ) 

r = l 

1-2 j i * ( f t ) = Z Cr

k^
(r)(hXk"r) 

r = 1 20 
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Les mesures stochastiques (/i(^) = 1 ... m s o n t appelées mesures stochastiques 

engendrées par X (/x^1) = /x 1 = \i x ). Le processus /3 ® /3 ne satisfait pas à la 

condition i i ) quand 9 =9\ et ne satisfait pas à i i i ) quand 9 =9y. Cependant les 

résultats établis en I I vont permettre d'établir l'existence de mesures 

Oxtë) )k € IN* telle que : ̂  = 0 si k > 5 et vérifiant 1.1 et 1.2. 

2 - NotatJiQPSi 

On note : £ p l'espace vectoriel des fonctions <p de IR dans IR qui sont 

continues et dominées par u n polynôme. On note ^2 , p l'espace vectoriel des 

fonctions <p de IR dans IR, de classe C2 et telles que : V r e { 0 , 1 , 2 } <p(r) € Sp . 

Par conséquent, si 9 € ^ 2 , p > V r € { 0,1,2} le processus <p(r)(/3) appartient à 

L 4 (Ti , x H , 9i, À ® P ). D'autre par t si (<PÎ )/ = 1 , 2 et (Vî )/ = 1,2 appartiennent 

à £ p , le processus (/? ) ® V2 03 ) appartient à X (çi (/3 ), q>2 03 )). 

Pour O fonction de IR 2 dans IR, on notera d( 9 j <S? la dérivée partielle : 

— : . quand elle existe. 
dxdy1 

3 - Prppriétéi 

Soit (Xfc ) & = 1,2 des processus tels que : 

V * G [ 0 , 1 ] ^ ( * ) = 9k(P8)dps oa V t € [ 0 , l ] X 4 ( O = ç>*(0,)<fe. 

Le processus ^ ® X 2 est de l 'un des types considérés en I I , pour h e x\ (9A ) 

l 'application de t?p x <gp dans L 2 (P ) qui à ( y i , y2 ) associe 
Xi ®x2 

M (( (j3 ) ® V̂2 ^ ) ) ^ ) est bilinéaire ; i l existe alors une application linéaire 

unique L de Sp ® Sp (produit tensoriel algébrique) dans L 2 (P ) telle que : 
71 

L ( i / j ® y 2 ) = M * 1 ^ ( V i ()3) ® y 2 (£ ) A )• Par conséquent V ¥ = S (Vi,*® ¥2,k ) 

on peut définir M*1 0 * 2 O P (j3, /3 ) /1 ) par : X Ji* 1 * * 2 ( ( V i * (J3 ) ® y 2 * (0 )) A ) et 
* = i 

, ® x 2 

l 'appl icat ion qu i kh e Xb (9A )associe ¿1 OP (j3, j3 ) /1 ) définit une mesure 

stochastique sur ( T 2 x Q,, 9^ ) à valeurs dans L 2 (P ). 

21 
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4 - P r o p o s i t i o n . 
n 

S o i t O = X <P1>k®<P2,k °* <Pi,ke^2,p-
k = l 

Alors le processus O Q3 , /3 ) définit une mesure stochastique /x sur ( T 2 x î i , ? A ) à 

valeurs dans L 2 (P ) et telle que : 

ILQI)=n^\h a n o (/?, )3 »+i- [ / ® a 1 2 o (p , /3 » + a 2 1 o > o, B »] 

+ I / ® \ A 3 2 2 O ( A / 3 ) ) . 

D é m o n s t r a t i o n . 

L a formule de Itô donne, pour i = 1, 2 et k = 1 ... n 

9i,k(Pt)= <P'£, + y <p\k(Ps)ds 

Jo jo 

s o i t M . , ( t ) = <p'i,kWs)dBs, Vitk(t)= 9\k(Bs)ds. 

n 

Alors Q(B,B)=^ <p1Je(B)®<p2k(B) 
k = 1 

= ti[(Mltk®M2>k) + j[(Mhk®V2tk) + ( V l k ® M ^ 

les propositions I I - 2, I I - 6, I I - 1 1 et la remarque 11-10 impl iquen t que O définit 

une mesure stochastique ¡1 sur (T2 x Cl, P A ) à valeurs dans L2 (P ). 

Les corollaires ÏI-5, I I - 9 , la proposition 11-11 et la remarque 11-10 impl iquent que 

V h € X l (<?A ) 
n 

li(h)= X ^®P(h((p'1)k(B)®ç'2k(B))) 
k = 1 
1 * 

+ 2" X \jf*X(h (<p'h k(B)® <p"2> k (B))) + V®fi(h (ç\k(P)®ç'2,k (J3 )))] 

1 n 

+ T X / i " • * (h (ç\k(B)® ç \ k (B ))). 

L a propriété I I I - 3 impl ique l'expression annoncée pour ¡1 (h ) . 

22 
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5 - Théorème, 
n 

h = 1 

A l o r s 

5 - 1 . V n e I N * le processus (<E> (j3, /3 ))* définit une mesure stochastique / i n 

sur (T2 x & t ?A ) à valeurs dans L2 (P ). 

5 - 2 . On peut définir des mesures stochastiques Qx ( n ) ) par la formule 

n e IN 
I I I -1.1 et la formule I I I 1.2 reste valide. 

5 - 3 On a 1̂ (1) = M l , M ( n ) = o V n ^ 5 e t : 

V e # J ( P A ) 

M(2)
 (/1 ) = 2 / ® a 1 0o(j3, /5 ) a 0 1 o 03, / » ) + [ 2 a 1 4 o a 0 1 o + a 1 0 o a 0 2 o ] Ĉ.JS) ) 

+/x* [2 a M o a 1 ) 0 o+a 0 1 <D a2)0<i> ] (p, /3»+ i- / *\h [2 a 0 > 1o a2>1 o + 2 a 1 0 o a 1 2 o 

+ 2 (a1}1o)2 + a20<D a 0 2 o ] 0 , 0 ». 

M(3)(/> ) = 3 / ® o 0 ( 1 o ) 2 a 1 > 0o ) (A j3 )) + 3 / ® o 1 > 0o) 2a 0 ) 1o ) (A /3» 

+ i [4a1A o a 0 > 1o a 1 ; 0o+(a 0 > 1o f a2 > 0o+(aMa>)2 a0>2o] q.p» 

M ( 4 = 6 / / ® \ / i [Q 1 > 0<D f O 0 1 O ) 2 ] (/3, /3 )). 

E n part icul ier si ®(x,y)= xy, O (j3, J3 ) = /3 ® j3 

et / i ( 2 } (A ) = 2ju0®0 (A (/J ® ]3 )) + 2 (A (j3 ® 1)) + 2M*®0 {h (1 ® /3 )) 

M (3 ) (A ) = ® A (A (/32 ® J 3 )) + 3 M a ® 0 (h (/3 ® 0 2 )) + 6 MA ®A (A ( j3®0 )) 

) (A ) = 6 M A ® A № (0 2 ® £ 2 ))• 

D é m o n s t r a t i o n . 

O n est d u même type que O, 5 - 1 alors de l a proposition I I I - 4. La 

propriété I I I - 3 et la définition de jin impl iquent que : 

V p € IN* iin (h ^ ) est b ien défini, que l 'application qui à h e %\ (9A ) associe 

lin (h& ) définit une mesure stochastique et que : 

Hn ( h 0 3 ,P )) = M W № ( ^ 3 U 03 f ^ ) ) + j / 0 * № ( ^ 0 1 , 2 ^ ) 0 , 0 » 
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+ 1дЯ®Э(Л(ФРЭ2ДФП)03 ^ ) ) + 1д Я 0 А(Л(Ф рЭ 2 ) 2Ф п)ф,)3)). 

Par conséquent, pour tou t k e I N * on peut définir une mesure stochastique fi№ 

sur ( T 2 x Q , ̂ л ) telle que : 
k 

Vhex\(9A) A W = S (-1)к-пС1цП(?1Фк-пф,Ю). 
n = 1 

On vérifie facilement que la formule Ш -1.2 reste valide. 

Si k = 1 on a évidemment д ( ! ) = д 1 . 

Pour Л £ 2 

д ( Д ° (Л ) = д w (Л I (-1 )* " n Cl (Ф* - " д1 ! ФП ) ф , /3 )) 
п = 1 

1 * 
+ 7г / 0 Я ( Л Х(-1)*~*^(Ф*-ПЭ12ФП)(/З,/З)) 

^ 71 = 1 
1 * 

+ 7Г 1(-1)к'ПСп

к(Фк-пд21Фп)ф,Ю) 
* п = 1 
1 * 
* n = 1 

d'où, après s impli f icat ion 5.3. 

6 - R e m a r q u e 

Soit (N ь ) k-12 » deux semi martingales telles que : 
çt çt 

Nk(t)= hk(s)dp8+ gk(s)ds 

о К 
où hk etgk appartiennent à L p ( T x x Q, 9 г , A ® P ), ( V p > 1 ). 

Alors V <P e e p , <P (Nk ) , <P (ЛГЛ ) hk , <P (Nk )gk appartiennent à Ь 4 ( Т г x Q, 9 1 , 

X®P). 

Soit Ф = I ^ ® <p2)A , «p . A e t ? 2 p . 
я = 1 

E n u t i l i s an t les mêmes arguments que dans l a proposition 4 et le théorème 5, on 

vérifie facilement que le processus Ф (N1 , N2 ) définit une mesure stochastique д 

sur ( T 2 x Q, 9 A ) à valeurs dans L 2 (P), que 5 - 2 reste va l ide , que д ( N } = 0 pour 

n > 5 et que д ( n ^ pour /1 = 1,2,3,4, s'exprime à l'aide des mesures д P ® ^ , 

0®Л A®fl A®A , JVj®iV 2 N i ® < i V 2 > <Ni>®N2 

Д , Д , Д , ou des mesures д , д , д 

2k 
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<iV 1 > <8> <iV2 > 2 (n) 
ix (<N k> t = /* ^ (s) cte ) et dans ce cas l'expression de / i est 

du type des expressions écrites en 5 - 3 en remplaçant j3 ® /3 par N1® N2 , /3 ® X 

p a r i V 1 ® < i V 2 > , A ® j 3 p a r < i V 1 > ® J V 2 , A ® A p a r < i V x > ® <N2 > , (j3 , j3 ) par 

( i ^ , ^ ) . 

I V I N T E G R A L E D E S K O R O H O D 

Les références sont [7], [8] , [ 9 ] , [12]. 

1 • péf imtfof ts e t N o t a t i o n s . 

Soit (£2, &, (&t h e [0,1]> (fit h e [0,1]> P ) u n mouvement Brownien 

standard à valeurs réelles. 

1.1 • In tégra le s t o c h a s t i q u e m u l t i p l e , 

Si m € I N * on sait définir l'intégrale stochastique mul t ip le de 

fm e L 2 ( [0,1 ] m , X®771 ), cette intégrale notée I m (fm ) appartient à L 2 (P) et est 

égale à m ! J m (fm ) où J m (fm ) est l'intégrale stochastique itérée de fm sur 

C m = U = (*i ) i = l . . . m : * i < *2< - < *m < U -

Pour m = 0 /Q e s * l 'application identité de l'ensemble des fonctions constantes de 

[ 0 , 1 ] dans R . On a alors les propriétés suivantes : 
' I est linéaire 

m 

[ \ml<fm>Sm> L2(x®m) sim = n>l 

Si X e L 2 ( a ^ , P ) , X = S / T O ( / m ) où I0(f0) = f0=E(X) e t o n a : 

m 
! X l L P ) = ( E C X ) ) 2

+ 1 ml lfmf 9 

z m>l L2(X ) 

1.2 - In tégra le de S k o r o h o d . 

Soit X= (Xt )( e [ o , i ] u n processus appartenant à L 2 ([0,1] xQ ,B( [0,1] ) ® S*, 

À ® P ). Alors i l existe une famille de fonctions (fm ) m eJN telle < l u e : 

i ) / m 6 L 2 ( [ 0 f l ] m + 1 p A ® « + l ) 

h ) V £ e [0,1], / m ( ^ . . . t m , t ) est une fonction symétrique en (^ . . . £ m ) 

25 
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m x t ^ i m ( f m c , t ) ) . 
m 

o 
On note / m l a symétrisée de fm en tant que fonction de m + 1 variables 0 

n o 
Si ( I ^ m + i ( / m ^ 7 i € i N converge d a n s L 2 ( P ) on définit 8 (X) : intégrale de 

m = 0 

Skorohod de X par : 

8(X)= I I m + 1 (°fm). 
m>0 

5 est linéaire, le domaine de 5 est l'ensemble des processus X tels que : 

771 > 0 ¿2 W ' 

i l contient en par t icul ier l'ensemble des processus X tels que 

S (m + l ) ! » / J 2

 f l 9 m + i < + "> 
m 2 0 L2 & * 

et l'espace L2 ( ? i x Q, 9±, X ® P ), de plus dans ce cas : 

A 

Ô(X)= Xsdps. 

4) 

1.3- Opé ra t eu r de dér iva t ion . 

On note 2>2 1 l'espace vectoriel des éléments X de L 2 (P ) tels que : 

X = I Imifm) et ï (m + l ) ! | / w | ' a ® m < + ~ -

m > 0 m > 0 l ^ U ) 

Pour X € ^2 , 1 s ° i t : 

m > 1 

on a : 

r1 

E ( (Z) ,X) 2 cfc ) = S mmllfj2

 <s>m 

m >1 ¿2 (* ) 

D est u n opérateur de dérivation. 

1.4 - F o n c t i o n n e l l e s " s m o o t h " . 

Soit * o o , p ( ] R d ) 1 

'espace vectoriel des fonctions O de dans R , de 

classe et telles que la croissance de O et de ses dérivées partielles soit au plus 26 
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polynomiale. L a k ^ m e différentielle de O sera notée O. Une fonctionnelle 

smooth est une variable aléatoire de la forme : 

O ( / 3 t i , . . . / y où O 6 « « ^ ( R " ) . 

L a classe y des fonctionnelles "smooth" est contenue dans L 2 (P ) et dans 2>2¿ 

et on a 
n d 

Dt (O < & i f ^ )) = ¿ S ^ - O ^ ... ¡5tn ) l t 0 j j (Í ). 

Soit ( O n ) n € N et O des éléments de t? (Rd ) on dira que la suite (O n ) n € N 

converge simplement vers O dans t ^ ^ p (IRD ) si V k e IN la suite (D^ ®n)n € IN 

converge simplement vers JD^ O . 

2 - PrQprtëtëSi 

On note £2 l'ensemble des processus X appartenant à 

L 2 ( [0,1] x Q , SB ( [0,1] ) ® S*, A ® P ) tels que : 

-Xt<z32,l *P-P 

- i l existe une version mesurable de Ds Xf telle que 

/• 

£( (DsXtfdsdt )< + <*> 
J 9 
[ 0,1 r 

# 2 e s t 1 1 1 1 s o u s espace vectoriel du domaine de 5 qu i s'identifie à : 

{ X 6 L 2 ( [ 0 , l ] x Q , £ 8 ( [ 0 , l ] ) ® S « r , A ® P ) : X í = S / T O ( / 7 r e ( . , í ) ) 

m 

et on a l a propriété : 

• et 2 ( m + l ) ! | / j f + + 0 0 } 

2.1 - si X e £ 2 alors : 

r1 f 
E((8(X)f)= E(X¡)dt+ E(DsXtDtXs)dsdt. 

[ 0 , i ] 2 

Les propriétés suivantes seront utilisées par la suite 

27 
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2.2 - Si X appartient au domaine de 5 et y appartient à 2>2i alors : 

A 

ô(YX) = Yô(X)- (DtY)Xtdt 

en ce sens que YX appartiennent au domaine de 5 si et seulement si le membre 

de droite de l'égalité appartient à L 2 (P ) . 

2.3 - Si X appartient à X2 et / est B ( № ¿ ] ) " mesurable et bornée alors Xf 

appartient à X2 et Dt[(Xf)(s)] = f(s)DtX(s). 

2.4 - Si X appart ient à £ 2 , alors pour tout p > 2 i l existe une constante Cp 

telle que : 

f 1 

r 1 n 2 

I < 5 ( X ) j p < : C p ' [ E ( X , ) ] 2 d t + K (DsXtfdsdtf \ p \ 

l L 0 J [0,1 f J 

V U N E A U T R E R E P R E S E N T A T I O N D E P R O D U I T S D E M E S U R E S 

S T O C H A S T I Q U E S . 

Dans ce paragraphe, on donne une autre repésentation de certaines 

mesures d u type Mi ® M2, M ®V et V® M (notations d u paragraphe I I ) en 

u t i l i s an t l'intégrale de Skorohod, ce qu i i n t rodu i t une res t r ic t ion de l'ensemble des 

processus integrables considérés en I I , mais permet de définir y.P ®P 

(h O (j3 , j3 ) ) pour h e x\ (¡3 ), O e p ( R 2 ). 

1 - L e m m e T 

Si h € x\ (£8 ) e t O e (IR 2 ). 

A l o r s 

1.1 - V s e [0,1] le processus (h (u, s ) O (pu , ps ) 1 ] 0 > s ] (M ) )u e ] 0,1 ] 

appart ient à #2-

28 
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1.2 - Le processus (5 (h (. , s ) <I> (/3. , /3S ) 1 ] Q, s ] (• ) ))s e ] o,l ] admet une 

modification appartenant à L 2 (7i X Q ,9I, X® P). 

D é m o n s t r a t i o n . 

Soit X (. , s) = (h (u , s ) O (j3M , 0 S ) 1 ] 0 > s ] (w ) ) t t e ] 0,1 ] * étant 

déterministe et borné X ( u , s ) e 2>2, i -

DvX(u,s) = h(u,s) 1 ] 0 ) s ] ( « ) 0 i ,o$ (0U , fi8 ) l [o ,u ] ^ ) + d0(i<ï> (J3U, j3 s ) l [ 0 , s ] (v )) 

d'où 1 . 1 . 

n m 

Soit ft= S S « f j U x A ; Ai9Ajej4l9 rç.eR. 
i = 1 j = l y 

5 étant linéaire on a : 
n m 

5 ( X ( . , « ) ) - S 2 ^ i A < . ( « ) 5 ( O ( ^ , ^ ) i A . n ] 0 > s ] ( . ) ) . 

Pour prouver 1.2 i l suffît alors de prouver que : si A e Ai le processus 

(5 ( O (j3 , ps ) 1 A n ]0 , s ] (• > ))s e ]0,1] E S T A D A P T É À &s h e [0,1] e t admet une 

modif icat ion continue. 

L 'adapta t ion est évidente. Pour mont rer l'existence d'une modificat ion continue 

on va prouver l'existence d'une constante K telle que : 

E ( [5 (O (/3 , /3, ) l A n j 0 „ (. ) ) - ô (O (/?., ps ) l A n ] 0 ; 8 ] (• ) ] 4 ) S * ( * - s ) 2 

Le critère de Kolmogorov permet alors de conclure. Soit s <t 
5 ( O ( ^ , ^ ) l A n ] 0 > f ] ( . ) ) - 5 ( O ( ^ , ^ ) l A n ] 0 ( S ] ( . ) ) 

= - *<P . ,&) ] l A n]o ,* ]< .>> + *<*05. . 0 . ) l A n ] . , « ] < - > ) -

Les hypothèses faites sur O impl iquent que : 

E(sup(<b(puffia))
2p) < +oo V p > 0 

a , s 

E( sup | 0 B < & ( 0 t t , 0 , ) | * ) < + o o V p > 0 

L a propriété I V - 2.4 donne pour p = 4 

r1 

+ JE ( (Dv O (/3U , 0, ) ) 2 l A n ] S ( i ] ( « ) < W } < K\ (t-sf. 

[ o,i f 

Pour l 'autre terme, on note que $ appartenant à t ? 0 0 > p ( R 2 ) i l existe q e IN* et 

une constante C 

\^(x,y)-O(x,y0)\ < ; C \ y - y 0 | CL 
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Par conséquent 

\®(pu,Pt)-®(pu,Ps)\ * C | f t - f t | ( l + 3 S u p | ft I 2 9 ) 
V 

9 0 ) i O appartiennent également à e M ) p ( R 2 ) d'où en appliquant l a propriété I V -

2.4 avec p = 4. 

£ [ ( S ( [ 0 ( / 3 , f t ) - 0 ( f t , f t ) ] I ^ J ^ J U ) ) 4 ] 

sjq {( [ (£( [o (ft ,ft ) 0 , > A, ) ] i A n i M i ( " } ) ) 2 d u ] 2 

+ E [ CD, (<& ( f t , ft ) - <*> ( f t , fis » ) 2
 1 A n ] o, n ( " ) d u d v f 

[o,i r 

U 

+ E ( [ [ 9 0 ) 1 O ( f t , ft ) 1 1 0 > n (v) - 9 0 > 1 O ( f t , ft ) 1 1 0 j S -, (v) f du dt f ) 

[ o,i r 
< J T ^ - S ) 2 . 

2 - P r o p o s i t i o n . 

Soit X = {O (fi , jS ) = (O ( f t , , ft ) ) ( u f . ) e r 2 , O € ( p ( R 2 ) } 

Soit X2 = {h<S>(fi,fi):hexl(B),®(fi,fi)eX } . 

Alors fiP®P admet une extension sur X2 notée également iiP®P, à valeurs dans 

1,2 (P ) et telle que : 

n 

2 . 1 - Pour O ( 0 , / 3 ) = S («Pi j k ® ^ * ) . ^ , ^ ) , ^ ^ ^ ( R ) , A 6 ^ ( É B ) 

* = i 

71 

(ft/3 )) = E <P M ( f t ) ( h (s , u ) ç> 2 > 4 ( f t ) d f t , ) d f t 
A = 1 

J o J o 

+ E «>2 * 0 3 , ) ( h(u,s)çltk(fiu)dfiu)dfis 

k = i 
J o Jo 

n 

+ £ Ç>i k (Pu ) ^2 A (ft ) Mtf, S ) V WU, ). 
* = 1 

[ o,ir 
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2 . 2 - Pour h O (/3 , /3 ) e X2 : 
A 

i ) / ® ^ ( A O ( ^ , / 3 ) )= 5 ( [ O ( j 3 , j 3 s ) A ( . , s ) + a>038,)3 ) / i ( s , . ) ] l ] 0 ) S ] ( . ) ) ^ s 

r 1 f s 

+ ( d01<I>(pu,ps)h(u,s) + dlt0Q(pa,pu)h(s,u)du)dps 

+ O (pu,ps)h(u,s)v(du,ds) 

i o, i r 

et 

i i ) i / 0 ' (A <ï> (0, /3 )) i L 2 ( P ) £ C0* (O, A ) 

où C est une constante et : 

O , ( * , A ) = | A * ( f t / î ) | L 2 C l 0 x « P ) + l ^ * ( f t / î ) l L 2 ( v » P ) 

H M ^ * < ^ / » l R 2 l i * t t « * « P > -

2 . 3 - Pour O (j3 , J3 ) e # l 'applicat ion qui à h appartenant à x\ (£8 ) associe 

¿¿0 ®P (h O (/3 , j3 )) définit une mesure stochastique sur (T2 x Q , 3 ) à valeurs 

dans L2 (P ) (c'est-à-dire une mesure vectorielle sur ( T 2 , £8 (T2 )). 

2 . 4 - Pour l 'application qui à O (j3 , j3 ) associe y? ®fi(h O (/3, j3 )) 

est linéaire et vérifie la propriété suivante : 

Pour toute suite (®n)n € I N converge simplement vers O dans 

^ 0 0 , P ( r 2 )» )» € N e t ( H 1 ) 1 * n i R 2 )n e N é t a n t dominées par un polynôme, la 

suite (M*3 ®£ № O/i 05 ,j3 ) ) n € I N converge vers (jiP ®0 (h O (j3,j3 )) dans L 2 (P ). 

P g m Q n g t r a t i p n , 

2 . 3 et 2 . 4 résultent immédiatement de la linéarité de 5 et de ¡1$ ainsi 

que de 2 . 2 - i i ) . 
n 

Soit < & ( x , y ) = £ (<Pl A ® 9 2 ( R ) 
¿ = 1 

71 

alors / 0 / î ( / K Ï > ( / 3 , j 3 ) ) = X / ® ^ M < p u ® < P 2 * ) ( j 3 , j 3 ) ) 

* = i 
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r1 r3 

n 
= S [ <Pi * ( & ) ( M s , u ) < p 2 A ( / 3 J d / 3 M ) d / 3 s 

A = l 
J o Jo 

A ç» 

+ 9 2 , * 0 3 . ) ( h(u,s)<p1>k(ISu)dpu)dps] 

n 

+ S (" » S ) <Pl k Vu ) 9 2 A O s > v »<& > 
A = l 

[ o,i r 

d'après I I . 2, I I . 5 et I I I . 3. 

Or le processus (h (s , u ) <p2, Jfe O u ) *] 0 , s ] (" ) )u € ]o,l] appartient à 

I»4 ( ] 0 , 1 ] x ft, 9\, X ® P ), par conséquent ce processus appart ient au domaine de 8 

d'où : 
A 

appartient à L 4 (Q, &,P). 

O s ) appart ient à 2> 2, l et Duq>itk O s ) = <P'l,£ O « ) l ] o , « ] ( " ) ° r <Pi, jfe Os ) 

appartient àL4 (Q, ̂ , P ) et 

A 

Jo 

L a propriété I V . 2 . 2 implique alors que : 

le processus (h (s , u ) ç 1 } k O s ) <P2, * 0 « ) 1] 0 , s ] ) ) « e ]0, l ] appar t ient au 

domaine de 5 et : 
/.1 

«Pi,A 0 . ) ^ ( * . K ) Ç > 2 , * 0 „ ) 1 ] O , . ] ( " > ^ « 

rs 

= ô(h(s,.)(çlk®(p2tk)(p8,P)l]Q>s](.)+ (ç'1Jt®ç2k)(p8,pu)h(s,u)du 

h et 9i,k® 92,k satisfont aux hypothèses du lemme V . 1 par conséquent 
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A 

8(h(s,.)(<pl7k®<p2ik)(Bs,BJl]0s](. ))dBa 

K 

est bien définie et appartient à L 2 (P ) . 

Le processus ( (ç \ > k ® <p2) k ) (Ba, Bu )h (s , u )du ) s e j 0 1 } appartient à 

L 2 (Ti x Q, 9\, X ® P ) par conséquent 

est bien définie et appartient à L 2 (P ). 

Le même raisonnement s'applique à : 
A 

<P2, * ) h(s,u) ç1>k(Bu ) l ] 0 s ] (u ) dBu 

d'où 

,.1 

^(hO(B , 0 ) ) = 8([®(B,Ba)h(.,s) + <l>(Ba,B)h(s,A]l]0tS](A]dBs 

J o 

+ ( (dol0(ButBs)h(u,s) + dlo0(Bs,Bu)h(u,s))du)dBs 

Ç 

+ h (u , s ) O (Bu , Bs) v (du ,ds) 

[ 0,1 ] 

d'où 2 . 2 - i ) dans ce cas. 

Si h O (j3 , J3 ) e # 2 d'après le lemme V . 1 le premier terme de 2 . 2 - i ) a 

bien u n sens. On vérifie facilement que le processus 

Cs 

< ^ o , ! 0 ( f t , , ft ) * («, s ) + a 0 > 1 O ( f t , ft ) h (s, u )) <fe ) f 6 j 0 > 1 j 

appart ient à L 2 ( T i x Q, A ® P ) par conséquent le deuxième terme est bien 

défini également. Le troisième ne pose pas de problème. 

Pour 2 . 2 - i i ) on a : 
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A 

EU 3 ( [ O ( j 3 . , j 3 s ) / i ( . , s ) + O ^ , i 3 . ) / i ( s , . ) ] l ] 0 ) S ] ( . ) ) ^ J 2 ) 

A 

= E((8([®(B ,Bs)h(.,s) + ^(Bs,B)h(s,.)n]0fS]l))f)ds. 

Jo 

Soit X ( . , » ) = [ 0 0 8 . , / î s ) A ( . , s ) + 0 0 5 s , i 8 . ) A ( » , . ) ] l ] o , s ] ( . )• 

L a propriété I V - 2 . 1 et le lemme V - 1 impl iquent que : 
A r 

E QL8 (XL, s ))f ) < E((X(u,s ))2 ) du + E(( Dv X (u, s )f ) du dv 

0 [ o , i ] 2 

or 

Dv X (u, s ) = 0 1 > O O (BU,Bs) l t 0 j u j (w) + a 0 ) 10> (Pu , B: ) l t 0 > , j ( i ; ) ) h (u, s ) l j 0 > s 3 (a ) 

+ ( a i > 0 O ( P s , / 3 w ) l [ 0 > s ] ( i ; ) + a 0 > 1 O ( ^ , ^ ) l [ 0 ) a ] ( i ; ) ) / i ( s > u ) l ] 0 ) S ] ( u ) 

d 'où 

r1 r 
£ ( ( S ( X ( . , s ) ) d j 3 s )

2 ) < ; 2 n £ ( ( 0 ( / 3 t t , j 3 s ) M u , s ) ) 2 ) c f o c f c 
0 ^ 2 
° [ 0,1 f 

+ E [( [ 8 1 > 0 O (j3tt , j3s ) ]
2 + [ d0>10 (Bu , B8 )f )(h(u,s))2)] du ds} 

[ o,i r 

on a également : 

r1 cs 

E(( ( [d0^(Bu,Ba)h(u,s) + dlj0d>(ps,Bu)h(s,u)]du)dBsf) 

jo J o 

= E(( [dQ1<ï>(Bu,ps)h(u,s) + d10<I>(Bs,Bu)h(s,u)du)2)ds 

J o J o 

<K' E (( [ 9 0 1 O <0B, £ ) ] 2 + [ 3 1 ) 0 0 (Bu ,Bs)f)(h(u,s )f ) du ds 

°* 2 

[ o,i r 

d'où 2.2 - i i ) . 34 
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3 - Proposition» 
JXP ® * admet une extension sur X2 notée également \i$ ® * , à valeurs 

dans L2 (P ) et telle que : 

n 

3 - 1 Pour <ï>(/3,/3)= S ( ç l f 4 « ç a > 4 ) ( / î , / J ) , 9 l , 4 6 C 0 0 k p ( R ) A 6 x i f t B ) 
A = 1 

A r* 

Hf9x(h*(P , /3)) = E * i , *<£.)( h(s,u)<p2k(pu)du)dps 

k 

A ç' 

+ Z «»2,* 05. X * (M,s )ç> l f J k G3 t t )<# B )< fe . 

3 • 2 Pour h O (0 , 0 ) € « 2 : 

i) / ® * ( * 4 > < 0 , P ) ) = ( Q(fia,Pu)hds,u)du)d08 

A A ç* 

+ 5(O>03 ,pa)h(.,s)l]0s](.))ds+ ( d01<!>(pu,ps)h(u,s)du)ds 

0̂ 0 4) 

i i ) lu13®1 (A O (/3, /3 ) ) | L 2 ( P ) ^ C [0* &,h)-lhQQ,fi ) I L 2 ( V 0 P ) ] 

3-3 /10®* j o u i t des propriétés 2.3 et 2.4. 

D é m o n s t r a t i o n . 

Les arguments utilisés sont les mêmes que pour la proposition V - 2. 

3 - 3 résulte immédiatement de 3 - 2. 

cs 

Si O e X et h e x\ (S) le processus ( O (j3s, j3 u ) h (s , u ) du ) s e } 0 1 } appartient à 

L 2 (Tx x Q , 9 V X ® P ) , par conséquent ( O (/3S, pu)h(s,u)du) dps est bien 

4) 
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A -s 

déûnieet E(( ( O ips ,fiu)h(s ,u)du)d$8f) 

A çs r 

= E(( ®(ps,pu)h(s,u)duf)ds< E№((Ss,pu)h(s,u))2)duds. 

0 0 [ o , n 2 

n 
D e p l u s s i O = X <Pi k® <?2,k 

k = i 
r1 rs r1 r8 

n 
( <&(l3s,llu)h(s,u)du)dpu= £ <Pi,*(J3 s)( ç2jk(pu)h(stu)du)dps. 

h = 1 
J o J o ''o •'o 

Les mêmes arguments que dans la proposition précédentes permettent d'affirmer 

que : 

V h 0> (j3 , J8 ) e # 2 

5 (O (j3 , /3S ) M . ,s ) 1 ] U > S ] C ) ) d s est bien définie e t : 

r1 r1 

£ ( [ 5 ( O 0 3 . , / 3 s ) A ( . , s ) l ] 0 ( S ] . ) d s ] 2 ) ^ E([8(<ï>(p.,ps)h(.,s)l]0>s].f)ds 

< K8*($,h). 

De plus si 0 £ = <ph k ® <P2, k <Pik e ^oo,p ( R ) 

A /.s /.l 

< p 2 , * ( ^ ) ( M u , s ) < p M ( / 3 u ) d / 3 t t ) c f e = 8(Ok(fi,ps)h(.,s)l]0jS]t))ds 

A /.s 

+ ( d0jl%(pu,pa)h(u,s)du)ds. 

E n f i n 

E([ ( 8 0 > 1 O ( j 3 M , / 3 s ) M u , s ) d u ) < f s ] 2 < E ( O 0 1 O ( / 3 u , ) 3 s ) / i ( « , s ) ) 2 ) d u d s 

0 0 [o , i ] 2 
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d'où 3.1 et 3.2. 

On a évidemment une proposition analogue pour \ix ® 0. 

4 - C o r o l l a i r e , 

/x A ® 0 admet une extension sur X2 notée également ju^ ® 0, à valeurs 

dans L 2 (P ) et telle que : 
n 

4 - 1 Pour 0 ( ) 3 , j 3 ) = X (<PI,A ® <P2 >*) O , J3 ) ^ e t ^ O R X e t A e a J t e ) 
A = 1 

M* ® 0 )) = S 9 M O s ) ( <p2jk(Pu)h(s,u)dPu)ds 
k 

r1
 cs 

+ S 92,40, ) ( <Pi,k 0 « )h(u,s)du) dp8. 
k 

4 - 2 Pour h® (p , ¡5) e X2 : 

i ) / 0 / î ( / i < ï > ( 0 , / 3 ) ) = ( ®((}u,p8)h(u,s)du)dps 

r1 f1 f* 
+ S (O ( 0 S , / 3 ) M s , . ) l ] 0 , s ] ( • ) ) < & + d10<!>(p8,pu)h(s,u)duds. 

i i ) (AO (/3 , j8 ) ) « i 2 ( P ) < C 0* (O, h ) 

4 - 3 / ¿ ^ 0 jou i t des propriétés 2.3 et 2.4. 

R e m a r q u e . 

On a prouvé que si O e « 0 O > p ( R 2 ) alors les processus 

( l ] 0 , a ] x ]0,6] ° * % , * > • 1 * / a ] 0 > a ] x W <*> 0 . , 0 )) ( a , 6 ) e r 2 

et J I * ® 0 d ] 0 ^ ] x ] o , 6 ] * O . » 0. ) ) ( a > 6 ) g r 2 définissent une mesure vector iel le sur 

( T 2 , SB ( T 2 ) ). Les propositions 5 et 7 suivantes mont ren t que l 'on peut définir 

l'intégrale stochastique de certains processus par rapport à ces processus. 
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S - P r o p o s i t i o n . 

Soient yr et O appartenant à Soo,p ( R 2 ) - Soit (T n ) n e une suite de 

part i t ions de ]0,1 ] dont le pas tend vers zéro et telles que 

xn = {An

t = ] al, an

i + l ] , i = 0,.. . i (n )}. 

S o i t y n ( w , s ) = E E V ( 0 n , j 3 „ ) 1 n n ( " , s ) , soit h = l A , Ae 4 2 \ e t so i t 
» j ai aj Ai xAj 

i 7 a i aj Ai xAj 

Alors la suite (p. ( y 7 1 ^ » n e I N converge dans L 2 (P) vers 

fi • R e m a r q u e s . 

6 - 1 L a proposition V - 5 prouve que l'intégrale stochastique 

(h O (j3 , B )) est l 'extension naturel le au sens de Itô de l'intégrale stochastique 

définie sur 
L 2 ( T 2 x Q , , X®X®P). 

6 - 2 L a proposit ion V - 5 prouve également que cette intégrale stochastique 

possède l a propriété d'itération. 

Démonstration de l a proposition. 

O n note que : 

A i X A j l 0 si i>j 

et qu' i l existe G e R + et q e JN tels que : | y / 1 (u,s ) | <>C (1 + S « p | I2"7 ). 

On a : 

A 

H(vnh) = yLIdY(Bn,Bn)[ 1 7 l ( s ) 5 ( < D ( P , ^ ) A ( . , s ) l w ( . & „ , ] ( . ) 
* J aj aj J Aj ' Ai 

0 

r1 

+ 1 (s)8(0(Bs,B)h(s,.)l A.)l]0>s](A)dBs 

Ai Aj 
A r3 

+ 1 „ ( » ) ( d01O(Bu,Bs)h(uts)l n(u)du)dBs 

J A J J ' Ai 
0 0 
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f1 ca 

+ 1 B ( * ) ( d10®(Ps,(iu)h(s,u)l n(u)du)dps] 

+ h (u, s ) y " (u , s ) O (j3tt , j3s ) v (du, ds ) . 

[o,ir 

Le dernier terme ne pose pas de problème. 

Pour les autres termes, en raison de l a symétrie i l suffit d'en examiner deux : 

A 

A\ = S X v O » , / * , ) l B ( s ) 5 ( O ( ^ f t ) M . , 5 ) l . ( . ) l ] 0 s ] ( . ) ) ^ 
j iïj ai aj J Aj Ai 

0 

f1 f* 
'Al = I I ^ n , ^ ) l „ ( s ) ( a 0 1 O ( / ? a , j 3 J M u , s ) l ( u ) d u ) d / 3 s 

y i S i «i «V J Aj J A i 
o o 

(y/* (u , s ) 3 0 1 ®(pu,ps)h(u ,s)du) dpa. 

On a : 

E ( ( A 2 - ( \ir(Pu,ps)d01Q(flu,ps)h(u,s)du)dPs)
2) 

0 0 

= E ( [ [W

n(u,s)-\i/(pu,ps)]d01<I>(pu,fls)h(u,s)duf)ds 

< E([yn(u,s)-y(Pu,ps)?(d01<l>(lïu,ps)h(u,s))2duds 

J o 
[0,1 r 

par conséquent ( A 2 ) n € N c o n v e r g " e dans L2 (P ) vers 

f 1 c8 

( y (0 U ,/3 s ) 3 0 > 1 O (pu,ps)h(.u,s)du)dps. 

•4 J o 

Pour 
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A 

Aî= S I V ( 0 „ , 0 » ) 1 » f r ) * ( * < 0 . , & ) M . , s ) l ( . ) l ] 0 > s ] ( . ) ) < # s 

j i<7 «i «V A 7 

or w 05 , 0 ^ ) e 2> 2 > 1 et : 

s . v 0 1 . 0 J = \ o v O » , ) i an ] (»> + \ i v Qn > K ) i ( 0 fln J (» >• 
o,- ay aj ay LU, a,- J a, Oj lu, j 

L a propriété I V -2 - 4 implique pour p = 4 : 

A 

E ((S (O 03., 0 S ) A ( . , s ) 1 n (. ) l ] 0 j S ] ( J ) 4 ) < C 4 E ((O (0M , 0 S ) h (u, s ) 1 (u ) ) 4 ) d u 

A 

+ J 5 ( [ O 1 0 O ( ^ , j 3 s ) ) 4 + O 0 1 O ( p u > ^ ) ) 4 ] ( A ( u , s ) ) 4 l ( « ) ] d w . 
A , v » A i n J 0,s J 

De°plus y ( 0 „ , 0 n)eL4(P),Dvy,(Pn,P n)<=L4(X®P) 
ai aj ai aj 

et <ï>(0 , / 3 s ) M . , s ) l re(.)eL4(A®P). 
•A» 

L a propriété TV - 2 - 2 impl ique alors que : 

¥ ( P a n , P a n ) 8 ^ ( l i , , P s ) h ( . , s n ^ ( . ) l ] Q > s ] t )) 

= 5 ( y ( 0 r e , 0 J O ( 0 \ 0 8 ) M . , s ) l „ ( . ) 1 ] 0 > S ] C ) ) 

A 

+ \ i V ( / 3 n , / 3 J l < i / ) l ( i / ) * ^ , * . ) ^ . * ) i ] 0 , . ] ( . ) ) A ; 
' aj ay [ 0, ay J Aj 

/.1 

d'où A? = S(\rnL,s)<l>(Ji ,(is)h(.,s)l]0rS](.))dps 

+ ( S a0>1 Y(pn,an)iA>u n(s)®q}v,ps)h(v,s)dv)diis 

J i<j ai aj Ai Aj 
0 0 

on vérifie facilement que les processus intégrés sont b ien 9\ - mesurables. 

S o i t , T n (u, s ) = 2 9 0 j y (fi , 0 )1 (u, s ) la suite (T* (u, s ) ) n N converge 

* * j ' °i a j x An­

vers 9o t i w (Pv > 0s ) s u r l'ensemble : {(u, s, m ) : u * s } et i l existe C e 1R+ et g e IN 

tels que : 

| r " ( u , s ) | < C ( 1 + S u p | 0„ I 2 9 ) . 
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A 

Alors A î = S(ynL,s)<!>(p,P8)hl,s)l]0j3]t))dps 

r 1 r3 

+ ( T"(v,s)Q(Pv,Pa)h(v,8)dù)dpa. 

^0 ^0 

Les propriétés de P 1 impl iquent que la suite 

f1 f* 

( r " ( i ; , s ) 0 ( f t , f t ) M u , s ) c & > ) d f t ) n 6 l N 

converge dans L 2 (P ) vers ( 3 0 1 y ( f t , ft )<î> ( f t , ft ) ft (v,s )dv ) d f t . 

Pour l 'autre terme y/11 (., s ) O (ft , j3 s ) A ( . , s ) 1]Q,S ] C ) appartient à £ 2 alors 

( I V - 2 - 1 ) 

S (5 ( ( / C s J - f ^ J J ^ O î ^ ^ M ô . s ) ^ ] ! . )))2) 
f i 

<; S ( ( / ( u , s ) - y 0 3 u , f t ) ) 2 ( a ) ( f t , f t ) A ( u , s ) ) 2 ) d u 

+ E [ [ I > u ( ( / ( u , s ) - v ' ( f t , f t ) ) < I > ( f t , f t ) ) ^ ( " , s ) l ] 0 ) S ] ( « ) ] 2 ] d u d y 

[o, i r 

et on a [ ( y n (u, s ) - y <0a , J3S )) O (fiu , /3S ) 3 

= I l n ( a , S ) [ a i ) 0 ^ ( ^ n ^ n ) l „ ( " ) + ^ l V , ( / 3 n , / 3 J l l O ( f t . f t ) 
j j Aj xAy ' a; ay [0,aj J aj ay [0,ay J 

- O l j 0 y ( f t . ft ) 1 t 0 ,u ] ) + 3 0 > 1 y ( f t , ft ) 1 [ 0 ) S ] (w ) ) <*> 0« , ft ) 

+ (y" (u , s ) - ¥ ( f t , ft )) [ 9 1 > 0 <ï>(ft , ft ) 1 [ 0 > U j ( i ; ) + 3 0 > 1 O ( f t , ft ) 1 [ 0 ) S , ( i ; )) 

d'où on déduit que la suite : 
A 

( 5 (y/ 1 ( . , s ) 0(j8;, ft ) h ( . , s ) 1 ] 0 ) s j(. ) ) d f t ) B g N converge dans L 2 (P ) vers 

Jo 
A 

5 ( V ( . , s ) O ( / 3 , f t ) / i ( . , s ) l ] 0 > s ] ( . ) ) d f t ) . 
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Par conséquent l a suite (ji ( y n h ))n € I N converge dans L 2 (P ) vers : 

r1 

8 (w (ft , ft ) OCft , ft ) ft ( . , s ) 1 ] 0 > . ]C ) ) dft 

A 

+ 5 ( y ( f t , f t ) W s , f t ) f t ( s , . ) l ] 0 , S ] C ) ) d f t , 

+ ( O 0 ) 1 y ( f t , f t ) ) < ï > ( f t , f t ) f t ( " , s ) du)dpa 

r 1 c8 

+ ( y ( f t , f t ) 3 0 , i < I > ( f t , f t ) / i ( " , s ) d " ) d f t 
c1 r8 

+ ( (dloV(Ps,Pu))®(Ps,Pu)h(s,u)dud(is 

C1 C8 

+ ( V (ft , f t ) 3 1 > 0 O ( i 3 s , j 3 a ) f t ( « , s ) du)dps 

+ y/ ( f t , f t ) O ( j 3 w , f t ) f t ( u , s ) v ( d u , d s ) = M W ( ( y < E > ) 0 3 , / 3 ) f t ) . 

[ o,ir 

7 - P r o p o s i t i o n . 

Sous les mêmes hypothèses que pour l a proposition 5. 

Soit n t t / ) = I Z ^ n , ^ ) r t t n n O ( / 3 , / 3 ) f t ) . 

Alors la suite (u (ft y n )n € I N converge dans L 2 (P ) vers /10®* ( y (/3 , /3 )0(/3 , j3 ) 

ft). 

O n a u n résultat analogue pour 

D é m o n s t r a t i o n . 

r1
 C8 

u(hW

n) = ttxir(l5n,pn) 1 n(s)( <î>(ft,ft)ft(s,u)l n(u)du)dps 

i j S i <H aj J Ai J Aj 
0 0 

+ ( £ „ , / ? „ ) , f t ) f t ( . , s ) l _ ( . ) l ] 0 s ] ( . ) ) d s 

0 
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A çs 

+ y* (u, s ) 9 0 ) 1 O (Bu,B8)h(u,s) du ds. 

Le premier terme s'écrit aussi : 

r 1 r8 

( \rn(s,u)®(p8,Bu)h(s,u)du)dBs. 

Le deuxième terme : 

A 

I E ^ ( 0 n , 0 J l n(s)8(<!>(B.,Ba)h(.,s)l C ) l ] 0 s ] ( . ))ds 
j i<j <H aj Aj \ 

0 
A 

= 5(xifn(.,s)®(B ,Bs)hL,s)l]0>8]l))ds 

A A 

+ ( Tn(u,s)d>(Bu,B8)h(u,s)du)ds. 

E n u t i l i s an t les mêmes arguments que pour la démonstration de l a proposition 

V - 5 on prouve que la suite (JJ. (yn h ))n € ^ converge dans L 2 (P ) vers : 

( ¥(0s,Bu)<I>(Bs,Bu)h(s,u)du)dB8 

A 

+ 5{y{B ,Bs)®(B ,Bs)h(.,s)l]0)8](.))ds 

4) 
A .s 

+ (.d01\if(Bu,B8))^(Bu,Bs)h(u,s)duds 

A .s 

+ v(Bu,B8)d01<&Wu,P8)h(u,s)duas = ^®U{Y®)(B ,B)h). 

Jo ^0 
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V I - M E S U R E S V E C T O R I E L L E S E N G E N D R E E S P A R D E S 

F O N C T I O N N E L L E S D ' O R D R E 2 D U B R O W N I E N 

1 - T h é o r è m e , 

Soit O appartenante £ o o , p O R 2 ) -
Alors le processus O (0 ,0 ) = (<D (0U , j38 ) ) ( B ^ s ) e r 2 définit sur £8 ( T 2 ) une mesure 

vectorielle notée fi®, à valeurs dans L 2 (P ) telle que : 

1 - 1 - V A e ^ 2 0-A ) = A A ( O ( / 3 , 0 ) ) . 

1 - 2 - Vfc e # J ( B ) 

^(h) = u^^hdltl^ifi ,/3)) 

+ i . [/®* ^ a l j 2 o os ,0 ) ) + ( A a2 > 1 o o , /3 ))] + j nx®x (h a 2 > 2 oifi.p ». 

1 - 3 - (A ) 1 L 2 ( P ) < C e * * ( $ , A ) où C est une constante et 

6**(® ,h)=jh JD 2 <P(/3, /3 ) | | l L 2 i x 9 X 9 P ) + | A » Z > 3 0 O , /3) 1 l u t t a i « P ) 

+ | A » ^ 4 O ( ^ ^ ) | « L 2 a ^ 0 P ) + l | / i a i ) 1 O ^ , 1 8 ) 1 ^ ^ ) . 

D é m o n s t r a t i o n . 

Soit O = X P u ® <P2A » * a proposit ion I I I - 4 impl ique que O définit une mesure 
k = i 

vectorielle sur (T2 , 8 (?2 )) telle que M° ( l A ) = AA № (/3 , /3 )) et que ) 

admet la représentation donnée en 1 - 2. 

Si <ï> appart ient à ^ 0 0 ) ^ ( R 2 ) , les dérivées partielles de tous ordres de <I> 

appartiennent également à ^oo,p fl&2 X I E membre de droite de 1 - 2 est donc bien 

défini d'après V - 2, V - 3 et V - 4 et sa norme dans L 2 (P ) admet la majorat ion 

donnée en 1 - 3. 

Pour prouver que ¡1® (1^ ) donné par 1-2 est égal à A A (O (/3 , /3 )), i l 

suffît de remarquer que : V O e t ? ^ p ( R 2 ) i l existe une suite ( O n ) n € I N 

d'éléments de p ( R 2 ) telle que 
* ( » ) 

O n = S cpn

ltk ® <pn

2Je, <p*A e ( R ) et V ) e I N 2 l a suite 0 ^ ) n 6 N 

& = 1 

converge simplement vers d( j ' O en étant dominée par u n polynôme. 

L a majorat ion 1-3 impl ique alors que la suite (ji n (h ))n € N converge vers JLL ( / I ) 

dans L 2 (P ) mais / i * (1A ) = A A ( O n ()3, j3 )), par conséquent /1 (1A) = A A (0(0, /3 )). 
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2 - C o r o l l a i r e . 

Soit O appartenant à p ( R 2 ) , alors : V A e 

A 

A A<DQ3 ,0) = 5 ( [ l A ( . , s ) a i ) 1 O O 3 . , 0 8 ) + l A ( s , . ) a i l O ( 0 s , 0 ) ] l ] O g ] ( . ) ) d 0 s 

r1 cs 

+ [ d12®(pu,Pa)lA(u,s) + d21<l>(pa,pu)lA(s,u)du]dpa 

+ y t a i , 2 * O s , J3tt ) 1 A (s, u ) + 9 2 > 1 O (j3tt , 0S ) 1 A (u, s ) du ] d/3s 

A 

+ i 5 ( [ l A ( . , s ) 9 1 > 2 O ( 0 , j 3 s ) + l A ( s , . ) 8 2 ) 1 < D 0 3 s , j 8 . ) ] l ] O s ] ( . ) ) d s 

4) 
f 1 f8 

+ j [lA(u,s)dlt3$(pu,ps) + lA(s,u)d31®(Pa,pu)]duds 

J ̂  J ̂  
0 0 

r c 

+ lA(u,s)d2>2®(pu,pa)duds + 8 U O (/3U , )38 ) 1A (u, s ) v (du, ds ) . 
J n J n 

[ o , i r [ o , i r 

3 - T h é o r è m e . 

Soit O appartenant à t?©^ p ( R 2 ), alors 

2 - 1 - O engendre des mesures vectorielles (u^ )k eJtf telles que = /¿3*, 

/ M ) = 0 si £ > 5, /x( 2 ) , ju( 3) et u^ 4 ) sont données par les formules I I I - 5 - 3. 

2 - 2 - Soit y appartenant à <600t p ( R ) alors : 

V h € # J (B ) 

+ L ^3\hY'" °<!>(JS ,p)) + ̂ iii4) (hviv
 )o<ï>(j3,j3)). 

D é m o n s t r a t i o n . 

Si O appartient à t ? ^ p ( R 2 ) , V n € IN* 4> n appartient également à e ^ , p ( R 2 ) et 

/ i ° s /x" est donnée par V I - 1 - 2. 

D'autre pa r t V - 5 et V - 7 impl iquent que V (m, n) e I N * un (<ï>m. h ) est bien 

défini et : 
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+1 (h ( o m a2)1 o
7 1 ) (]3, j3 )) + i- nx*x (h ( o m a2>2 <Dn ) os, 0». 

Par conséquent on peut définir sur ( T 2 , SB ( T 2 )) des mesures vectorielles 

(u.{k) ) . par la formule I I I - 1 - 2 : 

k e IN 

/i(A)(A)=S (-l)k-rCr

ku
r(h®k-r(P,li)) 

= 1 ( - l ) f c - r C 5 | i W ( A ( « / f c " r 3 l l ^ ) 0 . / 5 ) ) 

+ i - I ( -D*" r < S / 0 A <* (0*" r ^ 2 O r ) o , 0 )) 

Â r = l 

+ i- £ ( - i ) * " r c î M W ( h ( Q k - r 3 2 1 o r ) o ,0)) 

4 r = l 

d'où V /5 € I N * est donnée par les formules I I I - 5 - 3. 

Si y appart ient à £ 0 0 , p ( R )> V ° $ appart ient à £ 0 0 , p ( R 2 )» e*1 u t i l i san t V - 5 et 

V - 7 et V I - 1 on obtient 2 - 2 . 

4 - Corol la ire . 

Si O et y appartiennent à £4^ p ( R 2 ) et »4^ p ( R ) respectivement, les 

résultats des théorèmes V I - 1 et V I - 3 et du corollaire V I - 2 restent valables en 

u t i l i s an t u n argument classique d'extension et l a majora t ion V I - 1 - 3 d'où le 

résultat annoncé dans l ' in t roduct ion. 

5 • Remarque 

L'extension de ces résultats aux fonctionnelles aléatoires d u type O (N 1 , N 2 ) où ( 

N k ) k = 1, 2 s o n ^ des semi-martingales d u type i n t r o d u i t en I I I - 6 nécessite 

l ' in t roduct ion d'hypothèses supplémentaires , notamment du type h ^ (s) et g # (s) 

appartiennent ) 2> 2,1 -

*6 
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