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SEMINAIRE DE PROBABILITES RENNES 1983 

THEOREMES DE RENOUVELLEMENT 

POUR LES PRODUITS DE MATRICES ALEATOIRES 

EQUATIONS AUX DIFFERENCES ALEATOIRES 

E. LE PAGE 
U.E.R.. Mathématiques 
Université de Rennes I 
Campus de Beaulieu 
35042 RENNES CEDEX FRANCE 

INTRODUCTION 

On considère une suite ( A ) N > ^ de matrices aléatoires indépendantes, et de 

même loi à valeurs dans le gFoiipe GL(d^R) des matrices dx d inversibles à 

coefficients réels. On munit l'espace vectoriel TR. des vecteurs lignes 

x - ( x ^ x ^ . . ^ ^ du produit scalaire canonique et pour A € GL(d.]R), on 

note | | A | | - sup ||xA||. 

Nil 1 

On sait [ 4 ] que si E log+ || <+ 0 0 

p.s lim -jj log ||À 1À 2...AJ| - a . 

n 

Dans son article [12], H. Kesten a>démontré en particulier des résultats du 

type suivant : 

si a >0 x e V 1 

lim E[ card n; t < H x A ^ . . .AJ| < th ] - loj h 

t + 0 0 

si a<0, il existe un X > 0 tel que pour x € Rd-{0} 

lim t 1 P(max ||xA A2...An|| > t) 
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existe et est strictement positive. 

Les théorèmes précédents ont été établis dans le cas où la loi de est portée 

par des matrices positives ou dans le cas où la loi de A^ admet une densité. 

L'objet de ce travail est d'étendre les précédents résultats au cas général. 

Les résultats obtenus sont énoncés et démontrés au paragraphe 2. Leur preuve 

s'appuie sur la théorie du renouvellement établie par H. Kesten [11] pour 

les fonctionnelles d'une chaine de Markov. 

Afin de vérifier les conditions d'application de cette théorie, nous devons 

au paragraphe 1 étudier certaines chaines de Markov à valeurs dans l'espace 

projectif JP, - associé à 

Plus précisément, nous montrons à l'aide de propriétés d'équicontinuité que 

pour tout \>_0, l'opérateur S(X) défini sur l'espace € (̂ P^ ^) des fonctions 

continues sur ^ par 

S(X)f(x) - JlIxxAjl^ fCx-A^ dpCA^ x € t p ^ i 

(x est un vecteur de norme 1 d'image x dans ^^.^ e t * note l'action de 

GL(d,H) sur 
u-I 

admet une fonction propre h^ continue, strictement positive sur S?̂  1* e t 

ayant pour valeur propre le rayon spectral k(X) de S(X) sur 

Ensuite,, nous établissons que l'opérateur markovien ^P défini par 

ïfe- s w t t h x ] 

est quasi compact sur un espace de fonctions Holdériennes convenable. 

Pour menër:cette étude, on s'inspire de techniques mises en place dans [7] , 

[8 ] , [9 ] , [10] , qui permettent de faire apparaître des phénomènes de 

convergences en direction. 
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Au paragraphe 3, nous donnons une application des résultats du paragraphe 2 

à l'étude dféquations aux différences aléatoires. 

On étudie la distribution limite de la solution Y de l'équation aux 
n 

différences aléatoires 

(*) Y n - A n Y n 1 + B n n>l n n n—i n — 

où les ( A

n>
B

n) n>i
 s o n t d e s variables aléatoires indépendantes, de même loi 

à valeurs dans GL(d,R) x R d. 

Pour Y donné, la solution de (*) est 
o 

Y « B + A B .+...+ (A A 1...A 0)B 1 + (A A ....A-) Y . 
n n n n-1 n n-1 2 1 n n-1 1 o 

La loi de Y - (A ...A.) Y est alors la même que la loi de la variable n n 1 o ^ 
aléatoire 

n 
R * I A. A....A. . B. n . L. 1 2 Tc-1 k k=»l 

Si l'on suppose que lim ~ log ||A....A || * a < 0 et des conditions de 
1 1 1 1 +00 

moments suffisantes sur la loi de B^, la série R - I Ai ^2 # , # Ak-l Bk 
k*l 

converge presque sûrement. 

On établit,- sous des hypothèses assez générales qu'il existe un réel 0 

tel que la limite 

11m t X l P(xR >t) x € VLfO} 
t ̂+°° 

existe, est finie et strictement positive. 

Des résultats analogues avaient été prouvés par H. Kesten [ 12] dans le cas 

où les matrices ( AJ)J>1
 ëtaifent positives ou admettaient une loi ayant une 

densité. 
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L. Résultats préliminaires : Etude de chaînes de Markov obtenues par 

relativisâtion 

1.1 Notations - définitions - rappels de résultats 

Nous appelons W [ resp '"P J l'espace projectif associé à 

R d = { m X i 6 E 1 <i<d} 

(resp à ^ = {(x1,...,xd) x ^ R l ^ i ^ d } . 

t_d d 2 1 / 2 

Pour x = (x.,...x,) e il , nous posons ||x|| » ( £ x ) , et pour toute matrice A 

d i-1 
du groupe linéaire GL(d^R) de E. nous notons 

Il A II 11**1 

I N I - sup Uj^L-

x s V - l O } 

Nous désignons par p le cocycle sur T̂P̂  * xGL(d^R) défini par 

p(x,A) - x € \_lt A € GL(d^R) 

où x désigne un élément de -{0} d'image x dans ^d-.]. • 

Rappelons par ailleurs, la décomposition de Cartan d'une matrice A de GL(d,ïO : 

on peut écrire A sous la forme 

A = k 1 a 

où k̂  et k̂  sont des matrices orthogonales, et a une matrice diagonale : 

diag(a1,a2, •.. ,ad) avec â^ ̂ >a2 ^.•••^
a

(i* 

Les réels ^ai^i<i<(i s o n t déterminés de façon unique par A ; le couple (k^k^) 

nfest pas unique .lorsque a. >a >... > a, : les autres décompositions de Cartan 
1 Z * d ^ 

s'obtiennent en remplaçant le couple (k^k^) par un couple (k^m, m k^) 

avec m € {diag (e^ ^29**'*s^ z± a • 
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Considérons alors une probabilité p sur le groupe GL(d,]R). Nous supposons que 

p satisfait aux hypothèses (H) suivantes : 

1) Le groupe fermé G engendré par le support de p et ses sous-groupes d'indice 

fini ont une action irréductible sur H . 

2) Le semi-groupe fermé T p engendré par le support de p a une action contractante 

sur l'espace projectif H? , , c'est-à-dire qu'il existe dans T une suite 
u-1 p 

(y n) n >^ telle que si y^ admet la décomposition de Cartan 

yn * k l ^ a ^ k 2 ^ 

où a(n) » diagCa^n), a2(n),...,ad(n)) a x (n) j> a 2 (n) ...>ad(n) 

a2(n) 
on ait lim — , N » 0. 

n a^n) 

Soit (AJPJ^I u n e suite de matrices aléatoires indépendantes et de loi p 

définie sur un espace probabilisé (ÎÎ,~$,P) 

De plus adoptons la définition 

Définition 1.1 : On dOta qu'une, meAuAe. a 4a* Vz&pace. plOje.cti$ 

Qj>t ÂjvtzduoXlblz bi eJULz ne charge, peu de A ouà-variété projzctivz. 

et les notations suivantes : Pour A € GL(d^R) et x S 9 x.A est 

l'image de x par l'action de A sur TE* , . Par ailleurs, pour une probabilité X 
d—1 

sur ^ X * p est la probabilité sur Sp^ ̂  définie par 

X * p(<|)) * («x.A) dX(x) 

où <j) est une fonction borélienne bornée sur ̂ ^ . J * 

Nous pouvons alors énoncer la 

Proposition 1.1 : SI p àatu^aiX à V hypothèse. (H), il txÂAtz 4>uA t p d - 1 

une unique, probabilité, v p invariante, (v * p »v) et cette, probabilité. 

eAt iAAe.ducti.blc. Vz ptuA, il existe une. variable aléatoire z de. loi v , 

telle que. pouA toute, probabilité, irréductible a *>ur t P d - 1 l& &uite 

a.A A ... A n>l converge presque. AÛAement veu la mesure de. Virac . 
I" n n-1 1 — Z 

http://iAAe.ducti.blc
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Pa/i cuÂZzwu, pouA. tovutz fonction f continuz AUA tŒ >

d_ 1 , on a 

lira sup |j f(x.A) pn(dA) - j f(x) v(dx)| = 0 

La preuve de cette proposition a été donnée dans [ 6 ] dans le cas où p est portée 

par SL(d,H) mais reste valiée dans le cas présent. 

1.2 Construction de fonction propres pour une famille d'opérateurs 

Soit X _>0 ; si p satisfait à la condition 

(1.1) f || A |^dp(A) < + co . 

4 
Considérons l'opérateur S(X) défini sur l'espace de Banach ^(^V^^) des fonctions 

continues sur IP̂ -i de la norme de la convergence uniforme sur 1P par 
d-1 

- f À - -
S(X)f(x) =» p (x,A)f (x.A)p(dA) 

f e & V i > * € V r 

Notons k( X) le rayon spectral de S( X ) . o. 

Nous pouvons alors énoncer la 

Proposition 1.2 : 

/) SI p AatU^cuX à VhypothzAZ (H) zt à la condition (1.1), II zxibtz 

unz fonction A&LicXwznt poA<cùivz ALLA > tzllz quz 

S(X)h x = k(X) h x 

Vz pluA, tputz axxXAz fonction continuz po&ltivz <J>X ^atu^cuuant à 

VZQCJUXZ 

S(X) <j>x » k(X) (J>x 

zàt ptiopoKtionnzULz à h x . 

2) SI p tatti fiait aux kypotkzAZA du 1) pou/i un tâzl X = X q>0 zt &i dz pluA 

[ y(A)]À° dp (a) > i 
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t 1/2 

où y (A) d&Aignz ZJOL plaà pztitu valzuA pKopKz de la mat/vizz (A A) 

aZoïA II zxÀAtz un nlzl e]0,XQ] toZ qmz kCX^ = 1. 

Démonstration de la proposition 1.2 

1) Soit M^C*!^ ^) le convexe compact pour la topologie étroite des proba-

bibilités sur tTP<*~*. 

L'application T(X) de M^*!»^) dans M ^ ĵ-P définie par 

où <J> € ") et e est la fonction identique à 1 sur ̂  , est continue 
d-1 ' ^ 4 d-1 

de M- (Sp, J dans M. 1 ) . D'après le théorème de Schauder-Tychonov T(X) 

admet un point fixe dans M. .) c'est-à-dire qu'il existe une probabilité 

^ ^l^^d-l^ e t u n e c o n s t a n t e k^(X) telle que 

V x S(X) = kL(X) v x. 

Il en résulte que pour tout n>l, on a 

a.2) k n(X) - J Sn(\)e(x) vx(dïï) 

De plus, on a le 

Leimiie 1.1 

k(X) - kjCX) - lim(E ||A1 A 2 ... A n | |
X ) 1 / n 

Démonstration du lemme 1.1 

De (lî2), il résulte facilement l'inégalité 

(1.3) kjtt) < f H A J ^ C d A ) n>l 
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Considérons d'autre part, l'application A p (x,A)v^(dx) de la boule 

unité de l'espace vectoriel M^CR) des matrices d*d à coefficients réels dans 

R. Cette application est continue et ne s'annule pas. En effet, sinon il 

existerait une matrice M non nulle de M, (R) telle que v, (ker M ) - 1 
o d A o 

ker M = {x € ; X M q = O}. Or le support de est stable par T , donc 

aussi ker M Q ; il en résulterait alors que ker M q est stable par ce qui 

est contraire à l'hypothèse H 1) 

on a alors 

•7 A - ^ -
Inf p (x,A)v,(dx) * c>0 

(A € Md0R) ;||A|h 1}J 

d'où il résulte que 

(1.4) c j H A l l V c d A ) 1 | Sn(A)e(ïï)vx(dx) = kJ(A) n^l 

On déduit alors de (1.3) et de (1.4) que 

(1.5) k^X) - lim [[ l U I l * pn(dA)] V n - lim [E ||A1 A 2 ... Ajf] V n 

Par dëfin-ition de k(X), on a 

(1.6) k j U ) < k(X). 

D'autre part, pour tous n_>l, f € •£(tPd~1') 

sup |sn(X)f(x)| < f ||A|^ pn(dA) sup ^ |f(x)| 
x € V i J x € V l 

et donc 

(1.7) k(X) < lim [ j HAlf 1 p n(dA)] V n 

Le lemme 2.1 résulte de (1.5), (1.6) et (1.7). 
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2) Construisons une fonction ft^ positive de (^-1 ) telle que 

S(A) = UX)\. 

Pour cela, considérons la suite de fonctions 

b. - ^ 3 n > 1 

kn(X) 

sur t P d _ 1 . 

Cette suite est bornée. En effet, on a en tenant compte du lemme 1.1 et de 

(1.4) 

lu r-\ I • ZllAlP1 dp n (A) „ 1 sup h, (x) < J- u— u v ' < — 

x € «r d_ 1 " kn(X) " C 

De plus, elle est ëquicontinue. 

Pour le prouver, nous allons munir ^ ^ d'une distance. Pour deux éléments 

x » (Xj,...,x^) et y » (j^f-ty^) de tR d, nous posons 

||xAy||-[ l (x y - x y ) 2 ] 1 / 2 et <x,y> » f x y . Nous avons 
l£i<j<d i-1 

||xAy||2 + (<x,y>)2 - ||x|f ||y||2 . 

Nous appelons d la distance sur ^^.^ définie par 

où x et y sont des représentants de x et y dans 

Si S(x,y) désigne l'angle des vecteurs x et y, nous avons d(x,y) » |sin 9(x,y)|. 

Pour tous x,y ^ ^d-l* 1 1 e x i s t e d e u x vecteurs x,y e tBd d'image x et y dans 

tels que ||x|| « ||y|| = 1 et que |9(x,y)| £ y ; de plus, on a également 

pour ces vecteurs 

(1.8) 7~-||*-y|| <d(ïfy) < l|x-y||. 
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Par ailleurs, pour toute matrice A S M^CR) et tous vecteurs x,y S on a 

les inégalités suivantes 

| ||xA||X-||yA||X| < ||A||X||x-y|| X pour 0<À <1 

et 

I I M | -||vA||X| < X||A||X||x-y|| pour X > 1 

Des remarques précédentes, il résulte alors que si 0<X<1 

(1.9) |h. G) - h, (7)1 < l— f ||A||X

P

n(dA) 2 X / 2 d X(xJ) 

A,n A,n [k(X)]n J 

<4^ d X ( Ï Ï J ) 

*»y e V i 

et de même si X>1 

(1.10) \ \ G) - h x > n ( 7 ) l l ^ d(x,7) x , y € t P d - 1 

ce qui établit bien 1 1 ëquicontinuité de la suite (h^ n ) n > 1 -

Par application du théorème d'Ascoli, il existe donc une suite C ^ ) ^ c w 

i À £ 

telle que la suite de fonctions (v-̂  f — £ fc) converge uniformément 

sur ^ vers une fonction fr^. 

De l'égalité 

S(X) v A > J l = k(X) v M + ^ ( h X f V l - 1) 

il résulte que S(X) h^ » k(X) h^. 

Par ailleurs, d'après (1.9) et (1.10) v h^ est évidemment Holdérienne d'ordre 

Inf(X,l). 
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3) Montrons que est strictement positive sur .̂ 

Comme pour tout n̂ l v \ ^ \ n^ " l » o n a a u s s i VX^ hÀ^ 3 8 1 e t d o n c h A n ? e s t 

pas identiquement nulle sur .̂ 

Supposons qu'il existe un point x^ ̂  ^d-l t e ^ q u e ^teg) = ^' alors 

pour tout n̂ l on a 

f - A -

hx(xQ.A) P (xQ,A) p (dA) » 0 

et donc aussi h^CXg.A) pn(dA) * 0 

et par conséquent (Proposition 1.1) 

V(hx) - lim | hx(xQ.A) p
n(dA) » 0. 

Or ceci est impossible ; en effet, en raisonnant comme dans la preuve du lemme 1.1, 

on voit qu'il existe une constante c^(X) >0 telle que pour tout n>l 

c^X) j ||A||Xpn(dA) < j p\x,A) pn(dA) dV(x). 

On en déduit que pour tout ^1» o n a 

A** 1 nl j-0 [k(X)]2 1 nl 

dfoû il résulte que >_ c^X). 

Par conséquent, est strictement positive s u r ^d-i" 

4) Montrons que toute fonction <{>x continue positive satisfaisant à l'égalité 

S(X) <|>x - k(X) (j>x 

est proportionnelle à h x . 

< M Ï ) * x ( x 0 ) 

Soit M » sup „ , , * ^ ,m x la fonction M> - est continue, 

*e y*-i h X < x ) h X ( x

Q >
 X x x 

positive s'annule en un point x Q et satisfait à l'égalité 
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Sn(X) [Mx h x - <|>x] = [k(X)]n (Mx h x - 4»x) n>l 

d'où il résulte que 

Sn(X) [Mx h x - <(>x] (xQ) - 0 n>l 

et donc | ( M X hx(xQ.A) - ^(XQ.A)) p
n(dA) = 0 n>l. 

En passant à la limite dans cette égalité, il vient (Proposition 1) 

v [M x h x - <j>x ] - 0 

c'est-à-dire que la fonction M x h x - <j>x est nulle sur le support de v . 

MA hX " *X 
Considérons alors la fonction ^ x = ^ • 

X 
Pour tout n>l, on a les égalités suivantes:: 

— — — — f pX(x,A) h,(x".A) pn(dA) = ip,(x) x € V 
kn(X) hx(ï) J A X X d-1 

^ Ï T T ^ V(*,A) h,(x.A) pn(dA) - 1 x € V 

[k(X)]n h X ( x ) J X d _ 1 

On en déduit que si ^X^y0^ ™ S U Î > t^ ^\(y) o n a 

^ x t y r A ) * *xtyp
 p o u r t o u t A 6 Tp e t d o n c a u s s i

 " ^ x ( ^ o ) -

Comme ^ est nulle sur le support de v , ifĵ  est donc nulle sur S?̂  ^, 

dfoù ^ - hy 

5) Pour terminer la preuve de là. seconde assertion, il suffit de prouver 

l'existence d'un réel À ^ O tel que k(X^) = 1. 

Remarquons tout d'abord qu'en raison de l'inégalité U(A) £ ||a||, on a 

k(X Q) > 1. 
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1 X 

D'autre jpart, comme chacune des fonctions de la suite ~ Log E ||An

 A

n _ ] / , , A i H niL* 

est convexe sur l'intervalle [0,XQ] , il résulte du lemme 3.1, qu'il en est de 

même de la fonction X Log k(X), ce qui en particuler établit la continuité 

de cette fonction sur l'intervalle [0,X^[.. 

Montrons que cette fonction est également continue en X n . 
X 

Pour tout X € [0,XQ] la suite E ...1 1 n>l est sous-multiplicative 

et donc 
(1.11) k(X) = Inf {E-||A. A - . . . A II X } V n . . 

,̂ 1 z n 
n>l 

Etant donné £>0, choisissons un entier n^ tel que 

(1.12) k(XQ) < {E ||A1 A 2...A n i||
X o} V n l£ (1+e) k ( X Q ) 

et c j> 1-e. 

Par continuité de l'application X (E \\k^ A 2 . . . A ||*) 1 sur l'intervalle 

[ 0 , X Q ] il existe un réel rj >0 tel que pour T ^ X Q - A ^ O on ait 

(i;i3) (l-e)(K | |A 1 A 2 . . . A n i f ° ) V n i l (E l|Aj A J . . . A | | X ) V n l 

< (l+e)(E | |A 1 A 2 . . . A N J | X ° ) . 

On déduit de (1.11) et de (1.12) que pour X tel que f) > X^ — X > 0 on a 

(1.14) (i-e)k(X 0) < (E | | A 1 A 2 . . . A N J | X ) V N I
 <_ (1+e) 2 k ( X Q ) . 

De (1.4) et (1.11) résulte alors que pour X tel que 1"|>XQ-X>0 0n a 

k(X) < (1+e) 2 k ( X Q ) 

et également . 

(1-e) 2 k(X.) < c n l [E( A . . . . A N ||] L < u — 1 n^* — 
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ce qui établit bien la continuité de la fonction X + Log k(X) en XQ. 

L'assertion 2) de la proposition 1.1 résulte alors facilement du fait que 

k(A0) > 1. 

1.3 Etude de certaines chaînes de Markov 

f X 
Soit X 0, tel que ||A|| p(dA) < + 0 0 • 
Lfobjet du présent paragraphe est d'étudier la chaîne de Markov sur ^P, , de 

X 1 

probabilité de transition P définie par 

(1.15) XPf(ïï) » kéô" h ^ W j p X (^ A ) V*'A)
 f<*- A) dP(A) x « t P d ^ 1 

Cette étude a été menée dans [ 14 ] f dans le cas où X * 0 ; les méthodes 

ici utilisées sont dans le cas où X>0 une extension de celles utilisées dans 

le cas précédent [ 14 ] et également inspirées de [ 6 ] . 

Considérons sur [GL(d^l)]"N les probabilités ^P- x € ^ définies 
x d—X 

par 

(1U6) XP. [ A L € B L F A 2eB 2,...,A n€ B J - ^ { A ^ . A ^ 

V ; - A l - V 1B, ( A1 )V A2 )'-- IB (V 
1 2 n 

dp(Aj) dp(A2) ... dp(An). 

o 

Notons que dans le cas X » 0 P-* est la probabilité produit p sur 

[GL(d,R)]1 T. 

Nous commencerons par mettre en évidence des propriétés de contraction de l'action 

des produits A^-.A^ sur ̂ j.p la loi de la suite ( A ^ ) ^ étant définie par 

la probabilité X?~. ~" 
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Pour cela, la construction d'une martingale nous sera utile 

L 3.1. Construction d'une martingale 

Notons M^QP^-l^ l f e n s e m b l e <*es probabilités sur ^ nous pouvons alors 

énoncer la 

Proposition 1.3 : Si Vhypothèse R eût AatibficUte, il existe une application 

x tii. continue de dema Ml^d-1^ mun^ ^ e ^a ^°P0^09^Z de la 
convergence en va/iiation, et telle que poun. tout x€ ^ on ait : 

(1'17) *X -k(X)hx(x) | p X ( ^ A ) hA (*' A ) A'^.A d P ( A ) 

qui admet le corollaire 

Corollaire 1.1 : La Auite A. A~.. .A .y- . . A n > 1 x € , 1 2 n x.A. A0...A — d-1 

eàt une P- martingale à valeu/u dan* M, QP , 
x 1 d-1 

Démonstration de la proposition 1.3 

Remarquons tout d'abord que si X * 0, il suffit de prendre U- - V , où 

v € MjQP^) et est p invariante (p * v » v ) . 

Nous supposonsndésormais que À>0. 

Considérons la suite d'applications de . x GL(dJR) dans M. Q P , ,) définie 
d-1 1 d-1 

par 

(1-18> ' 7 ^ 7 ^ ^ p A ( ï ï , A l v " v v " A l v " A n ) 

<()(A A t A2...An.y(J)dp(A1)dp(A2)...dp(An) 

où n^>l x € t I d _ 1 , A € GL(d^R), y Q est un élément fixé de P ^ , et 0 

une fonction borélienne définie sur P, .. 
d-1 
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La suite précédente satisfait aux propriétés énoncés dans le 

Lemme 1.2 : PouA tout compact K de GL(dJR) la 4>LU£Z \x # # n>l de 

^ d - l x K Mi^d-l^ Q̂uxcoKLtcmxe, M 1(F d^ 1) ëtaKit ma/î  de £a. 

topologlz de £a convoAgcncz vague. 

Démonstration du lemme 1.2 

Munissons IP̂  ̂  d'une distance d1 : si u,v ̂  ^ ont pour représentant 

u,v £ E d avec 1 ||v||= 1, on définit df en posant 

d'(û,7) » d(Si, tv). 

La topologie de la convergence vague sur M^OP^^) peut être définie à l'aide 

d'une suite (4p)p>i 3 A de fonctions Lipschitziennes sur IP̂  ̂  telle que 

V p>l sup |<J> (x) | * 1, et cette topologie est alors la topologie associée 

a l l a distance : 

(1.19) <5(a,g) - l |o(* ) -8(<J>n)| 0.8 6 M . C P - , ) 
p > i 2 P p p 1 tt~A 

Soit <)) S A , on étudie la différence 

+ ^n,x',A(*> - V ï ï B ( W l 

n>l x,x' € t P d ^ 1 A,B S GL(d^R) 

Appelons Tn(x,xjA,<}>) (resp Un(xjA,B,<f>)) le premier (resp le second) terme du 

second membre de (1.20). 

Montrons que 

1) il existe une constante C^X) telle que pour tous n^l, A € GL(dJR), 

et <f> € A , on ait l'inégalité 
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(1.21) T (x,xîAf(|)) £ C ^ X ) d(x,x') x,xf e 

2) Pour chaque <f> G A et tout compact K de GL(d^R), il existe une 

constante C^((p9K9X) telle que pour tous n>l, x f € S?̂  , A,B E K, on ait 

l f inégalité 

(1.22) Un(x;A,B,(j)) < C 2((J),K,X) ||A-B|| 

Il est clair que les propriétés précédentes suffisent,en tenant compte de 

(1.20),à prouver que la suite y ; # n>l est équicontinue de x K 
n,•, d—1 

dans M^QP^^) niuni de la topologie de la convergence vague. 

Il reste à prouver les affirmations 1) et 2). 

1) Commençons par étudier Tn(x,x
f ,A,(j>) . On a 

T (x,x',A,<j>) = | l — [pA(x,A A . A ) £ S-
n [k(X)]n J 1 2 n hx(x) 

x _ ^X^ x'* A i• • *A ) 
P (X;Al A2...An) h^ (- t )

 n ] 

<{i(A Aj A 2.. ,An yQ)dp(A1) . • .dp(AQ) | 

d'où il vient 

i T > — \ — h, (x. A. .. • A ) 

T (X,X;A,<J>) < {—^- | pA(x,A .. .A ) - pA(x|A1 .. .A ) I } -
n k ( X ) n J i n 1 n i h x U ) 

i f ̂  h, (X.A....A ) h,(xiA....A ) 
dP(A )...dP(A ) + — ± — | P A ( X ; A ...A )( * 2. - * S-) 

1 n kn(X) J 1 n h X ( x ) h X ( x ) 

<j»(A A x A2...An y Q) dp(A1)...dp(An)| 
» I(x,ïï') + J (x,x',A,<J)). 

n n 
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On a tout d'abord : 

pour X<1 I (x,x') £ sup h*( x) T „ f t rZ\ ~TT— 
5 e V , x Y h x ( x ) kn(A> 

CL—1 x 

x[ \\A\t pn(dA) 2 V 2 d\x,x') 

1 S U P
 hx<*> ÏÏÏTvI) x

 4 - / 2 D X ( ; » Ï ' ) 

x e % x 

d-1 
et pour A>1 

Etudions maintenant JQ(X,X',A,<}>) 

1 h X ( I ' ) - h x(x) r x _ 

Jn(x,x\A,<D) - I — j n h x(x) h x(x') j p ( x ; A l V " V 

h^Cx.Aj^. . .An) <|>(A A2...An y Q) dpCA^ .. .dp(An) | 

+ | — T u Ltx f P^(xf,A. A-...A ) [ hy (x%A. . . .A ) - tu (x \ A . . .. A )] 
[k(À)]ti «^Cx ) J l z t i A i n A i n 

<KA A x A 2...A n y Q) dp(A1) dp(A2-..dp(An>| 

dro.ù il résulte que 

J (x,x',A,<D) < — f u ? r V * > £ l h X « " h X ( x f > l 
inf h^(x) x ̂  ^d-l 

x e V i 

* Inf h x(x)
 X ^ ^ n | p X ( x Î A l V ^ ' V |h x(x.A r..A n) - h x ( x ! A r . . A n ) | 

X € d-1 dp(A.)...dp(A ) 
i n 

file:////A/t
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Or, on sait que 
9X/2 . _ _ 

|hx(x) - hx(x')|<_ ~ - dÂ(x,x') pour 0<X<1 

et jhA(x) - \ G ' ) \ ± ~ - d(x,x») pour X>1 

e ^d-l 
On a alors pour 0<À <_1, en désignant par x et x' deux représentants de 
normes 1 dans de x et x' les inégalités suivantes pour 0<X<1 

1 f X - -
-•- p (xjA, A-...A ) lh.Cx.A-...A )-h,(xl...A ) |dp(A. ) .. .dp(A ) 

[ k(X)] ' J - ^ n A i n A 1 n l n 

< V Hx'A....A |P \\— ? 1 - IfdpCAJ.-.dpU ) 

- [k(X)]Q C J 1 n " ||xA r..Aj| ||x'Ar..Aj| 1 

•• 1 o V 2 f ||x A. .. .A J| - ||x' A. .. - A 11 \ 
< '-±—n — ||(xA,...A -x'A....A ) + XA....A ( ± - - - - - ) | 
~ [k(X)]n c J H 1 n 1 n I n ^ . . . A j l 

dpCAj...dp(Afl) 

i — S T 2 i i « ' H IIA . . . A I P dP(A )...dP(A ) 
[k(X)]n c j l n 1 n 

K _2 2 A dA(I,x») 
- 2 c 

De façon analogue, on voit que pour X>1, on a l'inégalité 

— - r pX(xÎA....A )|h,(x.A....A ) - h,(x'.A....A )| dp(A')...dp(A ) 
[ k(X)] J l n ' A l n À l n 1 i " 

< ^ d(x,If) 
c 

Les considérations précédentes suffisent à justifier (1.21). 

http://lh.Cx.A-
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2) Etudions maintenant la quantité U^CxjA.B, <J>) . 

1 i 1 f A - -
U (xjA,B,40 = ^ — • k-7f?T P (x.'.A ...A ) h,(x'.A. A,...A ) 

n [k ( A ) ] n h A ( x } J i n A 1 2 n 

[<KA Aj A2-*' An' y0 ) " * ( B Al A2'- , An* y0 ) ] dP( A

1>
dP( A

2

)••- dP ( A

n > l 

<J> étant Lipschitzienne, et A,B appartenant à un compact K, il existe une 

constante c(4>,K) telle que pour A,B € k, on ait 

sup |<|>(A.z) - <f>(B.z)| < c(*,K) ||A-B|| 
z.z'Q ï d _ 1 

On en déduit que pour n>l, A,B £ K x' S *TP̂ _ on a 

Un(x;A,B,« < sup hx(x') I n f \ , i c(*,K) ||A-B|| 

ce qui établit (1.22). 

La suite U n>ï satisfait aux relations suivantes : 

CL.23) U ^ - A « T A T T, /-N p (x,A.) h, (x.A.) ]i — . A A dp(A.) 
n+l,x,A k(A) h x ^ X ^ ' n^x.A^jAAj^ r 1 

(1.24) y — A

 s A*y — T n,x,A n,x,I 

x € , A e GL(d^R), I désignant la matrice identité de GL(d,R) 

Soit maintentant v n>l la suite d'applications de tIPJ * GL(d^R) dans 

^t^d-l^ définie par 

CI .25) P « i. y y 
n> #> # n k-1 k> #> # 

Cette suite est comme la suite # # n>l ëquicontinue de ^ a ^ * K d a n s 
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dans MJ^CF^J K étant un compact quelconque de GL(d^R) ; de plus, on a 

(i.26) v n , x , A = kèr ĥ iy J p A ( * > V V*'V v ^ A ^ ^ V 

n l,x,A n n+l,x,A 

A l'aide du théorème d'Ascoli,on peut extraire de la suite y # n >1, 

une sous-suite convergeant uniformément sur les compacts de JP̂  ̂ x GL(d^R). 

Soit y# 9 cette limite. Elle vérifie d'après (1.26) l'égalité 

( 1 ' 2 7 ) «Z.A a h ^ ® j P X»- A1> V f'V ^ c . A 1 > A A 1 P
( d A l ) 

€ t P d _ i , A € Gl(d,R) 

et d'autre part, on a d'après (1.24) 

(1.28) U_ ) A - A . y - j ï 6 ^ . j , A € GL(d^) 

La probabilité y » n _ satisfait alors à l'équation 

X X ) 1 

(l'29) - kèô h^W j p X < X ' A l } h X ( 5 ' A l ) A l " W I . A 1

 d P (V 

D'autre part, il résulte de (1.21) que pour toute fonction <j> continue sur 

^, telle que sup |<}>(x)| " 1 on a 

Inf(X,l) 
|UX(<|)) - U;,(<}>)| < CX(X) d(x.x') 

Par conséquent, si ||u- - U-?|| e s t ^ a norme en variation totale de la 
X x 
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probabilité P- - li-? .„ sur on a 

(1.30) | | u s - p.,|| < c L ( A ) dlnf(X>l\z,z>) x,x- e «ïd_i 

ce qui achève la preuve de la proposition 1.3. 

Démonstration du corollaire 2.1 

Soit F une fonction borêlienne bornée sur G n et <j> une fonction continue sur 

\ [F(Al,A2,...,An) A x A 2...A n + 1. («] 
1 n+1 

= h^ï) 7^+i I d P ( V - d p ( V F ( A r A

2 V p À ( x " > A i A2 - V 

h x(x.A 1...A n + 1) | 4>(Al A 2...A n + 1y) y. A (dy) 

1 n+1 

" ̂  Û^ô7n
 {d*(V''-dp(An)pX(2'Al'--A,i) h^A r..A n) 

[h,(x , I...A) f p ^ l ^ ^ l - ^ n ' V P V 1 ' ^ - ^ W 

A i n " 
xL(A ...Anz) A n + 1 - ^ . (dz)] 
^ 1 n n+1 

En raison de la proposition 1.3 la relation entre [ ] est égale à 

|*(A A n.y) A(dy) 
J l n 

et par conséquent, on a 

XE_(F(A1,...,An) A x A 2...A n + f ^x.A1...Anf1

) * Sf- *Ai>V ™*2*v • ^ 

n>l 
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Ceci suffit à prouver le corollaire 3.1. 

1,3.2 Propriétés de contraction 

Théorème 1.1 : Si lu kypottizbte (H) t>owt ^atU^cuXu oX Ai 

\\A\^ p(dA) < + 0 0
 OU X> 0• 

Voua tout x e ^ £a *iu*e A. A . . . . A . I L a a a n>i w-t une XP-

d-1 1 2 n x.A- A-...A — x 

maAtingalz danâ M 0P d - 1) qtu. com/ertge p- p4 ueA4 une me<su/ie de tU/iac ez* 
0e même pouA toutz pAobabititi iAAzductiblz a £ M̂^ CŒ>

d_1) O K A 

XP ps lim A. A ...A a = £-
X r n 1 2 n Z 

zt pouA toutz fonction <j> continue, AUA P , , 
a—1 

4>(y) V-(dy) - XE.{(J)(Z)} 

Avant de faire la démonstration du théorème 1.1, énonçons et prouvons la 

Proposition 1.4 : SouA Izb hypotkèAZA du tkèoAZmz 1. 7 pouA tout 3 € t T ( i _ 1 

€ MjQP^) eô£ une pwbabiJUXl iAAzductlblz. 

Démonstration de la proposition 1.4 

a) Traitons tout d'abord le cas X = 0, alors y. * v, v étant une 

probabilité p invariante portée par P^^- Considérons l'ensemble des sous-

variétés projectives W de 3P̂ _j telles que v(W) > 0 et de dimension minimum. 

Si W 1 et W 2 sont de telles sous-variétés distinctes, on a v(Wjrï W 2) * 0 

car dimCWjH w 2) est inférieure à dim W 1 = dim W 2. 

Donc pour tout 6 >0, l'ensemble des sous-variétés du type précédent vérifiant 

V(W) > ô est fini et donc il existe un W Q maximisant v(W) . De plus, on a 
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l'équation de convolution 
f 

v(w ) = l I vCg^w ) d P

n(g) 
n>l 2 n j u 

La famille finie ^ * {g"1 W Q; V ^ ^ W Q ) = v(W Q) } est donc stable par T 

et donc aussi par ; il en résulte que est stable par un sous-groupe 

d'indice fini de G^ ce qui contredit l'hypothèse. 

b) Supposons désormais que X >0. 

Soit l'ensemble des sous-variétés projectives de IP̂  ̂  de dimension 

inférieure ou égale à k. 

Posons mk(x) - sup (u-(W) ; W € v^} 

Nous nous proposons de démontrer que pour tout k ^ l<k<d-l, on a m^(x) - 0. 

Nous allons raisonner par récurrence sur k 

b~) Supposons tout d'abord que k38!. 

Remarquons que l'application x m^(x) est continue sur tŒ>

(j-^* 

En effet, sinon il existerait un point x^ € ^d-l* u n r^e"'" ̂  > 0 "̂ t une suite 

(x ) ^ *P tels que l'on ait : lim x * x n n n^l d-1 n n u 

(1.31) pour tous n>l |m1(xn) - m̂ Xg)) > 6 . 

D'autre part, en raisonnant comme en a), on voit que pour tout n^O on a 

m l ( x n } = ^x (V yn * Pd-1 n 

On peut d'ailleurs supposer.sans restriction que la suite (yn)n>i converge 

vers un élément y g e^d-l* 

On a alors pour tout n>l 

I P; (yn) - u- (yj)l 1 Hvx- - u- Il + lu- (yn) - P - (yj)| 
x n n x Q u x n x Q x Q n x Q u 

dToù il résulte que lim y- (y ) » y- (y') n x n x u n 0 
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De plus, pour tout n>l on a 

(y0> < Pj (yn) 

n n 

dToù l4on déduit par passage à la limite que 

De l'inégalité (1.31) et de ce qui précède, il résulte alors que 

p^CyJ) - W > 6 > 0 

ce qui contredit la définition de m^(Xg). 

Par conséquent x m^(x) est continue sur ^ ^ j * 

D'autre part, pour tout n>l on a 

(1.32) m.(x) < - p (X,A) h,(x.A) m.(x.A) dpn(A) 
1 ~ [ k(X)j n hx(x) J A 1 

Donc si X Q est un point de ^^.^ °ù nî  atteint son maximum, on a pour 

tout n>l 

mi (V * j mi(*o A ) p I l ( d A ) 

dfoù l'on déduit par passage à la limite en n que 

m 1(x Q) * vCn^) 

et par conséquent que m^(x) * m^(x^) pour tout x du support de v. 

Si m. (xn) * sup m-(x) » 0, on a bien m-(x) » 0 pour fcfcut x ^ 
x € t P d - 1

 1 1 a~ l 

Supposons maintenant que m^(Xg) > 0. 

Pour tout x du support S ^ de v, soit = {y € ^ d - 1 ; = ^ ( X Q ) } ; 

sous l'hypothèse précédente si est non vide et fini. 
x 
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De la proposition 1.3, il résulte que si y € on a : 

U-(y) • U- ( A 1y) pour presque tout A du support de p n n>l. 

ce qui établit que 

(1.33) A ^ 1 si C si A x x.A 

pour presque tout A du support de p n n>1. 

Grâce à l'inégalité 

||u x-U x,|| < C l (X) d^^'^Cx.x») 

on peut, d'autre part, conclure que dès que 

,Inf(X,l),- — T V . m l ( x 0 ) - - f ~ -
d (x,x') < 7 c ^ ( X ) x ' x e ^ 

cl cl 

on a b_ = b— ? • 
x x 

L'ensemble F. * U si est donc fini, et d'après l'inclusion (1.33) 

stable par et donc aussi par G^. Chaque élément de F^ est alors 

invariant par un sous-groupe d'indice fini de G^ ce qui contredit l'hypothèse 

d'irréductibilité H 1). 

Bkr conséquent, m^(Xg) * 0 et donc m^(x) » 0 pour tout x de ^^j» 

b^) Soit l£k^d-l . Supposons que pour- tout lfk^kg m^(x) a 0, x e ^d-1* 

Montrons que m^ +^(^)
 81 0 pour tout x de ^. 

P-dur cela, commençons par établir que m^ +^ est continue sur ̂ ^ j -

Renarquons tout d'abord que pour tout x € ^, il existe une sous-variété 

projective H de dimension k^+l telle que 

V ( î ) " y*(H) 
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si m. . (x) - 0 c'est évident ; si m, (x) > 0 l'ensemble des sous-kQ+i K 0 + I 

variétés projectives H de dimension k̂ +l telles que ^(H) > j ^ e s t 

1 2 ^ 
fini puisque si H et H sont deux telles sous-variétés, on a d'après 

1 2 

» l'hypothèse de récurrence ]JL(H ̂  H ) = 0, et l'affirmation précédente s'en 

déduit immédiatement» 

Supposons que m^ +^ ne soit pas continue. Il existe alors un point X Q £ ^ ^ j ^ 

un réel 6> 0 et une suite (x ) ^ de %> , tels que 
n n>l d-1 ^ 

lim x » x n 

N. n 0 n>l 
et 

(1.34) |mk + 1(x n) -
 1 \ o + 1 ( x 0 ) | > 6 pour tout n>l. 

On a m. - (x ) • 1JL (H ) n>0 
u n 

où H est une sous-variété projective de 1P, , de dimension k-+l. n a—l 0 

On peut.supposer que la suite ( n̂)n>^ converge vers une saus-variétë projective 

% d e Pd-r 
Distinguons plusieurs cas : 

a) si Hg est de dimension ICQ+1, on a : 

n n 

Par un passage à la limite en n, que l'on justifie comme au paragraphe b^) , 

on en déduite que 

(1.35) U-^H') > u - ^ ) - m v i ( x 0 ) . 

D'autre part, en faisant tendre n vers + 0 0 dans (1.34), on obtient aussi 

(1.36) |yi (H') - nu (xQ)| > 5 
A0 0 ^0+1 ° 

Les inégalités (1.35) et (1.36) sont incompatibles avec la définition de m, (x_). 
fc0 0 
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6) si HQ est de dimension inférieure ou égale à k̂ , on a dTaprès (1.35) 

MTR 4.1 (*n) = 0 ; d e P l u s> ^ ^ HA) = 0 d'après l'hypothèse de récurrence, et 
K0 x0 
l'inégalité (1.36) ne peut être satisfaite. 

Nous pouvons donc conclure que m, . est continue sur *}p 

Le même raisonnement que celui effectué au paragraphe b^) permet de conclure 

que m^ +^ est nulle sur .̂ Pour cela, il suffit de substituer +^ à m^, et 

4 0 + 1
 - { H > H 6 V I

 U x ( H ) * v i ( x ) } 

à si x ̂  *TP, , , où W, t désigne l'ensemble des sous-variétés proiectives 
x d-1 ^0 

de dimension k.+l de 1P, , . 
0 a—1 

Donnons maintenant la 

Démonstration du théorème 1.1 

Nous utiliserons le 

Lemme 1.3 : Soit T la probabilité T » ̂  ^ p n et x e 
n£l 

POUJL XP- xT ptKUqtLZ tmt (o),A) <= [GL(d.]R)]1? x GL(dyR) , lu Mute* 
x 

A <«) A2(o))...An(a)),yx< A („)... A (u»
 n ^ 

1 2 n 

V W > A2(0))...An((0) A . u - ^ A 2 ( a ) ) . . . A n ( u ) ) A n>! 

convergent vaguement verà la morne limite. 

Démonstration du lemme 1,3 

La suite A, A 0. •.A • U- A A n>l est une V- martingale à valeurs dans 
I Z n X#A, • • .A — x 

1 n 

M, QP, ,) (corollaire 1-1) ; elle converge donc ̂ P- ps pour la topologie vague 
1 d—1 x 
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sur l^QP^). 

Notons "6 OP^ ^) l'espace des fonctions continues sur et soit 

La fonction F (A, Je) - A.y-(<fr) x S tŒ>d_1, A S GL(d^R) satisfait à l'égalité 

(1.37) F(A,îc) = AE-(F(A A 1,x.A 1)). 

Soient p et r deux entiers ; en utilisant (1.37), on obtient que 

(1.38) f XE- { F(AL A 2...A n + r, x.A1 ^ . . . A ^ ) - F(Aj_.. ̂ ,5. A l . . . A Q) >
2 

" ? p 2 ( A l A2--- An +r'
5 E' AR" An +r

) " S *2<A • ..A .Ï.A^.A^ 
n-1 

<_ 2r sup |<Kx)|-
5 e V i 

Comme y(A) - Inf ||xA|| on a l'inégalité : 

11*11-1 

P X 2 
(1.39) £ E_ { F(A 1A 2...A n + r, x ^ . - . A ^ ) - F(A1...An,x,A1...An)} 

n«l x 

> — r I n f Î|X T f pr(dA)yX (A) X E w {F(A1A....AA,x.A1A7..A A) 

~ [k(X)lr S U P h X n-1 I * . 1 2 n 

- F(A 1A rA n,x.A i-A n)}
2 

Soit alors s(X)
 kiX> _ et s. (A) = Inf { |, ̂ - > . 

fîm"t/(y(A))X dp n(A)] i / n 

II 

Notons de plus la mesure finie définie sur GL(d,M) par : 

Tx(dA) » I [ S l(X)]
r y A (A) pr(dA)-

r»l J 
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De (1.38) et de (1.39) il résulte que : 

Inf h, 0 0 r , _ 
^uTV l T X ( d A ) %tF( A lA 2...A nA,x A 1 l 2 . . . A N A ) 

R A n=l J 

00 

- F(A.A0...A .X.A.A-...A )} < 2sup|$(x)| T r [s, (X)] < + 0 0 

On en déduit que pour ^P_ x presque tout (co,A) 

- 2 

J [F(A1A2..-AnA, 5.A1A2...AnA) - F(A^ •. .A^, x.Aj.-.A^l < + 0 0 

n=l 
ce qui entraîne que pour ^P— x T, presque tout (u),A) 
(1.40) lim F(A, .. *A A, x.A. A- . • ,A A) « lim F(A,...A ,x*A, .. . A ) • 

i n i ^ n n î n i n 
n 

Comme d'autre part et x ont même support (1.40) est également vérifiée 

pour ^P— x T presque tout (co,A) . 

Le lemme 1.3 se déduit de ce qui précède en notant qu'une suite de probabilités 

t v

n) n >l de M^dP^_p converge vaguement si et seulement si la suite ( v

n^£^ n>i 

converge pour une suite dense (*̂ )̂ >̂  de ^(-^^j) 

Terminons maintenant la démonstration du théorème 1.1. D'après le lemme précédent 

pour toute suite (M.)^.. dense de T il existe un ensemble J2_ tel que r i i>l p 0 

*B- (fl ) - 1 et tel que x o' H 

Va) € nQ> v i>l on ait : 

lim A. (OJ) Ao(0)) .. .A (co) M. U ~ A / \ A / N U n 1 2 n i Te, A^ (co) .. .An(cu)Mi 

* lim A, (co) A 0 (co) A (eu) y— A / \ . / N
 38 8(w) 

n 1 ' 2 n v ^c.A, (co).. .A (co) 
i n 
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Soit 0) € Î2 il existe une suite (n, ),.., d'entiers telle que la suite 
u k k> 1 

(A-(u)) ^2^)...^ (tu)) converge vers une application quasi-projective T(CU), 
k k>l 

et telle que la suite (x» A. (U>) A0(OO)...A ((U) ) converge vers un élément 
1 2 nk k>l 

y(iu) de 

Puisque d'après la proposition 1.4 y-^j et Uy^) M ne chargent pas de 

sous variété projective de 1P on a pour tout i>l : 

T ( W ) ^ y O o ) . ^ ' T ( w > ^(o>) « e< w>' 

En passant à la fermeture, on en déduit que pour toute matrice N de on a : 

(1.41) T(«) H . V y ( W ) > H - T ( W ) w - ( u ) - 9(0)) 

On peut choisir une suite contractante (N ) ̂  de 3P, . telle que la suite 
n'n>l d-1 n 

de mesure y—^ ^ n>l converge vers une mesure de Dirac £ z (<u). 
n 1 

De (1.41) il résulte que T(UÏ) Z^cu) est défini et que 

T(U>) Z^cu) - T(o)) y y ( a ) ) « 9(co). 

Ce qui montre que x(co) est de rang 1, et donc que 9((u) est une mesure de 

Birac Z(to).Ceci établit la première assertion du théorème 1.1 

D'autre part le raisonnement précédent montre que pour TU € Œ , toute 

valeur d'adhérence (au sens des applications quasi-projectives) de la suite 

Aj(a)) A2(ca) An(^)) n>l a pour image Z(cu) ; donc pour toute probabilité 

irréductible <* € M, Qp . t ) et tout eu € on a : 
1 d-1 o 

lim A, (eu) Ao(0))...A (cu).a - N n 1 l n Zvcu) 

Enfin de l'égalité 

• (y) V-(dy) - A E _ [ ($(A1 A2...An y) y- A _ A (dy)] n>l 
J J 1 " * * n 



32 

On déduit de ce qui précède par passage à la limite l'égalité.: 

Enonçons et démontrons maintenant un corollaire du théorème 1.1 qui nous 

sera utile par la suite. 

Proposition 1.5 Soo6 Izà hypothèàdà du tkzonzmz 7.7 pouA tout u <= t]R d 

tzl quz | |u| | » 1 , la ùuitz 

||u A A ...A|| , 

jYi—— m — COYVJQAQZ P— psizàquZ'AÛ/iemznt VZAA unz vaAtabln 
| I Aj- A 2 • • • A^ I I x 
cULojxtoviz btAJLoAmznt po&ÂAlvz. 

Démonstration de la proposition 1.5 

Considérons la décomposition de Cartan 

A 2...A n » kjCn) a(n) k2(n) n>l 

et écrivons u sous la forme u « (1,0,...0) k * e^ k où k est une 

matrice orthogonale. Il vient alors : 

||u:A1 A2...An|| » \ \ \ k kx(n) a(n) k^n) || n>l 

Posons x(n) * k k(n) » (x(n)) 
i.j l<i,j<d 

On a alors : 

2 2 2 2 2 2 2 ||u Aĵ  A2...An|| «Xj^ j(n) a^n) + Xj 2 a2(n) + ... + x 1 d ad(n) 

et ||A1 A2...An||
 2 - a*(n) 

d ' où 

Mu A l A r . . A n | |
2

 2 2 a2

2(n) a2(n) 
(1.41) T — • x. .(n) + x. (n) — + ... + x. ,(n) — 

||AL A 2...Aj|
2 l > 1 l > 2 a2(n) ^ a2(n) 

Si les hypothèses (H) sont satisfaites, on a ^P— ps lim A, A„...A m -
x n 1 l n ^ 

m désignant la probabilité invariante par rotation portée par IP̂  ̂. Il résulte 
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de cette convergence que : 

X a i ( t l ) 

a) P— ps lim J f N = 0 pour 1 < i < d 
x * n aL(n) ^ — J — 

b) ps lim k^(n)* ê  = Z(OJ) où est l f image dansTP^^ 

1 1 o d du vecteur e, = (o) £ 1R . 1 o 

De l'égalité » l ^ k , k^n) e^>| et du b) précédent, on conclut que : 

X P _ ps lim I x ^ ^ n ) ! = |<ex k, Z(CJ)| 

cette limite est X P _ presque sûrement non nulle car la loi U_ de Z 

x x 
pour X P _ ne change pas de sous variété projective de 3P̂  ̂ . 

En utilisant a) et l'égalité (1.41), on conclut facilement que : 

, | |u A, . • .A | | 
Px * S ^ MA, A 2...Ajl * '

< el k> Z ( U ) > I 

1.3*3. Négativité d'un cocycle 

Commençons par préciser quelques notations. 

Appelons Si l'espace constitué par l'espace produit ^P. x ^ auquel 
a—1 a—1 

on a retiré sa diagonale ; nous compact if ions M en lui adjoignant l'espace des 

drapeaux ^ e d i m e n s i o n 2, c'est-à-dire l'espace des couples (E^E,^) de 

sous-espaces vectoriels de tels que C et dim E, = i i=l,2. 

Sous disons qu'une suite {(3 ,v )} d'éléments deSl converge vers l'élément 
d 1 tin d l 

(3,(H,tf)) de JŒ>

1""2 si la suite {(ûn,vn))}
 d e *]~2 a s s o c i ê e à l a suite 

{(û ,v )} converge vers (û,(u,v)). Nous notons ce compactifié de Si. n n 
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Posons alors 

0[(S,v),A] - d(uA,vA) Û ^ Ï S V A S GL(d,R) 

d(û,v) d _ 1 

o«û,v)),A) - " u A A v A » l 

||uA|p IluAvll 

A £ GL(d,]R) (û,(3,v)) £ ^^"2 O Û U ^ r e s p v^ e s t u n représentant dans de 

norme 1 de û (resp v). L'application O est alors un cocycle continu sur 

xGL(d,R) c'est-à-dire satisfait à la relation 

a(Ç,AB) » a(£A,B) cr(Ç,B) 

A,B e GL(d^R), Ç € ^ 

Nous nous proposons d'établir maintenant le 

Théorème 1.2, : Si loM hypothéqua dm thzorzmz 1.1 Aont 6cutU^(UtZ6 zt dz plm> bJL 

||A|| X |Log ||A|| p(dA)| <+«, pour toutz pKobabltUz n 4 0 A ^d-1 x 

-datc4̂ aX6aitt à Vlqucution d'inva/Uancz 

O-42) Jf(x,Ç)n(dx,dO - Jii(dx,dÇ) A E ^ f(x.Alf&A1) 

au f ea£ une fonction contenue quztconquz 6uA ^d-l x ^ , on a VlntqaLitz 

^-Loga (Ç.A X) n(dx,dÇ) < 0 

qui admet le 

Corollaire 1.2 : Son* IzA hypothzAZà du th&otizmz 1.2 , pour toutz AuÀtz 

(¥ Ç ) G x % 
n n n̂ l d-1 

an: a 

X ¥ n I-gCT^.AjAy.^) < 0 
n 
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Démonstration du théorème 1.2 

Notons S l X t ^ l'espace des fonctions continues sur ^^-l x 

L?opérateur défini par 

XQ f(x,-Ç) = V f(x.Ax, Ç.A^ f € S( tlP d^ 1

 x t M ) x € Ç 6 ^ 

est un opérateur Markovien continu sur G ( 1P<J_^
 x M). 

D'après le théorème de Markov-Kakutani, il existe donc sur tlP(j ^
 x CM des 

probabilités invariantes par XQ, c'est-à-dire des probabilités satisfaisant 

à (1.42). 

Soit H l'une d'elle. 

Sur l'espace fl « (GL(d,TR) x tlP d_ 1 x
 t M ) 1 N - { ( A ^ , x ^ , Ç ) i>l> 

nous considérons un système dynamique : nous appelons II la probabilité sur 

ïï^ définie par : 

n / ( A ± , x 1 - r Ç ± - 1 ) e ^ x ^ x l<i<n} 

i—- n(dx, dÇ) pA(x, A . . . . A ) — - — 

[k(X)] n > 1 n - h x ® 

n n n 
n L (A.) n u (x.A T...A. .) n i * ( § A , . . . A . .) 

i-1 *i 1 i-1 1 1 - 1 i-1 i-I 1 1 - 1 

dp(A 1) dp(A 2) ... d p ( A N ) . 

Soit d'autre part 9 la transformation sur définie par : 

si - { ( A I , x ± - 1 , ^ t > i y o n a e a l

1 " ̂
A

i+i» *t_f
 Ai» ̂ i-i'V 

La probabilité II est 9-invariante. 

Sur ti^ définissons la fonction H suivante : 

H(u 1) - Log a(ÇQ, A X ) 

On a pour tout entier N>1 : 
N-1 

Log a(£, A. A . . . . A ) » £ H o A (u.) 
1 2 n k=0 1 
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et également : 

f f - \ 
HCWj) IKdo^) = n(dx, dÇ) EU Log aCÇ^) 

Le lemme de théorie ergodique suivant [10] appliqué au système dynamique 

(Œj, 5 , I I ) permet de prouver la conclusion du théorème 1.2, en s'assurant 

que II p s lim Log O (Ç, .. .An)
 s - 0 0. 

n 

Lemme 1.4 : Soit (E,T,a) un 4>y*tlm<L dynamique, où a ut une meau/ie invanijantz 
n-l 

£âu.e, h une ^onctton a integiablz tztlt que. I h o T conveAgz p p VQAA 

f k-0 
- 0 0 ado/ta h da < 0. 

J E 
Or ceci résulte du : 

lemme 1.5 : PouA tout x € t l >

d ^ 1 , et tout Ç e ^ on a p s 

11m a(Ç, A. A....A)'» 0 
n 1 2 n 
qui se déduit du théorème 1.1 

La preuve du théorème 1.2 est donc achevée par la démonstration de ce lemme. 

Démonstration du lemme 1.5. 

Dfaprès la proposition 1.5, il suffit de montrer que pour tous vecteurs 

u,v ^tlR^, de norme 1, on a p s. 
| |u A, A2...A A v A. A2...A | | 

(1.43) lim — - l é 2 0. 
||AX Aj.-.Ajr 

Nous pouvons supposer que u et v sont orthogonaux et alors écrire : 

u - ej -k v » e 2 k avec e x - (1,0,...0) ë 2 - (0,1,0,...0) 

Reprenant les notations utilisées dans la preuve de la proposition 1.5, on a : 

(1.44) ||A1 A 2...Aj I - aL(n) 

et 

(1.45) u A 1 . . . A q » a^n) x̂^ ^n) + a^n) o (n) 

(1.46) v A^.. A^ » a1(n) x 2 ^n) e 2 + a^n) o (n). 
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Les deux dernières égalités étant justifiées par le fait que AP_ p s on a : 

a.(n) 
lim j , , » 0 2<j<d. 
n ar< n> 

Les égalités (1.44) (1.45) et (1.46) entraînent que V p s on a (1.43). 

Donnons maintenant la 

Démonstration du corollaire 1.2 

Soit F € S^ff^x % définie par F(x,Ç) = XE- Log aCÇ.Aj). 

Pour tous x ^ tlP c i_ 1, £
 e et n> 1, on a l'égalité : 

V log a(Ç, A x A2...An) * f V F(x,Ç). 
p-1 

Les seules valeurs d'adhérence de la suite — A E _ log a(£ , A, A„...A ) 
n x G ^n* 1 2 n y 

n 

x_ € tIP, . Ç € Si n>l sont donc de la forme : n a—l n — 

F(ÏÏ,Ç) n(dx, dÇ) » | V. Log a C x ^ ) n(dx,dÇ) 

où n est une probabilité sur x ̂  telle que n̂ Q » n . 

La conclusion du corollaire 1.2 se déduit alors immédiatement du théorème 1.2 

Unicité de la probabilité invariante de la chaîne de Markov de probabilité 

de transition AP. 

Théorème 1.3 : Si Izà hypotkzAZà du thzotàmz 1.1 Aont AatUfiaùtzà, la chaZriz' 

de Mankov dz pKobabÀJUXz dz &iavu>ition Ap ' 4UA tip J , admzt unz uniquz 
d-1 

psw habilite. invaAiantz 

Démonstration du théorème 1.3 

Elle utilise les deux lemmes : 

lemme 1.6 lim sup AE_ d(x.A. .. .A , y.A....A ) 38 0. 
— — /— t«M x * n i n n x,yS lPd_1 
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Preuve du lemme 1.6 

La suite 6 = sup XE— d(x.A, . . .A . y.A,...A ) est décroissante, et l'on n ^ x l n 1 n 9 

a pour un couple x , y £ t3P, , r n* Jn d-1 

6 = E— d(x .A- A0...A , y .A, A0...A ) n x n 1 2 n* Jn 1 2 n 
n 

D'autre part en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1.5, on établit 

q U e : À ' -
F\ ps lim d(x .A, A0...A . y .A. A0...A ) - 0. V-» n i z n n i z n 
A n 

Il en résulte à l'aide du théorème de convergence bornée de Lebesgue que : 

X 
lim En, d(x .A,...A , y .A, A0...A ) 0. 
_ 0> n i n n i •£ n n V X 

L'inégalité 

^ d ( V Al A2...An, 7 n.A r..A n) <ck d(lfn.A1...An, 7 ^ . . ^ ) n>l 
n A 

jointe au résultat précédent permet alors de conclure : 

Lemme 1.7 : S-c f QMt anz fonction ' Lipsa.luXzA.znnz 6uA t I ,

d _ 1 4ttcte de 

ioncZLoni) (Apnf) n>l z&t lquÀ.continaz 4 a* t 2 >

d _ 1 

Preuve du lemme 1.7 

Pour x", "y € <"1P(J_^ n>l on a : 

, . i f i h,(x.A) pA(?,A) h,(y.A) 
(1.47) V f (x) - Y f 0 î {pA (x.A) -4 * > 

[k(A)]n J bxCO h^Cy) 

* f(ïï.A) pn(dA) 
1 f X hA(y.A) 

+ ^ — P A (y.A) .* [f(x.A) - f(y.A)] pn(dA) 

[k(A)]n * V?' 

- Tjdwx.y) + T2(n,x,y) 

oa obtient facilement en raisonnant comme dans la preuve du lemme 1.2 que : 

_ Inf(l,X) 

(1.48) iT^n.x.y)! < C3(X) sup |f(x)| d (x,y) 
^ d - l 

http://Lipsa.luXzA.znnz
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D'autre part, si k(f) est le coefficient de Lipschitz de f, on a 

(1.49) |T (n,x,y)| < k(f) sup *E_[d(y.A .. .A ,x.A. .. .A )] n>l 
x,y e ^ 1 J 

Les inégalités (1.48) et (1.49) et le lemme 1.6 permettent de justifier la 

conclusion du 1 emme 1 • / • 

Revenons maintenant à la preuve du théorème 1.3. 

Soit f une fonction lipchitzienne sur et n une probabilité ^P invariante. 

1 n X i 
Il résulte du lemme 1.7 que la suite — £ p'f n>l est équicontinue 

n j-1 
sur ^P^j- Soit f une valeur d'adhérence de cette suite ; il existe une sous-

suite (n, ), . d'entiers telle que la suite — * £ ^F^f k>l converge 
* - nk j-1 ~" 

uniformément vers f sur *TP^ *. Il est clair que £ est continue sur ĴP̂  ̂  et 

X ̂  ^ t_d-l satisfait à l'égalité r =* Pf, et par conséquent f est constante sur TP 

et donc f » n(f). 

Dfautrë part, on a lim - l Vf(x)n(dx) * n(f) - n(f) 
k J nk j-1 

1 n X • 
Des considérations précédentes, on petit conclure que la suite — l P Jf n>l 

n J-1 

converge uniformément sur ^ vers n(f). Le même résultat étant vrai pour 

toute autre probabilité sur ^ p invariante, et les fonctions 

Lipschitziennes formant un ensemble dense dans ^ ^ d - P m u n i d e l a topologie 

de la convergence uniforme, le théorème 1.3 est ainsi justifié. 
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1.3.5 Propriété de quasi-compacité de 

Commençons par adopter quelques notations. Pour f £ "féĈ IP̂  ) posons 

|f | a sup |f (x) | 

* € V i 

D'autre part, pour 0<£<1 et pour toute fonction f £ ^ ( ^ ^ > o n définit 

m ( f ) = s u p lf(«w(f)| 

et 2 £ - {f S 5(tÎPd_1) ; ||f |̂  =|f| + m£(f) < +~} 

X est une algèbre de Banach unitaire munie de la norme || || . 

Posons de plus pour A S GL(dJl) 6(A) = sup(|| A||,|| A - 1 \ \ ) . 

Nous pouvons alors énoncer le 

Théorème 1.4 : Si Izà hypothzAZA du tktotàmz 1.1 A ont Aati&fiaitzbzt 6i dz pluA 

pouA un izet a>0 , on a 

ôA*a(A) p(dA) < + °° 
4 

il exiàtz un HÂzl 0<6b<a tzZ quz poux toutz fonction f € X £ q 2X tout 

n_>l , on ait 

V f - nx(f)e + V ( f ) 

où ZÂt VuYiiquz piobabilitz dz M1(Pd J AP invaAiantz 

e £a ^OKictûm éga£e à 1 
AR eô£ an opz/iatzuA 6uA 2£ dz layon Apzct/iaZ At/Uctzmznt infi&UéuA à l, zt 

tzl quz Re » 0. 

qui admet le corollaire 
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Corollaire 1.3 : Soaô IzA hypothUzi, du thJLonXmi 1.4 poun. toutt koncAlovi 

f e ^(^w, ,) on a 
a—l 

11m sup fc | Xp nf(x) - H,(f)| = 0 
x € V l 

Démonstration du théorème 1.4 

Commençons par établir plusieurs lemmes utiles par la suite 

Lemme 1.8 : II oxUtz 0<eQ<6 tel que. que Al CKe<€ 

Preuve du lemme 1.8 

La suite y (e) * sup fc . E- a£(£,A1...A ) n>l 0<e<a 
n / — w N t— x t— x i n 

(x.O e Td_1 M 

est sous-multiplicative et donc on a 

(1.50) 11m (Y„(£))1/n - Inf(Y n(£))
1 / n 

n. n n n 

D'après le corollaire 1.2, il existe un entier N Q tel que 

6 - sup *E- logo(Ç,A A ...A„ ) < 0 

(x,Ç) ̂ V l x t M ° 

D'autre part, on a pour (x,Ç) £ ^^-1 X * M 

2 

X^(a e(Ç.A 1 A 2...A N q)) < 1 + »e + f sup ^ AE-[ (Logfi(A1 A,...^ ) )
2 

d-1 ^ 

6 £(A 1 A 2 . . . A N )] 

2 
Ifexist ence du coefficient de £ étant assurée par les hypothèses. 
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Par conséquent, il existe un réel 0<eQ<Inf (l,a) tel que 

et donc aussi 

< y £ ° > ) 1 / N ° < 

Lfégalité (1.50) permet alors de conclure. 

Nous supposerons de plus si X>0 que l'on a choisi £Q£X > ce qui est possible. 

On a alors le 

lemme 1.9 : 11 dXÀMtz un ZYVtlïA n Q _>1 oX dzA conAtantzA r Q< 1, R Q

> 0 tztlzà 

que pou/i toutz fonction f e $ 0n cuit 

llV°f He ±r0U
flk + R 0 lfl 

0 0. u 

Preuve du lemme 1.9 : 

Considérons à nouveau les expressions apparaissant dans la démonstration du 

lemme 1.7. De (1.48) et (1.49), il résulte que pour x,y 6 ̂ d-l' n - 9 * G ^ £ 0 ' 

aa a 

| AP nf(x)- Enf(y)|< C3(X) |f| d
I n f ( 1' X )(x,y) 

+ \ d£°(x.A1...An.y.A1...An) 

D'où l'on déduit 

% 0

( X p n f ) ± C 3 ( X ) l f l + m e 0

 ( f ) s u-P f x t- 0°^' Ar-* An ) 

(x, s) € TP̂ ĵ̂  M 

X £0 < Choisissons n n de sorte que sup x E- C (£>A....An ) = r Q < 1. 
° (x,C) € t P d _ 1

 C

M

 X 0 
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ce qui est possible d'après le lemme 1.8. On a alors en tenant compte du fait 

que | P f| < |f| 

l l V ' H 1 R 0 H f lk +
 T L - C 3 ( X ) ] | £ | 

^ 0 0 J 

ce qui établit le lemme 1.9. 

Revenons maintenant à la preuve du théorème 1.4. 

Si L est une partie bornée de , || || ). 

*_n_ 0 0 - t-

r iL est une partie bornée et êquicontinue de & ^ d 1^ e t c* o n c d'après I e 

théorème d'Ascoli une partie compacte de ( » | [)• 

En tenant compte du fait que est une contraction de \* I |)» du 

lemme 1.9 et de la remarque précédente, on en conclut à lfaide du théorème de 

Ionescu-Tulcea* etMarinescu [ 15 ] que lfon peut écrire 

(1.51) V n>l V - l u Q U + V 

oû S est l'ensemble fini des valeurs propres de module 1 de ^P dans cè t et 

où U , p € S et \ sont des opérateurs bornés sur .11 ||_ ) tels que 
U E 0 0 

A ' \ \ V " ° S i U ' W'* % ^e Q " °u ° Ù D u " { f £ \ > " ^ } 

est de dimensions finie. De plus R̂. est de rayon spectral strictement inférieur 

.â-i . 

Pour terminer la preuve du théorème 1.4, nous utiliserons le 

Lemme 1.10 : 1 eb£ l'unique valeuA piapie de ^P de module égal à 1 

Preuve du lemme 1.10 : 

Soit u € S, u ^ 1 et soit f ̂  une fonction propre correspondant à la 
^ 0 
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valeur propre y ; c'est-à-dire telle que 

(1.52) APf = uf 

On en déduit en passant au module que pour tout n>l 

(1.53) V | f | > | f | 

Si l f^(x Q) - sup |f(y)| , il résulte de (1.53) que pour tout A du support 

de p , on a 

|f|(x0) = |f|(xQ.A) 

et donc |f|(xQ) = P
n|f|(xQ) n_>0 

Comme lim P n|f|(XQ) • V(|f|), on a donc pour tout x € 

|f|(x ) = sup |f(y)| = |f|(x) 

c'est-à-dire que la fonction f a un module constant sur le support de v ; comme 

ce support est stable par T p, l'égalité (1.52) entraine que par tous x £ 

et A € Sp, on a 

f (x.A) - Wf (x) 

et donc également 

(1.54) fn(x.A) = U n fn(x) ii>l 

Par conséquent, on a 

(1.55) AP nf n(x) = / fn(x) " x € , n>l 

Lfespace ^ (SM des fonctions Holdêriennes d'ordre e n sur est stable 
\ 0 X £ 

par :<P, et la restriction de l'opérateur P à * (SM possède les mêmes 

X 0 
propriétés que l'opérateur P sur $ et a en particulier un nombre fini de 

£0 
valeurs propres de module 1. De l'égalité (1.55), on peut en conclure que 
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{lin n _>l} est fini c'est-à-dire que y est une racine de l'unité. 

Par ailleurs , on a pour x S S^, n>L 

Pnf(x) = U 1 1 f(x) 

Comme de plus lim P f(x) = v(f) , on a obligatoirement y = 1, ce qui justifie 
n 

le lemme 1.10. 

On a donc pour tout n>l 

Comme d'après le théorème 1.3, P admet une unique probabilité invariante RU , 
A 

pour toute fonction f € ) la suite - £ AP jf n>l converge 
j»l 

uniformément sur vers ^(f). 1 1 e s t donc clair que pour f £ & 
£0 

ux(f) » nx(f). 

La preuve du théorème 1.4 est ainsi achevée. 

Démonstration du corollaire 1.3 

La propriété énoncée dans ce corollaire est vérifiée pour toute fonction f 

d'après le théorème 1.4. Elle est également satisfaite pour toute fonction ^ 

f € .) car P est une contraction de ë'(^Pj ,) et car j£ 
d-1 d-1 e Q 

est dense dans é muni de norme I I de la convergence uniforme sur 
D—1 
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2. Théorèmes de renouvellement pour les produits de matrices aléatoires 

indépendantes 

2.1. La théorie du renouvellement de Kesten pour les chaînes de Markov 

Dans ce paragraphe, nous rappelons des théorèmes de renouvellement pour 

certaines chaînes de Markov, établis par Kesten [ 11 ] et qui nous seront 

utiles par la suite. 

Avant de donner ces résultats, nous précisons des notations. 

Soient (S,d) un espace métrique, la tribu borélienne de S et P une probabi

lité de transition de S dans $ . De plus, donnons nous une probabilité de 

transition F(dX,x,y) de S x s dans Jè> tribu borélienne de H. 

Considérons 1 espace fi - (S X R ) 1 1 muni de la tribu ^ = ®Jè>)® ; 

notons (xî> U ^ ^ Q les coordonnées sur cet espace. Pour tout x £ S, il existe 

une unique probabilité P x sur telle que pour tout n>0 

(2.1) ^ x

( X i 6 A i 0<±<n, U ± <= B ± 0<i<n) 

- 1 (x) P(x,dx.) P(x.,dx2)... P(x ,,dx ) II F(B.,x. ,x ) 
A0 JA, JA„ i k N _ I N I-O 1 1 1 + 1 

1 2 n 

Les variables aléatoires (X ) x n forment une chaîne de Markov à valeurs dans S, 

n n^u 

de probabilité de transition P. 

La loi de la variable aléatoire U conditionellement aux autres variables 
n 

Xj J>0 e t Uj j,to n e d ë p e n d q U e d e Xn e t Xn+r 

n-1 
On pose V » J U. et on étudie des théorèmes de renouvellement pour les 

n i-0 
sommes précédentes. 

Définissons de plus : pour t>0 

(2.2) N - Inf {n>0 ; V q> t} 

(2.3) W t - (V N t - t) 1 ^ ^ + œ ] 
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(2.4) Z t " ̂
 1 [ N t < + - ] 

D'autre part, posons 

c Q = 0 

et pour k > l c k = (x e s ; P x [ m£ k(V m> £)]> I } 

et adoptons les définitions suivantes : 

Définition 2.1 : Une fonction g de s x R dan* m e6t appelée dÀAzctwznt 

Ziwann IntzgAablz t>i zllz zbt $ * *% mzAUAablz, ^atU^att à la condition : 

00 +00 

1 r (k+1> sup {|g(x,t)| ; x € c - c. 4 £ t££+l} 
k=0 &=-°° * 1 * 

zt 6<i pouA ckaquz x € S et 0 <L < + <» la fonction t + g(x,t) 

zàt Ziemann tntZQKablz 6uA [ -L,L ] . 

Définition 2.2 : PouA toute fonction f de (S * H) 1* danô H zt tout 

5 >0 , on poAZ 

f (x0,vQ,x1,v1,...) - lim sup {f(y 0,w 0,y 1,w 1...) 

d O ^ . y ^ + l v j - w J < 6 pour 0_<i<n.} 

Enonçons alors l'ensemble des "conditions Ç" suivantes : 

.condition c^ : il existe une probabilité <J> sur S invariante par P, et 

telle que pour tout ouvert 0 satisfaisant à la condition <|>(0) > 0 on ait 

v x e s p ( u a e o ) ) - i 
x n«̂ i n 

f f f 
.condition c 2 : l'intégrale <J>(dx) P ^ d x ^ |X|F(dA,x,x ) 

S S j]R * 1 

converge, et de plus pour tout x ̂  S P p.s on a 
V X 

lim — = a 
n n 
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f f f 
où a = $(dx) P(x,dx ) A F(dÀ,x,x ), et où a est strictement positive. 

J S J S j]R 1 

.condition c^ : il existe une suite ^ n) n >p^l, engendrant un sous-

groupe dense dans H, telle que pour tout élément Ç~ et tout 5 > 0, il existe 

un élément y = y(n,ô) de S satisfaisant à la propriété suivante : 

Pour tout £>û, il existe un ensemble A € $ avec $(A) > 0 , des entiers n^, m 2 

et un réel Ç tels que pour x £ A on ait : 

(2.5) P ( d U ,y) < £ ; |v - T:| < ô) > 0 
X 1 ^̂ 1 

et 

(2.6) \(à(xm^y) < £ ; |v " T - Ç j < ô) > 0 

.condition c, : pour chaque x de S, et 6 > 0 , il existe un RÉEL 

r Q = rQ(x,ô) > 0 tel que pour toute fonction f de (S x H) dans R. 

/^mesurable bornée, et pour tout y de S tel que d(x,y) < r^, on ait 

(2.7) Exf &.0,V0,XlfV1,...) £ E f (XQ,V0,X1,;V1,...)
 + 5 sup|f| 

et 

(2.8) ïyf(X0,V0,X1,V1,.-.) ± Êxf
6(xQ,V0,X1,V1,...) + 6 sup|f|. 

Considérons de plus les indices d'échelle de la suite (-V ) n >Q • U s sont 

définis par : 

(2.9) v Q = 0 

Inf{n >v, : V > V } S I { N > V 4 V >V } + 0 
v -{ i n 8* 1 i n 

i+1 + 0 0 sinon 

On peut alors énoncer la 

Proposition 2.1 : SI Icà condition* (c) A ont àatUficuitcà* pouA tout x € s 
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et pour tout I>L 

p" (V. < +00) = 1 

Ve pluu>, la Aulte ( x v i ) i > 0 &*t une chaîne de Markov admettant une probabilité 

invariante telle que ~~ 
f _ 
iJKdy) E y(v L) = 1 

ip(dy) E (Vv ) = a 
j y i 

ainsi que les théorèmes 

Théorème 2.1 : Si lz6 condition* (c) 4ont tatufiaiteA pour toute fonction f 

de S x [o, + » [ danA n bornée et continue, et pour tout x £ s on a : 

i f - f V No 
lim E f (Z W ) - i IJJ(dy) E ( f (3L. ,s)ds) 

Théorème 2.2 : Ŝ . £e6 concicta?n4 (c) dont 6txta> ̂ <Utz6 pouA toute, fonction f 

de. s x R dan4 R con£uiue, <iôtea£emen£ -tntëc};iab£e et pouA tout x e s oiaa 
00 ç /»-F*oo 

lim E ( £ g(X t - V ) ) - i | <j>(dy) g(y,s)ds 

2.2 Théorèmes de renouvellement pour les produits de matrices aléatoires 

indépendantes 

2.2.1. Notations. Rappel 

Nous reprenons les notations définies au paragraphe 1 ; il nous faudra, avant 

d'énoncer les théorèmes, préciser quelques éléments supplémentaires. 

Commençons par la 

Définition 2.1 : Une matrtce M€GL(d^R) 6era dite . ?-réala>able 6 'il existe 
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1 2' ' n p n 1 2 n * 
zt &<L dz plm> M admzt unz valzusi pnoptiz AÂmplz izzllz q(M) qcu. en 

moduZz excède toutzà lz6 autizà VCLIZUAA ptioptiu dz M . 

Nous envisageons les hypothèses suivantes (H) pour la probabilité p : 

\> 

- (H^) le groupe fermé engendré par la support de p et ses sous-

groupes d'indice fini ont une action irréductible sur 

- (â^) le groupe engendré par {Log|q(M)| ; M p-réalisable}est dense dans 

- # 3 ) e îoî ||A x|| = jiog iiAjii pCdAp < + « 

Rappelons [ [4 ] de plus la 

Proposition 2.1 : Si lZ6 hypotkZAZà $ ) Zt (H2) AOnt ACUtÙ>ûaitZ6, il ZXiàtZ 

unz conAtantz a tzZZz quz povx tout x e ^ -{0} on eût 

p.s a • lim — log ||x A. A n. . .A II - lim — log ||A, A0.. .A II 
n n ° " 1 2 n" n n • 11

 1 2 n M 

Vz pluà, on a 

a « ft log p(x,A) v (dx) p(dA) 
JJGL(d,R) x * d - 1 

où v zAt unz piobabilitz p invcuUantz quzlconquz poitzz pcut^^^. 

Enfin, définissons également, pour x € > t € ]R 

f Inf { n>0 ; log p(x,A. A?...A ) > t} si cet ensemble est noi*-vid 
(2.10) N (t) = n 

\ + 0 0 sinon 

(2.11) W.(t) = (logaCl. A t A 2...A N_ ( t ))-t) \ N _ ( t ) < + œ ] 
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(2.12) Z-(t) = X ^ ( t ) lj < + Œ ] , ^ A ^ . . ^ ( t ) l [ N _ ( t ) < + 0o] 

Nous pouvons maintenant donner LES 

2.2.2 Enoncés DES théorèmes 

On a tout d'abord le 

Théorème 2.3 : Se Ite hypothèse* (H) ^nt 6atUfiaiteà et U a > 0 

7 ) pouA tout x € dt toute fonction g continue boinee de 

x R + dan^ n, £a Llmite-

lim E g(Z_(t), w (t)) 
t^+oo x x 

exÂAte et ut indépendante de x 

Etle peut ^ecnÀJie aoua la fionme 

~ I *(dy) E [ g(Z^(0),s)ds] 
a j JQ • y 

où i|/ e V^d-i* 

2 ) pouA. tautz fonction g continue, dz TTP J_ 1 x n tzilz quz 

I sup (|g(y,t)| ; y e TP D_ 1 £<t<£+l } 

A»- 0 0 

E T x E t P d _ i ON A 

00 

lim E [ l gCx.Àj A2...An, t - logp(x,A1 A^.^))] 
t •+ +00 n=0 

r r+°° 
= I I v(dy) g(y,s) ds 

a l J oo 

v «*»vt R U N T I M E pMbabÂXiXi rùmiUmtz uppaAtimiU i V^d-l'' 
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Ce théorème admet le corollaire suivant, dans lequel on note card A le nombre 

d'éléments d'un ensemble fini A. 

Corollaire 2.1 : Si leé kypotkèAeé (H) A ont AatU^aiteA, et Ai a>0 

pour touA x € V 1 , [Jxjj a i9 h>i OYI a 

lim E card {n ; t< ||x A, A0...A || < th} =» 
t ->+oo 1 ^ n — a 

Envisageons maintenant le cas où a<0. Nous pouvons énoncer le 

Théorème 2.4 : Si leA hypothéACA (H) AOnt AatiA^aiteA, ct<0 zt Ai dz pluA 

il exlAte un nzzl \ Q > 0 tzl quz 

| IJA1 if"
0 log^A^ldpCAj) <+• 

Zt ^ 

j f l i ^ ) ] ° dp(Ax) > 1 

t V 2 

où y.CAj) zAt la plut> pztitz valzun proprz dz la matAA.cz (Â  A ^ 

aloià : 

1) Il zxiAtz un nJzzl A, e ] o,ÀrT e£ une fonction h, continue 
t t 1 

4#u.c£emen£ poAitlvz AUA J P d - 1 £e££e qae pou* £oat x e on cû t 

f X l -

(2̂ .13) h^ (x) - j p (x,A) h A (x.A)dp(A) 

Toutz axxtxz fonction continue poAitlvz AatlA{aiAant à la Relation (Z.J3) ZAt 

proportionnelle à h. . 

2) pouA toute fonction g continue de t Œ )

d - 1

 x ^ + danô n 

£e££e que la fonction (x,t) + e'^gCx.t) Aoit bornée, et pour tout 

x € t p J _ £a limite 

http://matAA.cz


53 

V lim e E(g(Z-(t), W-(t) ; N_(t) < +°°) 
t + +°° X X X 

ZXJJÀTZ ZT ZÀT DZ LA KONMZ K(g) h, (x). 

1 

ST g Z&T 4>T/UCTZMZNT POÀITTVZ ÀUA t P J x R , K(g) ZÀT ATSUCTZMZNT POÀITLVZ. 

3) pouA TOUTZ FONCTION g CONTINUZ DZ T ^ D - 1

 X 3 1 ^ A R 6 ^ TZLLZ QUZ 

+00 

I SU P{|g(y,t)| y e ^ ; £<t<A+l }<+°° 

et tout x ̂  ^ , , , on a 
00 

lim E{ £ gfx.A, A0...A , t - logp(x,A A-...A )]} 
t * - « k=0 1 2 n i ^ n 

R R + 0° 

- - -5 I v(dy) g(y,s)ds 

d-1 

où v e4£ l'uniquz piobabJULUit p -tnva^ôwte appo/tt£n<mi à M ^ ' Î P ^ ) 

4) pouA toutz. ion.oJU.OYI g contenue cte. t P d _ 1

x 1 1 R -te££e Ç^e 

4.00 

j e" Xl^ sup{|g(y,t)| ; y € V *<t<£+l} 

et pouA ta a i x e ^ ^ ON A 

\ 00 
lim e" I e E (£ g(x.A. A....A , t - logp(x,A A ...A )) 
t-+» k-0 1 2 n 1 2 n 

V i 1 

X 

oa nx s M̂ ^̂ p ut l'arUqaz piobab-iUtê. P ^nvoUan^e, tt où 

attp = j nx (dx)
 XlE-(logp(A1,x)) 0<a(X1)<+~;-

V i 1 

http://ion.oJU.OYi
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Ce théorème admet les corollaires suivants : 

Corollaire 2.2 : Sou* lu kypotkuu du tkzoAzmz 2.4, il zxi&tz unz coMtantz 

0<K < +OO tzJULz quz pouA tout x e V ^ C o } ||x||= 1 on CLU 

\ 
lim t P(max ||x A. A-...A II > t) - K, h, (x) 
T ^ + O O N 1 2 N 1 À L 

x ztant Vitnagz dz x dan* . 

Corollaire 2.3 : SouA lu hypotkzAZA du tkzoAZmz 2.4, pouA tout x € ^ - { 0 } 

||x|| - 1 h>l on a 

1) lim E card{n ; t <||x A. A-...A II <th} = r l o % "h 

t+0 1 2 n " 

2) lim t 1 E card{n ; t<j|x A A . ..A ||<th} 
t ->+°° n 

- À i 

h x (x)(h M ) 

» a(XL) Xl J 
\ - l 1 

x ztant l'imagz dz x dam 

2.2.3 Démonstration des théorèmes 

Commençons par remarquer que 1Tassertion 1 du théorème 2.4 a été établie dans 

la proposition 1.2. 

Pour établir la preuve des autres conclusions des théorèmes 2.3 et 2.4, nous 

nous appuierons sur les résultats de Kesten énoncés au paragraphe 2.11. 
La. chaine de Markov (X ) . n sera 

n n>0 

a) dans le cas où a>0 la chaine de Markov à valeurs dans ^^.j^ e t 

de probabilité de transition P = ̂ P. 
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b) dans le cas où CI<09 la chaine de Markov à valeur dans obtenue 
X 

par relativisation de probabilité de transition lp. 

Définissons d'autre part en étendant légèrement les notations du paragraphe 2, 

la probabilité AP- x € *T X >0 sur [ x ix GL(d,H)]E 

par 

(2,14) AE- {f(X0,V0,X1,V1,...Xn,Vn) ; A. € D ± l<i<n+l} 

1 1 f 
n+1 p(dA )p(dA )...p(dA ) 

[k(X)] n + 1 h x ( x ) J 1 2 n + 1 

n + 1 X 

II 1 D (A^ p (x,Al. . .A^h^Cx.ApA^) f{x, log p ( x ^ ) ,x.Â  , 
i=l i 
logp(x.A1,A2) , • . • jX.A^ • .A^, log p (x.A^ . .A q, A n + 1)} n>0 

où f est une fonction mesurable bornée sur (S?, .x]R) n +^ et (D.)-^_ . 
d-l I i<i<n+l 

sont des boréliens de GL(dJl). 

On voit en faisant dans la formule précédente D i » GL(d,]R) pour tout l<i<n+l 

que l'on obtient une formule du type (2.1) en posant 

F(B,x,y) - V {1 B [logp(x,A)]} 

où x,y e t P d - 1 et B est un borélien de H. 

Nous allons démontrer que sous les hypothèses des théorèmes 2.3 et 2.4, les 

conditions (c) des théorèmes de Kesten sont satisfaites. 

1) preuve de la condition ĉ  

Soit 0 un ouvert de tel que ru(0) > 0. Il existe alors une fonction 
d—1 A 

4» 6 ^ ^ d - P t e H e que I Q ^ O et r^(4>)>0. 
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1 n A " t 
Or la suite — 7 P^C^) n>l converge uniformément s u r JP . v e r s 

n j-o ~ d _ 1 

n-I(4>). Il existe donc un réel ô>0 et un entier n t e l q u e 

A O 

Inf V O > i n f Vo.P.(x) > 6 

* £ V l * ̂  V l 

Le lemme de Borel-Cantelli pour les chaines de Markov [ 1 ] entraine alors 

que pour tout x € S?, , , on a 

P. [ £ {(x.A r.A n) 6 0>] = V ( ̂ ( X / 0) } - 1 

c'est-à-dire la condition ĉ . 

2) preuve de la condition ĉ  

Pour x £ et 6>0, définissons les ensembles 

E(x,ô,k) - {u ; p(î,A (u)...AA(u))>6 ||A 1(U)A 2(U) .. .Aa(w) Il ll^fk} 

et E(x,<5) - n E(x,6,k) 
k>l 

Ô 6 
En raison de l'inégalité (1.8), on a dès que d(x,y) < — e t u £ E(x,6,k) 

~ J ï 

(2.15) (l-61)p(;tA1(w)A2(u)...Ak(aj) <.p(y,A1(oj)A2(o)). . .^(w)) 

< (l+61)p(x,A1(cj)...Ak(o)))-

De plus, comme 

||(x-y)A1A2...AkAyA1A2...Ak|| < ||x-y|| IJA1---A^ll 

d' ( 3 C- Al- * ' V * - V * - V ' ||xA1A2...A|J|||yA1A2...Ak|| " l ^ Â T T ^ r 

où x,y* sont deux vecteurs de norme 1, d'image x et y dans ^ J ^ I E T T E"*" S 

6 (S 
que 19(x,y) | _< -ff , on a également dès que d(x,y) £ —A- e t 

2 /2 
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w e E(x,ô,k) l'inégalité 

(2.16) d(x.A ((o)...Ak(a)), y.A^o)) . . .Ak(ca)) £ 

t W 

Soit f une fonction mesurable bornée sur (TP, . x ]R) , des inégalités (2.15) et 
X SI 5 d " 1 

(2.16), il résulte que pour d(x,y)£ — L — , on a 
y/2 

(2.17) f Xy,0,y.A1,logp(y,A1) ,. ... .. .An>logp(yf Aj.. .A R) ,...) 

K ô i 

£ E-[f {XJOJX.AJ^ ,. . . ,x.A1. . .An>logp(x ,A^ . . .A^) , . .. }lE^-^j] 

+ sup |f |(1 - P [E(x,6)])-

Des définitions de AP- et de V, on déduit immédiatement que 

x y' n 

x ôl _ 

(2.18) ^-[f {x,0,x.A1,logp(x,A1) ,... .x.A^ . .An,logp(x, . .An) ...} 1 E (_ ^] 

hX^l^ X X 5i _ _ _ 
< sup —r (1+6.; E [f {x,0,x.A.,logp(x,A )..;x.A....A , 
d(z1,52)<61 h^(5 2)

 1 * 1 l i n 

log (x,Ar..An),...} l E (- ) 6j 

De même, on a l'inégalité 

h2(z ) 
(2.19) ^-(ECâc.Ô)) >Inf \ 1 (1- Ô . ) X ^-(ECÎ.â.)^ 

y d(2lfz2)< 6̂ .hja2)
 1 X 1 

e positif étant donné, on peut en raison de la continuité uniforme de 

sur choisir 6^(e) < 3e assez petit pour que l'on ait 

2 - 2 -

sup -—-- (1+6 f < 1 + e et Inf * 1 (1-6.)A > 1-£ 
m v z 2 ) < \ n x û 2 ) d(z1,;2)<ô1 h^(i2)

 1 
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6 (e)5 
Dans ces conditions pour d(x,y) < on a : 

2 

(2.20) AE- [ f (y,0,y.A1,logp(y,A1) .... .yAj. . .An,logp(y,Aj_. . . A N ) , . . . ) ] 

<5 

<E- [f (x,0,x.A1,logp(x,A1),...,x.A1...An,logp(x,A1...AN, ••) ] 

+ sup |f |(XP-( CE(x,6)) + 2e). 

Comme d'après la proposition 1.5, on sait que 

lim XP- { CE(x,6) } - 0 

<5+0 X 

On peut choisir <5(e) tel que XP- [ C E(x,<5(e))] <£ 

61(e)6(e) 
Pour d(x,y) <_ , on a alors 

/2 

(2.21) XE- [ f3£{y,0,y.A1,logp(y,AX),....y.A^..An,logp(y,...An)...}] 

_< XE— [f (x.o.x.Aplog p (x.Aj^),..., x.A1...AQ, Log p (x,Aj_.. . A N > • • • ) ] 

+ 3 £ sup |f|. 

Ce qui établit une des inégalités figurant dans la condition c^ ; la seconde 

inégalité se prouve de manière analogue. 

3) Preuve de la condition ĉ  

La suite des matrices aléatoires (Ai^i>i e s t stationnaire pour la probabilité 

XP . En outre la suite Logl|A.A„...A II n>l est sous additive, et l'on a 
1 2 n' — 

en raison de l'hypothèse (H.) X E n (Log
+| | A , ||) < + * . 
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Le théorème ergodique sous-additif de Kingman [ 13] permet donc de conclure 

que \> ps la limite lim — log | | ( 0 0 ) ( 0 0 ) . . .A^Coj) | | existe. Notons-la 
X n n n 

£(o>) , - 0 0 £ Ç < + 0 0 . 

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1.1, et en raison du fait 

que ru ne peut être portée par une sous-variété projective de , (car 

sinon V le serait aussi), on voit qu'il existe une constante C1(\)>>0 telle 

que pour tout x £ tip^ ^ on ait : 

(2.22) V - < C'(A) \ 
x n x 

Par conséquent on a aussi pour tout x£ tlP^ ̂  

(2.23) AP-{o); ltni-Log||A1(aj)A9(a))...AT,(a))|| = Ç(oo)} - 1 x _ n 1 *- n n 

et également en raison de la proposition 1.5 pour tous x, y £ tlP^ 

(2.24) V-{u) ; lim log | | A. (o))A9 (a>) .. .A (a>) | | 
x x *ù n n 

» lim — log p(y,A- (a))A0(co).. .A (o)))} » 1. _ n 1 £ n n 

Il nous reste à identifier Ç. 

Commençons par montrer que ps (et donc aussi ^P— ps) que Ç est 

constante. 

Supposons le contraire ; il existe alors un élément x du support de ru 
o À 

r, £ >0 et un entier tels que : 

(2.25) XP^ {u>; ̂  log pG^.A^atfA^a» .. .An(u>)) < r - 2e V n>^} > 2e 
o 

et 

(2.26) AP^ (a); ̂  log p(xQ,AL (a))A2(oa).. .An(a))) > r + 2e V n ^ } > 2e 
o 
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En utilisant la condition prouvée précédemment, ceci implique quTil 

existe un réel r >0 tel que tout y € tIPJ satisfaisant à l'inégalité 
o d-1 

d(y,xQ) < r Q on ait : 

(2.27) V {a> ; - logp(y,A1(a>)A0(a>)...A (00) )< r-e , V n } e 
y n i / n — 1 

et 

(2.28) V- {ta ; 1 logp(y,A1(a))A2(0J)...An(0)))> r+S , V n ^ } > £ 

d'où 

(2.29) *P- {w ; lim - iogp(y,A. <w)A_(w).. .A ((»>))<. r-e} >_ e 
y —^— n l z n 

et 
(2.30) XP- {a> ; i logp(y,A. (0))Ao(0))...A (tt>)) ̂ r+£> >, £ 

y n n 1 z n 

Or pour tout x £ T̂P̂  et k>l, on a 

(2.31) XP- (o) ; 11m - logp(x,A1(o))A2(o))...An(o))) £r-£|XQ,X1,.. .Xk,logp(x,A1) 
n 

logp(x,Ax .. .Afc) ,A r -*Ay} 

« V- A A (a);lim - logp(ï^)A 2(w)-A (a)» <r-e} x.A,.. .A, — n 1 z n 

1 k n 

XP- p. s sur l'ensemble d(xA1...A1 ,xn) < r n. x ^ 1 k 0 0 

Du théorème de convergence des martingales et du fait que puisque 

H^{y; d(y,xQ) <r Q} > 0, on a (propriété c^ 

P. (H .U d(x.A....A, ,xn) < r n} = 1 x n k>n 1 k* 0 0 

On déduit que 

(2.32) V- {OJ ; lim - logp(x,A. A,.„A )< r-e> - 1 

x —~ n 1 2 n — n 
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et de même, on a 

(2.33) Y - {a> ; TES - logp(x,A. A.-.A ) > r+e} = 1 
x n 1 Z n — 

n 

ce qui contredit (2.24). 

Calculons maintenant Ç . De (2.24), on déduit que 

*P {a> ;lim ̂  logp(x ,A A . ..A ) = Ç} 
n n u i z n 

« H (dx) V-{ 0);lim - logp(x,A1 A 0. .. A ) - Ç )} - 1 
j.^ x n n i z n 

1 1
 nrl 

Par ailleurs, on a —• log p (xn,A. .. .A ) = — ) logp(xr..A. . . .A. ,A. . ) ; * n ô 0 1 n n , L . ° 0 1 k' k+1 
k-1 

l'application du théorème ergodique aux moyennes précédentes permet de 

conclure que 

(2.34) ç = *E (O - lim E (I j logpCx^.. . A ^ A ^ ) = jn (dx)XE- log p<É,A£ 

À A k=l À 

car log +p(x Q,A 1) < + • . 
À 

La preuve de la condition ĉ  s'achèvera en montrant que dans le cas où a < 0 

on a 

f - x i 

o(X X) = N (dx) E_ logp(x,A1) > 0. 
Al 

Soit n^ un entier tel que E log || AjA2.. .A Q^ || < 0. 

Par application du lemme de Fatou, on a 

, , E ||A.A . ..An.||
X-l 

i4r E L L A A , . . . ^ H -lia ^ - - < E log ||^A ...A | < 0 
d A 1 2 1 X=0 X+0 1 

il existe donc un réel 0<X'<X^ tel que 

(2.35) E l l A ^ . . . ^ ^ ' = e _ Y <1. 
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Par conséquent, il existe une constante K>0 telle que pour tout n>l, on ait 

(2.36) E ||A1A2...An||
X' < K e" Y n. 

Il en résulte que pour x S S? 

- IS_ IS. Yn 

P (p(x,A1A2...An) > e
 2 A ' } < e

 2

 E || A ^ . . .Aj|
A' < K e" 2 

et aussi que 

A Yn 

(2.37) V F P ^ A A . . . A ) < e ^ } = . 

x l Z n — 

1 Al 22. 

h ^ T x T E { P ( X ' A I A 2 - - V H ^ I ( Ï - A I A 2 - V : P ^ - V R ^ n ^ 6 ^ 1 

- 1 ^ 7 1 ) l e + E<P (x^A.,..^) ; e 2 A <p(x, A lA 2...A n ]<e
4 A 1 } 

< Al 1

 r 2V 2" ^ 
- ï — [e + K e e ] 

A^x) 

X XH 

On a donc J ^-(ptf.A^.. .An) < e
 4 A 1) < + » ce qui d'après le 

— Y A, 
lemme de Borel-Cantelli permet de conclure que a(A )> — - I > O 

1 — 4 

La démonstration de la condition c 2 est ainsi terminée. 
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3) Preuve de la condition 

Soit M £ S k une matrice réalisable. Il existe une sous-variété projective 

V de ^P^ ̂  et un élément v S ^ tels que pour tout x £ V, on ait 

lim x.Mn = v, v = v «M ; ceci implique que v € , en effet si x^ € S^, 

on a S^ = x~*T 
V o p 

On a également v E S puisque S = S*\ , cette dernière assertion résultant 

du fait que Sa, porte une probabilité P invariante de support et du fait 

que XP admet une unique probabilité invariante. 

Z positif étant donné, il existe un voisinage U de v, et un entier tels 

que pour tous x € U et £^Q> O N A I T 

(2.38) d(x.M^,v) < e/2 

et 

(2.39) |logp(;,M4) - JUog|q(M)|| < e/2. 

Par conséquent, il existe un voisinage de M tel que pour tous x E u . 

et l>lQ9 on ait 

(2.40) XP_(d(x.A1A2...Ak£,v) <e, |logp(5,A1A2...Au) - l log |q(M)|) < e) 

> *P-(A A . f A V .A. - X 1 € y 0<p<Jl-l) > 0 
— x N pk+1 pfc+2 (p+l)k M — 

En posant successivement £ » lQ k = m^ puis i = (£Q+l)k = m 2, 1
T inégalité 

précédente permet d'obtenir (2.5) et (2.6) pour « log|q(M)| , y=v, A*U 

t * £ Q log|q(M)| (le fait que 5 - e n'étant pas restrictif). 

Comme d'après l'hypothèse (H2)- {log|q(M)| ; M réalisable} est dense dans H, 

la condition (c^) est ainsi vérifiée. 

L'énoncé du théorème 2.4 est une application directe des théorèmes 2.1 et 2.2 

dans le cas où ̂  » 0. 

Il en est de même de l'assertion 3) du théorème 2.4 en posant 

V «-logp(x,A....A ) n>l. 
n i n — 
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Prouvons maintenant l'assertion 2) du théorème 2.4. 

-On a les égalités 

A - X W-(t) 
(2'41> h % - c h ô ) e g ( Z x ( t ) ' V c ) ) ; V c > < - -l 

I. X 

- T 7=7- T E[ 0 (3E,A1...A ) T 7= 7 — X h\, (x'.A. . . .A ) 

-À. (logp(x,A . . - A )-t) 
e g(x.A_...A ,logp(x,A....A )-t) ; N-(t) - n ] 

i n i n x 

- ^ - 5 " E[g(Z-(t), w-(t) ; N_(t)< + =°] . 

cf'où il résulte en appliquant le théorème 2-1 au premier membre de (2,41) 

* - 1 V - - t 
et en posant g (x,t) - ^ ^ e g(x,t) x € J? d_ 1, t € H, l'existence 

de la limite 

X t 
lim e E(g(Z-(t), W (t) ; N-(t) < +» ) 
t -*+<» X X X 

Cette limite s'exprime sous la forme 

h ^ ( x ) K ( g ) = h X l ( x ) x j ^ ( d y ) E - [ J ^ y g ( Z_(0 ) , s ) d s ] 

Cette expression montre que K(g) est strictement positive dès que g est 

strictement positive sur ^ x H + . 



65 

3. Application à l'étude d'équations aux différences aléatoires 

Dans ce paragraphe, on étudie la distribution limite de la solution Y^ 

de l'équation aux différences aléatoire 

(3.1) Y - A Y . + B n>l 
n n n-1 n — 

où les A n>l sont des matrices de GL(dJR) et les B n>l sont des vecteurs n — n — 
colonnes de E . 

Pour Y donné, la solution (3.1) est o 

Y » B + A B . + . . . + (A A . A 0 ) B . + (A ...A.) Y• . 
n n n n-1 n n-1 2 1 n V o 

Nous supposerons que les variables aléatoires (An>Bn) n>^
 e GL(dyR) x 

sont indépendantes et de même loi. 

La loi de Y - (A ...A.)Y est alors la même que la loi de la variable n n 1 o 
aléatoire 

( 3 . 2 ) R - j A ^ . . . ^ B K <= H D . 

k=*l 

Si l'on a 

p.s lim- log 1 ^ ^ . . ^ Il - a < 0 
r n n ° 1 1 2 n M 

et si de plus E ||||^ < + 0 0 pour y > 0 

- i an 
alors P[ n y ||B 11 < e ] - 1 

p n>p " n n — 

et donc la suite (^n)n>i converge presque sûrememnt vers 

00 

( 3 . 3 ) R » J I A 1 A 2 . . . A K _ 1 B K 
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Nous allons énoncer un théorème qui précise les propriétés asymptotiques 

de la loi de R. 

Adoptons auparavant les notations suivantes : on pose = { x € ^R^ ; |jx|| = 1 } 

et pour x e s

d - 1 »
 A ^GL(d,H) 

xA 

Théorème 3.1 : Soit (A ,B ) ̂ , € GL(dJR) x H D une Auite de vaAiàbleS 
n n n>l ^ 

aZeatoin.es indépendantes et de même loi. 

1) Si E log + ||A 1 H < + « F u Unité 

a - lim ^log i|A1A2...An|| 

existe presque àuAement et eàt < +« presque àuAemeyit. 

Si a< 0 e£ <ô̂c pouA an y > o 0<E ||B H Y<+°° l& ùetiie 
oo 

R * J A J A ^ - . A ^ B ^ com/e/ige presque AÛAwent, et la loi de la solution 
n=l 

(Y ) de (3.1) converge v/e/t-6 celZe de R, indépendamment de Y • n * o 

2) Ŝc de p£a6 £ea conditions suivantes Aont àatÂs faites : 

i) pouA tout ouveAt u c s d t et ̂ oat x € 

I flu(x.A)P

n(dA) > o 

où p désigne la loi de A^ . 

ii) (log|q(M)| ; M 6oit v-n.eaJUsable } est dense dans"R. 

ixi) pouA tout vecteuA r £ ]Rd on a 

P(Axr + B X * r) < 1 

http://aZeatoin.es
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iv) il zxtitz un X tzl quz 
xo 

E iuUy)] 1 1 

où y(A1) dfalQw Iz plust pztitz valz.UK pfiopiz dz la montiez 

(AL

 CA )1/2 zt un 5>0 tzl quz E {sup( HAJII , ||B | | ) } X ° + Û < + » 

et E HAJI " < + ° ° o£tf;i4 ^£ zxiqtz an Xl& ] 0 ,A q ] £ e £ q u e 

lim (E | | A 1 A 2 . . . A n | f V l ) 1 / n = l e t £ ' c m a pouA tout x e 

lim tÀ1P(x R > t) - H. (x) 
t ++°° 1 

ou. x € ^ l'image, d e x 6 S. . e i o à H, e^t u n e fonction 
d— i a—1 

coitttnue, At/Uctme.nt positive ALLA ^ teZlz qaz 

H x (x) - Jp 1(3E,A1)HX (x.A1)p(dA1) x ^ 

avec p(x,AX) = IIxAjH s d - 1 . 

Démonstration du théorème 3.1 

1) Les affirmations contenues dans le 1) du théorème 3.1 sont claires d'après 

la proposition 2.1 et les considérations qui précèdent l'énoncé-du théorème 3.1, 

hormis le fait que l'on a si et < 0 
p.s. lim A A . . . . A , Y 

n n n-1 1 o 
ceci résulte du fait que 

^ log II A A ....A - Y J I < - log H A A ^...A.N n>l 

n 11 n n-1 1 0 H — n ô 11 n n-1 1" — 

et du fait que l'on a p.s. 

(3.4) lim - log ||A A ,.. .A, || = lim - log ||A.A0.. .A || = a 

' n n ° 11 n n-1 1" n n ° 11 1 2 n N 

http://valz.UK
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L'égalité (3.4) résultant simplement du fait que 

lim - log ||A A ....A-H - Inf- (log || A |[ pn(dA) = 
n n n n-1 1 11 n n J 

d'après le théorème ergodique sous-additif de Kingman [ 13 ] 

2) Démontrons maintenant la deuxième partie du théorème 3.1. 

Rappelons tout d'abord que, sous les hypothèses du théorème 3.1, d'après la 

proposition 1.2, il existe un réel X E ]0,À ] tel que 
À l o 

lim (E ||A1A2...An|| V
/ n = 1, 

et une fonction h^ continue sur ^P^ ̂ , strictement positive telle que 

- r xi -
hA^(x) = J p (x,Ax) h x (x.At) p(dAx). 

Nous allons étudier pour x E S^_^ le comportement lorsque t tend vers +°° de 

- t h 
(3.5) Z(x,t) = e u P(x"R> u) du. 

Nous verrons par la suite que cette étude suffit à obtenir les résultats 

énoncés. 

Commençons par établir que Z satisfait à une équation de renouvellement. 

Nous pouvons écrire 

R = Bl + Al r 1 

1 + °° 
où R » £ A 2 A 3 # ' # Ak-l Bk e s t inc*épendante ^e (AJ> BJ) ôt.a même loi que R. 

On en déduit que pour tous x € ^, t 6 I , on a 

(3.6) P(xR >t) » P(x Aj R 1 > t) + \\)(x9t) 

ou 

(3.7) (x,t) = P(t-xB 1<xA 1R
1 £ t) - P(t <x A R 1 <t - x B ) 
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d'où il résulte que .. H 

(3.8) Z(x,t) = E [ ||x AJI 1 e t - l o d l x A j I J * ^ . ( ^ R l > v ) d v ] 

t . 

- 1 f e h 
+ e v î (x,v)dv 

J0 

c'est-à-dire 
A, 

(3.9) Z(x,t) - E[||x A 1 | | Z(x.A1,t-log ||x AJI)] + z(x,t) 

-t fe Xl 
(3.10) z(x,t) = e v <J/(x,v)dv. 

Notons maintenant ^ la probabilité de transition définie sur ^ x E. par 

A. . r A. 
(3.11) Pf(x,t) " h ( S ) ||x A j h A (x.A1)f(x.A1,t-log ||x A1||)p(dA1) 

\ 1 1 

A. 

- AE- f (x.A^t-log HX.AJI ) 

et posons 

(3.12) î ( x , t ) . | ^ g , 

\ 

(3.13) ï ( X i t ) - f ^ g . . 
À l 

La relation (3.9) équivaut alors à 

(3.14) Z(x,t) = LP Z(x,t) + z(x,t) x € s ^ , t e 1 

On en déduit le 

Lemme 3.1 t 

Pour x e s, . . t e m , on a : 
a—1 
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( 3 . 1 5 ) Z(x , t ) = , 1 — e - t u X l P(xR>u) du = l XlP nz(x , t ) 

Jo 11=0 

Preuve du lemme 3.1 

De (3.14), il résulte que pour tout n̂ l on a : 

' (3.16) 2(x , t ) = A l ^ + 1 2 ( x , t ) + l Al^z^(x,t) 

k-0 

Or, en posant F(x,t) - P(x R>t) x € tTB? 9 t S ]R 

on peut écrire que : 
t 

C3.17) »i - - i g f f i b - 1 { u M . F ( x A i . . . V i , u ) h ( ; . A A A M u ] 

J O 1 

i t f6' x 
= h ^ T e Jo u 1E[F(xA 1...A n + 1,u)h À i(x.A. 1A 2...A n + 1)] du-

Comme pour tout x € S, , on a ps lim | |x A.A,* *A | | 38 0 puisque a < 0 , 
G—I n 1 2 n 

on en conclut que pour tout u>0 lim E[F(x A^...An+^,u) h^ (x
#A^2—A^^) 

on obtient paiement en appliquant le théorème de la convergence bornée de 

Lebesgue puisque pour tout n>l et tout u>0 E[F(xA....A , ,u)hA (xA...A )] 
~~ ~~ 1 n+1 1 n+1 

que : 
( 3 . 1 8 ) lim P^xZ(x,t) = 0 x G s d , t G m - 1 

n 

Le lemme 3 . 1 est une conséquence immédiate de ( 3 . 1 7 ) et de ( 3 . 1 8 ) . 

Pour obtenir le comportement asymptotique de Z(x,t) quand t tend vers + 0 0 , 

nous appliquerons le théorème 2.2. Pour cela nous allons montrer successive

ment que : 

A) la chaîne de Markov à valeurs dans ^ x 1R définie par 

(x •A1-..An, t - log||x Aj^.-A ||) n>l de probabilité de transition 
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1P satisfait aux hypothèses de ce théorème. 

B) et qu il en est de même pour la fonction z. 

A) La condition (c^) est immédiatement justifiée en appliquant le résultat 

suivant : 

lemme 3.2 : Soit Q la probabilité de transition d'une ckaZne.de HaAkov (Y ) 

définie AUA un espace, compact x . Supposons que. Q opère &UA V espace S(x) 

des fonctions continues sur x, et que de plus o 4>atis^as4>e Vhypothèse 

d ' inAeductibilite suivante : 

pouA tout x e x et tout ouvert v de x 

l qn(x,u) > o 
n>0 

Alors poux tout x ̂  X et tout ouveAt u de x on a : 

Q x ( U (Yn S U) ) = 1. 
n>l 

Preuve du lemme 3.2 : Soit U un ouvert de X , la fonction x -^CT( U (Y €U) 

* n>l n 

est semi-continue infêrleurement sur X, et strictement positive sur X, il 

existe donc un réel <5(U) >0 tel que pour tout x € X : 

X n>l n 

Le lemme de Borel Cantelli étendu aux chaînes de Markov [ 1 ] permet alors de 

conclure que pour tout x € X 

Q ( U (Y n eu)) - 1. 
n>l 

Dans le cas particulier qui nous intéresse, nous savons donc que pour tout 

ouvert U de S, . et tout x S s. . , on a : 
a—l a-l 

Xl P v {U [ (x • A,...An) e u ] } - 1. 
X n>l 

http://ckaZne.de
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Or 

Nous noterons ru- la probabilité invariante pour la chaîne de Markov précê-
1 

dente et définie par : 

(3.19) ru (A) = n, (I) 
A l À l 

où A est un borélien quelconque de ^, et A sa projection sur CIP^ ̂  

Remarque : La chaîne de Markov (x • A^..'A

n)n>Q
 a valeurs dans ^ sera 

étudiée plus complètement dans la partie C) qui suit. Nous verrons en parti-

culier que ru est son unique probabilité invariante. 
1 

Les preuves des conditions (c 2), (c^) (c^)... sont identiques à celles fournies 

dans la démonstration du théorème 2.4, la seule modification consistant à 

remplacer la distance d sur l'espace projectif tIP^ par la distance ô sur 

la sphère définie par 

6(x,y) - | |x-y|| x € , y € 

B) Etudions maintenant les propriétés de z. 

Commençons par noter le 

lemme 3.3 * La loi dz R ne cha/igz aucunz AOUA-vaniztz afifiinz dz lRd. 

Preuve du lemme 3.3 : Désignons par y la loi de R, et posons pour 

g - (A(g), B(g)) e G L (d,H) x ]Rd et x € ]Rd 

g x = A(g) x + B(g). 

Supposons que l'énoncé du lemme 3.3 ne soit pas satisfait, et considérons 

l'ensemble des sous-variétés affines W de 1R^ telles que U(W) > 0 et de 

dimension minimum. Si et W 2 sont deux telles sous-variétés distinctes 

on a ^(W^ HW 2) • 0 puisque dim(W1

 n W 2 ) est strictement inférieur à 

dim W. 
1 (i-1,2) 
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Donc pour tout £ > 0 , l'ensemble des sous-variétés V du type précédent 

vérifiant de plus U(W) _> £ est fini. Par conséquent, il existe une sous-

variété W q maximisant y(W). Si l'on désigne par $ la loi de = (A^,B^) 

l'équation de convolution 

(3.20) y(wQ) - f(gu)(wo) l ^ $U(dg) 
4 n>l 2 

($ n est la nième convolëe de $ dans le groupe affine <& de TK^ ) établit 

que l'on a (3.21) g y (W ) = y(W ) pour tout g appartenant à un ensemble 

B C{jt de probabilité 1 pour £ — $ n. L'ensemble des W g SB est 

n>l 2 n ° 

donc fini. Si désigne le sous-groupe fermé de engendré par le 

support de $ il est clair que ^ = {g~* W , g £ G ^ } est également fini 

et que G ^ applique dans lui-même. 

Envisageons maintenant deux cas : 

1° Si dim W Q = 0, c'est-à-dire si W q est un point de 1R^, 1'ëquibarycentre 

V q de *3* est invariant par tout élément g € G^, en particulier on a : 

P( g l v o - A x v Q • B t - V Q ) = 1 

ce qui contredit l'hypothèse (iii). 

2 ° Si 1 < dim W <d-l — o — 

Soit W q le sous espace vectoriel de IR définissant la direction de W q et W Q 

le sous-espace vectoriel de tlRC^, de dimension d - dim W q des vecteurs ortho

gonaux à W q . D'après ce qui précède l'image de {WQ«A(g), g € G^} dans 

l'espace projectif est une réunion finie de sous-variétés projectives 

propres de t^ >

d_ 1• Ceci est incompatible avec l'hypothèse d'irréductibilité (i) 

La preuve du lemme 3.3 est ainsi achevée. 

Nous en déduisons le 

Lemme 3.4 : L*application z QAt continue 6UA S , . * 1R* 
— a—1 
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Preuve du lemme 3.4 . Pour établir ce lemme, il suffit d'établir que l'appli-

f e t Xl 1 
cation (x,t) u [P [x R >u] - P(x A. R > u)] du = a(x,t) est 

Jo 

continue sur S, - x 1R. Cette propriété s'obtient facilement en utilisant 

la décomposition : 
t 

fe
 0 X r e ^ X L 

a(x,t) - a(x ,t ) = u [P(x R>u) - P(x R>u] du - u [P(xA, R >u) 
0 0 Jo t ° Jô 1 

1 fe Al 1 - P ( X q A x R
x>u)]du + u [P(x R>u) - P(x Al R >u] du 

J e o 

et à l'aide du résultat du lemme 3.3 

La suite du paragraphe B) va être consacrée à établir une propriété d'intê-

grabilité de z. Auparavant énonçons et prouvons un lemme utile pour cette 

étude 

Lemme 3.5 : PouA tout 0_<X<X1 on a E | | R | | X < + » 

Preuve du lemme 3.5 : Remarquons d'abord que pour X € ]ô,X^[ on a 

lim (El IA.A....AJ \ X ) l / * - k(X) < 1. n 1 1 1 z n 

Cette propriété résulte du fait que la fonction log k ( X ) est convexe sur 

l'intervalle [ojXJ, que k(o) - k ( X ^ 1 , et k(X) est strictement 

inférieure à 1 sur un intervalle ]ô,e[ £>0 car a<0. L'énoncé du 

lemme 3.5 se déduit alors immédiatement des inégalités 

00 

E||R||X 1 I E||A1A2...Àk_l||
X Ef|Bk||

X pour 0<X<1 ' 
k=l 

et 

CK| )R| | X ) 1 / X < l ( E | | A 1 A 2 . . . A k _ 1 | | V / M E | | B k | | y / X pour 1<X. 
k=l 
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Enonçons et démontrons maintenant le 

Lemme 3.6 : La fonction sup |z(x,t)| c&t dVizctzmZïii Zimann 
x € s d - i 

<in£egiablc ALLA IR C'Qj>£-à-duAZ que : 

+00 

l sup {|z(x,t) | , xGS A y l£t < £+1} < + « 

Preuve du lemme 3.6 : nous avons : 

(3.22) z(x,t) = Zjte.t) - z2(x,t) x€ Sfl , t G m 

où 
^ -t |»e \ 

(3.23) z1(x,t) -
 6 _ v P(v -x B1 < x A x R j<v) dv 
tu (x) Jo 

Àl 
t , 

^ e-t re Xl 1 

(3.24) z2(x,t) « h — v P(v <x Aj R v - x dv 

Majorons la fonction z^. 

Fixons 0<£<1 tel que (3.25) - 1 < Xj - (X1 + 6)e < 0 

on a : 

(3.26) 0 < z^x.t) i ( [e - t T v ^ P(x > v £) dv 
— X ^ o 

-t Xl £ 1 
+ e v P(v-vfc < x A, R _< v) dv] 

Jo 

Etudions successivement chacun des termes du crochet figurant au second 

membre de (3.26). 
(i) on a tout d'abord 
0 < e _ t v 1 P(x B L >v

£)dv < e - t v X v 1 E | |B | | Ul + < S ) 

J O ^ o 
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c'est-à-dire : 

f e
c X E H B j |\+<5> t[Xr(X1+6).e] 

(3.27) 0<e v 1 P(x B, >v ) dv <_ e 
J 0 l+X 1-e(X 1+6) 

(ii) De plus, on a : 
t- t t et , 

f e X f e x tf e " 6 1 1 
0 < e "

t v 1 P(v-v£<x A, R*<v)dv = e _ t v LP(x A.RWv^dv-e" v (P(xA,R >v)î  

U 1 ~ Jo 1 Jo 

-t f e t À l 1 
- e t et P(x A 1R >v) dv 

J e -e 

d'où l'on déduit par changement de variable dans la seconde intégrale figurant 

au second membre de l'égalité précédente que : 

<• f e t Xi F 1 X1 £ \ e-l 
(3.28) 0<e v 1 P(v-v <xA. R <v)dv = e [u -(u-u ) ](l-eu ) 

Jo Jo 

tf e t X l 1 
x P(xA R^u-u 2) du - e" v P(xAtR>v)dv. 

e -e 

Remarquons alors qu'il existe une constante telle que pour tout u>0 

\ . \ F I Ve"1 

(3.29) 0<[u l-(u-u £) l] (l-eu 5" 1) < k L u
 1 

et que d'autre part si X est un nombre réel tel que 

(3.30) 0 < X < \ et -1 < X 1 - X + e - 1 < 0 

on a 

(3.31) 0 < P ( x A 1 R
1 > v ) < v" A E| | X E| |R| | X 

le second membre de cette inégalité étant fini d'après le lemme 3.5 

On déduit alors de (3.28) (3.29 et (3.31) qu'il existe une constante k 2 telle que 

re* X, , t(X -X+ e-l) 
(3.32) 0< e v P ( v - v < x A. R '< v) dv < k 0 e x 6 S . ,,t€]R 

Jo 1 ~ ~ 1 d _ 1 

Des inégalités (3.30) et (3.32) il résulte que sup z,(x,t) est directement 
x e s d - i 

Riemann intêgrable sur 1R+. Comme de plus, on a : 
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(3.33) 0 <z1(r,t) < I n j h e 1 

sup z.(x,t) est aussi directement Riemann intêgrable sur IR , et donc 

sup 2i(x,t) est directement Riemann intêgrable sur IR. 

Un raisonnement analogue permet de montrer qu'il en est de même pour 

sup z?(x,t) et le lemme 3.6 est donc prouvé. 

En tenant compte des lemmes 3.1, 3.4, 3.6, et des résultats de la partie A) 

nous pouvons donc conclure à l'aide du théorème 2.2 que : 

Proposition 3.1 

-t re xi 
lim Z(x,t) = lim e u P(x R>u) du 

\ ( 1 «\. f V 1
 1 

= ̂ rr L û r m V d z ) u t^ R > u)- p( z Ai R^ d u 

1 S d_ 1 Ax 1 'o 

f - Xl où 0<a(X 1) » (dx) [Log p(x,A1)] < + <» , 

V i 1 

Preuve de la proposition 3.1 : 

L'existence de la limite est justifiée par les remarques qui précèdent l'énoncé 

de la proposition 3.1. Cette limite £(x) est donnée par : 

hX ( * } f 

a(A.) Je A. h, (z) 
1 bd-l 1 1 

f*00 _ t f e t \ i 
où I(z) - dt e u [P(z R>u) - P(z Aj R >u)] du 
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Calculons I(z) afin d'obtenir l'expression de £(x) donnée dans l'énoncé 

de la proposition 3.1 . 

On a : I(z) = lim I (z) 

r+°° rel X , 
où I (z) = dt e" u [P(z R>u) - P(z AjR >u)] du. 

^ -N J o 

En faisant le changement de variable y = e11, et en utilisant le théorème 

de Fubini, il vient : 
-N . 

N f6 Xl 1 
I N ( z ) e du u [P(z R>u) - P(z A x R >u)] 

' o 

f + 0° V 1 i 

+ du u [P(z R>u) - P(z A, R >u)] du. 

e 

Le résultat s'en déduit immédiatement. 

Prouvons maintenant un lemme qui permet d'assurer à partir de la convergence 

en moyenne de Cesaro établie dans la proposition 3.1, la convergence lorsque 

t + 0 0 de t P(x R>t) 

Lemme 3.7 : On a 

lim tXlp(x R>t) » Jl(x) x € s, . 
t-H-oo 

Démonstration du lemme 3.7 
rt X 

Posons U (t) = u P(x R>u) du x J J o 

d'après la proposition 3.1 on sait que 

(3.34) lim \ Ux(t) = A(x) 
t-*+°° 
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Envisageons deux cas : 

(i) *(x) = 0 

Les inégalités 

T il "T u 1 P(x R>u) du > ± (-f) P(x R>t) > 0 t x t J t / 2 II 

montrent que 

lim t P(x R>t) - 0 = £(x) 

(ii) Jl(x) > 0 

Soit ( u !.. la famille de mesures définies sur l'intervalle ]1, +<»[ t,x t>l 

en posant : 

U (tb) - U (ta) 
(3.35) U [a,b] « — : - - b > a > l 

c ' ux(t) 

D'après (3.34) on a 

(3.36) lim u [a,b] - b - a 
t-M-oo c » x 

Par ailleurs nous pouvons écrire facilement que 

fb \ 
(3.37) u [a,b] = v g (v) dv 

X +1 
, . t P(x R>tv) 

ou . . g (v) -
ux(t) 

Remarquons que la famille de fonctions (g ) . est uniformément bornée 
CjX L ̂  J. 

sur ] 1 + 0 0 [ . On a en effet : 

8t,x ( v ) - ̂  ,t u A P(x R>u) 

t j t / 2 ^ t ; P(x R>tv) Û U 
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Comme pour uj^t et vj^l on a : 

P(x R>u) P(x R>t) _> P(x R>tv) 

Il en résulte que 

0 < S t i X(v, < 2 ^ . ' i ' ^ ' 

Par ailleurs pour tout t>l l'application v •+ gt(v) est décroissante sur 

[1 + 0 0 [ • 

De toute suite {t n>l} C IR telle que lim t • + 0 0 , il est donc possible n - n n 

d'extraire une sous-suite {t k>l} telle que : 

lim g (v) » gY(v) 
K n ,x 

k 
en tout point de continuité d'une fonction décroissante g x sur [1 + 0 0 [. 

On en déduit à l'aide de (3.36) et de (3.37) que 

b - a = v g (v) dv 1 <_ a _< b 
J a 

Par conséquent pour tout v > 1 g (v) * —r— ce qui permet d'affirmer 
— X A^ 

V 

que pour tout v > 1 : lim g (v) * —r— . 

v 

Il en résulte facilement que : 

lim t 1 P(x R>t) » £(x) 

Toutes les conclusions du théorème 3.1, hormis la stricte positivité de l(x) , 

sont ainsi établies. 

Le paragraphe C) qui suit va être consacré à établir ce résultat. 
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C) Considérons la chaîne de Markov à valeurs dans x IR x ]P définie par 

(3.38) (Xn, U n, T n) = (x.A l A 2...A n. | | X" A ' ^ . A || > t - log | |x A j...Aj |) n>0 
1 1 12 n 1 1 

de probabilité de transition 0 définie par : 

u + x B 
(3.39) Q f(x,u,t) = E f(x-A1$ t - log | |x AjJ | ) 

I |x Aj I 

f étant une fonction mesurable bornée sur S, x IR x]R . 
d—1 

De plus, soit Ç le temps d'arrêt défini par : 

(3.40) "Ç = Inf {n>l ; U n ->U Q} et Q ç le noyau défini IR x ]R 

( 3 . 4 1 ) Q ç f(x,t,u) - E ( x > u > t ) [ l [ ç < + œ ] f(X ç i U ç, T Ç ) ] 

Remarquons que si f est une fonction ne dépendant pas de la coordonnée u, 

il en est de même de f, ce qui permet de définir le noyau sur 

d̂ 1 X ^ e n P o s a n t : 

(3.42) Q ç f(x.t) - E ( w ) t l u < + œ ] f ( X ç , T ç)] 

Posons d'autre part : 

(3.43) ZL(x,t) = P(xR>e C) x € S ^ , t S IR 

(3.44) $ (x,t,u) - P(e t-u<x R<eZ) 

(3.45) H (x,t) - Q ç «(x.o.t) 

On vérifie la relation : 

(3.46) Z^x.t) - Q ç Zx(x,t) + H (x,t) x € s

d - l
 t € l R 

d'où il résulte que pour tout n>l 

_ . n . 
(3.47) Z^x.t) - Q° Z^x.t) + [ 0 H (x,t) 

k=o 
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Si l'on définit par récurrence la suite Ç r n>l en posant 

(3.48) = Ç, Ç k + 1 = Inf {x>çk ; } si { W 0 

le 

+ °° sinon 

on a 

(3.49) Qç Zx(x,t) » E {F 1(xA 1 A2...AÇ ) lf ? < ^ , t)} 

où Fx(x,t) » P(x R>e
ù) 

Comme lim| |x k y . .A lr < + o o ] | | £ lim| | A ^ . . .Aç lf < + 0 0 j | | - 0 ps 
n n n n n n 

~~n 
on a donc lim Q Z^(x,t) - 0, et par conséquent 

n 

(3.50) Z.(x,t) i H (x,t) 
k=o ^ 

Considérons d'autre part la "chaîne relativisée" associée à la chaine 

(X n,U n,T n) n>l et de probabilité de transition Q définie par 

Xl 1 f Xl - -
(3.51) XQ f(x,u,t) - h

 X

( ï ï ) p (x.Aj) h x (x'A^ 
Xl 1 

u +x B. 
X f ( x ' A l « | | x A i||»

 t ~ l 0 8 l l x A i M ) *<<*V d Bi> 

Xl X l - -
et soient Q et Q les analogues des noyaux Q et Q 

Si l'on pose A., t 
^ e Z (x,t) 

(3.52) Z,(x,t) ~ 

( 3 . 5 3 ) ftc^.^HJx.t) 

Al 

on déduit de (3.50) le 

lemme 3.8 : 

(3.51) ^ (x.t) - 1 ^Qç H(x,t) x e S d - l « t S * 

k*o 
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Désignons par U T

 L E S P R O B A B I L I T Ê S sur l'espace ( s

d - 1

x ̂  x ^ 

décrivant la chaîne de Markov précédente lorsque (X ,U ,T ) = (x,u,t). 
n o o o 

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante : 

Proposition 3.2 : 

x 1 x 
Sup E, \(Ç.) - SUD E, X(Ç,) < +

 0 0 

( x . - . O S S ^ l <x.u,t)"l' ^ <x,o,o) 1 

qui sera justifiée par la suite. 

Il résulte, de la proposition précédente que est un opérateur Markovien. 

Notons $^ une probabilité sur 1 satisfaisant à la relation d'invariance. 

r • r X, 
(3.52) j f(x) (dx) = J$ x (dx)

 ln ç(fxl)( x,o) où f e ^ ( S ^ ) . 

Sd-1 1 1 

X l 

L'existence d'une telle probabilité résulte du fait que l'opérateur T, 

défini par : 

AT(f)(x) - XQ ç(f xl)(x,o) f e B(S d - 1) 

est un opérateur markovien (proposition 3.2), continu sur ^(S^_^) e t du fait 

que ^ est compact. 

Nous supposerons par la suite que <K est extrêmale parmi les probabilités 
1 

satisfaisant à (3.52). 

On a alors le 

Lemme 3.9 : II zxÂAtz unz conàtantz + °°> 6 > 0 tzllz quz : 

\ \ ( D X ) X 1 Q ( X , O , O > ( 1 ? ï 1 O S M X V Z - ^ J I " 6 ) = 1 
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Preuve du lemme 3.9 

( h Soit \i, la probabilité \x, = Q, N (dx) sur l'essace X L

 p Xx J s ^ *(x,o,o) A1 

IN 

Q = (S, , x IR x IR) , et considérons la suite de variables aléatoires 
Q- 1 

L = Ç, L * Ç ,, - Ç n > 1 définie sur cet espace, o 1 n n+1 n — 

Cette suite est stationnaire. Montrons également qu'elle est ergodique. Pour 

cela, considérons un élément B de la tribu des invariants de l'espace 

U** des suites à valeurs entières (c'est-à-dire que B satisfait à la 

relation l g

 Q ^ = lfî, & désignant le décalage sur IN1*). 

Considérons la fonction $ sur Sd_^, définie par : 

(3.53) •<*) = V . O . O ) tl B(L 0,L l f...,L n f...)> 

\ 

" Q(x,u,t) tl B

(V Ll-'- Ln—- ) } Cx fu ft)€s d - 1x]Rx]R 

La fonction $ satisfait à la relation 

C3.54) «(x) - \ X f 0 f 0 ) [*(XÇi)l x € s d - 1 

ri en résulte que la suite {$(X^ )} n>l est une martingale sur (S,U^ ) 

vis à vis de la filtration n>l -I^ç e s t latxihudes parties A 
n n 

'de Q , telles que pour tout k^N A H (ç » k) appartient à la tribu 

engendrée par les variables aléatoires (X^, U^, T^) ] 

Par ailleurs, on a : 

<KXÇ ) * {lB(LQ,L1,...,Ln,...) | ^ } PS 

Le théorème de convergence des martingales permet alors de conclure que 

\ix ps on a : lim $(x ) = 1 (LQ,Llf... ,L n >.. .) 
1 n ^ n 
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Comme la loi de X^ est 4^ on en conclut que pour tout £ >0 : 

4, (x^S, , e < 4(x) < 1 - £ } = 0 

Q-I — ~ 

et donc 4. presque sûrement 4 ne peut prendre que les deux valeurs 0 ou 1. 
1 

Définissons les ensembles : 

Cl - {x / 4(x) - l} C 2 = {x ; 4(x) = 0} 

En raison de (3.54), on en conclut que 

V x £ Ci V . o . o ) \ 6 V = 1 

c'est-à-dire que les ensembles Ĉ. i = 1, 2 sont stochastiquement fermés 

pour la chaîne de Markov (X )n>^- Comme de plus ces ensembles sont disjoints, 
^n n— • 

tels que 4, (C, ) + 4, (C ) = 1, et que la probabilité 4-i est extrêmale, 
Al 1 1 2 Al 

l'une des quantités <K (C.) i - 1,2 est nulle et on a donc soit 
1 

U X ^ L

0»
Ll» - ' # ̂ n* # " # ^ * °9 s o i t y X ^B (L

0>
Li»-••»L

n'--*^
 38 1 

ce qui établit le résultat souhaité. 

D'après le théorème ergodique et la proposition 3.2, nous pouvons donc 

conclure que U, p s on a : 
Àl 

i f h (3.55) lim i ç - 4. (dx) E (ç ) < + °° 
n n n J (x,o,o) 1 

D'autre part, on a (condition ĉ ) 

f X l 
(3.56) $ (dx) AQ, ^ , {lim 1 Log| |x A, A ...A I | * lim log | | A, A« .. .A | | } 

J Al U,o,o) n - n n 

» a ( X ^ } - 1 où 0 < a(X t)< + « 

Par conséquent on a VU- p s 

(3.57) lim — - » lim — x = a(X ) x 4, (dx) AE, *(ç,) - B 
n n n Ç n i J A l ^x,o,o; i 

avec 0 < 6 < + °° ce qui achève la preuve du lemme 3.9. 
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D'autre part notons H ̂  L j> 0 la fonction 

(3.58) H L(x,t) - H (x,t) If.L^Ct) (x,t) e x m 

nous pouvons alors énoncer le 

Lemme 3.10 : VovJi totut L >0 

ft r 0 0 X . 

Lim ^ ds (dx) T ^ H ^ x . s ) 
t- +oo

 c ) Q J s

 Ài k = 0 ? 
u—1 

r + c o r 

= j ds H L(x,s) $ x (dx) 

-°° Sd-1 1 

Preuve du lemme 3.10. [ 12] 

Soit 0<£<1 un réel arbitraire ; posons alors N. (t) = ["4et] et 
1 p 

N2(t)
 58 [-g(l-£)t] où [x] désigne la partie entière d'un nombre positif x. 

Nous pouvons écrire : 

, rt r +00 À . ̂  4 

(3.59) \ ds $ x (dx) J AQ* H (x,s) « ï I (t) 
-'o Sd-1 1 k*° k a x l 

où 

C3.60) Il(t> - i # ( d x ) d 9 j V » fa.., 

-d-1 Al J-« k=N1(t)
 Ç 

r rt H l ( t > " 1 X _ 
(3.61) i (t) - | *. (dx) ds I 1(& HT(x,s) 

^ C JE A 1 J I Ç L 
Sd_l 1 0 k=o 

l f rt +°° X._, ^ 
(3.62) I,(t)--M *, (dx) ds l X H T ( x , s ) 

JS Al Jo k-N (t)+l Ç L 
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N2(t) x 

(3.63) 1 , ( 0 - ^ 1 $ x (dx) f ds J llP H (x,s) 
4 ' J S , , Al j{s<o}U{s>t} k-'N.(t) C 

a—1 1 

Etudions chacun des termes précédents ; on a 

(N,(t) -N (t) +1) r r+°° 
I.(t) « — - - «, (dx) H T(x,s) ds 

t % , Al J-- L 

d-l 

et par conséquent 

(3.64) lim I.(t) - ( 1 " 2 g > $ x (dx) ds 2f L(x,s) ds 

d-l 

De plus on a : 

\« 
M, 

(3.65) 0 < |l, (t) | <-r(N,(t) -N (t) +1) Sup 
N1(t)<n<N2(t) 

v d x ) V . o . o ^ - v ^ v - 1 ' 1 * 
bd-l n n 

où KL * -sup T(x,t) < +
0 0 

^ (x,t) L 

Comme d'après le lemme 3.9, on a : 

r xi T Ç 
*, (dx) lq( . (lim -f - 6) = l J ^ tx,o,o; n n 

on en déduit que : 

f X l 
(3.66) lim sup *, (dx) Q {[ t - T < L] U [T < L] } = 0 

t-*+- N1(t)<n<N2(t)
 Al tx>°>°-> Ç n Çn. 

et donc aussi que 

(3.67) lim I4(t) = 0. 
t-H-oo 
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Par ailleurs on a : 

N,(t) ^ % 

(3.68) 0<I 2(t)< t 1^x21 < | 2 L « L 

Etudions enfin I3(t). 

Pour un entier N, posons : 

P N - Inf {n>N ; -L<T ? <L> 
II 

on a alors : 

1 \ * H (x,8) - [ \ x o S) [ P N

< + ~ X Sdx' T 6df] 

+f V & L ( x ' , f ) 
k=o 

d'où 

J N \ ^ L ( X , S ) <\Xf0tB)•IP(r<-]xMl 

OÙ 

M- * sup Z. (x, t) . 
1 (x,t) 1 

On obtient alors en posant N =[ ^*g^*"! 

O . » ) !,(«) < \ $ . H, | . . t e ) x ^ < V 

Le dernier terme de l'inégalité précédente tend vers zéro quand t->•+<» 

c'est-à-dire que l'on a : 

(3-70) 0 < I3(t) 1 ^ 1 + o(t) 

Le lemme 3.9 résulte alors facilement de (3.67) (3.68) (3.69) et (3.70) en 

raison de l'arbitraire de e. 
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Supposons que lim t P(x R>t) = l(x) = 0. 

On a alors lim Z.(x,t) = 0 et donc également dfaprès les lemmes 3.8 
t-H-00 

et 3.9, pour tout L_>1 : 

r + c o r 
ds 4, (dx) H T(x,s) = 0 

L " h é , y 1 

et par conséquent : 

ds *. (dx) H (x,s) = 0. 
J sd.i 1 

On en déduit que pour tout k̂ > 1, on a : 

r 4, (dx) Q* H (x,s) ds - 0 
bd-l 1 

et par conséquent d'après le lemme 3.8 on a : 

r r+0° 
(3.71) *. (dx) 2.(x,t) dt - 0 

bd-l 1 

Il en résulte que : 

(3-72) J $ x (dx) P(x R>0) » 0 
Sd-1 1 

ce qui est impossible, car en contradiction avec le lemme suivant : 

Lemme 3.11 : PouA tout x € s . . Zt u € 1R : 
a—1 

P(x R < u ) < 1. 

Ce qui permet de conclure que £(x) > 0 

Donnons maintenant la 

Preuve du lemme 3.11 

a) Commençons par établir que le support S(R) de la loi de R n'est pas 

d. 
compact dans 1R 
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Si désigne le semi-groupe fermé de engendré par le support 

de la loi <J>. de (A^B^, on a pour tout g » (A(g) , B(g)) £ gS(R)C S (R) . 

Supposons maintenant S(R) compact. En raison de l'hypothèse (iii), il est 

clair que S(R) ne peut être réduit à un point. Si et x^ désignent deux 

points distincts de S(R), = x^ + v v ̂  0, on a alors 

sup ||A(g)v|| <+ ». 

S e TC() 

L'espace vectoriel V engendré par {A(g)v ; g E T^} est égal à 

en effet sinon son orthogonal serait non réduit à {0} et stable par T 

ce qui contredit l'hypothèse d'irréductibilité (i) 

Nous pouvons donc en conclure que 

(3.73) sup ||A(g)|| <+«>. 

\ 
On sait (condition c_) que pour tout x e S, , , on a v p.s 

2 o d-1 x r 

o 

lim II x An A-...A l | « +00; ceci est en contradiction avec (3.73) et donc xx 11 o 1 2 n" ^ 
S(R) est non compact dans 1R . 

b) Compactifions H D en lui adjoignant S ^ « {x^ E D ; ||x|| = 1} . 

La topologie sur !Rd » !Rd u S^_^ est définie de la façon suivante : 

d **d 
"R est un ouvert de 1R ; et d'autre part, une suite (x ) . , C ]Rd converse 

n n>l 

vers un point x ̂  S si lim ||x || = + 0 0 et lim N ^ I I = x. 
d-1 n n" n x 

N N N 

L'action de g ̂  ^ sur H est 'définie par gx = A(g)x + B(g) si x € ]R D 

Supposons que pour un couple (X Q,U Q) € * ]R, on ait 

P(x R < u ) » 1. o — o 
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Soit S(R)C l'adhérence de S(R) dans ]Rd. D'après le a) C(R) = S(R) C f) $ 
d-1 

est un compact non vide de S, . contenu dans ix G s , . ; x x < 0) . 

Soit ŷ  ^C(R) ; comme C(R) est invariant par l'action des éléments g de 

, on a pour tout g £ X q A(g)
#y o_<0 et donc aussi x^ACg) y ^ 0 

ce qui contredit l'hypothèse d'irréductibilité (i). 

Par conséquent, pour tout x G s^ ̂  et u G R P(xR< u) < 1. 

La preuve du lemme 3.11 est ainsi achevée. 

Pour terminer la preuve du théorème 3.1, il reste à établir la proposition 3.2. 

Cette proposition apparaîtra comme une conséquence de l'étude de la chaîne de 

Markov. 

(3.74) M n = (X.A, A2..,An, n/^lgi > 

\ 
à valeurs dans xîR, et de probabilité de transition définie par 

X. . r X* _ u+x B, 

(3.75) \ f(x,«) - î ^ y JP f(x.A 1, T F 7- f l 7$(dA 1,dB 1) 

où f désigne une fonction continue bornée sur xTR. 

Nous allons mener cette étude dans le paragraphe qui suit : 
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3.2 Etude de la chaine de Markov H n>0 .— n — 

Commençons par définir deux espaces de Banach que nous utiliserons par la suite : 

1°) Pour e >0 soit 

^ = { f € ^ ; If I < +oo } 

e 
où ^ est l'espace des fonctions continues de Ŝ _j x IR dans E et 

1*1 lf(x,u) 1 
| f L - sup fz^ 

5 ( X , U ) e S D ^ X ]R i + u *
f c 

^ est un espace de Banach, muni de la norme | | £ 

2°) Posons d'autre part pour e>0 

L e = { f ; ' f ' e + k e ( f ) < + °° } 

où 

u lf(x,u) - f(y,u) 1 ^ If-fou) - f(x.v) I k ( f) - sup — 1— ? y 1 + sup J 

£ ^ y € S d - 1 ||x-y||£ (l+uZC) u#v€]R |u-v| £ 

u € m ^ d - l 

L £ est un espace de Banach, muni de la norme : 

llf||e - lfl£

 + V f ) 

Nous nous proposons d'établir le théorème suivant : 

Théorème 3.2 : Sooô Izà kypothlàZb du thzoAZMZ 3.1, il ZXiàtZ un o<£q tzl 

quz Q. boit un opzKcutzuA quaài-compact AUJI L ^t quz Von ait pou/i 
eo 

tOUà n M , f S L 
o 

A 

A Qj(f) » a ^ ( f ) e + V* ( f ) 

où e £a fonction idzntiquz à l -ÔUA s d - 1 xlR 
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zt>t l'unique, probabilité Invariante pan. xq^ portez pan s d _ 1 X I 

V, eàt.un opératzur i>ur L de rayon ^pzatral Atsvictemznt •inférieur 
Àl £o 
à 1 tzl quz pour tout f e L on aÂX : 

o 

ou (V, (f)) - V, (a, (f)e) = 0. 

Démonstration du théorame 3.2 

h 
Pour établir la quasi compacité de Q, dans un espace L nous utiliserons 

£o 

le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu [15] 

Pour cela commençons par énoncer sous forme d'un lemme des propriétés des 

espaces et L £. 
Lemme 3.13 : 
H SI ( f

t t ) n > 1

6 L

e > 4 ^ f € ^ e Zt *l lim |'fn-f|e - 0 
— n 

zt | | f J | £ C poun tout n , aZoïA f € L £ zt 11 f | | < c 

2) L' ea£ une paAtiz boiniz dz (L , | | | | ) ; L' izlcutlvzmznt 

zompaoXz dan* (T^, | | ) . 

i 

Démonstration du lemme 3.13. 

La preuve du l)x est Immédiate. 

Pour prouver le 2) considérons une suite ^ n^n>l
 € ^' ' on a 

sup ||f n l l £ - C < +
0 0. La suite (f n) n >j

 e s t équicontinue sur les compacts 

de S, x ]R. 
d-1 

On peut donc en extraire une sous suite (f ) qui converge vers une fonction 
nk k>l 

continue uniformément sur tous les compacts de ^ x]R. 
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De l'inégalité 

|fn(x,u)| 
(3.76) sup sup Yë J: C 

n (x,u)^s d_ 1 x jr 1 + u 

on déduit que f £ ^ 

Montrons que la suite (f ) converge vers f dans^ £. . On a pour: tout A>0 : k>l 
nk k>l 

[f (x,u)-f(x,u)| jf (x,u)-f( x,u)| 

(3.77) |f - f L = sup ~£ s u p ï? 
nk £ (x,u)esd_fR l + u Z b x€S d_ 1 1 + u^ e 

|f (x,u) - f(x,u)| |u|>A 
+ sup k 

|u|<A 1 + u 

D'autre part on a pour tous (x,u) e S<i_1 x 3R et tout k>_l 

(3.78) |f (x,u)| < C'(l + |u|£) d'où également : 
nk 

(3.79) |f(x,u)| < C'(l + |u|£) 

Par conséquent, pour tous A^l» k_>l o n a : 

|f (x,u) -f (x,u) | ' 1 + |u|£ 

(3.80) |f -fj<_sup k + 2C sup — 
n k x e s ^ l + u2£ |u|>A 1 + |u| Z £ 

|u|<A 

On déduit facilement de l'inégalité précédente (3.80) et de la convergence 

uniforme de la suite (f ) vers f sur les compacts de S, . x TR que : 
nk k>l d _ 1 

lim l f ^ - f l e - 0 . 

ce qui achève la démonstration du lemme 3.13. 

On a par ailleurs le 

Lemme 3.14 ~ PouA 0 < e <y Inf (1,X^) on a 

\ n 

sup sup | Q? f| < + 0 0 

n>l fer£

 £ 
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Démonstration du lemme 3.14 

On a 

\ n 1 f \ -
(3.81) f(x,u) = —7=y P (x,A 1A 2. . .An) (x.AjA2•..Afl) 

\ * n 1 

u + x R 

f(ÏÏ.A1A2...An, - - d,(j).(A1,B1)...d<|>(An,Bn). 
I I x A>« A« • • • A II 
I I 1 2 n' 1 

On en déduit que pour tout e <-j Inf(l,X^) 

X ? u p h X ' X -2s 
(3.82) | L Q n f(x,u)| < |f | e [ 1 + I n f h

 1 E d l A ^ . . ^ 1 

I 

(u 2 £ * l l l A ^ - A ^ I I 2 6 ||Bk||
2e)}] 

k=l 

dfoù il résulte que : 

|\?f(x.u)| s u p \ X,-2e 

( 3 * 8 3 ) " [ 1 + ^ h " { E N V 2 " - A n l l 
(x,u)€S^^ B 1+u 

* i E M A ^ . . . ^ ! ^ 1 Edi^l^1"2 6!!^!!2 6) 
k=l 

EMww-- A Ji X l 2 £ } 1 ' f U 
x 

Or la suite E | |AJA 2-. .A^^l | n>l est bornée et de plus on a 

\ 
pour 0 < e < — : 

X -2e*/ n 

lim (E||A 1A 2...A n|I ; - k(X 1 - 2e) < 1. 
n 

Il résulte alors de (3.83) que si 0<e<y Inf (l .X^ 

X 
(3.84) sup sup | 0? f| < + 0 0 .Ce qui achève la preuve du lemme 3.14. 

n>l f e £ £

 £ 
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Dans le lemme qui suit , nous établissons que l'opérateur est 

de Doeblin-Fortet. 

Lemme 3.15 : 11 existe dzà Kezls e >o, r' <1 R' zt un zntiQA. n o o o o 

tzl quz pouA toute f € L £ on cuit : 

1 1 % " ° f|| < r' ||f|| + Rf |fl M xl 1 1 e — o 1 1 11 e o1 1 e o o o 

Démonstration du lemme 3*15. 
X . 

Etudions kg( f) pour 0 < e < - Inf (1 ,X ] L ,6) 

A) Pour cela commençons par estimer 

X X 

(3.85) An(x,y,u) = f(x,u) - AqJ f(y,u) x,y G u G m 

On a 

(3.86) An(x,y,u) » ̂ ^(x.y.u) + A

n , 2 ( x , y , u ) 

où 
(3.87) A

n > 1(x,y,u) - E{[ex^(x,A1A2...An) - 0 X (y . A ^ . . .An)] 

u + x 
f(x.Aj...A . )} 

||xA1 A2...An|| 

_ u + x R 
(3.88) A .(x,y,u) - E{9. (y.A. A 9 .. .A) [ f (x.A, A 9 .. .A .

 2 ) 
n ' 2 h 1 2 n 1 2 n | | x A i X 2 . . . A J | 

U + y R 
- f(y.A1A2...An,

 2 )]} 
| |y A 1A 2-..A n | | 

et 

1 - X l 

(3.89) ^ a,AlA2...An) ^ p (^AlA2...An) h (x. A ^ . . .A^) 
1 
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a) Remarquons qu'il existe une constante K(X^) telle que 

\ InfC.X ) 
(3.90) | 6 X (x.A^.-.A^ - 9 X (y.A^. . .An) | < U\) IJA^-Ajl ||x-y|| 

pour x,y S s d _ x 

On en déduit que 

Inf(l,X ) 
(3.91) |An)1(x,y,u)| < K(XL) ||x-y|| |f|e 

X, u 2 £

 + ||x R ||
2£ 

xEaiv 2...Aji
 n

 2 £ > 
I I 12 * " n ' ' 

D'autre part on a 

X. u 2 £

 + ||xR || 2 £ 

( 3' 9 2 ) 7 7 7 ^ 7 E {NV2- AJI n . . n

A | | 2 £

} 

(1 +u ) ||x A^A^. • .An| I 

,,xi 

A. A 0. . «A n À, 

| t c A 1 A 2 . . . A n | | k-1 

l|BkH
2£ 

X : £ ) 

Il I I 2 e 

| | (x.A r . .A k_ 1)A kA k + 1. . . A n | I 

Par ailleurs on a : 
Xl 

||A.A9...A || X. , 
(3.93) E( S _ ) < C(X ) \ (- t—rz > 

H x A ^ . . ^ ! ! 2 5 1 \ IIxA^-.Ajl 2 2 

et 

,,X1 l | B k M 2 £ 

(3.94) E d l A ^ - A j l — — — — — ^ } 
| |(.X.A 1A 2...A k_ i;A kA k + 1...A n| | 

h I I B J I 2 8 

< C(XL) sup *E { i 2£} 
^ d - l Xl l l x Al'-- An-k + l l l 
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En raisonnant comme dans la preuve du lemme 1.8, on.voit quTil existe un 

réel 0 < £ T <\ Inf (1,X. ,6) tel que si 0<e<e f 

o 2 1 — o 

Xl 1 l 7 n 
(3.95) lim {sup E V ( ± — ) } < 1. 

n ^ Sd-i xi ' ! x A i V - - A J I 

et aussi 

\ \\\\\ Z e 1/n 
(3.96) lim {sup I E V ( : - - — ) } < 1. 

n xesd_1 X L | | xA1...A2...An|| 

Des inégalités (3.91) (3.92) (3.93) (3.94) (3.95) et de (3,96), on déduit 

facilement qu'il existe une constante K'(Xp< + 0 0 telle que pour 0 < £ £ e ' o 

on ait : 

l A i(x,y,u)| 
(3.97) sup sup n > \ — < K'(X.) |f| 

n x-f'ySS^ ||X-y|| (1+u ) 

uS]R 

b) Par définition de k£(f) on obtient l'inégalité 

(3.98) |An>2(x,y,u)| < A' n > 2 ) £(x,y,u) .+ A"^ > £(x,y,u) 

où 

X. u + x R u + y R 
(3.99) A! (x.y.u) - k (f) \ | H -| 

' ' 7 HxA^.-.Ajl ||yA1A2...An|| 

et 

X 
(3.100) A" n > 2 t £(x,y>u) » k£(f)

 X E Y { | |x.A1A2...An - y.A^.. . A J |
 £ 

(u+y R ^ 2 £ 

x (1 + 2— j - ) } 
||yA1A2...Anir

£ 

Nous allons étudier successivement chacun des termes précédents. 
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Auparavant notons qu'il existe un réel 0<£ <e 1 , des entiers p et n 

o — o o o 

P Q

 < n Q tels que les inégalités suivantes sont satisfaites : 

e 
\ d °(x.A.A9...A ,y.A.A«..«An ) -, 

(3.10D sup \ i* P o 1 2 P O « T ^ i s ô 
^ d - l d °(x,y) 

*i M R II e 

où Y(e) = 1 + sup sup E { - - } 
n ^ d - l 7 M x V 2 " - A n N £ 

+ sup sup h { - - — - } 

X , y € Sd-l ||x A 1 A 2 . . . A N | |
£ | | Y A 1 A 2 . . . A N | |

£ 

o.,02, s„p \ + 1 )-<JL 
Y e - 100 

^ d - l ||Y ^ . . . A ^ M 0 

xi f

( 1 + N R p 0 M
f o ) I K A 2 . . . A N | | £ ° 

(3.103) sup XE { S2 Li Q j < 1 
X IR€^ Y

 £ e - 100 
Sd-1 ||x A L A 2 . . . A N O | | °| |y A 1A 2...A T l o l | ° 

(3.104) s u p ^ f - ^ l V - V ^ V - V ( 1, l 
? d S ^ ) | | y A L A 2 . . . A n o | |

2 s o 

Il A A A i j 2e — 100 I |y A ^ . . ^ I I o 

Justifions les affirmations précédentes. Désignons par otQ un réel tel que 

0 < a

o l ^ 0 et tel que pour 0 < z <aQ on ait : 
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P — — 1/ 
X d~(x....An,y.A^A2«•.A^)

 N 

(3-105) lim [sup E { U }] = p,(e) <1 
n x^yGSd^1

 7 dS(x,y) 

et 

XI 1 lI 
(3-106) lim [sup E ( -)] n - p2(e) < 1 

n x^y€S d - 1

 y ||x A ^ . - . A J T 

(3.105) résulte du lemme 1.8, et (3.106) peut être obtenue de façon analogue. 

a 
Supposons maintenant £ q < — et que k( £

Q) <!• 

Montrons que Y(£Q) est fini. 

On a tout d'abord : 

\ r l l R j l ' 0 n Xl ||A1A2...Ak.1||
e°||B ||° 

(3.107) lE { S } < l l

E { i-i £-± — } 

X I|x A.A....A I|£o k-1 X I|x A,...A || « 
1 1 1 2 n'1 ' ' I n ' 1 

sup k\ n • ^ X -e e £ 

i M i r X
 E||A1A2...Ak^1| | 1 Edl ^ U 1 ||Bk|| ° ) E | ̂ . . . A j | ° 

k»l 

Or la suite Ë| | A ^ . . .An| | n^l est bornée et 

e 1, 
lim (E||AX...A H °) n - k(eQ) < 1 
n 

par conséquent : 

\ llR M e ° 

(3.108) sup sup E { } < + » 
n x g s d _ 1

 x ||x A1...An||
e° 
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On a également 

x ||x R J | £ O | | A 1 A 2 . . . A J |
£ O 

(3.109) L E ( ^ 2 } 

| |x A 1 A 2 . . . A N | |
£ ° | |y A 1 A 2 . . . A n M e ° 

G 

< T - . 1 x I E ( | | A . . . . A M x — } 

" I n f \ to-1 1 n ||(x.A 1...A K_ 1)A K...A n||
£o 

n X. l|B.|| E° 

< K*" (X ) l sup LE {- 1 — } 

k-1 x S S ^ % ||x ^ . . . A J | £ ° 

A l'aide de l'inégalité de Schwartz ét de (3.106), on déduit de l'inégalité 

précédente que : 

K ||x R ||e°||A1A?...A 
(3.110) sup sup lE { S S _ } < + O O 

n x,y€S^ 1

 y | |x A1A2...An||
 01 | y A ^ .. . A j | 0 

c'est-à-dire que d'après (3.108) et (3.110) on a : 

Y(e ) < + 0 0 

o 

L'inégalité (3.105), et le fait que Y(£Q) <
+ 0 0 permettent alors de choisir 

un entier p Q suffisamment grand pour que l'inégalité (3.101) soit satisfaite. 

D'autre part on peut écrire à l'aide de l'inégalité de Schwartz que : 

Xl r I | R P \ , Xl n 2 £ o 1/2 
(3.111) sup XE { M } < (sup LE ||R H °)A/ 

^ d - i 7 My V 2 . . . A N | | o ^ d - 1

 y Po 

x {sup \ ( l- r-)> 1 / 2 

^ d - l Al A2-'- AJI ° 



102 

ainsi que 

( H | K p o I P > M A 1 A 2 . . . A j |
e ° 

(3.112) sup E { g S o 

X , y € S d - l 7 My A1A2...An| | °| |x A X A 2 . . .A n| | 

2 £ o 

< {sup \ (1+||R | | £ o > 2 > V 2 x { \ l | A l A 2 ' - - A n N } M 

X. z , l/2 X. 1 V, 
< K (X )x {sup lE (1+||R II °)2} x {sup \ - -jç- } 

y ^ V i 0 ^ d - i \ l | x A i - - - A

n l l ° 

X d °(x.A... .A,y.A,.. .A ) 1 |y R n J ° 

(3.113) h { * S 1 2- ( 1 + + 2 z-y} 
7 AZ°f \ ||yA....A || ° ||yA....A M ° 

d (x,y) 1 i J 1 n 1 1 1 1 7 1 n 1 1 

2 £o - -
X. d (x.A....A .y.A....A) 

< [sup lï< z r - ^ l- n - ) ] ^ x Y . ( £ ) 
x*yGsd-l d ° ( x ' y ) 

4£ 
, ^i i x. ||R || 9 

OÙ [Y'(£ )1 - 3(1 + sup E ( i 2^) +sup LE { - - - r r - } 
y 7 ||y A r . . A j r e o y y ||y A r..A n||

4 £o 

Or il est clair (voir (3.106) et (3.108) que 

(3.114) sup Y , 2(£ ) < + 0 0 

n o n 

Par conséquent en tenant compte de (3.111) (3.112) (3.113) (3.114) et 

de (3.105) (3.106), on voit qu'il est possible de choisir n = n Q assez 

grand pour que les inégalités (3.102) (3.103) et (3.104) soient satisfaites. 

bt) Maintenant majorons Af

 9 (x,y,u). 
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A. U + X R U + y £ 

( 3 ' 1 1 5 ) A'n ,2,s ± k e ( f> { E y l ~ E f l - T 7 - , , ^ 
0 0 0 7 1 1 * ^ . . ^ H ||yA1...An M 

o o 

• \ I X - A l A 2 - V R P o ^ y - ^ . - A ^ ! 

7 l | ( x - A i A 2 - A P 0

) V f ' A P o + q » ! ! ( y - A i A 2 - A p o

) A p o + i - A

P o + q l ! 

s k £ o ( f ) { â ' v v s ( x , y , u ) + 5 v v ^ o ( M ) } 

Or 
e. e e 

M 11^ A. / x i . , ,eo Xi (f ul + N R

P o l l °l|A1A,...An H
 0 

(3.116) <5' (x,y,u) < | |x-y| | ° i E ( 12 ' 1 2 !l2_! N 

P ° ' °' ° y||xA 1A 2...A nJ|
£o|, y A i A 2... A n| feo

) 

+ ,|x-y,,£o \ ( " R P 0 M
£ ° ) 

o 

et donc d'après (3.103) et (3.104), on a : 

Ô ? P ,n , e (x,y,u) 

(3.117) sup 0 0 0 <_!_ 

^y^d-! l|x-y||£o(l+u
2e°) " 1 0 0 

u 6 l 

On a également : 

(3.118) 6» .V ll-A 1A 2...A p o-y.A 1A 2...A p Q||
£°||Rp^ 1||

£° 

I K y . A ^ . A )A ...An M
 0 

o *o o 

+ \ {l I V 2 - • -
Ap >Rp°+l 11

 £ ° ' M " 
o *o (X.A....A )A ....A 

1 Po V 1 V 

1 6 — 1 £ ° } 
||(y.Ar..A )A A M 

o o o 

Posons 
1 1 8 n e 
||x.AlA2...A - y . A ^ . A || °||R 0 || 0 

(3.119) g (x,y) ° 12 1° 

P 9 £ 
H(y.V 2...A )A ...An M ° 

o ro o 
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(3.120) et h „ (x,y) - ||(X.A A....A )R° 1||
£° 

Po' no 1 2 P Q P 0

+ 1 " 

i 1 I e 
I - I | ° 

(x.A.A 0...A ) A , . . . A II II(v.A A A )A A II 
12 P Q

; P Q +1 n oH l l ^ - A l A 2 " - A p o

) A p o + r - - A

n o M 

A l'aide de la propriété de Markov, on obtient que : 

<3."D \ \ | B f l M ï < \ l l - A

1

A

2 . . .
A

P o - y .
A

1

A

2 . . . A p J |
£ o x Y l ( £ o ) 

\ iie° 
ou Y l ( e 0 ) - sup sup E { S } 

n > S d _ 1 ||x.A1A2...An||
£o 

et 

( 3 - 1 2 2 ) \ \ , % ^ < \ l | X .
A

1 A 2 . . . A p o - y . A 1 A 2 . . . A p J |
£ o x Y 2 ( £ o ) 

r2(£o) - sup sup \ R L | X ' R " L | £ ° '< A iV- A jr j 

n "'^d-l 7 M x AiA2---Anl|e°l|y Al A 2--- AnM e° 

Remarquons alors que pour tous x,y € et A S GL(d,l) on a : 

(3.123) ||x.A - y.A|| < ||x-y|| N(A) ou N ( A ) = 2 sup ( | | A| | , | | A _ 1 | | ) 

_ et également que si x,y S sont tels que ||x-y|| < fit on a : 

(3.124) -L || x-y|| < d(x,"y") < ||x-y|| 
v2 

Pour tout t > 0, on a 
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(3.125) \{||x.A 1A 2...A - y . A l V . . A A 

ro ro J 1 2 n — 
o 

e e X e 
x | |x,A1A0...A -y.A,A0...A || }+||x-y||° E{N°(A1...A ) 

1 1 12 p ; 1 2 P 1 1 1 1
 y 1 n ro *o J o 

^NCA-.-.A^ ) >t] } 

i n 
o 

Choisissons t a t > 1 assez grand pour que : 

(3.126) [ Y l(e 0) • Y2(e0)l x sup \ ( N S A ^ . . ^ ) 1 j)<_ ^ 
y€S, . 7 o L 1 2 n oJ 

7 d-1 o 

! i i i I/2~ 
En raison de (3.124), on voit que si | |x - y | | < riQ où r)Q - ~ 

o 

X Eo 
(3.127) h (1[N(A1A0...A )<t ] ' '*' A1 A2 ' ' *Ap " y' Al ' ' , Ap ' I ) 

y I Z n — o o o J o 

£ A. £ _ 
< (/2f) ° E (d 0(x.A1Ao...A , y.A.A0...A )) 

y 1 2 po po 

En tenant compte de (3.118) (3.121) (3.122) (3.126), (3.127) et (3.101) 

on conclut que : 

Ô"p n £ U ' y ) 

( 3 . 1 2 8 ) sup _J>L°UL. <_i_ + Ti_._2_ 
X ^ S d - l ||x-y|| ° 

ll*-y||<n0 

Des considérations précédentes, il résulte donc au total que : 

A'n 2 e ( x * y ' u ) 

(3-129) sup ^4-2 — < ^ k £ o(f) 
X ^ S d - l ||x-y|| °(l +u °) 

l|x-y | | m o 

u s m 
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b 0) Considérons maintenant A" ^ (x,y,u). 

En raisonnant comme dans le paragraphe b^) et en tenant compte de (3.104), 

on obtient facilement qu'il existe un réel 0 < rjr < H tel que 
o— o 

A " 

(3.130) sup nQ,2,£ô K k ( f ) ( ^ +

 2 3 f ) 

x^y e s d - i ||x-y|f°(l+u2£o) ~ ° 1 0 0 1 0 0 1 0 0 ° 

l|x-y|linf

0 

u e -r 

En rasssemblant les conclusions des paragraphes b^) et b^), nous voyons qu'il 

existe un réel nf tel que 

|A F L <x,y,u)| 

(3.131) sup ^ ~ — < K (f) 
x*y€ S d_ 1 H x - y l f ^ l + u 2 6 » ) " £o 1 0 0 

u e n 

Par ailleurs, on a 

\ à n ( x , y , u ) | eQ 

(3.132) sup —^2 < |f[ x A-) r (e ) 

l|x-y H > n' 
u e n ° 

où r (e ) - sup \ {2 + ( 1 + ||R || 2 e°)(— ~ ï7- + - " 72ëo)} 

no ° x . y S S ^ y no ll^.-.A M 2 e o HyV-.Ajl ° 
o 0 

Les résultats obtenus au paragraphe 1) peuvent donc se résumer à l'inégalité : 
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X n Q \ n 
i Q 1 f(x,u) - V ^ f (y,u) 

(3.133) sup | ! < k ( f ) x _L_ 

x ^ e s d - l J|X.Y|| ° ( 1 + u o, 

u e n 

+ l f l £

 Fn (eo> + K'^1>J 
o o o 

B) Considérons maintenant pour f G L 
eo 

(3.134) D n (x,u,v) =
 A l Q ^ ° f(x,u) - ̂ Q ^ 0 f(x,v) 

o 

on a 

e A. 
(3.135) |D (x,u,v)| < k (f) |u-v| 0 ^ O , (x,A,...A ) l- ) 

° 1 0 II A 1 1 ° 
I I x • A« • • • A I I I I 1 n 1 

o 

et donc d'après (3.135) et (3.102) 

|V°f(x,u)- V°f(x,v)| \ ( f ) 

(3.136) sup i i ^ —2 

«««d-i l u " v l 

De (3.133) et (3.136), il résulte donc que pour f € L £ on a : 

(3.137) k £ (\"°f) < ̂  k £ ( f ) + | f | [ ( i )e°. r ( v + r a } ] 

O O O 1 O O 

Le lemme 3.15 résulte alors de l'inégalité précédente et du lemme 3.14. 
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Les lèmmes 3 . 1 3 , 3 .14 et 3 .15 montrent que les hypothèses du théorème de 

lonescu-Tulcea et Marinescu sont satisfaites par les espaces , L et 
o o 

\ 
l'opérateur Q^. 

Désignons par l'ensemble des valeurs propres de module 1 de dans 

Le Q et pour U <= q notons 

D (U) = (f £L ; Lq f = u f} 
1 o 

Nous pouvons alors conclure que est fini et que dans L £ pour tout n>l 
o 

(3.128) -lQ» = i u n U u , + V
n 

1 ^ y' Àl Al 

où U , est le projecteur sur le sous-espace de dimension finiej),(y) 

V̂ . est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur à 1. 

De plus on a les relations- : 

V A 1 V . X 1 - 0 3 1 

' \ Y x i - ° -

xl 

Etudions maintenant les valeurs propres de module 1 de . 

Nous pouvons énoncer le : 
Xl 

Lemme 3.16 : La AzuZz vaJLzuA proprz dz modulz 1 dz Q dans "L Z6t 1 . 

Dz plus lesszvJLes fonctions propres associées à la valzur proprz l *owt 

dz la fiotoiz Àe, À S I 
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Démonstration du lemme 3.16 

Soit p ë ^ , et f ^ 0 telle f ÊDjdi). 

Remarquons tout d'abord que f est indépendante de la variable u. 

On a en effet pour tout (x,u) € x ] R et tout n>l 

A, A, n 

(3.139) |fu(x,u) -f y(x,o)| - | \ - y x . u ) - 'Q^x.o)! 

A I I 
< |u|£sup \(- l- _ ) ||f|| 

x€S d_ 1

 X ||x A 1...A n|| o % 

h 1 
Comme 11m sup E ( g—) = 0 , on a donc pour tout 

n xSS d_ 1

 X ||x A r..A n|| o 

u s m , x € s d _ 1 . 

fy(x,u) - fu(x,o) 

et nous noterons maintenant : f u(
x) a f u(

x» u) 

Dfautre part |f | est constante sur s^_^. -c 

En effet (x €S, - ; |f.,(x)| » sup |f ,(y)|} est non vide, ferme et 

stochastiquement fermé, d'où l'affirmation précédente d'après l'hypothèse 

d'irréductibilité (i)# 

On déduit alors de la relation 

\ j fy(x) » y
11 f (x) n>l, x G S ^ 

que pour p presque tous A^,A2«..An € et tout x € ^ _ ^ 0 n a 

(3.140) f y(x.A r..A n) - u n fy(x) 

file:///-yx.u)-
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Désignons maintenant par a la symétrie 

a(x) = - x x € S , . 
d-l 

s u r s d - i 

On a l'égalité : 

V x ) = V x ) + V X ) 

. f u * f u 0 C T » f

u - V g 

où V 2 e t *u ' 2 
2 

Les fonctions IJJ , $ y sont invariantes par O et s'identifient à des 

fonctions Holdériennes d'ordre £ q sur ^^-1 • D e plus en raison~de (3.140) 
on a les égalités : 

(3.141) J ̂ (x.A x) dp(Ax) = y ipy(x) x S 

et 

(3.142) j * JOc.Aj) dpCAj) » U 2 *J(x) • x € 

L'égalité (3.141) n'est possible que si s 0 ou si y-1 et si 

^ est une constante. 

2 2 
De même l'égalité (3.142) n'est possible que si $ « O ou si y = 1 

2 

et si $ est une constante. 

En raison de la connexité de on voit donc (3.141) et (3.142) ne sont 

2 
possibles que si 1 et $ ( sont constantes sur S, . et donc aussi $ % ^ y U d-l y» 

et si y » 1. 

Les conclusions du théorème 3.2 résultent immédiatement de (3.128) et du 

lemme (3.16). 

La proposition qui suit établit l'existence d'un moment d'ordre 1 pour les 

temps d'entrée de la chaîne de Markov M R dans certains ouverts. 
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Proposition 3.3. Soit 0 un ouveAX dz S x m tzt quz eu (0) > 0 
cl— 1 

0X 60it T Q = Inf { x>l ; M ^ O } 

Iz tompb d* zntAzz dz ta chaîne dz Mankov (M ) t dam o . 
n n>l 

VOUA tout compact C dz x IR on a : 

h 
sup E, . CL.) < +» 
(x,u)€C ( x ' u ) * 

Démonstration de la proposition 3.3 

Elle est inspirée de [ 2 ] . 

Soit f une fonction infiniment dérivable à support compact dans S^ ̂ x ]R 

telle que : 

lo * f ̂  0 

et 

a, (f) > 0 

Notons T f « Inf{n_>l ; f(MQ) >0} 

il est clair que T f > T Q (3.143). 

Soit \XQ une probabilité quelconque sur S(j_̂ x TR . 

Considérons alors la fonction : définie par 

I U 0 t Qf (f )1 si J<A j>l 

(3.144) ^(j) - : 

l \. . 
I u o [ V(f)] si J>£ 
k-1 ° 1 

On a alors : 
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0 o j = l f J k = x — j + l 

X i X , 
+ % , 1 ( V £ > i V X ( f ) ] 

k=l 

- I V Q i ( f ) ] - \ U i [ T = j ] 

k = l ° o j = l L f J J 

a-j x 
x I y [ LQf(f)]} . 

k = l ° 1 

P a r a i l l e u r s , d ' a p r è s l a p r o p r i é t é d e M a r k o v , o n a l ' é g a l i t é 

i X X i J t - j 

( 3 . 1 4 6 ) I U ( V ( f ) ) - E ( I l f , I V C f X M ) } 
k = l ° y o j-1 1 Lf J J k=0 1 2 

N o u s d é d u i s o n s d o n c d e ( 3 . 1 4 5 ) q u e 

(3-147) \ {^(T)} « \ { l lf , f [u \Nf) - \*(f)(M.)]} 
Mô j-1 1 f J J k-1 3 

Si S(f) est le support de f, nous voyons donc d'après (3.147) que 

X m X 

(3.148) \ (i(Tj) < sup | l \jr(f)(x,u)-cu (f) | 
Uo * f x,u € S(f) k-1 1 Al 

m ̂  1 

m A. 
+ sup | l y [ AQ*(f)] - a . (f)| 

m^l k-1 Al 

si la probabilité U q a son support dans un compacte , d'après le théorème 

3.2, le second membre de c) est majoré par une constante 8(C) + °°. 
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Par ailleurs, il résulte également du théorème 3.2 que pour tout j'>l 

lim ^ (j) - eu (f) x j. 
5,-H-OO * i 

Le lemme de Fatou permet donc de conclure que 

X l 
(3.149) O, (f) x E (T,) < 8(C). 

\ Uo f ~ 

En particulier, on a 

( 3- I 5 0 > s ^ - c 1 1 W V 1 

et donc également en raison de (3.143) 

( 3 ' 1 5 1 ) ï en ^ ( M ) ^ < + M 

(x,u) £ C ' 

ce qui établit la proposition 3.3. 

Démonstration de la proposition 3.2 

Commençons par remarquer que (S^ ̂  x ]0+°°]) > 0. 

En effet, sinon il existerait un point (x ,u ) S s. . X R tel que u 
r o* o d-1 H o 

soit la borne supérieure de la projection du support de OL sur H . Le support 
1 

de ou étant un ensemble stochastiquement fermé pour la chaîne de Markov 
Al 

( M N ) N > ^ , on en déduirait que pour tout n>0 

\ 
Q, n\ (U >u ) * 1 (xQ,uo,0) n - o' 

et donc également 

P(x R >0) * 1 
o n — 

ce qui contredit le lemme 3.11. 
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Si l'on note A l'ouvert S ^ x ]-°°,0] , on a 

°-152) Nx.u.t)^ " \ * , 0 , 0 ) ( V = X l E(x,0,0) (V 

pour tout (x,u,t)<= H x 

L'égalité (3.152), le fait que ou (A) > 0 et la proposition (3.3) justifient 
1 

l'énoncé de la proposition (3.2). 

La démonstration du théorème 3.1 est ainsi complète. 
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