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SEMINATRE DE PROBABILITES RENNES 1983

PROCESSUS DE HELLINGER, ABSOLUE CONTINUITE, CONTIGUITE

Jean JACOD

Université de Paris VI

Labo. Probabilités Tour 46-56
4 place Jussieu

75005 PARIS

Ce qui suit résulte de discussions avec J. Mémin et A. Shiryayev, lors
de la visite de ce dernier a Renmes. L'auteur ne fait que rédiger des
idées dues pour l'essentiel 4 ces deux personnes.

1 - INTRODUCTION

Cet article propose une démonstration nouvelle, et a4 notre avis plus
simple que les précédentes, pour des résultats comnus, avec quelques amé-
liorations et compléments de détail: il s'agit d'abord des critéres d'ab-
solue continuité ou de singularité obtenus dams [5] (cas quasi-continu a
gauche) et [6] (cas géméral; voir aussi (4], chap. VIII); ensuite des cri-~
teres de comtiguité ou d'entiére séparabilité dus a Eagleson et Mémin
[21, Liptcer, Pukelsheim et Shiryayev (8], Liptcer et Shiryayev [7] (voir
aussi [3] et [91).

Dans tous les cas, il a'agit de comparer deux probabilités P et P!,
cu deux suites de probabilités. Ce qui suit repose sur deux idées: la pre-
miére, déja présente dans [7] ou [3], consiste & utiliser une mesure auxi-
liaire qui domine P et P (au lieu de la décomposition de Lebesgue de
P' par rapport & P, comme dans [4]); la seconde consiste a introduire
une famille de '"processus de Hellinger" indicée par «¢]J0,1[ (a la ma=-
niére de {7] pour « = 1/2) et a caractériser le comportement relatif de
P et P' par la limite en O de ces processus de Hellinger: l'étude de
cette limite remplace (et simplifie) l'étude fine du comportement 4 l1l'in-
fini des semimartingales ou des martingales exponentielles.

Avant de considérer des espaces filtrés, et pour montrer comment les
chaoses marchent dans un cas simple, nous rappelons quelques propriétés
élémentaires des intégrales de Hellinger. Soit donc P et P' deux pro-
babilités sur l'espace mesurable (N,F) . Soit Q wune autre probabilité
sur (L,F), vérifiant: )



1.1 Pxgqg , Prxq .
Soit alors

' . db v _ 4P'
1.2 z2 = dqQ * z = daqQ °*

et, pour «e J0,1[
1.3 h,(P,P') = EQ(z“ 2117y,
Il est extrémement facile de vérifier que h (P,P') ne dépend pas de
la probabilité Q vérifiant 1.1l. D'apreés 1l'inégalité de Jensen, on a.
L.4 h“(P,P') 1.

Les rapports avec la distance de Hellinger sont les suivants: la distan-
ce de Hellinger de P et P' est

d(P,P')

ry T2 '
= Eol(vz - Vz2HT = 21-n ,,(,P")].

1.5 LEMME: a) Il y a équivalence emtre: (i) P'«P
(i1) P'(z%0) =1
1§ -
(ii1) lim‘x\bo h“(P,P ) =1,

b) I1 y a éguivalence entre: (i) P'LP
(i1) P'(z>0) =0

(111) a4 h (P,P') =0.

Preuve. (i) &= (1i) est trivial dans les deux cas (a) et (b). On a

Lim, o ok Ll z'l{z>0}’ ot 0<z¥z'*" ¢ z+ (1-x)z', donc

limo(J,o h (P,P*) = EQ(Z'1{2>'0}) = P'(z>0),

et on en déduit (ii) <= (1il) dans les deux cas (a) et (b). S

Passons 4 la contiguité. Pour chaque n N, soit (P®,P'") un couple
de probabilités sur Qﬂ?,gm). Soit

L& Q" = L%+ prR
n n
. L
dQ dQ

de sorte que z2+z'® = 2. On a

L& PM(z%<¢) = E (201 ) < £



donc

1.9 La suite (-%,Pn) est tendue (i.e., limNTcn lim sup_ Pn(%-lzN) =0).
Z 2z

Rappelons que la suite (P'®) est contigue & la suite (P") (on écrit
(P'n) <1 (Pn) ) si pour tous Ale En vérifiant Pn(An) —> 0 on a
P'n(An) —> 0. On dit que les deux suites (P'n) et (Pn) sont entiére-

ment se_’garees (et on écrit (P'n)A (P%) ) s*il existe une sous-suite (nk)
et A tels que

n n o3 n
1.10 P55k 1, pEaE 5o,

1.11 LEMME: a) Il y a équivalence entre: (i) (P'®) < (p® )
(1i) la suite (— P'?) est tendue
(111) lm o lim inf k(P Bpi?y =,

b) I1 y a équivalence emtre: (i) (P'?) A (p™)
(ii) lim :I.nfn PR (z2>¢) = 0 pour tout ¢>0
(ii1) lin . o lim inf n (P%,P'7) = 0.

Les implications (i)<=> (i1ii) du lemme 1.5 sont des cas particuliers
car, si P*=P et P'®=P' pour tout neN , ona (P'®) < (P?) &>
P'«P, et (P'}H A(P®) > pP'LP. Rappelons qu'ici on a 1.6 (les équiva-
lences (i) <« (ii) seraient fausses si on supposait seulement 1.1l).

Preuve. (x) Supposgns qu'on n'ait pas (a-ii). Il existe alors nkfco et
>0 tels que p! (znkf %) =P pour tout k. D'aprés 1.8, on a
P k(z Tk 1') < 'E —> 0, ce qui contredit (P'?) « (P%). Donc (a=1) =» (a-ii).

(F) Supposons (a-ii), et soit Anegn avec P%(a®) — 0. On a

PPa%) ¢ P(2"sf) +E (2" )

Q Ann{zn>£

2=-% n n, n
T En(zﬁ.n) = P'(z7g¢E) +

Q A
(car z%+2'® = 2)., Donc 1lim sup P'2(A") < 1lim sup P22 ¢) pour tout
t>0 . Comme (a-ii) équivaut a: limwo lim sup P'®(z%<¢) =0, on a
P'(A%) — 0, d'oi (a-i).

ZE-E Pn(An)

< p'B(z"<gq) +

n
(y) Supposons que (P'®)A (P®), et soit (n, ,4 Xy vérifiant 1.10;

k l
(A7) +E, 0 1_1 n )
PE (AK)S 2K {2k

n n
Pt k(Amk) + % P k((Ank)c),

N By
(z

P! =€) < P!

-



donc P'nk(znkzi) —> 0 et on a (b-ii).
() Supposons (b-ii). Il existe une suite nETm avec P! E( "k )
n n
S%. Comme P k( ik 1')>1-% on a 1.10 avec A" = {z k) } d'od (b-l)

() Etant donnée la forme des fonctions: z M- z“(z-z)l"" on voit
facilement qu'il existe trois fonctions [3,}1,3'2: 10,1L — J0,o[ , crois-
santes, tendant vers O 1lorsque la variable tend vers O, et vérifiant

¥y =¥ et

1.12 -?(«) -2.1 ) < z“(a-z) . (2-2) = V(«) -241

fz<y,(x {z<y ()]°

Comme z%+z'%=2 et EQn(zn) =1, il vient

=Py - P2y, (<)) - PP R(E 2 A, ()

< B, (PLP'T) =1 < B - PUE s (%) - PR(Es v ()
On a lim«d,o f(x) =0 et limwo lim sup PP (2 < 3’1(«)) =0 par 1.8, donc}
1.13  -lim o lim sup, Pz y,(¢)) & lim o lim inf, 0 (P%,P'™) -1

< - lm o lim sup P'n(zn<¥1(°<)) .

Etant donné 1.4, l'équivalence (a-ii) «=» (a=-iii) découle de 1.13 (car
Y'J.(‘")"’ 0 et Y¥,(v) — 0 quand ~—>0). De mdme (b-ii) &> (b-iii) dé-
coule de 1.13, une fois remarqué que (b-ii) équivaut i:

limﬂo lim sup P'n(zn< f) =1 .8

2 -LE PROCESSUS DE HELLINGER

On considére maintenant un espace filtré (.Q.,g__‘,(gt),P) avec F= g‘t,
muni de deux probabilités P et P'. Pour tout temps d'arrét R on
note PR et Pﬁ (resp. PR- et P' ) les restrictions de P et P! a
ER (resp. R ). Notre objectif est de construire un processus croissant

prévisible B(x), nul en 0, tel que

2.1 - h (PR,PR) = h (P Q(H(“)R)

pour tout temps d'arrét R, avec Q vérifiant 1.1.

Soit domec Q vérifiant 1.1; appelons 2z et z' les Q-martingales
(uniformément imtégrables et positives) de variables terminales

. 4 dp!
0 T @ * %o = Qg



de sorte que pour tout temps d'arrét R on a

dPp dPI'2
2.2 = rv-u Z' = TR e
Zr Qp ’ R daQ
Si R est prévisible, on a aussi:
dpP dp}
R- R-
2.3 “p- T T+ k- T T
R=- R
Posons
T, = inf(t : Z, € 1/k) , Ty = inf(t: 2l < 1/k)
2.4 m= Uk[o’Tk]’ \"'. = UKEOQT;{ ]
s, =T A, s=1wm s , T=1in_lT, .

Les propriétés suivantes sont bien connues (voir par exemple ([4]):
2.5 = {z_»o0}, fo, 7T = {z>0}

{ Si X est cadlag adapté, on a: X est une P-martingale locale si
2.6

et seulement si Xz est une Q-martingale locale.
2.7 LEMME: Y(X) = 252137 % est une Q-surmartingale de classe (D) si
xe]0,1l.

Preuve. On a O0sY(x) s«z+ (L -9z', donc Y(«) est de classe (D). Soit
s<t et V une variable bornée positive g’s-mesurable. Soit Z:%
On a

1{z>0} *

EP(ZtV) = EQ(zt';V 1{Zt> 0}) < EQ(zt': Yi{zs>0}) (par 2.5)

= Eq(z;v1{28>°}) = EP(ZSV) .

Donc Z est une P-surmartingale. De plus

Bg(VI(=),) = EQ(Vz‘:zf"«) - Ep(vz“;"‘) < Ep(vzi"") (Jenssen)

= EQ(VI() ),
d'od le résultat. n

2.8 THEOREME : Il existe un processus croissant prévisible H(x) 4 valeurs
dans [O,®m], unique 34 un ensemble Q-évamnescent prés, tel que H(x)os.-o et

2.9 Hix) = 1 oH(«)

roe

2.10 ¥(x) + ¥(x) _¢H(x) est une Q-martingale uniformément intégrable.

Comme d'habitude, le point- "." signifie: intégrale (stochastique, ou



de Stieltjes). H(x) est appelé le Q-d-processus de Hellinger relatif au
couple (P,P').

Preuve. La décomposition de Doob-Meyer de YY) est notée Y(x) = M-aA,
oi M est une Q-martingale uniformément intégrable, et A est un proces-
sus crolssant prévisible nul en O, Q-intégrable. Par 2.5 on a (car FDP'
est prévisible):

TrOrme™ = rare T 1 nqpyeA
= Trnpryeth-
L'unicité de la décomposition de Doob-Meyer entraine
1(rn'-y')c'A = O Q"pos.

Soit alors H(«) =[-.i.-(2'—t ’lrﬂr.,]tA: il est facile de voir que H(v) vé-
rifie toutes les conditions du théoréme (on a A=Y(x)_eH(=x)). Enfin si
H(x) est un processus prévisible croissant nul en O, la condition 2.10
caractérise H(ﬂ()Sk (processus arrété en Sk) pour tout k, donc aussi
1r,m_,,oa(°‘) y tandis que 2.9 entraine que 1(’_.0‘,.,)0.3(«) =0 : on en déduit
1'unicité de H(x) .8

2.2 et 2.10 entrainent que pour tout temps d'arrét R,
2.11 h(Pp,PR) = B, (Py,P) = Bo(T(x) _eH(«)p)

et on pourrait remplacer R par R- ci-dessus si R était prévisible.
On voit em particulier (cela découle aussi de 2.7) que

2.12 R<sS =— hd(PR’PI'i) = h«(PS’Pé) .

2:13 THEOREME : H(«x) ne dépend pas de §, au sens suivant: si a: vérifie
Q«q et si Aﬁ(“) est le 6—x-procassus de Hellinger, on a

H(x) = H(x) Q-p.s.

Preuve. Soit Z,%Z',¥(x), H(x) les processus définis relativement & q,
et soit 2 1la Q-martingale positive telle que Zt = th/dQ't « On a alors
2222, %'=2'2, ﬁf(ﬂ) =2Y(«) . Soit A=Y(x)_oH(x) et M=Y(x)+aA.
D'aprés la formule de Yoeurp [4] on a AZ = A®Z+Z eA, car A est prévi-
sible. Done

) = 2M-4) = ZM - AeZ = Z_ea,

Comme ZM (par 2.6) et A¢Z sont des Q-martingales locales, 2.10 appliqué
4 Y(«) entraine:

2.14 'i’(«)_.’ii(a) = Z2°A = Y(x) oH(%) Q-p.s.



Comme 2 >0 Q-p.s., oma {¥(x)_>0}= 'F‘ﬂl’" 4 un ensemble Q-évamescent
prés, donc 2.14 et 2.9 emtrainent le résultat. =

2= PROCESSUS DT HELLINGER: CALCUL EXPLICITE ET DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE

On se place dans la méme situation qu'au $2. Le calcul explicite du
processus H(%) est déja fait dans [7]1, mais nous le repremons ici pour
&tre complet. Nous utilisons les notations usuelles ([17] ou [4]): z° est
la partie martingale comtinue de 1z, et {X,Y] est le "crochet droit" de

X avec Y.

Soit fk une fonction C2 sur R, telle que fk(x) =x" pour x=21/k.
On a fk(z) =z* sur [[O,Sk[, donc d'aprés la formule d'Ito il vient

Jfk(z)sk = 1, (z5) +« z‘:.lo 25k + %ll z’:'ao <2%,2%55%

(-4 0(—1
Zs sSkA . [fk(zs) s Zg =X, Azs] .

En regardant ce qui se passe en Sk’ on en déduit que

3.1 (z9)5k = zg + «zf'lozsk + 1@—2'—1-2- z’_('ao<zc,z¢>sk
AZ_ AZ
8 5Sk/\. 8 Zg_ Zg.

et de mé&me

3.2 (2'1%)Sk o palex (’l-«)zl-“oz'sk A =x) z:-’.l.-n(‘<z,c 2155k

0 - 2
1-“ AZg 1-x aAz!
+ Zs‘Sk/\ [(1+ s_) -1 -(1-«)Ff] .
On a aussi
I(x) = zf‘(z' o+ z' .(z )y + [(2%), (z'l' )],
donc 3.1 et 3.2 entrainent
¥(x) Y(«)_
3.3 1O 2 ¥ ¢ Q-0 205k 4 o 25

(1 -«) 1 b Eecz® 2
-2 12 = Y(x)_‘[z.zo<z'°,z"">s‘j‘ + S,z H - i ’z'c %]

z_ z'
Z ) Azl o . Azg AZg o
+ s<SkA-Y(°()8 {(a+—=2- B_) -1- (1-«)-8_. . lets s-) -
Az A2 . x AZ! -
52 e tallea gl

Soit aussi la fonction q)‘( : ]Ri ;__,m+ définie par

Sl (-@((11,7) = xu + (L - X))V = u“vl x



et le processus croissant a valeurs dans [0,m]:

3.5 H'(x) =°i'(l.—“'l[’1 0<z®,2%> - za

12'<z'c»z'c> ]

€ _,¢
2 22 _z"<z $2' O+ -
- Az az!
+ - S
255 Cu(l+=201 +=) .
S= S

3.6 PROPOSITION : Pour cr'xague keN* om a EQ(H'(u)Sk) <@, et Hx)
est l'unique processus verifiant 2.9 et, pour chaque kgIN* ,

3.7  H(x)5 est la Q-projection prévisible duale de H{(w)Sk,
Y(«) s ¥(=)

Preuve. Le processus M(k) -Y(«) + (‘1-«)

une martingale locale pour Q, et d'apres 3.3 et 3.5 on a
1% = M) - Y om () 5s

Par suite 2.8 emtraime que Y(x)_oH(=)°K est la Q-projection prévisible

duale de Y(o()_oE'("‘)sk. Comme Y(x)_;% sur [O,Sk], on a

KQ(H'(u)sk) < kEQ[Y(«)_oH'(x)SkJ <m® . On en déduit 3.7. s

3.8 COROLLAIRE : Supposons gue Q-_-%(Pa-q) » &t soit v la mesure de Lévy

pour Q du processus z (ou: Q-projection prévisible duale de la mesure
assgciée aux sauts de z ). Alors

3.9 H(x) = :Lla;l(%l_,;l_.) o< 2t ,z > +€f’“(’l+ 1-—)*v

, avec 2z+z'=2

(ici, WxY désigne comme d'habitude le processus intégral: Wxv, =
W(U»’B,X)1£s$t}v(u;dslu) )o

Breuve. Si désigne la mesure associée aux sauts de z, on a d'aprés
3.5:

3.0 H'(x) = K—gg'?.-ﬁl(%-%)ao<zc,zc> + Cﬂ‘(l 'F;x",l-‘;x"‘)*)" ’

ear z+2z2'=2, donc 2+2'©20 et Az +4z'=0. Comme 1(rﬂr')c’z=°’
an a 1(f’ﬂr")°‘<z ,z >=0, et l(r'ﬂr )c*" =0, On déduit alors 3.9

de 3.10 et de 3.6. 1

Voici un autre exemple de calecul explicite. On suppose que
[}
i
t dPt
Alors Z est une P-martingale (on en prend une version cadlag), et on

311 P,é <Y Pt pour tout t20; soit 2

considére:



M

3.12 M = v Z ’ v~ = P-mesure de Lévy du processus M.

S

3.13 COROLLAIRE : Sous l'hypotheése 3.11 on a
3.1k H(«) = °-‘$-'J=aiﬁl<uc,uc> + [+ Aea) (L+x) = (14x) L™ T
P-Eoso et P'—E.S.

Preuve. On applique 3.6 avec Q=P : on n'a pas nécessairement P'«Q,
mais H(‘=t)t est g‘t-mesurable, et P{<<Qt =Pt ;3 donc on peut utiliser
Q=P pour caleculer H(¥). On a alors 2z'=2Z et z=1, donc 3.5 entraine

AZ
H'(o() = ﬂla-—“léj:é.’<zc’zc> + Zs<. Cpx(i’l...z—s) o
- - S=

Mais 32-0<Z°,,Z°> 2<M°,M%> ot éz_Z_ = AM par 3.12, sur l'ensemble I"ﬂ re =

{Z2_> 0} . Si /AM est la mesure des sauts de M, on en déduit:
3.15 Br) = M=) on®u®s 4 g @amxmp?  sur rfire,

et 3.14 découle immédiatement de 3.15 et 3.6, ume fois observé que
< M _ M _
1{z-=0}‘ M ,M > - 0 et 1{2-30}*V O e .

On va maintenmant donner ume décomposition multiplicative, qui se trouve
d¢éja dans [9] ou [10]1, et qui pourrait se déduire des résultats généraux
de [4). Dans le but de rester aussi élémentaire que possible, mous en pro-
posons une démonstration. On commence par un lemme.

3+.16 LEMME: On a AH(x)<1, et AH(x)<1 sur {0,S[, en dehors d'un
ensemble Q-évanescent.

Preuve. Soit M =Y(x) +Y(«)_~H(e<) la martingale apparaissant dans 2.10.
On a

Tx) = AM + Y(x)_{1-4H(x)] > o0.
Notons PX 1la projection préwisible pour Q dfun processus quelconque X.
On sait que P(aM) =0, done P(¥(x)) =¥(x)_[1-4H(x)], et P(¥(x))20
en dehors d'un ensemble Q-évanescent. Comme Y(~)_>0 sur r‘ﬂr' et
AH(x) =0 sur (F[Jrn)¢ , on a AH(x) € 1 Q-p.s. Soit enfin
E=inf(t:4H(x), =1), qui est un temps prévisible. On a p(Y("‘))R=0
sur {R<wm}, donc EQ[Y(«)R’J.{R<Q}]= 0, donc R>S Q-p.S. B

Gn note H(x)® 1a "partie continue" H(«)zaH(x)t - Zsst AH(*)S de
B(x}, et

-E(=)}
3.17 E[HE)], = o LI Y- {C i I
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D'apres 2.8 et 3.16, ¥[~H(x)] est un processus prévisible décroissant, a
valeurs dans [0,1], égal &4 1 pour t=0. En restriction & chaque in-
tervalle [O,Sk], c'est l'exponentielle de Doléams-Dade de -H{x), et

3.18 g[-Hx)1> o0 sur [0,SC, Q-p.s.

3.19: PROPOSITION : Il existe une décomposition

3.20 T(x) = N(x) E[-H(=)]
o Nx)z0 et N(=)® est une Q-martingale locale pour tout temps d'arrét
R gui vérifie: t(-E(x)]_>0 sur [O,R].

Preuve. Soit Y=TY(x), H=H(x) et W=¥(-H). Soit 'z'k=in£(tzwt$%

et 7T =1lim T’t’ o Comme W est prévisible décroissant, chaque T, est
prévisible et on a {W_>0} = Uk 0,7, 1. D'aprés 2.9, 3.16 et 3.17, on

a aussi
3,21 (T28, T<®) =» T=3S ; (’f<m,wf.> 0) <=> (T<m,AHT = AHS=’J.)
et

3,22 W, = 1 - VW_eH

t t

(em effet, s o =inf(t: H, =+®), on a 3.22 sur fo,00f d'apres 3.17 et
1'égquation de Doléans-Dade; on a aussi 3,22 em t=0 8i g<®, car
v&d_so d'apres 3.17 encore; enfin ws=w8_=o si s8>go, donc on a 3.22
pour t > ), Posons

Y./W, si W £0
N, =< Y /% _ si W__£0, t=T
0 si W__ =0, t=>7.

Gn a N20, et 3.20 avec N(x)=N. D'aprés 3.22 et la formule d'Ito, on a

57 . a1 _ 1
321 t<T => W, = 1+w_1-AH)‘Ht

Soit M 1la Q-martingale M=Y+Y oH; soit fk une fonction décroissante
de classe C'2 , aveec fk(x) =1/x pour x>1/k. Comme fk(W) est croissant
et préwisible, on a

T T T T
TR ME = 15+ g (MY k47 or ()

T 7 T
Ty + £ (W)oM ko Lr_g (w]-8 kay oe (W) k.

Om a W=W_(1-4H) par 3.17, et £, (W) =1/W sur l[o,'rk[, donc 3.21 en-
traine
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Y o
= =t - pa ‘k
Soit z’k = ‘c’k (resp. =+m) si Te<T (resp. T-’ =7T). Le processus
Kk 1(1[0 T [+1[f,]1) est prévisible et localement borne, done K oM

est une Q-martingale locale. D'aprés 3.22 om a

k

si t<'L’k. Si t=rk=‘r on a Kl:=0 et ANt=O par coastruction, donc
3=23 reste vral; si t=7,<7T ona AH_<1 par 3.16 et 3,21, et

k t
AN . ZE ) Yt- _ Yt- + AYt ) Yt- _ AYt + Yt_AHt . & _ Kk M
t W, T W,_(1-2E) "W, _ W,_(1-aH) W, t 5t

de sorte qu'on a encore 3.23. Finalement, on a 3.23 pour ts‘tk , donc

Tie
N k est une Q-martingale locale.

Enfin, soit R un temps d'arr8t vérifiant [O,RIc {W_>o0}. 51
Th=7, (resp. =+m®) sur (z‘k<R} (resp. i.'fk- Rl) on a (NR)Tk

T
(N R qui est une martingale locale, et 'rl';Tcn: par suite N° est
aussi une martingale locale.Bs

La formule 2.11 imdique qu'on peut calculer h«(P,P') par '"morceaux".
Bous faisons ci-dessous une évaluation de deux de ces morceaux.

3.2 LEMME : Il existe ume constante C>O0 telle que pour tous ~e¢ 10,%1,
«e]0,1[ , et tout temps d'arr8t prévisible R tel gque

3.25 B € 7
on ait, si Q=2(P+P'):
3.26 0 < b (Py,BY) - b (Pp ,Py) = 2(e°7-12)

Preuve. La premiére inégalité 3,26 a déja été mentionnée (voir aprés 2.1l1).
Il est facile de voir qu'il existe une constante C>0 telle que pour tout
processus croissant D avec Do=0 s AD<1 on ait

3.27 D, ¥ = E(=D), = o CPt
od %(-D) est donné par 3.17: il suffit de choisir C de sorte que
x~-Log(l-x)< Cx pour Osx=1/2,

On a [O,R]C{E[-H(u)l_) 0} d'aprés 3.25; d'aprés 3.19, le processus
' =‘.L[° Rl'm(“)R est une Q-martingale locale, qui colncide avec Ni«)
’

sur LO,Rf, et qui vérifie N!=N! si t2R. Comme Y(¢) = N(x) E[=B(=)]
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et comme Y(x)<2, 1l découle alors de 3.25 et 3.27 que N'gzec”z, et en
particulier N' est une martingale. I1 vient alors

By (¥()g) = Eq(¥p_E(-H(=))p )

EQ(Fg.)  + Bo(Np [E(-m(x))p_ =-1])-.

Mais E,(Np ) = Eq(Ng) = Eq(¥(=)g) = n (P,,P4) . D'aprés 3.25 et 3.27 on a
aussi ¥(-H))g_ =1 > exp(~C7) -1, tandis que Ni_<2 exp(C7) . Il vient
alors

h(Pp,Ph) > B (Py,B1) + 2 e (670 q)

et on en dédult la seconde inégalité 3.26. m

Soit B et ¥y les fonctions introduites en 1.12. On a

3.28 LEMME : Soit R un temps d'arrdt prévisible, et £>0, Si Q:j'-a-(P+P')

on a

0 <n (P ,PE) = b (P,P') < EQ[Y(«>01{ T +2p()

2q< ¢}
+ —-7—”_?2 —~ P'(R<ca,zo; £) .
Preuve. L-'inégalité de gauche est &vidente (cf. 2.11). On a aussi
h, (Pp_,PL. ) = b (P,P') = E.Q[Y(“)R_ - ¥(x) ] |
5.29 = Eq['l{zo<z}EY(“)R.‘Y("‘)m]] + EQ[’I.[zo)”[Y("‘)R_-Y(“)Q]] .

D'aprés 2.7 il est évident que
3.30 EQ[1{ZO<E} L¥(e)p =¥ T EQL’J.{ZO<£ T 1= EQ\-_l{zc)(H T)gl -

Dtaprés 1.12 on a (z"'(a-z)l-“ - (2=2z)| <€ f(x) =i z>¥2(o<) . Par suite
Z=Y(a)R__-Y(a)co- zhtZy VéTifie |Z|s2P(x) si zp_>¥,(=) et

Zp> 3’2(“) ; onaaussi 2=0 si Rz, et dans tous les cas |Z]|s 2

(vérification immédiate). Il vient alors

0s Ejla (Y(e)p_ = T(=) )

{zoz t]

Bz c3% * Biagn oy Blep - 25 | BD = Belyp oy 2
s 2Q(«) + ZQ(zoai,R«n,zmsxa(u)<zR_) + 2Q(zy> 1 ,R<m,zp_< ¥a(=))

_ 2
< 20 *W{EQ(zél{zo; s,R<®,zm$Ya<°’)<zR-})

+ EQ(zl'k- 1‘{z03€ ,R<m,zR=:<_ TZ@‘)})
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+ P'(zy21 ,R<®,2p s ¥,(=))}

2
< 2M(=) + m P'(zo>,i,R<w) .
En ajoutant ceci & 3.29 et 3.30, on obtient le résultat. B

4 - CONTINUITE ABSOLUE ET SINGULARITE.

Voici le résultat principal de cet article., La situation est encore la
méme qu'au 2: on a deux probabilités P et P! sur l'espace filtré
(ﬂ-,g',(g't),P) avec F= \/g‘t . Soit Q = %(P*-P') et H(x) le Q-A-proces-
sus de Hellinger du couple (P,P').

4.1 THEOREME : Pour que P'<« P il faut et 11 suffit que

(1) P6<< Po ’

(1) PEG) <o) =1,

(ii1) pP'(1 vm>0) =0.

fx=-2z_}"

Dans (i1ii), vV est la Q-projection prévisible duale de la mesure des
sauts de 2z (ou, "Q-mesure de Lévy" de z) et on a par définition:

@D .
1{x=_z.}wm = /0 V(.;dSK{-zs_(-)}) .

Les deux conditions (ii) et (i1ii) s'expriment en termes "prévisibles",
Noter que d'apres 2.13, H(-]a-'-) est unique a4 un ensemble (P+P!)-évanescent
prés, donc pour calculer H(%) on peut utiliser n'importe quelle probabi-
1ité Q qui vérifie l.l. Om verra ci-dessous que (iii) équivaut a

(1117) P'(S<w, z =0) =0

5-~2%g
(attention, l'équivalence (1iii) «= (iii') nécessite que Q=%(P+P'))). Et
il est facile de vérifier que (iii') ne dépend pas non plus de la probabi=-
lité Q vérifiant 1.1l.

Preuve. a) Condition nécessaire. Supposons que P!« P, (i) est évident.
Soit

{ A = {zm>0} = Uk {Tk = o)

A' = {2&70} = Uk {T}"

On a P(A) = P'(A')=1, et comme P'«P on a aussi P'(A) =1, donc
P*(A(1A') =1 . En particulier P'(S=mw)=1, donc on a (1ii'). On a aussi
KQ[Y(‘.L/Z)_'H(I/Z)Q1<® par 2.13, donc H(1/2) <® Q-p.s. sur A[]A'=
Uk iSka o}, d'ou (ii). Il reste i montrer que (iii) < (iii'). Om a:

o] .
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4.2 EP'“’{X:-z_}*Vm) = EQ(ZCD {x__z} )

= EQ[(z_'_ 1{x=-z_})*vm] (car 1{x=-z_1*v est prévisible)

= EQ(ZS>O zl {Az _;40}) (par définition de v )
= Eglzg 1{S<m,zs_>0=zs}) ’

et cette derniére expression est nulle si et seulement si zé_:O Q-p.S.
sur l'emnsemble {s<m,zs=0<zs_} . Comme z+2z'=2 et comme zé:O sur
l'ensemble {2%{ =0}, on a 2z, >0 sur {S<w,25=0<2g_ ]. Par suite
(111), qui revient & la nullité de 4.2, équivaut a: Q(S <w,z25=0<2g ) =0
Comme P(S<cn,zs=0<zs_)sP(zm=O) =0, cela équivaut aussi a (iii').

b) Condition suffisante. On va d'abord étudier quelques propriétés de
la fonction ¢, définie en 3.4. Soit
B (W) = @ (w1) = «w+1L ex =w™ (w=0) .

On vérifie aisément que

4e3 5«(1) =0, g (0) =1-x , g, décroit emtre 0 et 71, et croit
entre 1 et +m.

D'aprés la formule de Taylor, on a

3.,((") ==ﬁ“la;'—(l(w-‘.l.)2 -"ifl—‘ﬁél-(a_“‘l( 1)5 ”“'3 W entre 1 et w.

Soit d'abord fe JO,1[. S1 we [£,1] il existe w',w"¢ [W,1] avec

8, (w) e (Pea) (W x=3 -
k.4 W = M(l-«)-;—f—f:ﬁ:—"};gé/—aﬁ < 4a(l-x) }'_1*- ==t 3J.

Soit ensuite we¢ [1,2]. Il existe w',wr¢[1,w] avec

5. (w) 1 2=a) (W=1)w?*=3 )
ko5 ——-(— = La(1l= )—‘J—M—M < L) < 8a(1l-).
81/2(™) ) (w=1)w" 5 2,5 ’.L-sup1<u<2(u-‘l)/2

Enfin si w22 on a (car 31/2(1!) = (W-1)%2):

. 8“(') - d('-;-‘_-) +]_.:"." <2 ysw_lz V;....l < 2 \I-ébl .
g2 " (w-1)%2 (w-12 O w-1 Z2-1
Par suite si
«) = 2« max {2(1-«)(q +3=% s f2+1
e () max { e IEECEE I ==
on a:
.7 1im°(¢o Ye(x) = 0 pour tout ee 10,1(,

et comme ¢ (u,v) = v g (u/¥) POUr v>0, d'aprés 4.4, 4.5 ot 46 11
vient:
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408 %?/ ) y Vv )é 0 gl Lf*(u,v)s ?1/2(11’\[) \«{/i (K) .
Enfinl, si C'= 51/2(%) -1 y 4.3 implique que
4.9 % S%’ v £ 0 — "ﬁ*(u:v) € VvV = C"Fi/a(u,W) .

Passons a la condition suffisante proprement dite. On suppose qu‘on a
(1), (ii), (iii). Si N2 2 on. pose

4.10 K(N) = cuel/.a('l +%.’l ‘%)1{N(1+x/z_)< 1-x/z_}*v )

Par définition de Ve » On a x(1-e) = %\-}Ji(o() . On a 3.9, donc d'apres
4.8 et 4.9 11 vient, puisque N>

b1l Hx) < Yy (=) BF) + KN

(remarquer que ¢,(u,0) =«u 57-2(- ff’,l/a(u,O) < \ri(«)(fl/a(u,o) » car ()= 2%),

Soit. B = {H‘(%)m<m, 1{x=-z 1 Vo = 0} . D'aprés le théoréme de Lebes-

gue, on a

X
k.12 limNTCD K(N)m = c”flfa(o’l-z_)l{x=- *VCD = 0 sur B.

z_}

Soit qe]O,%]. Comme P*'(B) =1 par hypothése, il existe N=2 tel que
P'(H(’l/a)m 2N, ou K(N)ma 1/2) < 7.

Soit R=inf(t: H(’l/Z)t;.N ou K(N)tZ"l/Z), de sorte que

4.13 P'(R<w) = 7,

et 4.11 implique

bl Yam(=) S 3§ =—> He) <.

D'aprés le lemme 3.24, on a donc 3.26 dés que Y,l/N(ox)sq,lan (noter que
R est un temps prévisible). Appliquons aussi le lemme 3.28 avec ¢ =0 ;
étant donné 4.13, cela donme

h (Pp ,Pt ) = h (P,P')] = 2B(x) +=22
|b(Pp_»PE) = b ! b 5wy
En combinant ceci avec 3.26, on obtient:
b5 ¥ )<z =5 [B (P,P*) -h (P ,B)| = 2B(x) +2—2ﬁ_ + 2(e7.1)
\ =) .
Comme R(x)| 0 et XZ(‘N)\LO quand «}{0, et comme on a 4.7, 11 vient

lim sup, o |8,(P,P') =h (P,BH)| < = + 2(e%7_q,
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pour tout % >0. Donc h_(P,P') -h“(PO’PO') —> 0 quand & 0. Mais
h“(PO,Pé) —> 1 quand « | 0 d'aprés (i) et 1.5-a, donc b (P,P') — 1
et une nouvelle application de l.5-a implique que P'«P.m

Pour la s:mgularite, les résultats sont moins satisfaisants. On suppose
toujours que Q—-—(P+P ) .

4.16 THEOREME: a) Si PLP' on a

1
P‘(zo=0, ou H(a)mzm,ou * Ve >0) = 1.

{x ~z_}

b) Chacune des conditions suivantes implique que P'Ll P:

(1) PO.L.PO .

(1) PUEF) =) = 1.

Preuve. a) On utilise les motations de la preuve précédente. On a 4.12,
donc pour tout ")€JO,%] il existe N=22 tel que

prBN{EG) =8, ou KM= 3H < 7,
donc
417 P (8 {R<w}) < 7.
Qn a encore 3.26 dés que qzl/N(a)s m1/28, et d'aprés la preuve de 1.5 on a

hd(PO’Pé) —_— P'(zo> o) et h“(PR"’Pﬁ-) —> P! (ZR"> O) q“and ’(\L Q. Comme
{zR_> O}C{za>0} s 3.26 implique:

P'(zp_=0<25) = lim o[ (Py,B4) -h (Pp ,Pp )] < 2(s%7-1) .
Jeint a 4.17, cela donne
P (8{){zy> 0 < P (B(){z > 0} (R=0}) + 7
s P'BNizg_> 03NR=w}) + 2(e%T-1) +
< P'(z >0) + a(ecn-’l) + M.

Si P'LP on a P'(z >O)- y et e ]0,%] est arbitraire. Donc
P'(Bﬂ z >0}) =0, ee qui donne le résultat.

b) (1) => P'L P est évident. Avec les notations A et A' du
début de la preuve de 4.1, on a Af{)A! -{z >0, z' >0} et (ii) entraine que
P*(&[]A') =0 . Comme P'(z}>0) =1, ona donc P'(zm>0) =0, d'od P'LP.s
4.18 REMARQUE : La réciproque de 4 18-a est fausse, comme le montre 1'exem-
ple suivamt. Soit 0 une variable exponentielle de paramétre <1 pour une‘
Ioft Q, et ¥ une variable indépendante de ¢ pour Q, premant les va-
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leurs +1 et <1 avec la probabilité 1/2. Posons

1 si t<o, ou tss et T 1
z, =¢{2 si1 tzo, o<1, y=z1 z! = 2 =32

0 si t>sr, o 1’ ¥ = -1

et E = o-(zs :s<t). Alors z et gz' sont des martingales positives

bornées et on a
1
V(dtxdx) = -2-1[0’6_/\1](\:) dt (F,l(dx) +S_1(dx)) .

P:zm.Q et P'=z<'n'Q verifient P+P'=2Q et

P'(2,>0) =Q(c21)> 0 => P et P' ne sont pas étrangéres.

1
Cependant, 1{x=-z_}*9m = '2'(0'/\1) >0 Q-p.s. B

Les théorémes 4.1 et 4.16 redonnent les résultats de [6]1, comme on va

le voir ci-dessous. On suppose qu'on a 3.11, om définit M et v par

5.12, et on pose

4.19 B = <M5,u% + (1-VTom)2wWH.

4.20 THEOREME [6]: Sous 3.11, on a les équivalences:
(1) P'«P S P'(Bm<a:) =1

(11) P'LP e P'(Bm=m) =1,
Preuve. Soit Q=%(P+P') « Comme Pé«: P, on peut appliquer le théoreéme
L.l en arrétant tous les processus em t, et en particulier
P'(i{x=-z_}*9t =0) = 1 pour tout t=20.

On em déduit bien-sfir que 4.1-(iii) est satisfait. Om a aussi 4.1-(i) par
hypothése, donc P'(zo> 0)=1. Donc P'«P <= 4,1-(ii), et P'LP &>
P'(H(1/2)m=m) =1 (d'aprés 4.16-(a), et 4.16-(b) avec (ii)). D'autre
part on a 3.14 avec «x=1/2:

B3 = %<u°,u°> + %(1 V1 en)2aM,

Par suite 2H(1/2) s B <« 8H(1/2), et le résultat est immédiat.m

3 - CONTIGUITE ET ENTIERE SEPARABILITE.

Pour chaque neIll on considére un couple (Pn,P'n) de probabilités sur

L'espace filtré @F,F%,(ED)), avec F° = VE. soit @® =3(P%+p'") .

Sgit zn,z'n les Qn-martingales, densités de P% et peR par rapport a
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Qn‘ (cf. $2) et v est le Q"-mesure de Lévy de z® . Soit enfin H"(«)

le Q®-a-processus de Hellinger du couple (P%,P'T).

5.1 THEOREME : Pour que (P'®) <0 (P®) il faut et il suffit que

(1) (pg™ = (p))

(ii) la_suite (Hn(%)m, P'®)  soit tendue, i.e.:

1L
limNTm lim sup_ P'n(Hn(-a-)m>, ¥) = 0
(1ii) pour tout ~71>0 on a
B -x n = 0.
limy e o 1im sup, P'{(2 z.n)l{N(1+x/z‘_‘)<’l-x/z~ln}*vm>12” 0

s (Q-n.gn,(glé),Pn,P'n) = (%4F,(E,),P,P') pour tout =n, il est clair
que ces trois conditions sont, respectivement, les trois conditions de 4.1.

Preuve. On utilise les notations 2.4, avec un exposant "n'": SE,T;,Yn(“),..

a) Condition nécessaire. On va d'abord montrer que si (P'") < (P%),

on a

5.2 lim lim sup, P-”(T§< ®) = 0.

k1o

Si ce n'étaig pas le cas, il existerait >0 et une suite nchn tels
que P'nk(‘rkk<cn) 28 pour tout k. Comme Pn(Tﬁ‘cm)s Pn(z;ns 1/k) <1/k

n n k
par 1.8, oma P k('l'kk<cn) —> 0, cela contredirait l'hypothése (P'n)<'(Pn);

par sulte on a done 5.2.
Passons a la démonstration proprement dite. (i) est évident. On a

P'nCTl'{n<m)s 1/k (comme ci-dessus); on Yn(l/Z)_>’l/k sur \IO,SII:]L donc
33(1/2)312 < k{T™(1/2) LB*(1/2) s}%] . Par suite si §>0:

P'“(Hn(%)m> 8) = P'(Sp<m) + P'n(Yn(%)_.Hn(%)m > %)
< % + Pln(fr;<m) + agEQn(Yn(%)_‘Hn(%)m)
5.3 < % + PUN(T <@) + 395

(utiliser P'™<2Q", puis 2.10 et la majoration Y®(1/2)<2). Soit £> 0.
Il existe k tel que 1/k<f/3 et 1lim sup, P'n‘(T;«:o)s £/6 (par 5.2),
donc il existe n_  tel que pour nzn  on ait P'n(T§<m)si/3- Soit
enfin 6 tel que 8k/6x €/3, donc P'n(Hn(l/Z)m>N) < g pour tous N=z#9,

m>n : cela montre bien (i1).

Pour montrer (iii) on pose

/xn(w,t,x) =11 + x/zg_(“) » %'n(“vtax) =1 - X/zéf(u)



19

UrxN

n n
('X' 1{N,xnv<,l\'n})*\)

N
' Z 1 n,;.n tn/,tn e
S<. {N’zs/zs__<zS /2.2 }
Si K™N) est défini par 4.10 (avec z%, z'® et V™), pour N22 ona
d'aprés 4.9:

5.k 1™ < k*v) < ¢ Hn(%) .

n
Par suite (UnN)sk est Qn-intégrable et P'n-intégrable. Pour tout temps
dtarrét Rssﬁ on a

Ep'n(VgN) = EQn(z;Dn v = EQn[(z'“.v““)R]
= EQn(ZssR z;n 1{Nzg/zg_<zén/zé3$)
= Equ(zssR 2.2 A'"(s,427) '1{mn(s,Azg)<wn(s,4zg);)
= E n[(z:ncUnN)R] (par définition de U™)

Qn(zc'nn i B Ep'n(ug").

Par suite (Unl‘)Sk est la P'n-pro;jection prévisible duale de (V
D'aprés 1'inégalité de Lenglart (dans la version de Rebolledo [11]) on a
pour tout 7> 0: '

nN)sﬁ

n..nN ) n . .nN
5.5 PR § 3B (eup, g )+ (V21 >0) .
k 4

Sur [O0,S0L ona z%/z031/2k et 2'%/z'"< 2k , tandis que v <1
partout. Donc si N;q.ka

i L

N VnN
ve =0, sup A = 1¢ynN < d¢on ’
(sD)- sss;; gn >0 = TiSg<ol

et 5.5 entraine pour N2 l..k

P"'ngwz) < P'"‘(Unﬂ >7) +p'“(s;<ao') < (%+a)[P'n(T§<m) +%]

(car P'n(T'n< ®)<1/k ). L'inégalité ci -dessus, plus 5.2, entrainent a
1l'évidence que limNTm 1lim sup, P'n(U ),7) = 0, ce qui n'est autre que
(111).

b) Condition suffisante. On reprend les notations de la preuve de 4.1,
avec un exposant '"n" partout. Om a 4.11 pour chaque n, s8i N=22., Soit
me]0,1/2]. Par (ii) et (iii) il existe N=2, n N tels que

n,. .ol nN
5.6 nxn =p P' (H (a)maN, ou C! Uco

n
o za)sﬂz.
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On a K®(N)< ¢t y?¥ d'aprés 4.9, donc si R° =inf(t: Hn(%)tzN ou
Kn(N)tz”z/a) » 5.6 entraine que

5.7 nzn = P'""rRP<wm) = m

et 4.11 implique
5.8 ¥, (&) € o= E%«) n < 7
. T’ @ = go. < 7.

On peut appliquer le lemme 3.24 si %l/N(‘X)f"l/aN y et le lemme 3.28 avec
€=0, a chaque couple (P%,P'™); d'aprés 5.7 et 5.8 on obtient L.15 des

gue n;no . Par suite

n n n n 27 C

Lim inf, b (P",P'™) > lim inf b (PF,B4") - 20(%) Ao 2(e“1-1)
n c

lim, o lim inf) B (P%,p1?) » lim o lim inf, h«(PO,PC')n) - m=2(e”1.1)

pour tout 7€ J0,1/21, D'aprés (i) et 1.1l on a alors, em faisant d'abord
tendre m vers O:

Lim o lim inf b (P%,P'%) = lim o M= inf B (P3RBT = 1.

0 0

Comme h (P%,P'M)<1 » on én déduit que: 1lim
o o«

o lim inf h (PT,P'%) =1,
et 1.11 entraine que (P'n) < (pY . n

y

De la m8me maniére, le théoréme 4.16 se généralise ainsi:

5.9 THEOREME:a) Si (P'™ A(P®) on a pour tous N>0, £>0:

5.10 lim  lim sup, P'™z5<s, ou B3 >N, ou

)
-

X n _
;T’T)l{N(’l*'X/ZE) <’l-x/zln}*vm =27) = 1.

b) Chacune des conditions suivantes entraine (P'n)A (Pn):
(1) (Pén)A (Pg) (&= 1lim sup_ P'n(zg<i) =71 pour tout ¢ > Q)
(11) 1im sup, P'n(Hn(%)m?Ri) =71 pour tout N.
Preuve. a) On utilise les notations de 4.1, avec un exposant "n", et aussi

celles de 5.1: notamment U“,Kn(ﬂ),... Soit ~%e J0,1/21, N22, £>0.
Seit R™ comme dans 5.1; on a

5.11 (R« < iHn(%)mzN , ou c'U;Nz%}.

et on a 5.7. Donc 3.24 entraine
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BBy < 2(%7-1)

5.2 ¥, n(x) € 2¢  =» b (B3R -k wPra_tPin_

Dtaprés 3.28 on a
n n n
513 B (P 210 ) -n (PP = B (g Ypgogy) * 200

R2-
? + 2 P'n(Rn<CD,Zn2£) "
Z-WZZ.:() 0

Enfin par définition, -h (PG,P") = -E n(‘fn(“)o) - En additionant avec
5.12 et 5.13, on arrive a °

Sl g plx) € ‘EIN‘ => -h_(P",P'") < 2(e%1-1) + 2p(=)

2 n 10 n - 1. .
+ E-_)’;z:_)- P'(R <m»zo?i) EQn(Yn(d)O {2825})
D'aprés 1.12, on a IYn(«)o-z6n| < B(e) si zgy §>¥,0c) . Par suite si

Tolx)< & et 81 Vv m(«)sv/an, i1 découle de 5.1l4 que

5.15 -h, (PR,p1%) = E(ec’l-‘l)i-}?(tx)-o--—?—z;- P (R< o, Zq 2f)
- EQ (ZO 1{23’»{}) .

Par ailleurs, Qn(z D¢y ) = pln(zn §) = 1-P'n(zg<£) . Comme
TZ(“.)B 0, on peut remplacgr 2/(2 - ‘(2(« )) par 1 dams 5.15, quli entraine
que si Lr,l/N(o()£7/2N et y,(x)<¢ ona

-, (P%,P'®) < 2(e%1 =1) + 3p(x) + P2 (R%< @,y 2 6) + Pz < 1) -1

x2(e1-1) +3p(«) +P1B(zB <t ou BP<m) -1

UnN"I

< 2(9C7-1)+3?(-r)+p'n(z <§, ou H (-) 2>N,ou C! 32) -1,

la derniére inégalité provenant de 5.11. Comme (P'n)A (Pn) on a

lim o lim inf_h (P?,P'®) = 0 d'aprés 1.11l. Comme ) p(x)< /2N et
Yo(x)< £ pour tout o assez petit, et B (=) y0 quand « |0, il en dé-
coule que

lim sup, P'n(z3<{, ou H® ( ) ou C'Umz E) > 1- 2(ec7 -1),

d*od

nN

lzi.m‘;o lim sup P’ (z <f, ou H(l) zN,ou U ’ZC') = 1.

Mais ceci n'est autre que 5.10, avec 4 remplacé par n/2C',

B) (1) => (P'™) 1 (P®) est évident. Supposons qu'on ait (ii). On a 5.3,
donc d'aprés (ii) il vient

1 = lim sup, PE*D) _>0) =

C

i
+ 83 + lim sup, P'™(Th<®)
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pour tout k»1l, #=21. En choisissant d'abord k, puis @, on en déduit
que

B, 0
limk lim sup p! (Tk<co) = 1.

En particulier, cela entraine que 1lim sup, P'n(Tn<m) =71 pour tout k>1.
Il existe alors une suite nchn telle que P'nk(Tnk<<D)>’l 1/k . Comme
Pnk(T§k<m){’l/k, la suite A%k - {Tnk-co} verifie 1.10, et il en découle
que (P'™)4 (P").m

Pour terminer, signalons qu'on pourrait déduire facilement les résultats
de {2], [7], [9] & partir des théorémes 5.1 ou 5.9, 4 condition de rempla-
cer la condition 5.1(iii) par une version "optionmelle" (et non prévisible)
analogue a la condition (iiit*) qui suit 4.1.
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