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S E M I N A I R E D E P R O B A B I L I T E S R E N N E S 1 9 8 3 

PROCESSUS DE HELLINGER. ABSOLUE CONTINUITE, CONTIGUÏTE 

Jean JACOD 

Université de Paris VI 
Labo. Probabilités Tour 46-56 
4 place Jussieu 
75005 PARIS 

Ce qui suit résulte de discussions avec J. Mémin et A. Shiryayev, lors 

de la visite de ce dernier à Rennes. L'auteur ne fait que rédiger des 

idées dues pour l'essentiel à ces deux personnes* 

1 - INTRODUCTION 

Cet article propose une démonstration nouvelle, et à notre avis plus 

simple que les précédentes, pour des résultats connus, avec quelques amé­

liorations et compléments de détail: il s'agit d'abord des critères d'ab­

solue continuité ou de singularité obtenus dans [51 (cas quasi-continu à 

gauche) et [61 (cas général; voir aussi [ifl, chap. VIII); ensuite des cri-

tares de contiguïté ou d'entière séparabilité dus à Eagleson et Mémin 

[2J, Liptcer, Pukelsheim et Shiryayev [81 , Liptcer et Shiryayev L?l (voir 

aussi [31 et [ 9 1 ) . 

Dans tous les cas, il s'agit de comparer deux probabilités P et P', 

ou deux suites de probabilités. Ce qui suit repose sur deux idées: la pre­

mière, déjà présente dans [71 ou [ 3 l , consiste à utiliser une mesure auxi­

liaire qui domine P et P' (au lieu de la décomposition de Lebesgue de 

P 1 par rapport à P, comme dans [JfD; la seconde consiste à introduire 

une famille de "processus de Hellinger" indicée par *€lO,l£ (à la ma­

nière de [71 pour <x s 1/2 ) et à caractériser le comportement relatif de 

P et P 9 par la limite en 0 de ces processus de Hellinger: l'étude de 

cette limite remplace (et simplifie) l'étude fine du comportement à l'in­

fini des semimartingales ou des martingales exponentielles. 

Avant de considérer des espaces filtrés, et pour montrer comment les 

choses marchent dans un cas simple, nous rappelons quelques propriétés 

élémentaires des intégrales de Hellinger* Soit donc P et P' deux pro­

babilités sur l'espace mesurable (il,F) • Soit Q une autre probabilité 

sur (il,F) , vérifiant: 
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1.1 P « Q , P ' « Q . 

Soit alors 

Z " dQ » Z " dQ » 

et, pour *fé ]0,1 C 

1.3 V P » p , )
 = E Q ( Z * z ' a " ^ • 

Il est extrêmement facile de vérifier que h^(PtP») ne dépend pas de 

la probabilité Q vérifiant 1.1. D'après l'inégalité de Jensen, on a . 

I.i». h (P,P«) £ 1 . 

Les rapports arec la distance de Hellinger sont les suivants: la distan-

ce de Hellinger de P et P f est 

d(P,P') := EQ[(\[z - = 

L . 5 LEMME : a) Il y a équivalence entre: (i) P f « P 

(ii) P f(z>0) = 1 

(ili) lim , n h (P,P f) = 1 . 

b) Il y a équivalence entre: (i) P f.LP 

(ii) P'(z>0) * 0 

(iii) lim l f t h (P,P
f) =* 0 • 

Preuve, (i) 4H> (ii) est trivial dans les deux cas (a) et (b). On a 

I i n ^ O z*z , a"" = z ' l { 2 > 0 j , et 0 < z f l rz' a" o r ̂  z + (l-xjz' , donc 

l i B 4 0 M P » P , ) " V Z , 1t»>-0> ) = p ' < z > 0 ) ' 

«t on en déduit (ii)<*-*• (iii) dans les deux cas (a) et (b). • 

Passons à la contiguïté. Pour chaque n U , soit (P û,P , n) un couple 

de probabilités sur (-fl.n,Fa) . Soit 

Q N = |(P n

 + P .
n ) 

dQ a dQ n ' 

da sorte que z n + z' n = 2 . On a 

5** P n ( z n ^ O = E (z^l ) < £ , 
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donc 

1.9 La suite (*%tP n) e s t temdue (i.e., l i m ^ ^ lia sup n P
n(-^^N) = 0 ) . 

z z 

Rappelons que la suite (P' n) est contigue à la suite (P n) (on écrit 
(P' n) (P n) ) si pour tous A n e F* vérifiant P t t(A n)—> 0 on a 
P , n(A n) —9- 0 . On dit que les deux suites (P , n) et (P n) sont entière­
ment séparées (et on écrit ( P , n ) à (P ) ) s'il existe une sous-suite (a, ) 

n k ni, K 

et A € F tels que 

nk n k n k nk 
1.10 P k(A k ) - » 1 , P» K(A K ) 0 . 

1.11 LEMME : a) Il y a équivalence entre; (i) (P' n) ̂  (P°) 

(ii) la suite est tendue 

(iii) lim^glim inf n h^(P
n,P« n) = 1 . 

b) Il y a équivalence entre; (i) (P' n) A (P a) 

(ii) lim inf n P » n ( z % 0 = 0 pour tout ?>0 

(iii) lin i « lim inf h (P n,P' n) = 0. 

Les implications (i)<£«$> (iii) du lemme 1.5 sont des cas particuliers 

car, si P a = P et P' n = P' pour tout n*H , on a (P , n)-a (P n) <s-̂  

P'«P , et (P'tt) A(P n) <é-» P»-LP. Rappelons qu'ici on a 1.6 (les équiva­

lences (i) 4=» (ii) seraient fausses si on supposait seulement 1.1). 

Preuve. (*) Supposons qu*on n'ait pas (a-ii). Il existe alors n. f 0 0 ô t 

n k °k 1 
0>O tels que P' (z ^ ^ 0 pour tout k. D'après 1.8, on a 

P n k(z k^"|) < J - » 0 , ce qui contredit (P' n) «a (P n). Donc (a-i) -» (a-ii). 

((?) Supposons (a-ii), et soit A n € F11 avec P n(A n) — » 0. On a 

P , n(A n) ^ P' n(z n^ £) + E (z' n "1 n ) 

Q n A n D { Z

û > C ) 
^ P' n(z n^î) + £ f ^ E (z 1 1! ) = P' n(z t t<?) + P û(A n) 

s Q n A n ï. 
(car z n + z» n = 2 ) . Donc lim sup„ P' n(A n) ̂  lim sup P' n(z n^ l) pour tout 

n n 

*>0 . Comme (a-ii) équivaut à: l i m ^ lim sup n P '
n ( z n ^ O = 0 , on a 

P n(A n)-^> 0 , d»où (a-i). 

(y) Supposons que (P , n)A (P n) , et soit (n^A*1*) vérifiant 1.10; 

on a n, 

P ' k ( z k * £ ) * P ' ^ ( A k ) + E <<1 ^ - a ) 
P (A ) z {z 

P' t t k(A n k) + § p n k ( ( A n k ) ° ) , 
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donc P , n k ( z n k > 0 — * 0 et on a (b-ii). 

(S) Supposons (b-ii). Il existe une suite n^fao avec P ' n k ( z n k £ £ ) 

Comme p n k ( z U k 1 - \ on a 1.10 avec A n k = ( z ^ | } , d'où (b-i). 

(S) Etant donnée la forme des fonctions: z aa_> z*(2 - z ) ^ " ^ on voit 

facilement qu'il existe trois fonctions ( 2 , ^ , ^ : 30/lC — * 10,œ[ , crois­

santes, tendant vers 0 lorsque la variable tend vers 0 , et vérifiant 

1.12 - f C ) - ^ , ^ » * . " ( a - . ) 1 - ' - ( 2 - « ) * ? ^ ) - 2 . i u < r i ( f c ) i . 

Comme z t t + z , û s 2 et E^Cz 1 1) = 1 , il vient 

-PC*) - P n ( z n ^ 2 ( * ) ) - P'
n(zn*îT2(*<)) 

<r h^(p n,p» n) - a ^ pc«o - pn(zn*ra(-c)) - p^cz^r^)) • 

Oa a li»^ i 0 (U*)
 s ° ô t l i m ^ o l i m s u P n Ï^O*)) =0 P* r 1.8f donc 

1-13 - l i m ^ 0

 l i m s u p n «V*^ ^ lim*J,Q l i m i n f n M p û > p f 3 1 ) 

« - l i m ^ 0 lim sup n y^C*)) . 

Etant donné l.i*, l'équivalence (a-ii) (a-iii) découle de 1.13 (car 

Ŷ O* ) 0 et ^(«O —* 0 quand 0). De même (b-ii) <sè=5> (b-iii) dé­

coule de 1«13 9 une fois remarqué que (b-ii) équivaut à: 

liai i r i lim sup w P
fn(z*< f ) * 1 • • 

2-LE PROCESSUS DE HELLINGER 

On considère maintenant un espace filtré C&»F,(F^) fP) avec F= V?t f 

muni de deux probabilités P et P f . Pour tout temps d'arrêt R on 

note P R et P£ (resp. P R_ et P£_) les restrictions de P et P' à 

Fjj (resp. Notre objectif est de construire un processus croissant 

prévisible 1£(* ) , nul en 0 f tel que 

2 . 1 \ ,< P f i . P è> • h J P 0 ' P ô ) * EQ<H(^) R) 

peur tout temps d'arrêt R f avec Q vérifiant 1.1. 

Soit donc Q vérifiant 1.1; appelons z et z' les Q-martingales 

Guaiformément intégrables et positives) de variables terminales 

z _ dP dP' 
œ ~ dQ ' z g d 3 dQ » 
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de sorte que pour tout temps d'arrêt R on a 

dP R ( dP£ 
2 * 2 *R = dQ^ ' Z R = dQ R * 

Si R est prévisible, on a aussi: 

dP R_ ( dP H_ 
2 , 5 Z E - = IÔg7 » ZR- = d Q ^ * 

Posons 

r T k = inf(t : 1 A ) , T£ = inf(t : z\.£ 1/k) 

Les propriétés suivantes sont bien connues (voir par exemple [if]): 

Z.3. P * U_>0} , lO fTl = [z>0] 

{ Si X est càdlàg adapté, on a: X est une P-martingale locale si 

et seulement si Xz est une Q-martingale locale. 

2.7 LEMME : Y(*) » z*z f^~* est une Q-surmartingale de classe (D) si 

Preuve. On a 0 ^ Y(v) • Cl-«Oz1 , donc Y(«0 est de classe (D) • Soit 
z 9 

s^t et V une variable bornée positive F -mesurable. Soit Za — *lf ^ • 

On a 

W > 3
 V Z t V 1 ( 2 t > 0 } > * V * t^t«.>0) )

 ( P ^ 2 .5) 

» V Z s V 1t2 s>0}> » W ' 
S 

Donc Z est une P-surmartingale. De plus 

E Q(VY(«) t) s « Q C V B * * ^ * ) = E p C V Z ^ ) * V 7 2 ^ (Jenssen) 

- E Q(VY(^) s) , 

d*où le résultat. • 

2*8 THEOREME : Il existe un processus croissant prévisible H(«) à valeurs 

dans [0,a>l » unique à un ensemble Q-évanescent près, tel que H(^) QsO et 

£•10 Y(°<) + Y(°0_*H(«<) est une Q-martingale uniformément intégrable. 

Comme dfhabitude, le point' , f# w signifie: intégrale (stochastique, ou 
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de Stieltjes). H(<x) est appelé le Q-gt-processus de Hellinger relatif au 

couple (P,Pf) • 

Preuve. La décomposition de Doob-Meyer de YÇ*) est notée Y(*) s M - A , 

où M est une Q-martingale uniformément intégrable, et A est un proces­

sus croissant prévisible nul en 0 , Q-intégrable. Par 2 .5 on a (car r^jf1 

est prévisible): 

a ( r ( V ) c ' M = a ( r n r ' ) ^ Y ( " ) + 1 ( r n ^ ) c # A 

= a ( r n p f ) c # A # 

Lfunicité de la décomposition de Doob-Meyer entraine 

1 ( r ( V , ) c # A = 0 ^ - P * s -

Soit alors H(«0 s [ Y ^ l p p | p t l # A : 1 1 e s t facile de voir que H(*) vé­

rifie toutes les conditions du théorème (on a A = Y(*)_#H(*) ). Enfin si 

H(*) est un processus prévisible croissant nul en 0 f la condition 2.1Q 

caractérise H ( * ) S k (processus arrêté en S^) pour tout k , donc aussi 

lpp |p (#H(«) , tandis que 2.9 entraine que l ^ p ^ , )C*H(*) s 0 : on en déduit 

l'unicité de H(*0 . • 

2.2 et 2.10 entraînent que pour tout temps d 1 arrêt R f 

2.11 V PR> PR> s h" ( p0 ' P Ô } " E Q(Y(*WH(«0 R) 

et on pourrait remplacer H par B- ci-dessus si R était prévisible. 

On voit en particulier (cela découle aussi de 2*7) que 

2-12 R * S — » MPR>PR> * M ps* ps> • 

2.13 THEOREME : H(*) ne dépend pas de q , au sens suivant: si Q vérifie 

Q^.'Q et si H(*) est le Q-«-processus de Hellinger. on a 

H(*) = H(«) Q-p.s. 

Preuve. Soit z . z 1 , Y(«c) 9 H(*) les processus définis relativement à Q f 

et soit Z la Q-martingale positive telle que Z t = dQ t/dQ t . On a alors 

z*zZ, z 1 = z'Z , Y(*)=*ZY(*). Soit A 3 ï ( ^ ) / H W et M = Y(«)+A. 

D'après la formule de Yoeurp ikl on a AZ = À*Z + Z_#A f car A est prévi­

sible. Donc 

Y(*) « Z(M-A) = Z M - A * Z - Z _ * A . 

Comme ZM (par 2 .6) et A#Z sont des Q-martingales locales, 2.10 appliqué 

à Y(*) entraine: 

2.U ?(p<)j>ll(«) s z^A = Y(*)_#H(*) Q-p*s. 
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Comme Z >0 Q-p„s., on a {Y ( * ) _ > 0 } = ^(V 1 à un ensemble Q-évanescent 

près, donc 2..±k et 2.9 entraînent le résultat. 1 

5 - PROCESSUS PB HELLINGER: CALCUL EXPLICITE ET DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE 

On se place dans la même situation qu fau $Z. Le calcul explicite du 

processus H(—) est déjà fait dans [73 , mais nous le reprenons ici pour 

être complet. Nous utilisons les notations usuelles ([il ou Û J ) : z c est 

la partie martingale continue de z , et [X fY3 est le "crochet droit'1 de 

X avec Y • 

2 o<. 
Soit ffe une fonction C sur JR , telle que f f e(x)=x pour x v l / k . 

On a f^Cz) = z** sur ILO.Ŝ IL. donc dfaprès la formule d'Ito il vient 

^ / xSk * , \ Sir *-2 ^ C C Sir 

ffc(z)
 K
 s f k ^ z 0 ^ + * Z - # z * v

 2 ' z_ # <z ,z > K 

• I c A f f, ( Z ) - Z 0' - « Z ^ À Z 1 , 
^ s ̂  Sk/\ . L k x s' s- s- s 1 • 

En regardant ce qui se passe en S^ y on en déduit que 

_ , ( <*NSir <x Sk °< G* -1 ) «r-2 c c Sk 
3*1 (z ) K s z Q + « Z _ # Z K 4» N

 x' z_ #<z fz > * 

^- <K r, ^ z s « A Z E ^ 

et de môme 

s» 
On a aussi 

Y<-0 = Z > ( Z ' ^ ) + « A - V » " ) + CU"). ( » » 1 " , ' ) 1 > 

donc 3*1 et 3*2 entraînant 

« Ï < " ) s. 
3-3 k = Y(«) 0 + ( a - A ) — - i # z i S k + — — ,z*k 

zf z - - J 

A Z ^ * z s « i r n -il 

s— S- s~ 

Soit aussi la fonction : définie par 

C^(u,v) 5 c( U + (a-*)* - u S 1 " ^ 
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et le processus croissant à valeurs dans [0,ool : 

s- s-

3.6 PROPOSITION : Pour chaque k^H* on a BQ(H»(«0« ) < <D et H(-0 

est l'unique processus vérifiant 2.Q et. pour chaque k£lï* , 

J.7 H(ot) S k eat la Q-projection prévisible duale de H*(«<)Sk. 

Preuve. Le processus M(k) s Y(< ) Q + ( i - * ) — — — - » z'
 k + — - # z k

 e s t 

une martingale locale pour Q , et d'après~3.3 et 3 .5 on â 

ï ( * ) S k = M(k) - Y(«)_#H'(") S k . 

Par suite 2.8 entraine que Y0x)_#H(~)Sk est la ©.-projection prévisible 

duale de YfcO.'H1
 ( « ) S k . Comme Y(°0_^£ sur l 0,S k J , on a 

E Q(H'(*) S^) ^ kEq[Y(«)_«H l(.O s^} < <D . On en déduit 3 .7 . • 

5 .8 COROLLAIRE: Supposons que Q = ̂ (P + Q ) , et soit y la mesure de Lévy 

pour Q du processus z (ou : Q-projection prévisible duale de la mesure 

associée aux sauts de z ). Alors 

5 . 9 H<"> = ^^h*-***)* »<f,%*> • fcCl*£-.l-fiO*v .avec z +z'=2 

(ici, W*^ désigne comme d'habitude le processus intégral: W^ f c s 

J w(« >s.x)l U i t^(^;ds*dx) ) . 

Preuve. Si ja. désigne la mesure associée aux sauts de z , on a d'après 

3.5: 

3O0 H'(*) = t l Û ^ I ( i - i . ) W , z c > + t ( l * f , l - i ) . r , 

car z + z' s 2 , donc z c + z ' c » 0 et 4 z + d z ' = 0 . Comme ^(ppj ri)c*
2 = 0 » 

an a l ^ p r,) C»<z
c,z c> » 0 , et l ^ r ^ f,j C*v = 0 . On déduit alors 3.9 

de. 3.10 et de 3 .6 . • 

Voici un autre exemple de calcul explicite. On suppose que 

P £ « P t pour tout t>0 ; soit Z f c = -[p- • 

t 

Alors Z est une P-martingale (on en prend une version càdlàg), et on 

considère: 
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"l M 

5*12 M = 9 Z , v; = P-mesure de Lévy du processus M • 

3.13 COROLLAIRE : Sous l'hypothèse 3.11 on a 

H(«) = <M C,M C> + [* + (a-«)(1+x> - (l+x) 1-*]** 1 1 

P-p.s. et P'-p.s. 

Preuve. On applique 3*6 avec Q = P: on n fa pas nécessairement P f « Q , 

mais H ( ^ ) t est Ft-mesurable, et P ^ < < Q t

s P t ; donc on peut utiliser 

Q s P pour calculer HO*) . On a alors z f sZ et z s l , donc 3.5 entraine 

— s— 

Mais -^•<Z C,Z C> s < M c , M c > et ^ = aH par 3.12, sur l'ensemble r f ) » 1 1 » 
Z - M 

[Z_>0} . Si ^ est la mesure des sauts de M , on. en déduit: 

J .15 H'(*) = <M C,M C> + ^ ( 1 , 1 ^ ) » / sur rf)r» , 

et 3.1^ découle immédiatement de 3*1? et 3 .6 , une fois observé que 

\ s 0 } ' < h C ' m C > * 0 e t atz_ = o f y M " 0 • " 

On Ta maintenant donner une décomposition multiplicative, qui se trouve 

déjà dans [93 on £102, et qui pourrait se déduire des résultats généraux 

de Dans le but de rester aussi élémentaire que possible, nous en pro­

posons une démonstration. On commence par un lemme. 

3/..16 LEMME: On a 4H(«<)<1, et 4H(°<)<a sur IO,S£» en dehors d'un 

ensemble Q-évanescent. 

Preuve. Soit M = Y(«x)+!(-<)_• H(^) la martingale apparaissant dans 2.10. 

On a 

Y(«) = AM + Y(*)_ tl-AHC*)} ^ 0 . 

Notons P X la projection prévisible pour Q d'un processus quelconque X. 

On sait que P(4M) =0 , donc P(Y(«)) = Y(*)_[l-AH(")1, et P(Y(*))^0 

en dehors d'un ensemble Q-évanescent. Comme Y(*)_>0 sur rfl^' e t 

Aff(«)*0 sur ( r f l r * ) 6 , on a AH(«) £ a Q-p.s. Soit enfin 

ffi*inf(t :AH(*) t=l) , qui est un temps prévisible. On a
 P(Y(«)) R*0 

sar {R<a>} , donc Iq[ï(oO B a j B < f l D j l 3 0 » d°uc fi»S Q-p.s. • 

Onnote H ( * ) c la "partie continue" H ^ ) * 3 H ( » < ) t - I g < t AH(«f) s de 

tt(x> , et 

3-17 ?[-H(^)] t = e TT g £ t[l-AH ( -* ) A L • 
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D'après 2 . 8 et 3 . 1 6 , "£[-H(*)l est un processus prévisible décroissant, à 

valeurs dans [0 ,1] , égal à 1 pour t=0 . En restriction à chaque in­

tervalle £ 0 f S k l , c'est l'exponentielle de Doléaas-Dade de -H ( -0 , et 

J . 1 8 Ï[-H(x)] > o sur £0,SC , Q-p.s. 

3 . 1 ? PPX)P0SITI0N : Il existe une décomposition 

3 . 2 0 Y(*) = N(*) ̂ [-H(o<)l 

ou N0*)^O et N(«) est une Q-martingale locale pour tout temps d'arrêt 

B-' qui'vérifie: t[-H(<*)]_>0 sur tO.Bl . 

Preuve. Soit Y SY(°<), H = H(<*) et W»£(-H). Soit <rk = inf(t : 1) 

e-t ne s lini^ • Comme W est prévisible décroissant, chaque est 

prévisible et on a [ w _ > 0 } = Uk^°> rk^ # D l a P r è s 2 * 9 * 5 * 1 6 ô t 3 . 1 7 , on 

a aussi 

3 . 2 1 ( T ï S , T < O D ) ^ T = S ; (T< O D , W ^ > 0 ) (r<0D,AH r = A H S = H ) 

et 

3 . 2 2 w t « a - W_#H t 

(en effet, si <rsinf(t : H t * + œ ) , on a 3*22 sur ÏP,<r[[ d'après 3 . 1 7 et 

L'équation de Doléans-Dade ; on a aussi 3 . 2 2 en t a <r si <T< OD , car 

W * 0 d'après 3*17 encore; enfin W s W » 0 si s > <r, donc on a 3*22 
Œ •* s S — 

pour t > <r ) . Posons 

' Ï t/W t si W t / 0 

N t = i Y r_/w^_ si w r_ ^ o , t 

- 0 si a 0 , t * T . 

On a K > 0 , et 3 . 2 0 avec N(<*) =N . D'après 3 . 2 2 et la formule d'Ito, on a 

3 . 2 1 t < r -*> i = * + w ^ ^ - A H ) * ^ 

Sait M la Q-martingale M s Y + Y #H ; soit f, une fonction décroissante 

déclasse C , avec f^(x) sl/x pour x^-l/k. Comme e s t croissant 

et prévisible, on a 

Y** i^CW) 7^ = Y Q * f k(W)^Y^
k + Y ^ f ^ W ) ^ 

On a W = W_(a-4H) par 3 . 1 7 , et f (w) =l/W sur lO/î^C, donc 3 . 2 1 en­

traine 
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3.22 t < r k N t = ^ = ï 0 * ( h [ 0 , r k [ > "
t k • 

Soit r£ = (resp. =+oo ) si r (resp. s r ) . Le processus 

K k s ̂ (ljp r [[^^ii^tj) ô s t prévisible et localement borné, donc K k # M 

est une Q-martingale locale. D'après 3^22 on a 

3.23 N t « Y Q + K
k,M t 

si t < . Si t s r^s -r on a K t a 0 et AN t = 0 par construction, donc 

3-23 reste vrai; si t s r ^ r on a AH^<1 par 3.16 et 3*21. et 

t - W t " Wfc_ = W t_0L-4H t) " W t_
 = W t_(l -AH t) * W t

 a H Û M t 

de sorte qu'on a encore 3.23. Finalement, on a 3.23 pour t^r, , donc 

N est une Q-martingale locale» 

Enfin, soit R un temps dfarrÔt vérifiant £0,R]I c ( w _ > OÎ • Si 
r k a r k ^ r e s P * s + a ° ) s u r ^ r k < R ^ ( r ô sP* ^ r

k = R}) on a (N R) rk = 

(U^kjR e s t u n e m a rtingale locale, et r ^ î œ : par suite S 5 est 

aussi une martingale locale.1 

La formule 2 .11 indique qu'on peut calculer h^(P,Pf) par "morceaux11. 

Nous faisons ci-dessous une évaluation de deux de ces morceaux. 

3.2/f LEMME : Il existe une constante C>0 telle que pour tons «je 10 ,^1, 

*€30>1[ t et tout temps d'arrSt prévisible R tel que 

3.25 H ( o ( ) R - ^ 1 

on ait, si Q=|(P + P') : 

3.26 0 * hj*0,9tf - W^è-) ~ 2 ( e ° 7 " a ) 

Preuve. La première inégalité 3*26 a déjà été mentionnée (voir après 2 . 1 1 ) . 

Il est facile de voir qu'il existe une constante C>0 telle que pour tout 

processus croissant D avec D Q s O , 4D< 1 on ait 

3-27 D t « | ~ * S(-D) t ^ e ~ C D t 

où t(-D) est donné par 3 .17: il suffit de choisir C de sorte que 

x-Log(l-x)^ Cx pour 0 ^ x ^ 1 / 2 . 

On a tO,Rlc(?[-H(^)3 > 0} d'après 3*25; d'après 3.19, le processus 

H 1 s l £ Q H1L
#K(*) e s t 1 1 1 1 9 Q - m a r t i n S a l e l° cale, qui coïncide avec N(*) 

sur 110,RC, et qui vérifie N ^ K ^ si t i R . Comme Y(<*) = N(*0 I[-H(«v)J 
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et comme Y(*)* 2> il découle alors de 3.25 et 3.27 que K ' ^ 2 e C \ et en 

particulier N' est une martingale. H vient alors 

Mais E q ( N R J = E q(N^) = B Q(T(*) 0) = h^(P0,P£) . D'après 3.25 et 3.27 on a 

aussi 2(-H(«<)) R_-1 ? expC-C-f) - 1 , tandis que N R _^2 exp(C^) . Il vient 

alors 

H« ( PR-> PR-> > V po» pô> + 2 ( e"C , r i « 

et on en déduit la seconde inégalité 3.26. • 

Soit f et f± 1® S fonctions introduites en 1.12. On a 

3.28 LEMME : Soit E un temps d'arràt prévisible, et tïO. Si Q=^(P + P*) 

on a 

* z - y 2 M p , < R « » » z o ^ > « 

Preuve, L'inégalité de gauche est évidente (cf* 2.11)• On a aussi 

V P R - » P R J - M P > P , > = EqLï(-<)^ -

Dfaprès 2*7 il est évident que 

D«après 1.12 on a [z°'(2 - z ) 1 " * - ( 2 - z ) | ^ H") s i z > TgC0*) • P a r suite 

Z = Y(«) B_ - Y ( « ) œ - Z r - vérifie |z(^2|?(~) si s ^ r ^ - O et 

z f l D> T^O*) ; on a aussi Z = 0 si R = oo , et dans tous les cas |Z|^2 

(vérification immédiate). Il vient alors 
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^ 2̂ (<*) » 2 , ) P'(z 0>i,R^oo) . 

En ajoutant ceci à 3.29 et 3.30, on obtient le résultat. • 

• - CONTINUITE ABSOLUE ET SINGULARITE. 

Voici le résultat principal de cet article. La situation est encore la 

même qu'au 2: on a deux probabilités P et P« sur l'espace filtré 

(fl.,F,(Ft),P) avec F « V?t * S o i t Q a î ( p + P'> e t H ( x ) le ̂ -proces­

sus de Hellinger du couple (P,P'). 

-.1 THEOREME : Pour que P'« P il faut et il suffit que 

(i) P£ <S P Q , 

(ii) P 'LHClî^^ODj « 1 , 

(iii) P'CL, _ , * v m > 0 ) = 0 . 

Dans (iii), V est la ̂ -projection prévisible duale de la mesure des 

sauts de z (ou, "Q-mesure de Lévy" de z) et on a par définition: 

Les deux conditions (ii) et (iii) s'expriment en termes "prévisibles". 

Noter que d'après 2 .13 9 H(?) est unique à un ensemble (P+P')-évanescent 

près, donc pour calculer H(^) on peut utiliser n'importe quelle probabi­

lité Q qui vérifie 1 . 1 . On Terra ci-dessous que (iii) équivaut à 

(iii') P»(S<œ, z s _ > z s = 0) = 0 

(attention, l'équivalence (iii) <** (iii') nécessite que Q»|(P+P')). Et 

il est facile de vérifier que (iii') ne dépend pas non plus de la probabi­

lité Q vérifiant 1 . 1 . 

PreuTe. a) Condition nécessaire. Supposons que P ' ^ P , (i) est évident. 

Soit 

f A = U œ>0} « U k i\ = OD) 

l A' = {z'^Q) = U k ** k = • ) • 

On a P(A) = P'(A') = 1 , et comme P'<£P on a aussi P'(A) si , donc 

P'(AnA')=l. En particulier P'(S = œ ) a a , donc on a (iii'). On a aussi 

B(^[T(l/2)-#H(l/2) f l D3< OD par 2 ,13, donc H(l /2) ( | ) < oo Q-p.s. sur Af)A' » 

U k iS kaOD"\ , d'où (il). Il reste à montrer que (iii) (iii'). On a: 
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- V U : a t x = _ z j ) * v œ l ( c a r ^ x . - a j * * est prévisible) 

» V Z s > 0 « U 1 ^ *0}> (Par définition de V ) 
S s-

= V Z S - 1/S<GD,2 S^>0 = Z S }
) » 

et cette dernière expression est nulle si et seulement si z£_ s 0 Q-p.s. 

sur l f ensemble {S<aD,z s = 0 < z g }. Comme z + z's2 et comme z ^ O sur 

l f ensemble [z£_ =0] , on a z£_> 0 sur £S<raD,zs s 0<r Zg_ ] # Par suite 

(iii), qui revient à la nullité de if.2, équivaut à: Q(S <a>,zs a 0 < Zg_) =0 • 

Comme P(S«D.z e = 0 < z e )^P(z = 0 ) s O , cela équivaut aussi à (iii 1)* 

b) Condition suffisante. On va dfabord étudier quelques propriétés de 

la fonction <fK définie en 3#lf. Soit 

g^Cw) := <£<(w;l) = < * w + a - * - w * ( w ^ O ) . 

On vérifie aisément que 

^•3 g (a) = 0 , g (0) s a - * , g décroit entre 0 et 1 , et croit 

entre 1 et +ao • 

D9après la formule de Taylor, on a 

g < < ( w ) , « £ = < l ( T _ a ) 2 , a ( M M ( w . 1 ) 3 »«-3 > * e n t r e a e t w # 

Soit d'abord î c 30,a£. Si wc [C,H il existe w«,w"e C»A] «••c 

Soit ensuite we Cl,2] • Il existe w» ,w" c [l,*} avec 

« l / 2 ( w ) 1 - (w-1)w»-5/2/2 ^ " s u P i < u ^ 2 ( u - 1 ) / 2 

Enfin si w ? 2 on a (car =» (\/w-l)2/2): 

s l / 2 ( w ) " (v^T-D2/2 W - l ) 2 Vw-1 ^2-1 

Par suite si 

y£(-) = 2*max{2(l-<*)Ci +

 2-i£), i|±l} 
3s? V2-1 

on a: 

^•7 lia Q r£(*) = 0 pour tout t*10 faf, 

et comme (u,v) = v ^(u/v) pour v>0 , d'après k»>*, k*3 et il 

vient: 
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A-.8 f , y 0 —* ^(u,v) * f V 2 ( u , v ) r f (
ot> • 

Enfin, si C1 = S^/g^ t ^-3 implique que 

<f-9 ^ < ^ , v ^ 0 — ^ ( u , * ) < v * C»f a / 2(u,v) • 

Passons à la condition suffisante proprement dite. On suppose qu'on a 

(i), (ii), (iii)- Si N> 2 oppose 

1..10 k(n) = c«fa/2(a + i , a - r > i [ N C l + x / z J < W z _ > ^ • 

Par définition de , on a * < ^ 1

2 " °
< ^ £ \^î^ • 0 n a 3-9, donc d'après 

^.8 et iv,9 il vient, puisque N ^ 2 : 

%.ll H(«<) ^ v + ,

a / K ( ° ' ) H ( 2 } + K ( N ) 

(remarquer que ^(ujO) = *u * J cp^ygCu.O) ̂  vr£(«*)<f1/r2(u,0) » c a r 4£ 0* ) ̂  2°0 • 

Soit, B sb (H(%) <oo. lr „ = 0} . D'après le théorème de Lebes-

gue, on a ~ 

^• 1 2 l i m M | œ K ( N ) o o ' C , V 2 ( 0 » 1 - # ; ) 1 l x . - * . f = 0 s u r B * 

Soit ^eJO.^J. Comme P»(B) = 1 . par hypothèse, il existe N ? 2 tel que 

P' (HCl / 2 )^ N , ou K ( N) œ>7 / 2 ) ^ 7 . 

Soit H = inf(t: H(-i/2)t»Iï ou K ( H) t^7 / 2 ) , de sorte que 

^.13 P'(R<od) * «i , 

•t ^ .11 implique 

D'après le lemme 3.2*f, on a donc 3.26 dès que ra/N(^) *T / 2 R (noter que 

B est un temps prévisible). Appliquons aussi le lemme 3.28 avec î -o • 

étant donné if.13» cela donne 

l V * B - ' p â - > " V p » p , ) l * 2 P ( - ) + 2 - % r y 

En combinant ceci avec 3 * 2 6 , on obtient: 

^ 1 5 y a / N ( « ) ^ ^ - > | ^ ( P . P « ) - M P q . P ^ I * 2f<«) ̂ âzfçpy . 2(e C^-a) . 

Comme p(*)^0 et ^ ( ^ O ^ O quand «x^O , et comme on a *f.7, il vient 
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pour tout ij>0. Donc h^(P,P' ) - h ^ C P ^ P ^ ) * 0 quand ^ o . Mais 

h o t(P 0,P 0

:) — * 1 quand <* i o d'après (i) et 1.5-a, donc h^Cp.pi)—, i 

et une nouvelle application de 1.5-a implique que P'-sgr P . • 

Pour la singularité, les résultats sont moins satisfaisants. On suppose 

toujours que Q = ̂ (P + P') . 

if.16 THEOREME: a) Si P1P' on a 

p ' U 0 * o , ou ^ 1 ) ^ = 00, ou a t x M j * * œ > o ) = 1. 

b) Chacune des conditions suivantes implique que P'XP: 

ci) p 0i-p 0 , 

(ii) P'(H(^) œ = ao) = X . 

P r e u v e , a) On utilise les notations de la preuve précédente. On a 4.12, 
_ \ _ 

donc pour tout -^eJO^J il existe N ^ 2 tel que 

P»(Bn[H(|) œ ? H , ou KOD^ £ \ \ ) £ V» 

donc 

W L ? P'(B.ntB<o>}) ^ -7 . 

Qn a encore 3.26 dès que ^ ^ ( « J ^ "7/2N , et d'après la preuve de 1.5 on a 

o^CPq.P^) —•* P'(z 0>0) et h.^(PR_,P£_) — > P'(z H_>0) quand 0 . Comme 

Çz H -> 0 } cr { Zq, > 0 } , 3.26 implique : 

P ' ( z B _ * 0 < z o ) » ^ l o f ^ O ^ - ^ ^ B - ^ B - ^ * 2 C e C ^ - l ) . 

Joint à 4.17, cela donne 

P ' ( b D ( Z 0 > 0 } ) <: P ' ( b O ( Z 0 > 0 } n ( R = œ) ) + >? 

< P ' (Bf l{z R_> 0 5 n { R = œ}) + 2(e
C^-l) - *f 

^ P'(z > 0 ) + 2 ( 6 ^ - 1 ) • if. 

Si P»±P on a P*(z > 0 ) s 0 , et "je l0,jl est arbitraire. Donc 

ce qui donne le résultat. 

b) (i) ̂  P f-Lp est évident. Avec les notations A et A 1 du 

début de la preuve de if.l, on a AfU 1 s lz

CD

>Q9z^D

>Q i e t (H) entraine que 

P^CAflAM^O. Comme P f ( z | > 0 ) = l , on a donc P»(z > 0 ) = 0 , d'où PfJ-P.« 

Jf*l& REMARQUE: La réciproque de lf 18-a est fausse, comme le montre l'exem­

ple suivant. Soit cr une variable exponentielle de paramètre 1. pour une 

loi Q » et y une variable indépendante de cr pour Q , prenant les va-
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leurs +1 et -1 avec la probabilité 1/2. Posons 

fl si t <cr $ ou t^^ret tr>.l 

z t = / 2 si t ̂  -r, <r< 1 , y= l z f = 2 - z 

[ 0 si t * . <r 1 , r = -1 

et | t = a-(zg : s^t) . Alors z et z 1 sont des martingales positives 

bornées et on a 

V(dtxdx) = | 1 [ 0 , ^ l 3 ( t ) d t ( f a ( d x ) + f - l ( d x ) ) • 

P s Z o o # Q e t p f 35 z œ # ^ vérifient P + P« = 2Q et 

P ' C z ^ O ) = Q(<r»1) > 0 ^ p et P f ne sont pas étrangères. 

Cependant, l j X s _ 2 j * ^ œ = ^ ( ^ A l ) > 0 Q-p.s. • 

Les théorèmes Jf*l et Jf.16 redonnent les résultats de [61, comme on va 
M 

le voir ci-dessous. On suppose qu*on a 3.11, on définit M et V par 

3.12, et on pose 

Jf-19 B = <M C,M C> • (1 - ̂ x ) 2 * V M . 

IF.20 THEOREME [6] : Sous 3«11. on a les équivalences: 

(i) P'«P <*—» P^B < O D ) = 1 
00 

(ii) P'IP « » P'CB^ = QD) = a . 

Preare. Soit Q = ̂ (P + P') . Comme P'<£ P t on peut appliquer le théorème 

if.l en arrêtant tous les processus en t , et en particulier 

P , ( 1 ^ x _ - Z j»' t » 0 ) » a pour tout t a O . 

On en déduit bien-sûr que if.l-(iii) est satisfait. On a aussi i*.l-(i) par 

hypothèse, donc P'(z 0>0)=l. Donc P'^rP <s-*> if.l-(ii), et P'IP ^ 

P»(H(l/2) œsfl)) =a (d'après if.l6-(a), et ^.l6-(b) avec (ii)). D'autre 

part on a 3.14 avec <* = 1/2 : 

H(|) = | ^ M C , M C > + |(1 - Va + x ) 2 * ^ M . 

Par suite 2H(l/2) ̂  B *r 8H(l/2) , et le résultat est immédiat.» 

5-CONTIGUÏTE ET ENTIERE SEPARABILITE. 

Pour chaque neW on considère un couple (P n,P , n) de probabilités sur 

l'espace filtré (I^.fVg-)) , avec | n = Vf? • Soit Q n = |(P n + P'n) . 

Soit z 1 1 , z' n les Qn-martingales, densités de P 1 1 et P , n par rapport à 
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Q 1 1 (cf. £2) et y** est le Qn-mesure de Lévy de zn . Soit enfin Hn(<*.') 

le O.tt-û<-processus de Hellinger du couple ( P N , P , N ) . 

5.1 THEOREME : Pour que ( P ' N ) < J (? n) il faut et 11 suffit que 

(i) (P^) (p£) 

(ii) la suite ( H ^ J ^ , P' n) soit tendue, i.e.: 

l i m N Î œ lim sup n P .
t t

( H
a ( | ) o o > S) = 0 

(iii) pour tout *}>0 on a 

l i m N Î Q D lim sup n P
, a { ( l - ^ N ( N ( 1 + x A n ) < W z i n f ^ > ^ = 0. 

Si Cû. N,| A,(|J),P t t,P , n) = (A,F,(Ft),P,P') pour tout n, il est clair 

que ces trois conditions sont, respectivement, les trois conditions de 4 .1 . 

Preuve. On utilise les notations 2.4, avec un exposant "n": S, ,T, ,Y 

a) Condition nécessaire. On va d'abord montrer que si (P' n) (P n) » 

on a 

5.2 l i mkla> l i m s u p n P , a(*fc* «> = 0 • 

Si ce n'était pas le cas, il existerait B>0 et une suite n^î 0 0 t e l s 

que P' n k(T^ k<œ) *0 pour tout k. Comme P n(T n<oo)^ P n(z n„£ 1/k)^1/k 
n T k 

par 1.8, on a p n k ( T k

k < œ ) —*• 0 , cela contredirait l'hypothèse (P' n)- d(P n); 

par suite on a donc 5*2. 

Passons à la démonstration proprement dite, (i) est évident. On a 

P'nCT£tt<aD)i 1/k (comme ci-dessus); on Y n(l / 2)_>Vk sur f O . S J J , donc 

H*(l/2)sn < k[Y n(l / 2)^H n(a / 2 ) s a : . Par suite si 0> 0 : 
le le 

P' a(H n(|) Q 0> 6) s P ' A ( S £ « D ) + P' n(Y n(|)_.H n(|) ( D> |) 

* l + P , n ( ^ < œ ) * 2 f B ^ Y ^ I ) ^ ^ ) 

5.5 - k + p , n c T k < a ° ) + 8 J R 

(utiliser P , n L ^ 2 Q t t , puis 2,10 et la majoration Y n(l/2) ^ 2). Soit *> 0 . 

Il existe k tel que l/k^*/3 et lim sup P , u ( t J J < G D ) * f/6 (par 5.2), 

donc il existe n Q tel que pour n ^ n Q on ait P , n(T^<oo) ̂  */3 • Soit 

enfin 9 tel que 8k/0 s 6 / 3 , donc P , n(H n(l /2 ) >N) ̂  ? pour tous B f 

n > n Q : cela montre bien (ii). 

Pour montrer (iii) on pose 

O ^ . t . x ) = 1 + x / z ^ M , V n(c,t,x) = 1 - x / 2 ^ ( ^ ) 
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vnN y -

Si K n(N) est défini par i+.10 (avec z n , z , n et pour N * 2 on a 

d'après if.9: 

5.4 U n N « K n(N) « C» H n(|) . 

Par suite ( U n N ) S k est Qa-intégrable et P'n-intégrable. Pour tout temps 

d'arrêt R *s s£ on a 

% , a < > = V 8 » ^ = V L ( Z , n ' V n K ) R l 

3 E

Q n
( Z

S S Ê R
 z s I l l { N 2 ; / z ; ^ z ; v z ^ i

) 

3 y Z 8 i E 2 s - * , n< s»* zs> 1{N^(s,Az n)<V n(s,4z n)} ) 

» E n [ ( z ^
a . U û N ) R l (par définition de U**1 ) 

Par suite ( u 1 * ) ^ est la P'n-projection prévisible duale de ( v I l N ) S k . 

D'après l'inégalité de Lenglart (dans la version de Rebolledo [11]) on a 

pour tout -»j> 0 : 

5 .5 P» n(U^>-l) * £ e B(sup - n 4V*
11) • ?•"(¥"" >0) . 

s n n p,n ssS^ s sg 
Sur tO.S^C on a z n/z*> l/2k et z ' V z ^ 2k , tandis que AV03* ̂  1 

partout. Donc si N^lfk 2 

et 5.5 entraine pour N £ J*k* 

P ' ^ U ^ v ? ) * P' a(U^ > 7 ) * P'
n(S û«D) * (| + 2)[P'

n(^<œ) • 

(car P* n(Ti n<flD)<lA). L'inégalité ci-dessus, plus 5.2, entraînent à 
AT 

l'évidence que l i m ^ ^ lim sup n P
, n ( ^ > 7 ) = 0 , ce qui n'est autre que 

(iii). 

b) Condition suffisante. On reprend les notations de la preuve de if.l, 

avec un exposant "n" partout. On a if.11 pour chaque n, si N ? 2 . Soit 

tielOr1/2l. Par (ii) et (iii) il existe N * 2 , n Q€ M tels que 

5.6 n * n o * P» n(H*(|) œ5K , ou C u j f > |) < 1 . 



20 

On a K N ( N ) € C ' U N N d«après i+.9, donc si R n = inf (t: H N ( J ) T ̂  N ou 

K n ( N ) t ? V 2 ) . 5.6 entraine que 

5.7 a * n

0 P , n ( R N < ( D ) ^ *? 

et 11 implique 

5.8 V N ( ° ° ~ 2ÏÏ H Q ^ ) R n . * **• 

On peut appliquer le lemme 3.21* si ^ ^ ( « v ) <"»j/2N , et le lemme 3.28 avec 

t =0 , à chaque couple (P n,P' a) ; d'après 5.7 et 5.8 on obtient 4.15 dès 

que n » n Q . Par suite 

lim inf n h ^ . P ' * ) * lim inf n h^P^P'
1 1) - 2f(«) ' z ^ ) ' 2(e C 7 .1 ) 

lirn^ lim inf n hjP*,P<
n) * l i m ^ lim inf n ^ ( P ^ P ^ ) - *j - 2<e^-l) 

pour tout ^€jo,l /23 # D'après (i) et 1 . 1 1 on a alors, en faisant Sabord 

tendre vers 0 : 

l i a c 4 0 l i a i n f n V p n » p , n ) > ^ O l i m i n f n
 û«( PS ' P ô n ) = a • 

Comme h (P a,P « n ) ^ 1 , on en déduit que: lim . n lim inf h .(P
n,P'n) = 1 , 

et 1 . 1 1 entraine que (P' n) -a (P n) . • 

De la môme manière, le théorème 4.16 se généralise ainsi: 

5.9 THEOREME : a) Si (P' n) A (P n) on a pour tous N> 0 , £>0: 

5.10 lim ̂ Q lia sup n ?*
u(z**s, ou H ^ ^ H , ou 

( 1 " ̂ TïT^UKU-x/W <H-x/zlaf*a » T ) * 1 • 

b) Chacune des conditions suivantes entraîne (P' n)^(P n): 

(i) (P£ n )A(pg) ( 4=S> lia sup n P'
n(zJ-<0 = a pour tout f > 0) 

Cii) lim sup Q P'
m(Hn(|)QoïHi) « 1 pour tout N . 

Preuve. a) On utilise les notations de if.l, avec un exposant "n", et aussi 

celles de 5 . 1 : notamment U** , K n(R),... Soit ^€J0,1/2J, N ^ 2 , f > 0 . 

Soit R a comme dans 5 . 1 ; on a 

5.11 ÎR n<oo} C {H f f l(|) œ^N , ou C ' U * N ^ | } , 

et on a 5*7. Donc 3.2J+ entraine 
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Dfaprès 3 . 2 8 on a 

Enfin par définition, -h (P*,P'n) = -E (Y n(*0 n) •
 E n additionant avec 

e< 0 ' 0 o n u 

5.12 et 5.13, on arrive à 

D'après 1.12, on a Q - z<»
n | ̂  (*(*) si z n * £>r2<~) •

 P a r s u i t e s i 

ïz(°<)<£ et si <Y^(<*)éj/Z8 , il découle de 5.U que 

5.15 - ^ ( P a , P .
n ) * 2 ( e

C ^ - l ) + 3 f ( « ) + I ^ % r T p , n ( R Û < 0 D ' z S ? f ) 

- e n(zA
na ;_ n . ) . 

qn 0 {Zq^^) 
Par ailleurs, E Q n ( Z ( »

n 1, n > f } ) » P'
n(z n»f) = 1 - P,n(zJJ< O . Comme 

ï 2 (* )£0 , on peut remplacer' 2/(2-ï 2(«)) par 1 dans 5.15, qui entraine 

que si f a / N(*) £ 7 /
2 K «t f2(°0 < £ on a 

-h A(P
a,P» n) ̂  2(eCî -1) + 3f(*> + P' n(B n*0D,z t t*O +P'°(z n < r ) -1 

» 2(e C , ,-l)+3f(<)+P , n(z n<f ou R n < œ ) - 1 

< 2(e C l f-l)+3?(^) *P» n(z n<f , ou H n(|) f l 0»îr,ou C» ujf» | ) - 1 , 

la dernière inégalité provenant de 5 . 11 , Comme (P' n)â (P n) on a 

lim^^Q lim inf^ ^(P^P' 1 1) = 0 d'après 1 . 1 1 . Comme r l ^ O O ^ 7/2» et 

lf2(«*)<f pour tout w assez petit, et pU<*)̂ 0 quand ^ | 0 , il en dé­

coule que 

lim sup n P'Q(z2<f, ou H ^ I ^ N , O U C ' U ^ | ) > l - 2(e C^-a), 

d'où 

lim l j 0 lim sup n P'
n(z n<f , ou H ^ ^ N , O U U* N* ^1") = H . 

Hais ceci n'est autre que 5.10, avec *t remplacé par 7 / 2 C . 

b) (i) (P' n)4(P a) est évident. Supposons qu'on ait (ii). On a 5.3, 

donc d'après (il) il vient 

1 = lim sup a P'
a(H n(|) œ>5) * J • 8 jf • lia sup n P' û(T û<œ) 



22 

pour tout k > l , En choisissant d'abord k, puis 3, on en déduit 

que 

lim k lim S U P b l P'
t t(T^<œ) = a . 

En particulier, cela entraine que lim sup P ' ^ T ^ œ ) = 1 pour tout k > l . 

Il existe alors une suite n k t OD telle que P» n k(T n k<'a>)*'l-1/k . Comme 

p H k ( ^ k < 0 D ) ^ a / k > l a s u i t e Ank = { T

n k

 = 0 0 J vérifie 1.10, et il en découle 

que (P' n)4 ( P n ) . B 

Pour terminer, signalons qu'on pourrait déduire facilement les résultats 

de [21, [ 7 ] , [9] à partir des théorèmes 5.1 ou 5.9, à condition de rempla­

cer la condition 5.1(iii) par une version "optionnelle" (et non prévisible) 

analogue à la condition (iii') qui suit 4 . 1 . 
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