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Université de Rennses

- TOPOLOGIES POUR LES MESURES_SUR_UN PRODUIT D D'ESPACES,
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Dans ce texte, nous améliorons légérement l'article [4] publié 11l y a un
an, et nous en donnons une application aux mesures aléatoires 4 valeurs enti-
éres, considérées comme mesures vectorielles dans l'esprit de fej.

Compléments topolo ue s

§1.a. Rappelons d'abord les hypothéses et les notations de l'article [4]. Soit
(Y,I) un espace mesurable et (E,E) un espace polonmais muni de ses boré-
liens, et d'ume distance d; soit T = YxE, ¥ = JeE, et

B = espace des fonctions bornées mesurables sur (

04

)3
)

X

Y,
= espace des fonctions bornées mesurables sur (?

llb4

espace des fonctions continues bornées sur E;

aor a o
]

{‘?e’gz ¢(y,.) €C pour tout ye¥};

8

a = ©8pace des fonctions lipschitziennes sur E, bornée par a et de
coefficient de Lipschitz au plus égal 4 a

2t

2 = f#eB: ¢(y,.)e BL, pour tout ye¥Yj};

16C = {p=10t: feC};
1eBL_ = Lo =10t: £eBL,}.

Enfin, on pose
A - »

(1.1) BL = U”O B, ,

- ce qui n'est pas la méme notation que dans 41z cependant, les théorémes
de (4] ou BL apparait doivent 8tre lus avec la définition (1.l) ci-dessus,
et pas celle de [4] ! (une autre erreur de {4] peut prdter a confusion: la

_rétérence (6] a été notée (4] & diverses reprises, notamment pp.7,8).



Par ailleurs, soit 'Z un espace vectoriel muni d'une quasi-norme u.us
pour lequel il est complet. On note ﬂE(Y) l'espace des mesures sur (Y,g)
& valeurs dans ¢, et on écrit simplement H(Y) lorsque f£=R, auquel
Cas on a alors l'espace des mesures réelles signées finies sur (Y,Y). Pour
la définition et les propriétés .des mesures vectorielles, nous renv;yons a 11,
ou & [4] ou toutes les propriétés utiles ici ont été rappelées. En particu-
lier 81 7e ‘/YE(Y) on a un espace L () de fonctione intégrables, qui con-
tient 1l'espace B. On introduit aussi la quasi-norme de la "semi-variation"
(la variation, lorsque Y=1R):

On définit de méme ﬁE(Y) et A(Y). Si maintenant /aemi(?) et si
upeL (/»«) y On pose pour tout g¢B:

(1.3) gxp(g) = p(gel-y),

ce qui définit une mesure cpx)«éﬂg(‘f) .

§1.b. Le probléme posé dans [4] consiste a définir une topologle sur /‘(E('f)
qui soit "forte" (em variation) sur le facteur Y et "faible" (étroite) sur
le facteur E. A cet effet on définit la convergence d'une famille filtrante
(p) /'f(Y) vers une limite 4, et il y a plusieurs définitions possibles
exprimées par les conditions suivantes:

o~

(A1)  l¢x (pe -/*)Uﬂ‘(,{) ——, 0 pour toute ¢e&C.

P~

€a2) H@x (M -)‘)”néy) —_ 0 pour toute ¢€BL.
(A3) Nex Cpg ‘r)“ﬂi(n —> 0 pour toute ¢¢cleC.
(a4)  Mgx(py -)*)",,E(Y) — 0 pour toute c(éioBLl .
(45) “f‘x‘/‘}‘gl.l-—-’ 0, ou Ilw)llﬁil = sup Cfé"B'Ll \N(‘f)"z= sup <pe§L1M'u'/7;(Y)

(48)  Upa=plygpi—=0» 0% Wiygg =8¢ .5 \r51,5¢81L, llv(teg)lly

= supcfe’l@BLl N‘P‘V’ (Y) .

Les différentes implications entre ces propriétés sont assez compliquées;
elles sont explicitées dans le théoréme (6.2) de [4]. Cependant, dans le cas
ou toutes les mesures Px sontv "positives'" donne lieu a l'équivalence de tou~-
tes ces conditions, comme nous allons le voir ci-dessous.



§1.c, Mesures positives. On suppose dans la suite que ¢ vérifie:

(1.4) Bypothése: ¢ est réticulé, le cdne positif de ¢ est fermé, et si
a,pb €t vérifient la|< |b|, alors uauzsllbvs O |

On note ﬂ{(?) l'ensemble des mesures )Aéﬂg('f) qui sont positives au
sens o\

Remarquer qu'on a alors

W6 Mpbeg = KDy b el gy < IOl

(1.7) THEOREME : En restriction au cdne ﬂ;(?) , les conditions (A1)-(46)

sont toutes équivalentes entre elles, et aussi équivalentes aux deux condi=
tions suivantes:

(a7) Iy, 22O -r)”ﬁz(‘f)_d’ 0 pour tout A€E tel que r(leBA) =0,
(od A est la frontiére de A);

(48) \51{({,73}"(}% -r)"ﬂz(y)—%o pour toute (&C et tout acR tels

que r(’lis'a}) 20,

(1.8) REMARQUES : 1) L'équivalence de (42)-(A7) a déja été montrée dans (4]
. (théorémes (2.5) et (7.7)).

2) L'amélioration apportée ici suit les idées de [5]. Remar-
quons que (A8) n'est pas équivalente (sauf si la famille filtrante est une
suite) & la condition suivante, plus forte:

(A8") \MAx(rx -,»)llﬂt(n—-—»o pour tout Ae"z tel que )«(’J.M)=o, ou
24 = {{y,X) : X est dans la frontidre de la section Ay de A}.

Démonstration. Les implications suivantes sont immédiates:

A3
Al ———> A2 ———— AL

f

AS ——> 6

et i1 suffit donc de montrer qu'on a: (A4)==>(A7), (A7) (A5),
(A2) == (A8), ot (A8) = (A1).



a) (Ab) =mewp(A7) ot (A7) mwd (AS): On repremnd mot pour mot la preuve de (4]
(pp. 4,5, et 21), en rappelant la propriété suivante (cf. (7.8) de (4]), vala-
ble pour toutes les mesures vectorielles: '

(1.9) si (As) 63t une famille de parties mesurables de ’{, deux-d-deux dis-
jointes, on a )*(’J.As) A0 pour au plus une infinité dénmombrable d'entre
elles.

(Note: a la page 5 de [4], au lieu de |y-yl¢1/n il faut lire |y-¢| =2/n
et faire ensuite des modifications em comséquence dans les diverses majora-
tions).

b) (A2)==wd (A8): Soit qes et aclR tels que ﬁ(‘].wsa})ao. Soit

A= {y>a} et Fai,i.e. chaque coupe Fy de F est la fermeture dans E

de la coupse Ay . Soit
1 \d(x,F) si F 48
(y,x) = { Y y

si Fy = ¢ .
si (xn) est une suite dense dans E, om a

Nty 0) s dlx,x ) 2d ou ¢(y,x )<a] gl bs1l

{sz} 2{

"] si »>1.

On en déduit que & est mesurable. Comme 6&(y,.)c BL1 par définition, om a
donc 0¢BL . Soit alors ¢, (t) =0 pour tzl/m et ¢ (t) = a(g - ®)
pour 0<t<1/n, et Bn = q:naG . Alors

Vo
(1.10) 6, € BL, , 1p = m, o, .

Si 7>0 on note F(7) 'l'ensemble dont chaque coupe F‘(a'[')y est la ferme-
ture dans E de l'ensemble {x: tf’(y,x)< a+7} . Comme ci-~dessus, on cons~
trult des fonctions &) n telles que

?
o~
= '
Soit alors >0, Ona F(p)c{g¢<a+7}], donc
{g>alc J.:x.m,'Z L0 F('q)c CAcFcCly=zajl.

Comme )«(‘l& =a}) 20 et comme jp est positive, il existe 7> 0 tel que
“}‘(IF‘\F('Q)C)“E <<, vD'aprés (1.10) et (1.11) il existe n tel que si
uyaen et \y'zl-e;‘m on ait

(1.13) ¥ ! €1, £v l(;-t(tr-\(')llE <29,



Enfin, comme v,\('ein » 11 existe d'aprés (A2) un indice [ tel que

Xy (=M gpy < €5 Melpcplpeqy =
Donc si «>{ om a d'aprés (1.6) et (1.12)

© o+ Ipaly=1ply + Ipte-1p0,
£ * lrle-y" e + Iple=vlg

IN

<
<« £ * 2ply=ely + H(p, -PIlr=r,
£ 5¢ + "(‘Y"r')x(f‘-( -r‘)nﬂ!(n

<

5S¢ + "?‘(r‘x ‘)’)“ﬁ!(y) + "Y'"()‘,‘ -r)“ﬂ’i(Y) < 7¢,

Comme >0 est arbitraire, om obtient |1,x(p, ‘f’"n‘(z) —>0.

c) (A8) =—p(Al): Soit (eC et ¢>0. Etant donné (1.9) i1 existe des
réels a8y<a; <ee.<a, tols que a -3, <%, et 3y < ¢ <a, identiquement,

et f‘n{qui}) a0 . Soit

t = Z‘lsien 834 1{ai_1<((£ai}’

de sorte que |f-y|< f. Comme 1{a1-1<‘f$ a} 31{‘(>ai-1}- 1{‘(> a)’ la
condition (A8) implique l'existence de [ tel que
& >P i “fx(/",,; ‘/‘)"/{i(y) s & ’ “1"()“( -/‘)"f(?(y) € ¢

enfin, d'aprés (1.6) et le fait que )f-y|<s om a pour x>f:

*

Prlie=eDly +1pCit-el) ),
Elim(1) Mg

€N, =) (1)l

“1"()‘«"/")“/13(1) < 2t + elplly ]

¢ o+ 2tp@ly

IN
+

+

+

=
< 5§ + 2£l|/'(1)l$

et comme ¢ >0 est arbitraire on obtient | yx(p, -r)llﬂi(y)———,o . n

o
$1.d. Mesures ¢-finies. L'espace ‘/(E(Y) est l'espace des mesures "finies" &

valeurs dans £, dans le sens ol elles permettent d'intégrer toutes les fonc-
tions bornées.

Il y a bien-slr une notion de mesures "g=finies" qui nous sera utile plus
loin, et qu'on peut introduire (et ramemer aux mesures finies) trés simplement



comme suit: si V est une fonction mesurable strictement positive sur ¥
ot 81 pe/ly(Y), on note §= %‘I" la "mesure' définie ainsi:

(1.13) ¢ fonction mesurable sur Y,

<K

bornée A B(¢) = m(d) .

L'ensemhle des fonctions O-intégrables est bien-sfiir L’l(d) = {(f: %eL‘l(r)} ,
et on.~note J‘!z’v('f) l'ensenble de ces mesures, et ﬂgr(?) la réunion des
/‘lz,v(Y) poui toutes les V mesurab}'es strictement positives. Remarquons gue
si GEAF’G_(Y) on a aussi OGAY’V(Y) si et seulement si VeLl(a) , et

dans ce cas p=V.¢ (définie par r(¢) =8(¢V) pour qe%) est dans ﬂg(“f).
s1 eeﬂf’r(f) et c(eLi(c?), on définit q:xeeﬂE(Y) comme en (1.3):

(1.14) yx9(g) =0(gwl¥) pour geB (i.e., §xb = %x(v.e)).

Exactement comme pour les mesures réelles, les topologies dont on peut
munir ﬂf’,(‘?) reviennent toujours a considérer:me fonction V strictement
positive particuliére, a& se restreindre a ./fE'v(Y) y @t A remplacer 8eﬂf’v(f)
par la mesure finie correspondamte aV,0, Par exemple, les conditiomns (A5)
et (A6) conduisent 4 munir ﬂt,v(f) des quasi-normes suivantes:

(1.15) { »uanng.v T Peefly 100 hpyy
ue“‘l@m‘l_v = supq’e’l@BLl ll(Vl()xel(ﬂi(Y)

et on peut traduire l'équivalence des conditioms (Al), (A4), (A5) et (46)
du théoréme (1.7) dans ce cadre, ce qui donne:

(1.16) THEOREME : Soit (p.) une famille filtrante de mesures de /’; V(AY') , 8t
96}1; V(AY/) « Il y a équivalence entre:
3

(1) utex(e,-e)nﬂi(y)—-go pour toute ¢ telle que %GE;
L4

(11) Nex (8, '6””2(”__)0 pour toute 4 telle que { ¢ 18BL, ;
(114 - 0l = —> 03
(iv)

" 93( -9" 1@BL1_V —— o .

Ce résultat ne doit pas faire illusion: les conditions précédentes ne sont
intéressantes que lorsque la fonction V elle-mdme a les ""bonnes" propriéteés
de continuité: dans (1), V(y,.) est continue; dans (ii), v(y,.) est lip-
schitzienne, par exemple. ’



- A cations aux mesures datoires

fg,a. Motivations. Dans toute la suite, om considére un espace probabilisé fil-
tré (.Q.,F (F )t>O’P) , ot l'espace YaILs]B mnuni de la tribu TP des
prévisibles. L'espace vectorisl ¥ est I. (n.,g,P) muni de la quasi-norme
1zlg = 12} 0= E(]2]AL) .
On rappelle d'abord (théoréme de Dellacherie-Mokobodzki) que j((z) "gtiden-
" tifie” aux semimartingales. Plus exactememt, soit (cf. ([27):

(2.1) S est 1'espace des familles 7= (M¢)g 5o de mesures de /e(T) tellea que
(1) 7,.(8) est F.-mesurable;
(11) m (&) =, (81ry 47) &1 st
(111) 7,(82,,7)=2,7.(81y,;) st A€E, et I=R_, ousi AcF,

et I = Js,3'].n

Il y a alors correspondance bi-univoque entre les élements m = (f?t) de S
=
et les ssmimartingales nulles en O, via les formules

(2.2) X, = 1.0), M.(8) = (gX), (intégrale stochastique de gcB).

On rappolle aussi que la topologie d'Emery ‘sur s est essentiellement la
topologie induite par la quasi-norme {.| M (1’) comme qes est une famille
de mesures, il convieant seulememt de remplacer cette quasi-norme par

2~8

-
(2.3) Nlg = anla ""zn”ﬁE(Y) = anl SUPg ¢B, (g« ”%?f’"Lo .

Soit maintemant (B, E) un espace polonais et c{: I<E, z:g: Zag . Si
V est P-mesurable et strictement positive, on pose:

(2e44) §V est l'espace des familles 9’(91:)1:;0 de mesures de /! (‘YI) tellas

£,V
que: (i) Gt(ﬁ?) est g’t-meaurable;
(11) @& (tf) = 4 (qv’lm ﬂ) si sc<t;
(111) 0,(e21y 1.p) =1, 0,062y 1 ) pour AcF, et T=R_ ou
pour A€F et I =]Jg,s'],. »

Lorsque 9€§v et lorsque i est P-mesurable et intégrable par rapport &
9 (i.e. par rapport & chaque 4, ), par exemple si |p{<¥, om définit yxg €8
par l'extension suivante de (1.14): b

(2.5) (yx8) . (g) = O (gely),

ot la semimartingale associée 4 ¢*0 est l'intégrale stochastique de ¢ par
rapport a 9 :cf. [27.



Enfin, par analogie avec (2.3), on définit la quasi-norme suivante sur §v:

(2.6) hejg = z 2™® su

sV nzl ‘FV)HLO '

Maintenant, partons au contraire d'une semimartingale X . On lul associe .
une mesure aléatoire i valeurs entidres }Ax , avec EaR~{0}, par-la formule:

(2.7) rx(u;dtndx) xa D (u))(dtxdx)

850 Liax ) 40} X(a,ax,

et on sait que / ZA'].)/»X([O t]xdx)< @ pour tout t. Il est alors clair que

}.«x s'identifie 4 un élément de § par la formule

(2.8) (l() = // 9(.,8,x) p(.;dsxdx) si lyleV

st ((xrx est le processus noté ¢¥u% dans [3].

L'application: XA— /fx n'est pas continue de S muni de \I-Us dans
§V muni de \\.ng » parce que si une suite (x®) converge dans S vers
aV

une limite X, on sait que AXR converge vers AX en probabilité, unifor-

mément sur les compacts; donc pour chaque s, € converge (en pro=-

(S;Ax:)
babilité) éetroitement vers s(s,AX ) mais cette convergence n’est pas une
convergence en variation. D'ou la necessite de définir une topologie sur sv
gul soit "faible" sur le facteur E, et "forte" sur le facteur Y: c'est

exactement ce qu'on a fait dans [4] et dans le §l ci-dessus.

Bien entendu, comme une mesure 9€§v est en réalité une famille (gt)
de mesures, il convient de modifier comme suit la définition des quasi-normes
(1.15):

~ = = 9
(2.9) { “9“31.14] sup‘(& Bly "(Vc())x Ils
l|9l|1@Bx.1.v = 8UP,c 1081, 1(vg)x8 I g

§2.b. Mesures 4 valeurs entiéres, Dans ce qui suit, on considére ume fonction
V fixée, g—:mesurable, strictement positive, bormée.

On considére une famille filtrante ():() de mesures, et une mesure j,
qui sont toutes des mesures i valeurs entiéres sur R xE (c'est-a-dire du
type (2.7) avec AX remplacé par un processus optiomnel 4 valeurs dans E|{a]).
On suppose que toutes ces mesures sont, grdce a l'identification (2.8), dans
1l'espace gv s Ce qui revient a dire que

t
Vap, () 3/0/3 v(_u,s,x) p¥idsxdx) < @  ¥t30

et de mdme pour ),."‘ « Cela entraine en particulier que /A‘x et I admettent
des projections prévisibles duale v et VvV, qui sont encore des mesures



positives de §V (voir [3)).

Comme les mesures ™ sont positives et que 1'espace EaLo vérifie (l.4),
le théoréme (1.15) implique immédiatement (modulo une adaptation triviale au
fait que chaque r“ est une famille de mesures ) que

(2.10) LEMME : Sous les hypothéses précédentes, il y a équivalenge entre:
(1) VVex(p =p)lg —> O pour toute ¢cC;
(11) ppeplg _y—>0;
(111) pp<- Plagpr, -y —> 0 -

De plus, on a:

(2.11) LEMME : Les propriétés équivalentes (1)-(4i1) de (2.10) entrainent les
propriétés équivalentes suivantes:

(1)

\l(Vq)x(v“-v)hs-——» 0 pour toute qe?f;
(11) Jv==viz v—>0;

By
(418) Jv<=Vlygp == 0.

Démonstration. L'équivalence des trois conditions découle de (1.15). Il suffit

donc de montrer que si (€T, et si J(Vg)x(p™ -pMg—> 0, alorson a

VX (VT =Vl g——> 0. Mals s1 A%a(V¢)xpX et A& = (Vy)wu, Ll'hypothése

implique que A* tend vers A dans g. Comme ces processus sont a variationm

localement intégrable et i sauts uniformément bornés par la constante

a=
sup|¢V] , on sait d'aprés (7] que la famille

(Vg)#v™ des projections prévi-

sibles duales de A"™ tend dans S vers la projection prévisible duale (V¢)x»
de A, ce qui donne le résultat.s

Soit alors 8% =,X-V™ et g=p-v, Il est évident que les conditions
précédentes impliquent, par exemple, que

(2.12) geT == JYVX(E%8)g—s 0.

Mals il s'agit la d'une implication triviale, concernant les intagrales de

Stieltjes (¢V)#p% « (yV)%¥v~. Par contre, le théoréme suivant, qui est le

résultat essentiel de cet article, montre qu'om a aussi comvergence des

¢x8% = ¢¥(p* =v") vers pxo =¢%(px =Y) pour de "vraies" intégrales stochas-
tiques. '

(2.13) THEOREME : On suppose gue les conditions équivalentes de (2,10) sont
satisfaites, et gue la fonction V appartient a T. Alors
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“?‘(9“-3)“s—>0 (1.0., ?*()n“-\l“)——»q)*(/"-") dans §)

pour toute ?EE telle gue (WI/WZ)/V solt bornée.

(st el \¢ 2/v est bornée, on sait que l'intégrale stochastique qw(,:‘-v‘)
est bien définie et est une martingale locale somme compensée de sauts; elle
est égale & ¢x6~ d'aprés (2.35) de [2]).

Commengong par un lemme,

(2.14) LEMME : Soit les hypothéses de (2 et weC telle gue L,V‘Z/V soit
bornée. Pour tout £> 0 41l existe um indice F tel que

) 1 02,
Xy § — SUP T, 1¢] = Iyl e (fﬂs < 3¢ + pE y ""“s
Démonstration. D'aprés (2.3) on a:

H ~— a -n ~ X N
(2.15) ay = supqec, ele v I¢=xé “s sZn;‘la suPq:ec, el < ¥ ! (o )n“LO ¢

si qe'&' ot ¢l < |w!, on sait que M™= q’xeﬂs ?*(r‘d-\/ﬂ) est une martingale
localement de carré intégrable dont le crochet prévisible < M“,M“> est majoreé
par le processus croissant QZ*V“, donc par le processus croissant waa‘ v
(ef. [3]). Par ailleurs (M*)% est dominé au sens de Lenglart [6] par
(M*,M*>, donc par \yaﬁv"', et on en déduit que pour tous nz1l, >0, 7> 0,

P(l‘(”‘eﬂnff) < %2- + P(va*vzz”l) .

On a aussi \IZIlLoéh + P(|Z2)>b) pour toute variable aléatoire Z et tout
b >0, donc il vient en premant 1 :EB:

(2.16) u(c\oxa“)n){Lo < 2% + P(Ya*\):; 23) .

Comme V et + sont dans ?:', et YZ/V est bormée, la fonction y'=
2/V est aussi dans T et ~( = 'V, La conditiom (2.11,1) appliquee a
y' entraine l'existence de F tel que

X_wlxv)|. & sk
(2.17) x> B — oy 2uv™a g2 lls g4,
Par ailleurs, comme v est prévisible positive et comme *2; Q, ona
2 - -n 2. >
“Y *V "S = Zn;12 “Y *vn "Lo .

Dtaprés (2.15), (2.16) et (2.17), et comme P(\Z]>b)£ Il Z}}Lo pour toute
variable 2 et tout b>0, on en déduit que pour « >-F

- 1 a
a,6 = anla n[zs + E'Eh*ﬁ*yn"Lo]
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1 '||,2 ~ A .2
= 2;_4.-—&3] »V "S < ZE+E+E3W*VIIS,
d'od le résultat. ®

Démonstration de (2,13). Soit ¢eT telle que c:= sup(lcf!/\‘-(’a/V) soit fini.
On définit la fonction suivante sur R, :

1 8i O<x<m
£.(x) = {m-ﬁ‘l-x si m<x<m+l
o] si m+l<x,
ot ¢u =0, (JEh, 91 =0-¢ .
D'abord, q/ms?m/v est dans ﬁé, donc d'aprés (2.10,1) et (2.11,1) appli-
. qués a Yy OB obtient '
< -( a
(2.18) $ax® = gy - gV — ¢ X0 2 Pt = O XV dams S .
Ensuite, si m>c¢c ona |4/Vizm = ceas lel ;3 done ‘(;125 ¢cV. De
plus cfu'l——-yo lorsque =m?t®, donc si t> O 1l existe m>¢ tel que

lg22wvly < €*

D'aprés (2.18) et le lemme (2.14) om peut trouver [? tel que
x>f o Jex(0"=0)llg £ €, leixtTly s 4e,

et le lemme (2.14) appliqué a l.a famille constante r“: f montre que
“%"9 “S < 4t également, Donc comme Y= cpm "'ﬁ; ,

x> e UX(87 =0) g & U x (07 =0)Ug + Jpt x B hg + lprebly < 9t

et comme £> 0 ast arbitraire, on a le résultat. ®

On aimerait biem-sfir déduire de (2.13) que, sous les mdmes hypothéses,

nG“-M '&’l_w —_—0 , "5‘.0"1@31.1-\/?‘ — Q
car la conclusion de (2.13) implique la condition (i) du théoréme (1.16) avec
V remplacé par YV. Mais le théoréme (1.16) ne s'applique pas ici, car les
mesures ¢~ ne sont pas positives, Cependant, on a:

(2.19) THEOREME : Sous les hypothéses du théoréme (2.13), et si la famille
filtrante (p*) est une suite (™), on a:

o =0 §L1-\/V —>0, o™ -8l 1@BL1-\/V. —> 0.
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Démonstration. On va appliquer l'équivalence du théoreéme (6.2) de [4]: 11
suffit de montrer que la suite (9‘) est "E-asymptotiquement bornée" et
MG asymptotiquement uniformément tendue" dans gV » ¢ qul signifie qu'on a
les dsux propriétés suivantes:

(2.20) li“rl,o lim sup Sup T, 1el € (T |\r<{><?nlls = 0.

(2221) #¢>0, JK compact de E avec
lim sup_ sup .= B <t.
| n "PyeC, ¢l «\(V 1B kC l¢x@ Ilg

Montrons d'abord (2.20), qui s'écrit encore:

n
(2.22) limrl,o lim sup supteefb" \\(’lsrﬁwxe g = 0.

SL ©>0 4l existe r >0 tel que |ro V*V\Isfil", donc d'aprés le lemme

(2.14) appliqué a vy ar(V 11 existe n_ tel que

)
) B a
et on en déduit (2.22).

Passgons a (2.21). Soit ¢> 0. Comme les mesures positives yB convergent.
vers V au sems de (2.11,ii), le lemme (7.9) de [4] monmtre qu'il existe un
n 4
compact K de E tel que, si ral_me“ch’ on ait )| (Vg)»v \g€ € pour
chaque n.,

On applique alors le lemme (2.14) pour chaque mesure B2 (avec 4 =4l

pour tout « ) : s&i q:e?f et si lt.plé‘{?f, on a (avee Y’Wf’s done
\.;razve):

n n
lox6%lg < 3% + i%\l(v;:)w lg < &¢

et on en déduit (2.21). 8

§2.c. Retour aux semimartingales. Nous terminons en montrant que la topologie

introduite dans le paragraphe précédent pour les mesures i valeurs entiéres

résoud effectivement le probléme, posas au §2-a, des rapports entre convergence
n

dans g des semimartingales o~ , ot convergence des mesures associées /4X .

(2.23) PROPOSITION : Soit X une semimartingale et (X’() une famille filtrante
de semimartingales. Soit V(w,t,x) = x2\1.

x

a) si x“ﬁx dans §’ on a ).o.x —._,}«X au _sens de (2.10).

«
b) Si )«x __?#X au sens de (2,10) et si les X™ et X sont des martin=

gales locales sommes compensées de sauts, nulles en O et vérifiant identi-
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guement |aX“|< a, |AX|=a pour une constante a, alors X“—— X dans s.

Il eat évidemment impossible d'obtenir une réciproque compléte de l'assertion
(a), car la mesure )- ne caractérise la semimartingale X gque dans le cas ol
celle-ci est nulle en O et est une martingale locale somme compensée de sauts,

Démonstration. a) D'aprés les eq_uivalencos du 'cheoreme (1.7), i1 suffit de mon-
trer que si g&C, alors V(las)*/‘ --—-»V(lag)*)n dans S. Soit h(x) =
g(x) x°A1. Alors

-

V(1@S)*)‘§ = Zaﬁt h(Ar;) .
Comme |h(x)|< dxal\'l) pour une constante ¢, on sait d'aprds (7] que l'ap-

plicatlon: X ~~> 3 ~  h(4X.) est continue de S dans S, et le résultat

en découle.
-3

b) Soit /A"a/»x y p= /«x. On utilise les notations ¢~ et & du f2-b.
Comme X~ est une martingale locale somme compensée de sauts et nulle em O
avec |AX“|< a, on sait d'aprés [3] que X = ¢x8™ avec ¢(<,t,x) = (xAa)Y (-a)
et de mdme X=¢xd. Comme q?a/V est bormé et comme ¢cC, le résultat découle
du théoréme (2.13). 8
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