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Séminaires de Probabilités 1982 
Université de Rennes I 

PROBABILITES DE LEVY SUR R d 

ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES LINEAIRES 

J.B. GRAVEREAUX 

INTRODUCTION 

La notion de probabilité de Lévy sur est une généralisation de ce l l e 

de l o i de la classe L sur ft développée dans l e chapitre 6 de [ 1 ] . 

(Voir aussi [3] - p. 331 à 338). Les probabilités de Lévy sont indéfini

ment d iv i s ib les . Leur étude a été fa i t e par K. Urbanik dans [ 6 ] . (Voir 

aussi [5] et [7] ) . 

On montre i c i qu'à toute probabilité de Lévy ri pleine s u r d o n peut associer 

un processus de Markov d-dimensionnel (Q,F, (F^) , (X^) ^ g C ^ ^ ^ ^ d ) 

dont l e semi-groupe admet X] comme probabilité invariante. Ce processus 

est solution d'une équation d i f f é ren t i e l l e stochastique de la forme : 

dX t * h ( X t ) dt + dZ t > où h est un opérateur l inéaire sur IR^ t e l que 

t h th 
lim e = 0 (e désigne l'opérateur exponentiel de th) et où 
t-*+<» 

(Z ) t > 0 est un P - A - I - S ; on a de plus pour tout t j> 0 : 

ri * ( e t h . rt) * où e t h . n désigne la mesure image de par e t h , 

et n t la l o i de Xfc pour P ° . ( * est l e produit de convolution des 

mesures)· 
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Dans l e paragraphe l , on étudie la classe de processus de îîarkov 

constituée des solutions d^quations d i f fé ren t ie l l es stochastiques 

l inéaires du type : dX t * h(X t )d t + dZ t avec h LQBdJPd) et avec 

pour ( z

t ) t > 0 un P . A . I . S . 

On donne une défini t ion équivalente de cette famille de processus 

markoviens faisant intervenir la forme particulière du semi-groupe de 

transition. Cn pose ensuite l e problème de l 'exis tence d'une probabilité 

invariante. On donne des conditions suffisantes sur une probabilité 

pour qu'on puisse construire un processus du type considéré l'admettant 

comme mesure invariante. 

Dans l e paragraphe 2, on défini t les probabilités de Lévy sur 1P et la 

sous-classe des probabilités stables pour les opérateurs. On rappelle 

deux théorèmes importants, l e premier de Hrbanik ( v o i r [ 6] ) et le 

second de M. Sharpe (voi r [ 4 ] ) . 

Dans l e paragraphe 3, on résout l e problème de l 'exis tence d'une 

probabilité invariante dans l e cas où lim e*"*1 » 0. On retrouve en 
t + <» 

part iculier des résultats de Jurek ( [ 12 ] ) . I l existe une probabilité 

invariante dans l e cas considéré s i et seulement s i î .og(l + | | Z^\\ ) est 

P°-intégrable. Cette probabilité est unique et appartient à la classe A 

des "probabilités autodëcomposables pour les opérateurs". 

On u t i l i s e les résultats précédents pour caractériser (comme dans [12 ] ) , 

la classe A (et en part iculier les probabilités de T:évy p le ines) . 
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Dans l e paragraphe 4, on étudie l e problème de l 'existence d'une probabilité 

invariante'dans l e cas général. On montre qu ' i l est nécessaire et suffisant 

que la projection du processus sur le sous-espace stable associé aux valeurs 

propres X de h t e l l e s que Re(X) £ 0 (resp :Re(X) < 0) soit déterministe 

(et resp : v é r i f i e la condition d ' in têgrabi l i té donnée au paragraphe 3 ) . 

Pour ce type de résultats (et aussi pour une partie du 3 ) ) voi r aussi 

l ' a r t i c l e [ 1 4 ] de Zabczyk. 

Dans l e paragraphe 5 , on étudie l e caractère symétrique, relativement à 

une probabilité de Lëvy , du semi-groupe d'un processus de Markov de 

la classe considérée. Lorsque ce processus v é r i f i e : dX t * h (X t )d t + dZ^ 

avec h * X(id) et X< 0, et avec pour ^ t ^ t > 0 * u n m o u v e m e n t brownien* 

( X t > t > Q est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck classique et i l est 

bien connu que tpour la l o i gaussienne centrée de covariance - y ^ { i d ) , 

l e processus est symétrique. 

Dans l e cas général on montre que, lorsque d » 1, i l y a symétrie s i 

et seulement s i la probabilité invariante est gaussienne. Lorsque d est 

quelconque et s i la probabilité invariante n est gaussienne de covariance C, 

i l y a symétrie s i et seulement s i hoC est auto-adjoint. On montre que, 

s i h est diagonisable et s ' i l y a symétrie, n est nécessairement 

gaussienne. 

1 - La classe de processus de Markov considérée. 

On notera B0Rd) la tribu borélienne de H d et <,> l e produit 

scalaire usuel. LOR^^R^) désignera l'ensemble des applications l inéaires 
d d de 1R dans H . 
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On se donne, sur l 'espace probabilisé (ft' , F f , P f ) > muni d'une 

f i l t r a t i on c.a.d ^ t ^ t > 0 ' u n ^ t ^ t > 0 p ~ A - 1 ~ s ( : Processus 

à accroissements indépendants stationnaires) ^ t^ t>0 ^ valeurs 

dans H d , P'-ps c . a . d . l . a . g . avec ZQ « o ,P ' -ps . 

Soit h une application l inéaire de dans R^. On considère sur 

( & \ ? \ ? ' ) l 'équation d i f f é r en t i e l l e stochastique l inéaire suivante : 

( * ) d X . « h(X.) dt + d Z . 
t u u 

I l est bien connu que, pour tout x de II e*, i l existe une solution 

de ( * ) et une seule qui v é r i f i e X Q * x, P'-ps ; cette solution 

( X t ( « » x ) ) t > Q e s t donnée par la formule suivante : 

(1) X ^ ( . , x ) - e t h [ x + f - e ~ s h dZJ ( · ) ] 
J ] o , t ] 3 

(où, pour X rée l , e^*1 désigne l'opérateur l inéaire exponentiel 

deAh.) El le est P'-ps c . a . d . l . a . g . 

Si on se place sur l 'espace produit Q 9 Q' x IIe* muni de la tribu 

produit F » F' ® B 0 R d ) , la famille [ ( X t ( . , x ) ) t > Q ] peut être 

considérée comme un processus ( x

t ) t > g s u r et on a : 

rt 

X. - h(X ) ds + Z„ + x 
( * * ) et * Jo 3 * 0 

X 0 » x , P X - ps, Vx € 3Rd, 

avec P » P' ® £ (où £ désigne la mesure de Dirac en x) et en x x 

considérant ^ t^ t>0 c o m m e u n processus sur (fi,F) indépendant de x. 

La solution considérée de ( * * ) est fortement markovienne comme le 

montre la proposition suivante (ou encore par un résultat classique : 

i l y a unicité t r a jec to r ie l l e et l e processus directeur ( z

t ^ t > Q e s t 

un P - A - I - S . ) 
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On notera F * F ' t ® SQRd) pour t >̂ 0. 

( F t ) t > Q est c.a.d. 

Proposition (1-1) : 

( J î t F , ( F t ) t > 0 , ( X t ) t > 0 » ( p X ) x ^ d ) e s t w n processus de Markov fort 

semi-martingale ; il est normal et ps c.a.d. l.a.g. 

Il vérifie la propriété (?) suivante (avec g ( t ) - e t h , V t >_ 0). 

Il cxsUtc une. application g c.a.d. de dan* L ( R d

r R
d ) 

taltz qua Von cuit : 

( P ) EX [ f ( X t ) 1 « E ° [ f ( X T + g ( t ) ( x ) î 

Vx € ]R d , V t > 0, Vf € b B ( !R d) 

(b B QRd) daignant V tnbwblz de* application* boxzliznnzà boinèzà 

de ]Rd da*u> n ) . 

Démonstration : 

D'après (1) et les définitions de F t et P X , ( X t ) t > 0

 e s t » P o u r chaque x 

de 3Rd, u n e - ^ F

t ^ t > 0 » PX)-semimartingale P x-ps c.a.d . l . a . g . et on a 

* x, P X -ps. 

o 

On a la propriété (P) , avec g ( t ) * e*"*1, car s i on pose Y * e " s t l dZ s 

Ut] 

pour t>o, ^Yt^t>o n e d ^ P e n d 3 u e d e °L ) f e t o n a : 

X t ( o a f , x ) * e t h ( x ) + e t h ( Y t ( o ) f ) ) - e t h ( x ) + X t (u> f , o ) . 

Pour obtenir la propriété de Markov for te , on éc r i t , pour tout (F ) ^ -
t t>o 

temps d'arrêt T, sur [T<°°] : 
/ ? x t h / V / ? N N T(oif ,x) .h+th , f -sh ,n s 

X T + t ( o a ' , x ) » e ( X T ( O J ' , X ) ) + e ( e dZ ) 

]T(u/,x) , T ( V , x ) + t] 
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Soit : 

X T + t ' [ 7 * + | e " S h d ^ *v«c 

loge] 

Z s ( u ) ' , x ) - Z T ( a ) , > x ) + g - Z T ( u , > x ) , pour s>o.(Toujours sur . ) 

Pour tout x f i x é , T . ( . , x ) est un ( F ' t ) t Q -temps d'arrêt e t , puisque 

( Z s ) s > 0 est un ( F ' t ) t > 0 - P . A . I . S . , ( 2 g ) g > 0 est sur [tu' : T ( u ' , x ) < « ] 

un (p ' _ ^ - P . A . I . S . indépendant de F'~ et de mime l o i que (Z ) 
T+t t>o r s S>0 

» 

Par suite, s i ^ » e ~ s h d£ s pour t>o, sur [T<«] , est 
t J]o, t ] * C - ° 

un ( F ' - P . A . I . (non stationnaire) indépendant de F ' et la l o i de 
T+t t>o I 

e t h ( Y t ) . l ^ T < o o j p Q u r p x e s t l a ^ ce l l e de X t pour P ° , Vt>p. 

Par suite on a, sur [ T<®] et pour tout u€TR D
 : 

E x [exp(i<u, X T + t > ) / F T ] « e x p ( i < u , e t h ( X T ) > ) . E° [exp(i<u, X t > ) ] 

- EXT [exp(i<u, X t > ) ] 

D'où la proposition ( 1 . 1 ) . 

Inversement, partant d'un processus de Markov d-dimensiannel normal 

c . a .d . l . a .g et qui v é r i f i e ( P ) , on peut lu i associer une équation 

d i f f é r en t i e l l e stochastique l inéai re qu ' i l sa t isfa i t comme l e montre 

la proposition suivante. 
d d 

On désignera par f l 'adjoint de f £ LQR ) 

Proposition (1.2} : 

Soit (fi,F, ( F , . ) „ S > ( X J ^ > ( p X ) ^ T D d ) ^ pX-oczMuA dz Mtvikov à vœt&uAà 
t t^O t t^O 2C^Jrv 

day\À B D nowaZ, p4 c.a.d.l.a.g , avzc ( F ) > c.a.d. On 4uppo4Z dz pliu 

qu'on a (?), 
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Молл : 

(a) 11 ixi&tz h dam Ш ( 1 Д с 1 ) *e££e que. g(t) - e t h роил tout t>o &t 
-Cetee ?аг U Ф (и) - Е°[в 1 < и , х^1 on ас£ Ф (и) - Ф ( е з Ь * ( и ) . Ф ( и ) , 

И t + S t s 
Vs f t>o p Vu€]Rd, 

rt 

(b) S>t Z t — X t - h<7.a)ds-Jk роил t>o, ( Z t ) t > o M * un ( F t ) t > 0 -

P . A . I . S . ps c . a .d . l . a .g а#шг£ même £<u. роил totus p x zt z 0 » o,p* 

(c) ( X t ) t > 0 &>t unz ( ( F t ) t > o , P x ) -*emwanXingaZz, v x € ] R d . 

id) ( Û , f » ( F t ) t > 0 , ( V t > o , ( ? X ) * 3 R d ) w * iovtmzn* moAkovinn, zt on a : 

X t e t h [x * { e ~ s h dZ s] . 
F*Lps ]o,t] 

(e) La Lq<L dz X t Zàt, роал ckaqaz t>o, Indi^nÂjnznt div<U<Lblz. 

Démonstration : 

On a, d'après la propriété de Markov et (P) : 
. e i < g * < s ) ( u ) , g ( t ) ( x ) > , ( g * ( s ) ( u ) ) . ф (u ) . 

t s 

Donc : 

(2) E x [ . 1 < t a ' W l - e i < u . g ^ ) . g ( t ) ( x ) > .ф ( g * ( s ) ( u ) ) . * ( u ) . 

с s 

Comme d'après (P) on a aussi E x [ ̂ ^s*^) - ( x ) > . Ф д + с ( и ) 

on a : 
(3) .i<«.i<«)-eCt)(x)>># ( g * ( s ) ( u M ( u ) , e i < u , g ( s + t ) ( x ) > . ф ( u ) 

с 3 

Prenant x » о dans ( 3 ) , on obtient : Ф (u) a ( g * ( s ) (u) ) - * s ^ u ) -
s+t t 3 
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En choisissant u assez pet i t pour que Ф (u) t 0 et en faisant 

varier x, on obtient : 

(4) g ( s + t ) - g ( s ) o g ( t ) , Vs,t>o. 
ttl 

A cause de la continuité à droite de g , on a g ( t ) · e pour un 

h de L Q R d , R d ) . D'où ( a ) . 
sh 

Pour obtenir ( b ) , on f ixe t et on pose Ys * Xt+s - * ( x t ) P°ur 

s>;0# On va démontrer la propriété suivante : 

( P 1 ) Роил civique. P x Iz рысглдил (Y^)s>0 Indipzndayvt de F t 

zt а тЫг loi que ( x
g ) s > 0 * C L U> p ° - ~ 

I l suff i t pour cela de montrer que : 
n n 

(5) E x [ e x p ( i l < u y . Y > ) / F j - E° [ e x p ( i £ <u.,X c >)] 

k-1 % C k-1 s k 

pour tout n>l, tous syïP* ^ H ^ . 

C'est presque évident pour n * 1 en ut i l isant la propriété de Markov 

et (P) : 

EX [ axp(i<u,Y > ) / F j » E X t [ exp( i<u ,X s >)] e x p ( - i < U , e s h ( X t ) > ) , 
S L 

donc E x [ eXp( i<u ,Y s >) /F t ] » E° [ exp(i<u,X s>>] . 

Supposons que ( P f ) est vra ie â"lf ordre n. Soient s i , . . . , s n + 1 avec 

s l < s 2 < e * * < s n + l * D'après la propriété de Markov en t+s n et ( P ) , 

x n r L 

E [ e x p ( i l <M^9Y
 > ) / E f . ] peut s 'écr i re sous la forme : 

-1 fc 

EX [ e x p ( i ( l <u k ,Y g > - < u n + 1 , g ( s n + 1 ) ( X t ) > ) ) . E X t + S n ( e i < U n + b X s n + l ~sn)/\)] 
k— 1 к 

ou encore : 

E x [ e x p ( i ( j < V

Y s 1

> - < V l ' S ( s i l + 1 ) ( X t ) + 8 ( V l - s n ) ( W > ) ) / F t H s - s ( V l > 

fcC—I 1С rvi П 

Finalement on obtient : 

n+1 n 
(6) EX [ e x p ( i l <u Y >)/F ] « E X [ e x p ( i £ <u , Y S >+<g (s -s ) (u. . ) Л > ) ) / F J 

k-1 fc к C k-1 k к n* n n+1 s k t 
x ф (и ) 

n+1 n 
en uti l isant (4) et la définit ion de Y s ) . 

n 
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On a de même en appliquant la propriété de Markov en S Q « C ^ '' 

E° [ « P ( l T <u k ,X g » ] - E° [ e x p ( i l S . X » . / - s ^ e ^ l ' ^ l - ^ ) ] 
k-1 S k k-1 *k 

( 7 ) . E o [ e x P ( i ( . I <*VX > + < g * ( s n + 1 - s n ) ( u

I i + i > ' X s n

> > ) l 

x $ s ( U ) 
n+1 n 

L'hypothèse de récurrence entraîne que (6) et (7) sont égales. D'où ( P 1 ) . 

Z t est bien définie à une égal i té presque sûre près pour tout t^o, car 

( X t ) t > o est ps c . a . d . l . a . g . ( 2

t ) t > 0

 e s t P s c . a .d . l . a .g . et 

ZQ * o, P x -ps , Vx de manière évidente. 

Z t + s - Z t - ( X t + s " V - { ^ < V d v 

( X t + s - V - f h < W d v 

> o * 

, Y + ( e

s h - i d ) ( X j - [ h(Y + e v h ( X j ) d v . 
S L V t 

J O 

fS sh fS vh Donc Z_ - Z * Y - h(Y )dv + (e - i d ) ( X j - ( tue dv) (X ) (en t+s t s V t t 
J O

 J O 
uti l isant la l inéar i té de h ) . Finalement on obtient : 

(8) Z ^ - z « Y - f h(Y )dv car ~ ( e s h ) » h 0 e s h qui est continu 
E + S C S V <}3 

J O 

par rapport à s. 

En appliquant ( P ' ) , on obtient que z

t + s - est indépendante de F 
rs 

et que sa l o i pour P est la même que ce l l e de X - h(X^)dv * Z pour P ° . 
* o 
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En par t icul ier , pour t * 0, on vo i t que Z a même l o i pour tous les P (V s>0). 
s —** 

( I l en est de même pour ^ S ^ 3 > Q ^ 9 ®N
 a donc ( b ) . ( c ) est immédiat à part ir 

de ( b ) . (d) s'obtient en ut i l isant la formule de I to et la proposition ( 1 . 1 ) . 

th f —sh 
Comme X„ * e [ x * e dZ 1 , la l o i de X^ est indéfiniment d iv i s ib l e t 1 j s J 9 t 

] o , t ] 

pour tout t >0 ( : s i Y t « e " s h dZ g , ( Y ^ t > 0 e s t U n ?* A , X S a t l S 

lo'tj 

discontinuité f i x e . D'où l 'on a ( e ) et la proposition ( 1 - 2 ) . 

Remarque (1.3) 

On peut démontrer que, s i ( Œ, F , ( F ) Q , ( x

t ) t > 0 > 

est un processus de Markov normal d-dimensionnelvérifiant ( P ) , avec 

(F t ) t > Q c.a.d, on peut, quitte à compléter les tribus et s i on suppose 

que t"" * t ( u ) est c.a.d. l . a . g . pour tout u € II e*, en construire une 

version ps/c.a.d. l . a . g . __ v 
d (u) e x p ( i < u , Y > ) 

(Pour cela on montre que , V u € Ж , s i M » ^ - ^ ^ ^ ^ ^ - ^ - ^ ^ ^ , 
Z Z° [ exp(i <u,Y t >)] 

avec Y - e " t h ( X . ) , ( M ^ u ) ) est une ( P ° , ( F ) ) -martingale) . 
c ' c t>0 -

Soit № , F , ( F t ) t > 0 , ( x

t ) t > 0 > ( p X ) x Q R d ) u n P r ° « s s u s de Markov 

normal vér i f iant (P) avec g ( t ) * eth f Vt 0. Si ( p

t ) t > n désigne son 

se*"!-groupe de transition et ц la l o i de X pour P ° , la propriété 

(P) peut s 'écr i re encore sous la forme suivante. 

(9) P t f ( x ) - J f ( e t h ( x ) . + y) n t ( d y ) 

Par suite, on a immédiatement la proposition suivante. On rappelle que 
Л est invariante pour .(P ) s i , Т)? a Л» Vt > 0. 

t t t r"~ 

Proposition (1-4) : 

Une pxobabJMXz л 4ал QRd, B0R d)) z&£ inv<vUan£z роил Iz b<mL-qKou.pz 
( P t ) t > 0 àl zt bzuZwznZ 6l zilz vznl^lz роил tout t>0 : 

(10) Л - ( е С Ь . Л ) * Л с 
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( e t h . Л désigne la probabilité image de Л par e t h et * l e produit 

de convolution). On notera PQRd) l'ensemble des probabilités sur 

( R d , ВQR d)) · 

D€f inl t ion( l -5) : 

Soient Л € PQRd) et f € LQRd,JRd). On dip que Л est 

"f-décomposable" s ' i l existe n f
 € P0P d) t e l l e que l 'on a i t : 

Л * ( f - Л ) * Л£ . 

En termes de fonctions caractéristiques, la propriété précédente s ' éc r i t , 

s i ф désigne la fonction caractéristique de л et <j)f c e l l e de Л£ 

(11) ф(ц) « 4>(f*(u)) . Ф £ ( и ) , V u € Жй. 

D'après la proposition ( 1 - 4 ) , une probabilité invariante Л est 

nécessairement e^-décomposable pour tout t^>0 (et de plus : 

Л * (е С*\л) * n t avec pour n t la l o i de Xfc pour P°) . 

Dans ce qui suit , au l ieu de se donner un processus de Markov de la classe 

considérée, on part d'une probabilité Л sur IRd et d'un opérateur h 

et on leur associe un processus markovien pour lequel л est invariante. 

Proposition (1-6) : 

Soiznt л € PQRd) zt h € LQR d ;R d ) · Si T) ZAt e t h-ctécompo-

àablz роил tout t >0 zt *i 4>a fonction саласХелЛлtiquz ф ne 

4 lanmZz рам, il zxiàtz un p/i0ce44o6 dz Ma/tfeov solution d}unz zquation 

Atochdbtiquz dz la {omz (* *], uniquz zn loi, admettant л comme 

probabilité inva/iiantz. 
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Démonstration : 

^ ne s'annulant pas, i l exis te pour chaque t ^ O une unique probabil i té 
th 

ri t e l l e que H » (e .H) * H : car la fonction caractéristique $ 
t t t 

de nfc s ' é c r i t (12) * t ( u ) - * W 

Heth ( u ) ) 

On pose, pour f u ( x ) • e i < : u , x > : 

(13) P t £ u ( x ) - • 1 < * » ' t h ( x ) > . * t ( u ) 

Pour obtenir la propriété de semi-groupe P (P f ) * P f , i l suf f i t 
r o r s t u s+t u ' 

de montrer qu'on a : 

En e f fe t : P (P f ) (x ) - e x p ( i < e t h ( u ) , e s h ( x ) > ) . <J> ( e t h ( u ) ) . A (u) 
S t U s t 

- e x p ( i < u , e ( s + t ) h ( x ) > ) . <j> ( e t h ( u ) ) . <t> fu) 
S t 

e t P s + t f u ( x ) m ^ P ( i < ' ^ e ( s + t ) h ( x ) > ) - ^ + t ( u ) . 

(ou encore u t i l i s e r ( 9 ) ) . 

Pour obtenir (14) on remarque que, s i f ^ L(R d JR^) et s i (u,v € PQR d ) , 

on a : f . ( y * v ) - ( f . y ) * ( f . v ) . 

Donc : n » ( e t h . n ) * n « [ e t h . ( ( e s h . n ) * n ) ] * n ou encore 
t s t 

H s ( e ^ S + t ^ h . r | ) * ( e t h . n ) * n t « D'où l e résultat par l ' un i c i t é de 

n s + t t e l l e que : n « ( e ( s + t ) h . n ) * H ^ . 

I l exis te donc, sur l 'espace canonique fl » 0R d) , un processus de 
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Markov dont l e semi-groupe admet la res t r ic t ion (13) aux f^. 

On a r\ * P a r s u * t e > P a r ( 1 3 ) , l e processus est normal. I l 

v é r i f i e (P) par déf in i t ion , n est invariante de manière évidente. 

(12) entraîne que t <J>t(u) est continue pour tout u. D'où l ' ex is tence 

d'une modification c . a . d . l . a . g . du processus en ut i l i sant la remarque ( 1 - 3 ) . 

Par sui te , en appliquant la proposition ( 1 - 2 ) , l e processus v é r i f i e ( * * ) . 

L 'unic i té en l o i est évidente (à cause de l ' un i c i t é de Ti vue au d é b u t ) . · 

Remarquons que, pour tout opérateur h, i l exis te une in f in i t é de 

probabili tés e^-décomposables pour tout t ^>0 dont la fonction carac

tér is t ique ne s'annule pas : toute probabil i té de Dirac convient. 

Le processus de Markov correspondant est déterministe de manière évidente. 

La proposition (1-6) sera appliquée aux "probabili tés autodécomposables pour 

les opérateurs" et aux "probabilités de Lévy pleines" que l ' on va introduire 

maintenant. 
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2 - Probabilités de Lévy- Probabilités stables. 

On notera I l'ensemble des l o i s indéfiniment d iv i s ib l e s sur QRd, BQR d ) ) . 

Définitions (2-1) 

(1) La classe L des "probabili tés de Lévy" sur 0R d, B(LRd)) est l'ensemble 

des l o i s l imi t e s , quand n + +°° ,de l o i s de v .a de la forme 

n 
A ( i ) + a , où (Ç. ) , ^ est une suite de v . a , à valeurs 

n \ L , k n' k k>l 
k*l — 

dansH d , indépendantes, où a £ ] R d , V n, et où A £ LQR d,IR d) et est 
n n 

invers ible , avec la condition (UI) suivante dans laquel le n désigne 
la l o i de A (Ç. ) : n K 

(UI) V V voisinage de 0 dansH d , lira max y, QR d-V) » 0· 
n ^ + « K k< n k , n 

(2) La classe S des "probabilités stables pour les opérateurs" est l e 

sous-ensemble de L obtenu en imposant que les aient même l o i . 

Tout élément de L est indéfiniment d i v i s i b l e . Lorsque dans ( 1 ) , on impose 

que A «77- ( i d ) avec b >0 (e t id : ident i té de ]R d ) , on obtient la classe n D n n 

L^ des "probabili tés autodécomposables". Lorsque de plus les ont 

même l o i , on obtient les l o i s stables au sens ordinaire. 

On di t que n £ PQRd) est "pleine" s i son support n 'est pas contenu dans 

un hyperplan a f f ine . On vo i t facilement que n est pleine s i et seulement 

s i , <j> désignant sa fonction caractérist ique, i l n ' ex is te pas d'élément 

u €]Rd-{0} t e l que l 'on a i t : ¡4>( Au) | » 1, V X 6 m. (Voir [ 4 ] , prop. 1 ) . 
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Définition ( 2 - 2 ) : 

Soit Л € pQR d ) . л est " autodécomposable pour les opérateurs", et 
d d 3h on note Л € A , s ' i l exis te h € LQR JR ) t e l l e que : lim e * 0 

sb s " + ° ° et t e l l e que Л soi t e -décomposable pour tout s>0. 

On a alors l e résultat suivant : 

Théorème (2-3) : 

Soit л 6 PQR d )-

( / ) SI л zst unz pKobablUXz dz Lzvy plzlnz, аЛопл л zst auto-
dlcomposablz роил Izs opziatzu/u. 

(2) Invz/iswznt, si л € A , aXo>t6 л w-t de Lève/. Ре р£об £e tzmz л с 

de la décomposition л » ( e s .л) * Л 3 <ist dans I (e t unique). 

(Voir [ 6 ] , proposi t ions(5-l) et . ( 5 - 2 ) ) . 

Pour les probabil i tés stables au sens de la déf ini t ion (2-1) (2) on a 

l e théorème suivant dans lequel pour л € I de fonction caractéristique ф, 
$t t Л désigne la probabil i té de fonction caractéristique ф 

Théorème (2-4) : 

(/) SI л € S zt si л zst plzlnz, on a la priopKlztz dz décomposition (D) 

sulvantz : 

(D) 3 f e L 0 R d ^ d ) t e l l e que lim £ S e f » 0 et t e l l e que : 

V t>0, 3 Ь € Ж avec : 

*t , (Log t ) f N ж p Л e (e .Л) * £ r b г 
t 

(2). Invzns<mznt si л <= P0R d) v&U£lz (D) , a£cm л<=з. 
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Remarquons que, lorsqu'on prend t * n £ IN dans ( D ) , on obtient 

l 'expression suivante de la s t ab i l i t é : s i X ^ , . . - , X n sont n v .a de 

l o i n indépendantes, Xj + . . . + X n a même l o i que A^(X) + b n , avec pour X 
« « , m (Log n ) . f une v .a de l o i n et A * e ° n 

(Voir [ 4 ] pour l e (1) du théorème (2-4) ; l e (2) est év iden t ) . 

Remarquons que n est autodécomposable s i et seulement s i l 'opérateur h 

associé dans l e théorème (2-3) est h * - id (ou - X i d ) avec X > 0 ) . 

De même n est une l o i stable au sens ordinaire s i et seulement s i e l l e 

v é r i f i e (D) avec f » id . 

Corol la i re (2-5) : 

SZ n vî/Ufcz la pnopnÂjitl (D) , n z&t e~s{-tâcompoACLblz pouA tout s>p 

et iz tz/unz n s cowizàpondayvt Z6t : 

—s 

e s 

Démonstration : 

—s 

On remplace t par e dans (D) et on prend l e produit de convolution avec 

* ( l - e " " s ) 
ri des deux membres. D'où l e résultat . 

Lorsque d - 1 les classes L, L^ et A coïncident et on retrouve la notion 

de " l o i de la classe L" introduite par Paul Lévy et développée dans l e 

chapitre 6 de [ 1 ] (ou dans [ 3 ] p.331 à 336). La l o i de Poisson n'est 

pas de la classe L. Toute l o i de la classe L est unimodale. (Voir [ 8 ] 

pour la première démonstration complète de ce résultat énoncé dans [ 1 ] ) 

La fonction caractéristique correspondante est de la forme : 

1 P1 

<j>(u) - — $(v) dv pour u ^ 0, où $ est une autre fonction caractérisa 
J o 

tique. Par suite <j> est continûment derivable surlR-{0} .(Résultat que l ' on 

retrouvera plus lo in par une autre méthode). 
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3 - Existence d'une probabilité invariante : cas où lim e * 0. 
t 0 0 

D 'après l e théorème (2-3), tout élément n de la classe A des probabili tés 

autodécomposables pour les opérateurs (en par t icul ier toute probabil i té de 

Lévy pleine) est indéfiniment d i v i s i b l e . Par suite, on peut appliquer à n 

la proposition (1-6) : i l exis te un processus de Markov de la classe 

étudiée au paragraphe 1 l'admettant comme probabil i té invariante. 

Pour pouvoir en déduire des résultats sur la classe A, i l faut vo i r sous 

quelles conditions i l existe une probabili té invariante lorsque ( X f c ) t Q 

v é r i f i e dX t * h (X t )d t + dZ t et lorsque l 'opérateur h v é r i f i e : ~ 

lim e t h » 0. 
t 0 0 

x On se donne donc un processus de Markov ( £2, F, ( F . ) . s n , ( X . ) f c (P ) _ d ) 
u t ^ U t t ^ U X *s JR 

solution de dX - h(X )dt + dZ , avec h € LQR^ JB?) » Uni e t h » 0 et avec 
t + + « 

( Z t ) t > Q P . A . I . S . d-dimensionnel. 

On notera Ç l e " log" de la fonction caractéristique de Z^ ( so i t : 

E° [e^<<J,'^l > ] * e ^ U \ V u ) . S désignera la mesure de Lévy associée aux 

sauts du P . A . I . S . ( z

t ) t j > 0 -

On a l e résultat suivant. Voir l e théorème (2-1) de [ 12 ] pour une autre 

démonstration antérieure et dans un cadre plus large du mime type de 

résultat : est remplacé par un espace de Banach. Par contre, i l est 

supposé que | | e ^ | | < l . 

Théorème (3-1) : 

II zxlbtz une pKobabÂJUXz Inva/Uantz r\ *><i zt AzuZwznt : 
/» 

log( | |x | | ) S(dx) <+ oo ; ou. znzoïz 6^ on a la condition zquivatzntz Atiivantz : 

• { | N I > i } 
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E° [ L o g ( l + HzJI) ] < • · 

Varia ce ccu> : 
f t J 

(a) lim Ç ( e s h * ( u ) d s » Ç ( e s h * ( u ) d s ZXÂAtZ pouA tout u € 1R , 
t -v + oo J o Jo 

n Z6t unique, zt 6a fonction caAxictViiàtiquz <J> 6'£cAit 

<J>(u) » exp [ Ç ( e S h * ( u ) d s ] . Vz plu* n € A . 

(fa) Si 0 » e s h d Z , U convzAgz P°-ps , quand t + +*> , \J2A6 

une v/.a u de &u. n . 
00 

Démonstration : 

On montre d'abord que la fonction caractéristique <j> de X pour P° 

s ' éc r i t : 

ft h 

(1) <frt(u) * exp [ Ç(e (u))ds ] -(Résultat valable même s i on n'a 
' o 

pas lim e*"*1 * 0 ) . 
t -* + oo 

C'est une conséquence immédiate de l ' é g a l i t é ps suivante : 

vue dans la proposition (1-2) et du 

lemme suivant. 

Lemme (3-2) : 

Sc^ct g : 1R+ ^ L O R d ^ R d ) , tfiZAunjablz boxn&z 6ua tout intzn.vattz ] 0 , s ] , 
avec s > 0. Si t > 0 zt 6i Y » g ( s ) d z , a£a>t4 on a : 

J ] o , t ] 3 

(2) E° t exp( i <u,Y >>] - exp [ Ç(g ( s ) ( u ) ) d s ] . 
Jo 

Démonstration du lemme : 

On approche Y en probabil i té par une suite Y ^ d ' intégrales stochastiques 

file:///J2A6
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(n) n ~ 
de processus étages ; Y * 7 g ( s v ) ( Z - Z ) , 

fc=0 V l S k 

où 0 - s <:s1 <. . .<s - * t et on a : 
o 1 n+1 

[ « p ( i < u , Y w > ) ] - exp [ J ( S f c f l - a k ) Ç ( g ( s k ) * ( u ) ) ] car ( Z t > t > Q 

est une P . A . I . S . et car la fonction caractéristique de Z est e t # ^ . 

D'où l e résultat en faisant tendre n vers + °°. 

Le f a i t que les deux conditions données au début de l'énoncé du théorème 

sont équivalentes est un résultat bien connu. (Voir par exemple : [ 10] ) . 

Supposons q u ' i l existe une probabili té invariante r\ , alors sa fonction 

caractéristique vér i f i an t (par la proposition (1 -4 ) ) : 

(3) 0(u) * <{>(e t h*(u)).<j> (u) avec <J> donnée par ( 1 ) , comme 
th* 

e 0 , on obtient, lorsque t tend vers + °°, 
t + 0 0 

fc «h* 
(4) <j>(u) * lim exp[ Ç(e (u)ds ] . D'où l e (a) du théorème. 

t + + oo J o 

Pour montrer que Log(||x | |)S(dx) <+ 0 0 , on va prouver qu'on a l e (b) 

' *Cf fx | | > i } 

et ensuite déduire de la convergence en probabil i té de U , quand t +°°, 

cet te condition sur S. 

(b) : d'après l e lemme ( 3 - 2 ) , la fonction caractéristique de U pour P° 

est la même que c e l l e de X^. El le est donnée par ( 1 ) . Par suite ( u

t ) t > * g 

converge en l o i lorsque t vers la l o i n . Comme U est l ' in tégraTe 

stochastique d'un processus déterministe par rapport à un P . A . I . S . , les 

convergences en l o i , en probabil i té et presque sûre sont équivalentes. ( [ 1 5 ] ) · 

(La convergence en probabil i té est immédiate car, s i t' <^z, on a 

Eo f e i < u , U t - U t , > j m f p Z i e

s h * ( n ) d s ) * i, et donc U - U , 

converge vers<Qen l o i et donc en probabi l i té . Par suite, comme 
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l 'espace L^dC fi, F, P) des v.a à valeurs dans !Rd muni de la convergence 

en probabil i té est métrique complet, ( u

t ) t > Q converge en probabil i té 

vers une v.a U de l o i n . D'où l e ( b ) . 
t 

On aura besoin dans la suite de la démonstration du théorème 

inégal i tés suivantes : 

(5) 3 a,8 > 0 t e l s que : | | e s h ( u ) | | > cuT 6* ||u|| 

(6) 3 y A > 0 t e l s q u e : I U 8 h ( u ) | | . <<Ye^ t il il 

V u € ] R d , V t ^ O -

( I l suf f i t de prendre -S et -<5 t e l s que : ReU) >-S et R e U ) <-y<0 

pour, toute valeur propre X de h ) . 

(Voir [6 ] p. 139 et 140). 

Pour terminer la démonstration du f a i t que l ' ex is tence d'une probabil i té 

invariante implique : Log( | |x | | )S(dx) < -h», on part du résultat (b) 
H | | X | | > I } 

qu'on vient de prouver. 

Posons N

t * £ ^ { lAU I > l } * ^ N t ^ t > 0 e s t u n P r o c e s s u s croissant à 
S <£ · S ' ~ 

valeurs entières dont l e "compensateur" est ( A

t ) t > o déf ini par 

çt r "~ 
K m ^ , au S(dx))ds . 

1 Jo ' J { l | e s h ( x ) i > l } 

(car on a: ÂU t » e t h ( A Z t ) , où A ( . ) t désigne l e saut du processus 

considéré à l ' ins tant t ) . 

Si T » inf { t : N > n } on a, s i A M . <+ » désigne lim A. : 
n z~ ~ t 

(7) A^.P [ T =« + oû ] <E(A T ) - E(N T ) <n. 
n —- •tn ±n — 

Comme (IT ) n converge presque suremen t , N * lim N. < + <», P° - ps. 

Par suite P [ T » <» ] t e n d vers 1 quand n tend vers + 0 0 . I l existe donc n 
n t e l que P [ T » + 0 0 ] >0 et donc, par ( 7 ) , on a A M < * °° . n 
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On u t i l i s e maintenant ( 5 ) . On a : 

(8) r"(fs (dx) )d« . <_ \ [ f S ( d x ) ) d s - A 0 , < + » 
J o ' fis o ^ J . ' 

•4H!>4-} '{||esh(X)||>l} 

D'autre part, on a I log<a|WI> 

f l f S ( d x ) ) d 8 - f (\ )s(dx) . 

on obtient : £ (loga + log | |x | | )S(dx) < + « . Ce qui termine 

' < I I * H > 

la démonstration de la première partie du théorème. 

» 

Inversement, s i log( | |x | | )S(dx) < + « , i l suffi t de démontrer la 
' J < l l * l l > i } 

formule (9) suivante pour obtenir l 'exis tence d'une probabilité invariante. 

,+ °° 
(9) V M>0, on a : (suç | £ ( e S h * ( u ) | ) d s < + » . 

° l l u î l M 

En e f f e t , s i on a (9) et s i on pose : 4>(u) * exp [ Ç(e (u))ds] , 
0 

(j> est bien définie pour tout u et de plus on a : 

(10) $(u) * lim 4> t(u), avec pour $ , d'après ( 1 ) , la fonction 
t 0 0 

caractéristique de X t pour P ° . (9) entraine que, dans (10) , la convergence 

a l ieu uniformément en u dans chaque compact de IR d . <J) est donc 

continue. Par suite, $ est une fonction caractéristique. El le est 

indéfiniment d iv i s ib le (car la l o i de X^ l ' e s t ) et la probabilité 

correspondante X] est dans A et est invariante d'après la formule (11) 

suivante, la défini t ion de <}> et (1) ainsi que la proposition ( 1 - 4 ) . 



22 

,+oo 

(11) < K e t h * ( u ) ) « exp [ ( e s h * ( u ) ) d s ] 

J t 

Pour démontrer ( 9 ) , on u t i l i s e l e s inégali tés suivantes : 

| e i v - 1| <2 A | v | < - | s ! ( i . e " H 

~ 8 -1 
(12) et 

| e i v - 1 - i v | < j v | 2 . V v € « 

Comme Ç(u) - i <a ,u>-- j - <C(u) ,u> + [f J ( e i < u ' x > - 1 - i < u , x > l )s(dc) 

avec a £ 1 ^ , C opérateur symétrique pos i t i f et S mesure posi t ive sur 

]Rd-fc} t e l l e que ' (Hxfp Ai ) s (dx) < + « , i l existe une constante 

2e 2 

K( t e l l e que l 'on a i t : 
e 2 - l 

(13) | Ç(u) | <K. [ ||u|| + | H | 2 + ] • ( l - e - ! | u 1 1 ' 1 | x | | ) S ( d x ) ] 

l i ! * l l * > 

On u t i l i s e (6) : s i M * 2 n (avec n€lN* f i x é e ) , on a : 

5̂ s 

(14) ||u||<_ M entraine : | Ç ( è s h * ( u ) ) |. <_ y / K ( M + M 2 ) e " ( S s + K [ ( l - e ~ Y M I M I e ~ S ) S(dx 

'«>!> 

Y' - Y V Y 2 

On a les majorations suivantes, pour \ | x | | > 1 : 

l . e - Y 2 n | | x M e - & ^ 2 n ( 2 . - . - Y U H T * 

et 
-5s e ~ — 

2? ( i - • " Y ' W I 8 " 8 ) < 2? [1 5 + 1 . · 5 g . ( l - e " Y 2 ) ] 

[ I N I > ^ i ] [ i < I N I < f - î ] 
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On obtient donc : 

(15) s i | |u | |^ M, on a : 
- & 

| Ç ( e 3 h * ( u ) ) | < Y ' : K ( M + K 2 ) e " 5 3 + K 2 n S(dx) + K2 n ( l -e"y 2 ) S ( | | x | | > l ) 
J 5 s/2 

[ | N I > ~ R H 

D'où : 

-6s 

sup | ( e S h * ( u ) ) | d s < Y ' . K ( M + K ~ ) . e " 0 8 ds + Y2n( (1-e Y )ds)S(||x)|>l 
' o fu|_<K •'o •'o 

V 9 n + 1 f 

+ Y (logY + log( | |x j | ) ) S(dx) < -H», 

IIMI>£ 

5 s 6;5 
f 2 e 2 

car l o g ( | H | ) S(dx) < +<*> et car : 1 - e y £ — 

[ |NI>u 

Dfoù l e théorème 1. 

Comme application du théorème (3.1)et de la proposition (1.6) on a 

l e résultat suivant. (C'est l e théorème (3.1) de [12] sans 

l'hypothèse ||e^||<l mais en dimension f i n i e ) . 

Proposition (3.3) : 

Soit n € PORd) · Alvu n € A *i zt àzuZmznt 4 'il zxiàtz h L0Rd,3Rd) 

avec lim e 9 0 et V-c£ ex-côte un P .A. I .S ps c.a.d.£.a.g ( z

t ) t > Q 
t-*"+°° ~ 

tzLb que : r . 
u « e s * dZ g converge en ve^i de £c%: n lorsque 

] o , t ] 
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Démonstration : 

Si H € A on a vu qu'on a les hypothèses de la proposition ( 1 . 6 ) · 

Par suite, i l existe un processus de Markov d-dimensionnel solution 

d'une équation stochastique de la forme dX^ » h (X t )d t + dZ t 

l'admettant comme probabilité invariante, (Z ) ~ étant un P .A. I .S ps 

c . a .d . l . a .g et h un opérateur te l que : lim e * 0. 

Par suite, en appliquant (b) du théorème ( 3 . 1 ) , on obtient la convergence 

en l o i de U vers de l o i T). 

Inversement, s ' i l existe une t e l l e famille d ' intégrales stochastiques 

dont les l o i s convergent vers f| et s i e^ désigne la fonction 

caractéristique de Z^, on a (par l e lemme ( 3 . 2 ) ) : 

lim Ç ( e S h * ( u ) ) ds existe , Vu € R d et 
t-H-oo J O 

la fonction caractéristique $ de n s ' éc r i t : 

« ( u ) - exp [ S(e S h *(u) )ds] . 
o 

th"̂  

Par suite on a : $(u) » $(e (u) ) . $^(u) , Vt>0, avec pour $ t 

la fonction caractéristique de l T

t. Donc n € A . • 

Fixons h € L(]Rd,3Rd) t e l que lim e t h » 0. 

t^ 
On note A(h) l'ensemble des probabilités e ^-décomposables, Vt^O. 

On a : A(h) C A . Si J désigne l'ensemble des probabilités y 
d f 

sur R t e l l e s que y € I et l o g ( l + | |x | | ) ( y (dx )<+ · , l e théorème 
J 

( 3 . 1 ) permet de définir une application de J dans A(h) : 

r\ 9 ^ v . ^ ) e s t ^ â de fonction caractéristique 

s h* 
$(u) » exp [ Ç(e (u))ds] où ç désigne l e " log" de la fonction 

•'o 
caractéristique de y · est de manière évidente un homomorphisme 

h 

de semi-groupes (pour la convolution). D'après la proposition ( 1 . 6 ) 

c 'est un isotnorphisme. (Voir aussi l e lemme ( 3 . 1 ) de [ 1 2 ] ) . 

On a encore l e résultat suivant (voi r le corol la i re ( 3 . 1 ) de [ 1 2 ] ) . 



25 

Proposition (3.4) : 

Soit n e P0R d ) . On a aloKà : n ^ A u et seulement *i 4a fonction 

axAjicXé^Utique * z&t de la &o*me tiUvante. : 

ds [ e U ' e - l - i < u , e S * ( x ) > l ] S ( d x ) ] 

où he LQRd,3Rd) avec lim e t h « 0, a 6 l R d , D € L( IP d , F d ) ut tymètAÀque. 

po*iti6 et te£ que h*D + D0h* 40-tt nlqcutii, zn£in s e4t une me*uAe 

positive. 4 u A E d - [ o ] tetde que 

f x| 2 s(dx) < + oo et f iog( | |x | f ) s(dx) < + *> 
f x f cU Illi|l>i] 

a et D Aont unique ; à chaque h 6 x,ORdJRd) coAAZApond une unique. 

mzàuAe S. 

Demonstratinn : 

Soit r| € PQR d ) . On suppose que sa fonction caractéristique a la forme 

précédente. On remarque d'abord que, comme h0D + D0h est négatif, 

l 'opérateur D · D - e t h

0 D 0 e t h * est pos i t i f , Vt>0. 

En e f f e t , s i on pose : k^( t ) • <D^(u),u>, on a : 

A k ( t ) « - <(hoD + Dch*>« e t h * ( u ) , e t h * ( u ) > > 0, Vt>0 et VuSRd. 
u t U — — 
D'où l e résultat. 

Or, on a : ^ « - exp [ i < a - e t h ( a ) ,u> - | <D ( u ) , u > + T ¥ ( e s h * ( u ) ) d s ] , 
$(e (u ) ) J o 

/.+00 
i < u x > 

où V(u) - j [e » - i - l < U l x > l j | | x | j ^ . j l .S(dse). Par suite Dft 

f*" s h* 
étant pos i t i f et exp [ ¥(e (u)ds ] étant une fonction caractéristique 

' o 
$(.) 

par l e lemme ( 1 . 2 ) , rrz est une fonction caractéristique, 
$ ( e t h * ( . ) ) 

Vt>0. Donc n € A. 
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Inversement soit r\ € A. Soit h €LQR d ,R d ) t e l que lim e t h » 0 

et t e l que r\ soit e t h-décomposable pour tout t>0. 

On a vu q u ' i l existe une unique probabilité y € J t e l l e que 

( y ) « n- Si Ç est l e " log" de la fonction caractéristique de 

Ç ( e S (u))ds] . 
- o 

Ce qui donne, s i Ç(u) - i<b,u>- j<6(u),u> + [ e

1 < u , a - 1 - i<u,x>l] S(dx) 

» d - { 0 > {ilxlhn 

avec b € ]R d , C opérateur symétrique pos i t i f et S mesure posi t ive sur 

* d - f c > } t e l l e que : \\x\f S(dx) < + » et log(| |xj| ) S(dx) < + * , 

{ f | x | | < l } « I >1> 

l 'expression de $ de la proposition (3-4) avec a - - I e (b)ds, 
' o 

D - - e s h o Co e s h * d s (bien définis car e s -»-0 et donc 
J 0 s -*·+ <» 

3 Y,<S->0 te l s que | | e s h | | l Y e ^ S , V s > 0 . ) 

I l reste à vo i r que Do h + hj)D est négatif. Pour cela on remarque 
th 

que, n étant e '-décompo sable, V t ^>0, on a nécessairement 

t b t h*̂  
D t * D - e o D o e pos i t i f . (C'est la covariance intervenant dans la 
formule de Lévy-Khintchine appliquée à la l o i n € I t e l l e que 

th 

n * (e .n) * n t - ) . Par suite, en faisant un développement l imité on a 

D » - t ( h o D + Doh ) + o ( t ) , donc hoD + Do h est négatif . 

D'après l'unie±é de la représentation de Iévy-Khintchine, a et D 

sont uniques, quelqne soit l 'opérateur h associé à r| . 

S est unique s i on f ixe h car est invect ive. 

file:////x/f
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Remarques (3-5) : 

1) On vo i t facilement, en remplaçant u par e * (u) dans l 'expression 
th* 

de $ donnée dans la proposition ( 3 - 4 ) , que t $(e (u ) ) est 

derivable sur V u € lRd f i x é . 

En par t icul ier , lorsque d » 1, on peut en déduire que $ est 

continûment derivable sur 1 · { 0 } . (Résultat énoncé plus haut comme 

conséquence de 1'unimodalité de la l o i n de la classe I. correspondante). 

2) Lorsque h * c ( i d ) avec c < 0 (e t id : identité sur l R d ) , on déduit 

de la proposition (3-4) une caractérisation des lo i s autodécomposables 

(bien connue ; c 'est un résultat de tîrbanik obtenu par une autre 

méthode) : n € i s i et seulement s i sa fonction caractéristique 

est de la forme : j* i ,x> . . 

• (u) - exp f i<b,u> - | <D(u),u> + [ ( e ~ l dv) - i<u,x>l ] S(dx) / 

où b € l P d , D est un opérateur posi t i f et où S v é r i f i e les mêmes 

hypothèses que dans la proposition ( 3 - 4 ) . 

(Car l ' i n t ég ra le double considérée est égale à 

r + °ds [ ( ( e 1 6 " " < u ' * - 1 - l e " 3 <u,x> 1 > ( d x ) 

J ° U ( 0 } < N I V 

—s 
en posant v « e . <u,x>.) 

Voici maintenant des résultats de [ 1 2 ] concernant les probabilités stables 

et leur application au cadre présent. 

On notera S(h) l'ensemble des éléments de S qui vér i f ien t la propriété (D) 

du théorème (2-4) avec f » - h (et lim e**1 * 0 ) . 
t **· + 00 
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» 

Si U € s, on a : log( l+ | |x | | ) S(dx) < + « . (Voir [ 10 ] , corol la i re 2 ) . 

Donc S est contenue dans J. 

Soit ( X t ) t > 0 vér i f ian t dX t » h (X t )d t + d Z t , avec U l o i de Zl dans J. 

On sait q u ' i l existe une probabilité invariante et une seule : n - £fc(u) · 

*c 
On a : y € S (h) s i et seulement s i n • y * e { x }

 a v e c c > 0 e t 

x € ] R d . (Et donc n € S (h) aussi) . (Voir l e théorème (3-6) de [12] ) . 
o 
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4 - Existence d'une probabilité invariante : cas général 

On se donne un processus de Markov solution d'ureéquation d i f f é ren t i e l l e 

stochastique de la forme : dX t * h (X t )d t + dZfc avec h € LQRd,]Rd) 

et ( Z T ) Q P . A . I . S , d-dimensionnel. 

A h on peut associer une unique décomposition de ]Rd en somme directe 

]Rd » E * F t e l l e que : 

(a) E et F soient stables par h 

6 t E F < 
(b) la restr ic t ion h (resp : h ) de h à E (resp : à F) n 'a i t que 

des valeurs propres X t e l l e s que Re(X) < 0 (resp : Pve(X) >0) . 

d E F " F Pour x ^ ]R , on notera x » x" + x où x" € E et x € F. 

F E 

De même on notera (Zp t > Q ( r esp(X t ) Q ) la projection de (Zt) Q 

"~ *F 
sur E relativement à F (resp de ( X ^ ) ^ « · · · ) ^ e même on défini t (Z ) ^ n 

^ t t > 0 t t > 0 

e t ( x t > t > o -
 ( Z t } t > o e t ( z t } t > o s ° ~ n t d e s P - A , 1 - S -

d E F 
A H ^ PQR ) on associe ses lo i s marginales que l 'on note n et rj . 

On a alors l e résultat suivant. (Voir [ 14 ] pour une autre étude dans 

la même d i rec t ion) . 

Théorème ( 4 - 1 ) : 

Poua qu'il zxlòtz unz pKobabltiXz lnv<vUantz n , Il icuit zt II *u&&i£ 
qu'on cuit Izò pKopKiztz* U) zt (¿1} AuÀvantZò : 

U) Lz pioczòtuò (Z^) > (j z*t tzl quz log( l+ | |x | )u(dx) < + 0 0 , 

F E 

y désignant la. loi dz Z^ . 
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F F F 

(¿¿1 ( z

t ) t > o e < 6 ^ dztznmbvUbtz dz la Долгие z = t.h (a) avec 

a e F . 
F 

Vavu ce caô, on a : x^ » e t h (x +a) · - a V t> 0 et n E ut uvilquz 
E t o — 

avec n J € A ( e ) . 

(A(E) désigne l'ensemble des probabilités sur (E,B(E)) autodëcomposabl 
pour les opérateurs). 

On aura besoin du lemme suivant ой тт désigne la projection sur G 

selon G et où h/G désigne la restriction de h à G. 

Lemme (4-2) : 

S û d = G a C et 4* le. лоил-глрасг vzcXohxzI c f zst btablz рал h , 

£a piojzction ( x

t ) t > 0 dz ( X t ) t > 0 4ол g izlattvzmznt à GT 

v é / u ^ e : dxG = h G (x G )dt + dZG où ( Z G ) n dzàignz 
£a pKCj'zction dz (2 ; > Q 4ал G 4e£on G" e t ou h = тг о h/ G . 

Démonstration : 
rt 

I l suffit de projeter sur G. On a Y. = I h(X )ds + Z^ + X . r t j s t o J о 
G G С Donc : тт(Х )̂ = X = тг о h(X )ds + Z_ + X " et comme t t s t o ; o 
Q 

тт о h(x) = ïï о h(X ) , on a le résultat. 

Démonstration du théorème : 

E F 

D'après le lemme (4-2), ( X p t > q et ( x

t ) t > Q s °nt des processus de 

Markov normaux vérifiant ( P ) . 

Supposons que l'on ait ( i ) et ( i i ) . 
E 

D'après le théorème (3-1), ( x

t ) t > o a c * m e t u n e probabilité invariante 
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HE € A ( E ) . Conune on a ( i i ) , ( x £ ) t > 0 s ' éc r i t : 

(1) X^(u ,x F ) - e t h F ( x F ) + e t h F ( a ) - a 

(Car : X F - e t h F [ x F

 + ( f e " 3 ^ ds ) (h F ( a ) ) î et car Jrim'^} - - ^ o h F l 
C ' M o . t ] 9 t 

F F 
Si x » - a , on a donc - a, V t _>0. La probabilité e s t 

donc invariante pour ( x ^ ) t > Q « 0 n e n déduit immédiatement que s i 

F E F """" 
n * e { _ a } » n » P, J o n est invariante pour ( X t ) t > 0 

Inversement supposons qu ' i l existe une probabilité invariante H 

Sa l o i marginale : (resp : T) ) est donc invariante pour 

E (resp : F ) . 

E 

On a donc ( i ) et l ' un ic i té de n' en uti l isant l e théorème ( 3 - 1 ) . 

Pour montrer ( i i ) , on peut supposer que F « l* d . 

On u t i l i s e une décomposition complexe de Jordan pour h et , pour les 

valeurs propres complexes, on regroupe les sous-espaces conjugués. On a 

d n 

donc : H * $ F. , avec F. stable par h pour tout j et la matrice 
j - 1 2 2 

de la restr ic t ion de h à F. est cb l'une des formes suivantes : 
J 

• / A N 0 a v O' 
M . » ou M. J 0 ° X ° 

J 1̂ 0 / J f - a 0 X 0 

\0 N - a 0 * U ' 

où À > 0 et a + 0. 

Fi 
D'après l e lemme ( 4 - 2 ) , ( X T - ) T > Q est un processus de Markov normal 

c F · 
vér i f iant ( P ) . La l o i marginale n J est donc invariante pour 

F · F · 
( X c l ) t > Q . On va prouver que ( z

t

J ) t > 0

 e s t déterministe. Pour cela, 
on peut supposer à nouveau que l R d * F . 
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er · 
1 cas : La matrice de h est de l'une des formes précédentes avec X > 0. 

"•th'K 
Le résultat est alors presque immédiat. En remplaçant u par e (u) 
dans l ' é g a l i t é : <j>(u) * $ ( e t h * ( u ) ) · < J l ( U ) on obtient que 

**t h^ 

|<t>(e~ £ |<f>(u)(. D'où, s i t tend vers * 0 0 , on obtient 

|<Ku)| - 1, V u € m d (car e ~ t h * ( u ) + 0) . On a donc aussi 

|4> t(u)j « 1, V * u € F d . 
Comme <{>t(u) * exp [ Ç ( e s (u))ds ] , on a ReÇ 5 o et ( Z t > t > Q 

Jo — 

est déterministe, 

ème 

2 cas : À « 0 et la matrice de h est de la forme M... 

Désignons par p la partie r ée l l e de Ç . On a : 
(2) ( $ ( u ) | * | $ ( e t h * ( u ) ) | . exp [ [* p ( e s h * ( u ) ds ] . 

J o 

On f a i t une démonstration par récurrence : on suppose que les m premières 

coordonnées de (£..)..> g sont déterministes. On a donc : 

(3) p ( u ^ . . . , u t n , u t I l + 1 , 0 , . . . ,0) » p ( P , . . . , 0 , u m + 1 , 0 , . . . , 0 ) 

V u i > · * · »^4-1 dans TRd. 

On a donc par (2) : 

(4) | * ( 0 , . . . , 0 , 1 ^ ^ , 0 , . . . , 0 ) | £ exp [ t.p ( 0 , . . . , 0 , U m + 1 , 0 , . . . ,0)] 

(Car s i u » ( 0 , . . . , 0 , n . , 0 , . . . , 0 ) , la (m+l)-ième coordonnée de 
th* m+I 

e (u) est u . et les coordonnées suivantes sont nu l les ) . 
m+l 

Si u

m + ^ est assez proche de 0, en faisant tendre t vers + 0 0 dans ( 4 ) , 

on obtient : p ( 0 , . . . , 0 , u m + 1 , 0 , . . . ,0) * 0, ¥ u m + 1 € ] R d . (Car p £ 0 ) . 

On en déduit, avec (3) que les m+1 premières composantes de ^ T ) T > Q sont 

déterministes. Ce qui donne l e résultat. "~ 
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3^me cas : X * 0 et matrice de la forme Nj · 

On a : !Rd » F. et d » 2q. Tout vecteur x * ( x J ) . . . est 

noté par "ses coordonnées doubles" : x̂  « ( x ^ , x ^ ) € p/". 

i 0 °\ 
On note R la matrice R » ', - On a alors : 

\ - a 01 

(5) (hOO) j - R ( x j ) + x ^ 1 s i j > . 2 

e t 1 1 ( h ( x ) ) 1 - Rx 
R , cos(a t ) - s i n ( a t ) | 

La transposée S de la matrice e * est S * ( I 
l s i n ( a t ) cos (a t ) ' 

Si u - ( 0 , . . . , 0 , u \ 0 , . . . , 0 ) <= ] R 2 q , la (m+l)-ième 'coordonnée double" 
tb.*̂  

de e (u) est S^(u ^ . ) et les suivantes sont nulles, t m+i 

On f a i t une démonstration par récurrence. On suppose que les k premières 

coordonnées doubles de ( z

t ) t > g s o n t déterministes, V k£m. 

On a alors : 

p ( V V ' # , ' Û m + l , 0 , ' # ' , 0 ) * P ^ » ' - - » 0 » ^ » 0 0) 

et d'après ( 2 ) , on a : 

rt 
(6) | < K 0 , . . . , 0 , 3 ^ , 0 , . . . , 0 ) | exp [ P ( 0 , . . . , 0 , S s ( û m + 1 ) , 0 , . . . , 0) ds ] 

' o 

Or la fonction f ( s ) » p (0 , . . . ,0 ,S (û , ) » ( ) » · · · , ( ) ) est périodique de 
s m+l 

2TT 
période ~ , continue négative ; donc s i e l l e n'est pas identiquement 

nulle, l e second membre de (6) tend vers 0 quand t tend vers + 0 0 . 

Pour ^ m + ^ dans un voisinage de 0, on doit avoir donc : 

P ( 0 , . . . , 0 , û m + 1 , 0 , . . . , 0 ) = 0 et donc ( Z t ) t > Q a ses 

m+l premières coordonnées doubles déterministes. D'où l e résultat. 
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Revenons pour terminer au cas où ]Rd » F ; d'après ce qui précède 

( Z t ) t > Q est déterministe, donc de la forme Z^ » 3t avec 3 € F. 

Pour terminer, i l reste à montrer que 3 € h ( F ) . Or on a : 

(t 
(7) <Ku) - < D ( e t h * ( u ) ) . exp [ i < e s h * ( u ) ,3 > ds ] 

J o 

Soit F' l e noyau de h* dans F. Si u € F' on a : e t h * ( u ) » u 

et donc : <J)(u) • $(u) · exp [ i t <u,3>] ce qui entraine que : 

<u,3> " 0. 3 est donc orthogonal à F 1 , ce qui équivaut à dire que 

3 ^ h ( F ) . D'où l e résultat. 

Remarque (4-3) : 

Lorsque Re(X) > 0 pour toute valeur propre X de h, i l n'y a une 

probabilité invariante que s i ( z

t ) t > o e s t déterministe comme on vient de 

l e vo i r . Par contre, on peut toujours associer au processus une probabili té 

H € A t e l l e que la fonction caractéristique <f>t de X pour P° 

s ' éc r ive , V t M ) , V u € ]Rd : 

i / th^ f \\ 
<J> (u) * ^ . / x ' <ï> désignant la fonction caractéristique 

de r, . (Considérer la fonction caractéristique pour P° de 

Y t » e - t h ( X t ) . ) 

Inversement à tout élément de A on peut associer un processus de Markov 

du type considéré avec l 'expression précédente des <J> £ . (On opère 

comme dans la proposition ( 1 - 6 ) . ) 
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5 - Etude du caractère symétrique du semi-groupe 

Soit ( ? T ) T > Q * e semi-groupe du transition d'un processus de Markov 

d-dimensionoel. On dira que l e processus est "symétrique" relativement à 

une probabili té n € PŒ d ) s i on a : 

(S) P t f ( x ) . g ( x ) n ( d x ) « f ( x ) . P t g ( x ) n ( d x ) , V t > 0 

v f ,g € b B0R d ) . 

De manière immédiate, pour qu'on a i t ce caractère symétrique, i l est 

nécessaire que n soit invariante pour ( p

t ) t > o ' 

On considère tout d'abord l e cas où d * 1. On se donne un processus de 

Markov normal solution d'une équation d i f fé ren t i e l l e stochastique de la 

forme : dXfc » cX t dt + dZ t avec c < 0 et ( 2

t ) t > 0 P - A . I . S . réel 

t e l que l o g ( l + | x | ) . u(dx) < + oo f n désignant la l o i de Z . 

(Si c >̂  0 , on a vu que s ' i l y a une probabilité invariante, l e processus 

est déterministe au paragraphe 4 ) . Soit n la l o i de la classe I, 

invariante pour l e processus ( n a été construite dans un cadre plus 

général en [ 3 ] ) . 

On a alors l e résultat suivant : 

Proposition (5-1) : 

Le pioczssus dz Ma/ifeou conoidale zst symzt/ilquz izùitlvemznt à r\ si 

zt smtwznt si n zst sausslznnz. [ou zncotz si z^ * at + CFB 

avzc a, a € n zt ( B

t ) t > g u n vouvrnznt biowilzn). 

Démonstration : ' 

Par un argument de classe monotone,on vo i t facilement qu ' i l y a symétrie 

pour n s i et seulement s i on a, pour f u ( x ) a e Ì U X £t f y ( x ) 3 8 e i v X : 

P t f u ( x ) - f v ( x ) n ( d x ) 9 f u ( x ) - P t f v ( x ) P , ( d x ) -
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Or on a : k f u < x ) . f v < x ) n(dx) - [ L 1 ^ ^ ^ n(dx) ] e'" ( u ) - * < ™ C t > 

(e^ désignant la fonction caractéristique de n ) . Donc i l y a symétrie 

s i et seulement s i on a : 

(1) 0Mue C t +v) +*(u) - <Kue c t ) « i | ; (ve c t -Hi)+*(v) - <i>(veC t) 
[2ir] 

V u,v € ]R, U t>0 

a2
 2 

Si n est gaussienne, on a ïb(u) * iau - - j - u et on vo i t facilement 

que (1) est v é r i f i é e . 

Inversement, partant de ( 1 ) , on va montrer que n est nécessairement 

gaussienne. Pour cela, on u t i l i s e le f a i t , énoncé au paragraphe 2 et 

dans la remarque ( 3 - 5 ) , que la fonction caractéristque <j) de rj est 

continûment dérivable sur E . 

En dérivant (1) par rapport à u, on obtient : 

(2) e C t ( u e C t + v ) - ^ ( u e C t ) ] » ^ f ( v e c t

+ u ) . ^ ' ( u ) 

V t >_0, V u,v € ]R te ls que ue C t +v ^ 0 et ve C t +u t 0. 

En par t icul ier , pour v * u ^ 0 et t>_0, on a, en posant x 8 8 u et 
et 

y * xe : 

(3) * [ ip f(x+y) - * ' ( y ) ] ~ <J;f(x+y) - * » ( X ) 

V x ^ O , V y ^ O avec x . y > 0 . 

Posant G(x) * x. i |> f (x) , on obtient : 

(4) (x+y)(G(x) - G(y)) » (x -y) .G(x+y) 

? x ^ 0 , u y ï Q avec x . y > 0 . 
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Posant h » x-y , on a, s i x t4 y : 

G(y+h) - G(h) m G(2y+h) G(2y) 
h * 2y+h 2y 

b.¥0 

en ut i l isant la continuité de i|> f, donc de G, sur 1R . G est donc 

continûment derivable sur 1R et on a : 

(5) G1 (y ) * , ц y £ o. D ' O Ù aussi l 'existence de < ^ n ) , pour tout 

entier n j^ l . 

Posant y * y + u et faisant un développement l imité à l 'ordre 3 de G 

au voisinage de y on a : 

G(y) - G(f) * uG ' ( f ) . f 2 G " ( f ) . f 3 G ( 3 ) ( f ) - 0 ( u 3 ) 

et aussi 

G(w-y) - G ( | ) - uG ' ( f ) • f V ( f ) - f 3 G ( 3 ) ( f ) + o ( u 3 ) . 

Ce qui donne en retranchant : 

3 
G(w-y) - C(y) - - 2 u . G f ( | ) - y G ( 3 ) ( | ) + o ( u 3 ) . 

Mais (4) s ' é c r i t , s i w » x+y : 

G(w-y) - G(y) - (-2u) .^iH^' (car v - 2y - -2u ) 
w 

et avec (5) : G(w-y) - C(y) » -2u.G'(y) 

3 

On a donc : -2uG ' ( | ) - Ç G ( 3 ) ( | ) + o ( u 3 ) - - 2uff(|) . 

D'où : 

(6) G ( 3 ) ( w ) » 0, V w ^ 0. 
2 * 

On en déduit que G est de la forme G(x) » Cx + Dx + E , V x € TR . 
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Comme G(x) » x <{>'(x), on a donc : ty'(x) • Cx + D + — et donc 
2 x 

i|/(x) » C ^ + Dx + E l o g | x | , V x # 0. 
41· 

Comme e T est une fonction caractéristique, on a nécessairement E * 0. 

Comme la l o i correspondante est indéfiniment d iv i s ib le on a : C € R~ 

et D est un imaginaire pur. n est donc gaussienne et on a la 

proposition ( 5 - 1 ) . ( Z t * at + aB t > ¥ t ^ 0 , de manière évidente) . 

• 

On revient maintenant au cas où d est quelconque. On se donne un 

processus de Markov normal solution de dX * h(X )dt + dZ , avec 

h S L(R ,]R ) et ( z

t ) t > o S. d-dimensionnel. 

On supposera que lim e ^ ^ " » 0 . 
t -M» oo 

(Le cas général s'y ramène en considérant sur l e sous-espace F associé aux 
p 

valeurs propres X t e l l e s que He(X) > 0 une l o i marginale r\ 

de Dirac) . 

On impose pour la l o i y de : l o g ( l + | x | ) u(dx) < + °°. 

Par suite i l existe une probabilité invariante unique n et n € A. 

On a alors tout d'abord : 

Proposition (5-2) : 

Si n (Ut gauAAiennz de covcvUancz c , Hua bijmztniz tizlcutLvojnznt 

à n u e t tzulwznt *i h c eat autoadjoint. 

Démonstration : 

Comme dans (1) de la démonstration de la proposition précédente, i l 

y a symétrie s i et seulement s i on a : 

(7) <Ke t h *(u )+v) t * ( u ) . - <Ji(e t h*(u)) « * ( e t h * ( v ) + u ) +ip(v) - ! f r (e t h *(v) ) 

V u,v € m d , « t >_0. 
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Si n est gaussienne, I{J est de la forme : ty(u) » i<a,u> -~ <C(u) ,u> , 
d d 

où a € ]R et où C est un opérateur symétrique sur 3R , pos i t i f , 

(7) s 1 éc r i t alors après simplification : 

(8) < e t h * ( u ) , C ( v ) > - < e t h * ( v ) , C ( u ) > , « u , v € T R d , V t >0 

ou encore : 

(9) e t h o C - C o e t h * , V t >0. 

Or (9) est équivalente à hoC » Coh · D'où l e résultat . 

Proposition (5-3) : 

Si on 4appo4e que h u t diagoni^ablz zt ^ il y a MjmltnJLz, alon* n 

u t gcuuAiznnz {zt donc & t ) t > Q &>t un P.A.I.S- gauAàizn). 

Remarques (5-4) : 

( i ) Si h est autoadjoint, on obtient de plus que la matrice de covariance 

C associée à r\ commute avec h. 

( i i ) Lorsque h * c ( i d ) avec c < 0 , les propositions (5-2) et (5-3) 

entraine q u ' i l y a symétrie s i et seulement s i n est gaussienne. 

Dans l e cas général, avec h diagonisable, i l y a symétrie s i et 

seulement s i r| est gaussienne et s i de plus ho C » Coh , avec C 

covariance associée à n . 

Démonstration de la proposition (5-3) : 

h étant diagonisable, i l existe une base de vecteurs propres. Dans cette 

base, chacune des composantes ( x ^ ) t > g > j3 8 81 » · · · , d de ( x

t ) t > o e s t 

markovienne et admet comme probabilité invariante la l o i marginale n · 



40 

(On u t i l i s e l e lemme ( 4 - 2 ) ) . 

Par suite, en ut i l isant la proposition ( 5 - 1 ) , on obtient que ry. 

est gaussienne pour tout j « l , 2 , . . . , d . Comme n est indéfiniment 

d i v i s i b l e , on en déduit que f| est gaussienne. 
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