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Summary : 

We consider an expansive a p p l i c a t i o n T i n the u n i t i n t e r v a l which i s 
2 

piecewise C (associated with a f i n i t e or denumerable p a r t i t i o n ) . I t i s kno^m t h a t 

there e x i s t s an a b s o l u t e l y continuous i n v a r i a n t measure . We suppose t h a t 

(T,]j) i s weakly mixing. 

We show a ce n t r a l l i m i t theorem with speed and a l o c a l l i m i t theorem 

fo r a class of r e a l bounded v a r i a t i o n functions, 

0. INTRODUCTION 

0 . 1 . Considérons une ap p l i c a t i o n T de l f i n t e r v a l l e unité dans lui-même, qui s o i t 

Ĉ . par morceaux et d i l a t a n t e (pour une définition plus précise v o i r l e 1 . ci-dessous). 

Lasota et Yorke [ 18 ] ont montré q u ' i l e x i s t a i t une mesure y ,invariante par T, 

absolument continue par rapport à l a mesure de Lebesgue et dont l a densité h est 

à v a r i a t i o n bornée. En supposant l e système dynamique (T,y) faiblement mélangeant, 

Wong [ 30 ] a montré un théorème de l a l i m i t e centrale : 

- v 
n-1 , r P 

y { ( l / a / n ) ( l f o T - ny(f))<v}-»(l//5ÏT) exp(-u / 2 ) du 
k=0 L ° ° 

2 
où f est à v a r i a t i o n bornée et a > 0 . 
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En étudiant.le spectre de l'opérateur de ̂ erron-Efobenius associé à T, K e l l e r [ 17 ] 

retrouve ce théorème, mais les moyens utilisés montrent que l a classe de 

transformations considérées peut être traitée par une méthode de décomposition 

sp e c t r a l e des opérateurs. Cette technique a déjà été u t i l i s e d pour l e s 

chaînes de Markov par Doeblin et F o r t e t ( [ 7 ] , [9}9 [ l 5 ] Y [ l 6 ] , [23] ) ' q u i ont 

en p a r t i c u l i e r étudié l e s deux exemples p r i n c i p a u x : l a -transformation 

" f r a c t i o n continue' 1 et l a t r a n s f o r m a t i o n " ( 2 x ) mod 1 " . 

p 

0 .2 L^étude d'une équation f o n c t i o n n e l l e permet de déterminer si<x 

est s t r i c t e m e n t p o s i t i f et c'est l e cas s i f est l ' i n d i c a t r i c e d'un borélien. 

On veut i c i a l l e r plus l o i n que l e théorème de l a l i m i t e c e n t r a l e et 

o b t e n i r une v i t e s s e en l / J n dans ce théorème et un théorème de l a l i m i t e l o c a l e * 

IToiâB u t i l i s o n s l a théorie des perturbations analytiques des opérateurs de R e l l i c h 

(pour son a p p l i c a t i o n aux chaines de Markov, v o i r Nagaev ~ [ 22 ] et aux produits 

de matrices aléatoires, v o i r Le Page £19] ) . 

Le théorème de l a l i m i t e l ocale a été démontré pour l a transformation f l ( 2 x ) mod 1»1 

par Moskvin et Postnikov [ 21 ] dans l e cas d'une fonction i n d i c a t r i c e d ' i n t e r v a l l e . 

La méthode utilisée i c i permet.d'étendre ces théorèmes au cas général d'une 
2 

transformation C par morceaux et d i l a t a n t e et pour une fonction à v a r i a t i o n 

bornée, à valeurs entières ou non. Mais une deuxième équation' f o n c t i o n n e l l e 

i n t e r v i e n t pour démontrer ce théorème de l a l i m i t e l o c a l e . 

0 .3 Dans [ 1U ] Hofbauer et K e l l e r montre que l'on a aussi un théorème de l a 

l i m i t e c e n t r a l f o n c t i o n n e l , un principe d'invariance et l a l o i du logarithme 

itéré. Les t r o i s résultats peuvent être retrouvés à l'aide des techniques 

d'opérateurs. (:cf. Le Page [19 ] dans un cadre différent). 

0.U .Dans cet a r t i c l e l e s deux résultats p r i n c i p a u x sont obtenus s i l a 

densité h de ji par rapport à l a mesure de Lebesgue est t e l l e que 1/h est aussi à 

v a r i a t i o n bornée. C'est donc une r e s t r i c t i o n sur l a classe de transformations 

considérées, mais les g-transformations pour g >1 et l a transformation 

" f r a c t i o n continué1 rentrent dans cette classe. 
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1. Lfopérateur de Perron-Frobenius : 

1 . 1 . On considère une ap p l i c a t i o n î de I dans I , où I = [ o , i ] . 

On note m, l a mesure de Lebesgue et L 1 , l'espace des fonctions intégrables. 
m 

On considère une subdivision.finie ou dénombrable { a. } de I , où I . = (a. „,a.) est 
J J J - 1 J 

un i n t e r v a l l e ouvert, vérifiant : 

(1 ) La r e s t r i c . t i o n de T à I . est strictement monotone et se prolonge en une 
2 — J 

a p p l i c a t i o n C sur 1^ . 

(2 ) { T ( l . ) } est composé d'un nombre f i n i d ' i n t e r v a l l e s d i s t i n c t s . 
J 

(3 ) I l existe un n t e l que i n f | ( T n ) ? ( x ) | >1 
x € I 

La condition (1 ) permet l'existence d'inverses locaux de T. . 

La condition (3 ) est une condition de d i l a t a t i o n . 

L'opéràtaar de Perron-Frobenius associé à T. est l 1 opérateur <f> de L 1 dans ——^-—• m 

L 1 défini par : 

f 
(j)f.g dm = f . goT dm 

J o ' o 

où f € L 1 , g € L . 
m m 

Cet opérateur est une contraction p o s i t i v e de L^ et l'on a <j>f = f s i et 

seulement s i l a mesure y = fm est invariante par T. 

L'hypothèse (1 ) f a i t e sur T permet de donner une forme e x p l i c i t e à <fr : 

<j>f(x) = l f ( a . x ) <Mx) x,(x) 
J 

où - o . est l'inverse de T sur J. = T ( l . ) 
J J J 

- «f .(x) = I °\(x)\ 

- Y . est l ' i n d i c a t r i c e de J . 

1 * 2 . Notre but est l'étude du spectre de 4 ,mais où <j> est .considéré comme 

un opérateur sur un sous-espace de L'' * 
m 
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Pour f : I € , on définit l a v a r i a t i o n de f par : 

n 

v ( f ) = s^Pt I 1 ^ ) - f ( x

k + 1 ) l } ' 

l a borne supérieure étant prise sur les subdivisions- f i n i e s de. I . 

Si f S L 1 , on définit v ( f ) comme l a borne inférieure des v a r i a t i o n s dans l a 
m 

classe de f. 

Soit alors 13? 1 ? ensemble des fonctions de L 1 t e l l e que v ( f ) < 0 0 . \? est un sous-
1 m 

espace de L^, mais qui n'est pas fermé pour || Il 1 * Sur 1?" définissons : 

I M I v - v ( f ) + 1 1 ^ 

I l est aisé de vérifier que || || es"t une norme sur que C^, || W^) est un 

espace de Banach et que \¥est dense dans (L^ , || | | ^ ) . 

Le spectre' de <̂  est décrit à l f a i d e d Tun théorème de 

Ionescu-Tulcea et Marinescu ( [ 1 5 ] » [ 2 3 ] ) : 

THEOREME 1 : 

Soient V et 06 deux espaces de 3anach complexe de normes 

respectives || U^'et || || > avec V c X . 

On suppose : 

(a) Si f € V, f , lim ||f - f|| = 0 et || f || ̂  < C 

pour to u t n, alors f € \T et || f J| £ C. 

Soit <j> un opérateur borné de l } * dansée , par rapport à || ||^. 

On suppose de plus : 

(b) sup {|| 4>nf|| , f e U || f || < 1 } < co 
n>0 £ £ 

(c) I l existe n , a < 1 et Q <» t e l que : 

Il ^ l l ^ < <>llf l l v

 + B H f l l ^ pour to u t f €<tf. 

(d) Si"V est une p a r t i e bornée de (U|| \\J alors « , % est relativement . 

compacte dans || || )• 
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Alors $ n'a qu'un nombre f i n i de valeurs propres de module 1 : A . 
CD P 

Les sous-espaces propres correspondants E^ = { f ^ S j : <f>f = À^f} sont de 

dimension f i n i e et contenus dansU*. 

L'opérateur (j)npeut s'écrire : 

0 = 2 X. (fr. + ip , n 1 . 

où-les <()^sont les projections 
sur les sous-espaces propres , l U ^ I L i . 1 e t * ^ opérateur 

1 11 n 11 ^ 
sur L^ t e l que sup ||̂  ||. < ». 

n>1 ^ 

On a de plus 4K (JK = v *^ * j = 0 s i i ̂  j 

<J>2 = <J>. 
i i 

i i 

Enfin ^(131 C \^ et . ip a un rayon spectral p ( ip ) < 1 dans Cl?, || | | ^ ) . 

Rappelons pour commodité l a : 

Proposition 1 (P-8]) 

Si l ' a p p l i c a t i o n T vérifie ( 1 ) , (2 ) et ( 3 ) , alors <f> vérifie 

les hypothèses du théorème 1. 

Preuve 

La condition (a) est vérifiée car {f. € L^ : | | f | l ^ c } e s t compacte dansL^ 

Lorsque l a subdivision est f i n i e , Lasota et Yorke [ 18 ] ont montré que pour 

f ^ 13*, on avait : n : " 

i l existe n Q t e l que v(<fr °f)_<.av(f) + 6 Hfl^ où a<1, 0<6<°° indépendante de f. 

Lorsque l a subdivision-est dénombrable, on a l e même résultat. 

I c i l a condition (2 ) est es s e n t i e l l e ( v o i r P i a n i g i a n i [ 271 )• 

Tout d'abord, remarquons que s i T vérifie ( 1 ) et ( 2 ) , alors pour tout n, 

T n vérifie (1 ) et ( 2 ) . C'est c l a i r pour ( 1 ) . Pour ( 2 ) , considérons l a subdivision 

n-1 
associée à T n qui est U {T P a.} = {b.} . 

p=o j i 
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On a donc T n ( b . ) = T P ( a . ) pour un j et un p t e l que 0 £ p £ n-1 . 

Or ( T ( a . ) } est un ensemble f i n i de p o i n t s e t donc{ U T p ( a . ) } est a u s s i f i n i , 

d'où (2) pour T . 

S o i t f ^ t ^ e t reprenons l a démonstration de Lasota et Yorke : 

Posons y = i n f | ( T n ) f ( x ) j et c h o i s i s s o n s N t e l que > 2. 

A l o r s S = T vérifie (1) et ( 2 ) . L'opérateur de Perron-Frobenius associe 

à S e_st 5 q u i sous sa forme e x p l i c i t e sera noté comme 4> : 

^ f ( x ) = l f ( a . x ) < f ( x ) X;U) 
* J J J 

J 

avec f . ( x ) <_ Y

_ N . 
J 

On a v U ^ f ) ± l v ( f o a. ) f . X-
* J J J 
J 

< I v ( f o a.) <?. + l | ( f o o. ) ( T a . J ^ . ( T a . )| 
j J. J J j J 

+ | ( f oo.) (Ta.) ^ . ( T a , ) ! 
J J J J 

- Or g = ( f o a ) ^. est une f o n c t i o n à v a r i a t i o n bornée et on a : 

r y 

|g(x)| + | g ( y ) l 1 v ( g ) + ( 2 / ( y - x ) ) |g|dm 

d'où 

v ( A ) < 2 l v (fo a-) ^ - + I ( 2 / m ( J . ) ) M f l d m 
j J d j I . 

D'après ( 2 ) , i l e x i s t e 6-> 0 t e l que : 

6 = m i n m ( j . ) d'où £ ( 2 / m ( J . ; ) / | f | dm < (2/df) || f || 
i J 5 I . 1 

J J J 

I l r e s t e à évaluer : 

v ( f o a.) ̂  . = / |d(f oa.) <P-| 
j . J J J. J J 

< / | f o a.| fo» |dm + /" <f | d ( f o a ) | 
J. J J J. J J 

J J 

£ K / |f o a| <f. dm + y" N / | d ( f o a.)| 
J. J J J 
û J 
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où K = • sup sup( X ) 

Cette constante K est f i n i e ,ce q u i est évident l o r s q u e l a subdivision associée à T 
2 

est f i n i e car T est C par morceaux . Quand l a s u b d i v i s i o n est dénombrable, l a 

c o n d i t i o n (2) permet d ' a r r i v e r au même résultat. 

On a donc 

v ( f o a. ) c f . £• K / jf|dm + y~ N / |df| 

d'où en regroupant l e s résultats, l a c o n d i t i o n (c ) : 

v ( * n N f ) < ( 2 / y N ) v ( f ) + (K + 2/6) H f ^ 

La c o n d i t i o n (d) résulte du f a i t que l ' i n j e c t i o n de dans i J est compacte et 
m 

que <j> est un opérateur borné de 

• 
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1-3 Gomme conséquence du théorème 1 i l e x i s t e une f o n c t i o n h 6\T, 

p o s i t i v e , d'intégrale 1 et t e l l e que ô h = h, définie par 

n-1 
h = l i m (1/n) l c j ) K ( l ) 

n -> oo k=0 

Donc u = hm est une mesure de probabilité sur I , i n v a r i a n t e par T. 

On peut supposer que A = 1, car 1 est v a l e u r propre de <f> 

Le système dynamique (T,u) a i n s i c o n s t r u i t sera supposé f a i b l e m e n t mélangeant, 

c'est-à-dire 1 est l a seule v a l e u r propre de T, e t c e t t e v a l e u r p r o p r e e s t 

s i m p l e . L'on v o i t aisément que: 

4 n f = ^ ( f ) + * n ( f ) -

où <f> ( f ) = m ( f ) h . 

Remarquons que (T,p) e s t f a i b l e m e n t mélangeant s i e t seulement s i (T n,-p) 

e s t e r g o d i q u e pour t o u t n. 

Dans l e cas d'une subdivision f i n i e , Boven [ M donne des c o n d i t i o n s pour que T 

s o i t f a i b l e m e n t mélangeante. 

Dans ce cas, on peut démontrer l e théorème de l a l i m i t e c e n t r a l e ( [ 30J , [ 17] ) . 

Pour démontrer l e théorème l o c a l , nous avons besoin de précisions sur l a 

f o n c t i o n h (unique puique T est faiblement mélangeante).. 

Nous supposons de p l u s que: 

(U) i l e x i s t e une constante D > 0 t e l l e que 

D £ h ( x ) <_ 1/D . 

Cette c o n d i t i o n est vérifiée par l e s 6 - t r a n s f o r m a t i o n s e t l a t r a n s f o r m a t i o n 

" f r a c t i o n continué1. Plu s généralement c e t t e c o n d i t i o n e s t vérifiée par 

une c l a s s e de t r a n s f o r m a t i o n s considérée par A d l e r [ l ] ( v o i r a u s s i [5^ > (.27̂  ) : 

T : I I e s t d i t e markovienne s i e l l e vérifie ( 1 ) , s i T ( l . ) ' T i I ï 0 
J £ 

im p l i q u e T ( I . ) 3 1, e t s i { T ( a . ) } e s t f i n i . 
J & j 

THEOREME 2 : 

S i T est une a p p l i c a t i o n markovienne d i l a t a n t e ( c o n d i t i o n ( 3 ) ) 

vérifiant : 

sup(T"(x) / ( T ' ( x ) f | < «• 

a l o r s T admet une unique mesure f i n i e i n v a r i a n t e par T, u = hm, où h est une 

f o n c t i o n s t r i c t e m e n t p o s i t i v e t e l l e q u ! i l e x i s t e une constante D >. 0 avec 

D <_ h ( x ) <_ 1/D 
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Remarquons a u s s i l e l i e n d i r e s t e n t r e l a constante K et l a c o n d i t i o n du théorème 2 . 

En e f f e t , 

l ^ ' . ( x ) / q . ( x ) | = | ( 1 /<? .(x))'|<f.(x) 
J J J J 

= |( T'(a.x) ) ' | / | T ' ( a . x ) | 

= | T " ( a . x ) | / ( T ' ( a . x ) ) 2 

J J 

Pour o b t e n i r ( 4 ) on peut donc u t i l i s e r l e théorème 2 . 

1.U Dans l a s u i t e , nous supposons t o u j o u r s que T vérifie ( 1 ) , (2 ) , ( 3 ) , que 

h vérifie (k) et que (T,y)es"t faiblement mélangeant. 

L'opérateur a d j o i n t de T dans L y est défini par 

Pf = 4)(f h ) / h 

Gomme 4> n(f h) = m(f h)h + ^ n ( f h) , on a : 

P n = m + Q n 

pour t o u t n •> 1 et où l e rayon s p e c t r a l de Q dans'l^, p(Q) est s t r i c t e m e n t 
inférieur à 1 . 

Remarquons que P vérifie l e s hypothèses du théorème 1 : 

P r o p o s i t i o n 2 : 

L'opérateur P, défini par Pf = <j>(f h) / h est un opérateur borné de t?, 

q u i vérifie l e s hypothèses du théorème 1 . 

En p a r t i c u l i e r , i l e x i s t e n^ t e l que 
l|p n°f||^< a | M L * + B | N l l f W 

1 
où a <1 , 6 < « e t llfII = / r.|f|dy 

- L'espace £8 est L 1 e t (b) est vérifié car P est une c o n t r a c t i o n p o s i t i v e 
> - u 

de L 
y 

1 1 
||Pf|| = / | * ( f h)|dm < / • ( | f | h ) dm = ||f.|| 

l , y 0 0 ' y 
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P est un opérateur borné del?", car (j) est un opérateur borné de Uet 

que l / t i e V , car v (1 /h) < (1 /D 2 ) v ( h ) . 

A l ' a i d e de l a demonstration de l a p r o p o s i t i o n 1, on a : 

I I P 1 ^ f I l v « H ^ ( f h ) ' / h | | v 

< 2 | | 1 / H | l v H ^ f h ) | | v car | | f g | ^ < 2 | | f | y ) g | ^ 

1 ( 8 / Y N ) | | i / h | l ^ U r t f h ) | | v 

+ 2 |[ 1/hlL^K + 2 / 5 + 1 ) | | f | | 1 > u 

• 
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1.5 Les Exemples : 

1. l e s Él-£SSËl!2ï?Ê!Ëi22Ë 

Tx = {6x> 6 > 1 , réel où ( x ) = x - [ x ] . 

L'opérateur de Perron-Frobenius associé est défini par : 

(Df(x) = (1/6) l f ( ( x + j ) / S ) + (1/B) f ( ( x + [e ] ) /3 ) x ( x ) 
j=0 [ 0 5 { g } ] 

Les c o n d i t i o n s ( 1 ) , (2) et (3) sont évidemment vérifiées. 

Pour (h) on a d'après Rényi [ 2 8 ] : 

1 - 1/6 1 h ( x ) 1 1/(1 - 1/6) 

et (T,u) est f a i b l e m e n t mélangeant 

Si 6 est e n t i e r , on a donc <f> - P> car h SE 1. 

Plus généralement, on peut considérer Tx = {6x + a} où 6 > 2 et 0 _£.a_< 1 . 

Ces t r a n s f o r m a t i o n s vérifient ( 1 ) , ( 2 ) , (3) , (h) et l e mélange f a i b l e . 

2. l a _ t r a n s f o r m a t i o n !l££§£li22_£2SliSHif : 

Tx = {^} , T ( 0 ) = 0 

L'opérateur de Perron-Frobenius s'écrit : 

oo 

* f U ) = l f d / ( j + x ) ) ( i / ( j + x ) ) 2 

La c o n d i t i o n (3) s'écrit pour n = 2 : 

i n f | ( T 2 ) ' ( x ) | = k 

e t h ( x ) = 1 / ( 1 +X) l o g 2 vérifie (k). 

E n f i n (T,y) est f a i b l e m e n t mélangeant. 
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2. L'opérateur P . ( i 9 ) : , f 

S o i t f €15; à v a l e u r s réelles et 9 € ]R. 

Posons 

Pf ( i 0 ) ( g ) = P ( e x p ( i 9 f ) g) 

Dans l e s paragraphes q u i s u i v e n t , nous a l l o n s étudier l e s p e c t r e de P ^ ( i e ) 

l o r s q u e 6 est v o i s i n de 0 et a u s s i pour des v a l e u r s de 9 quelconques. 

Un premier t y p e de résultat e s t dû à Re l l i c h [ 8 ] q u i a décrit comment l e s p o i n t s 

isolés du sp e c t r e d'un opérateur v a r i e n t l o r s q u ' o n f a i t dépendre c e t opérateur 

analytiquement d'un paramètre. La p r o p o s i t i o n 4 q u i s u i t permet l a démons

t r a t i o n du théorème de l a l i m i t e c e n t r a l e . 

P r o p o s i t i o n 3 : 

Pour t o u t 8 S U , l'opérateur P f ( i 9 ) est un opérateur c o n t i n u soir 15* 

( a i n s i que s u r L ) et l ' a p p l i c a t i o n q u i à 9 f a i t correspondre P ^ ( i 9 ) est 

a n a l y t i q u e . 

Preuve : 

l l ? f ( i e ) g | | ^ = l | P ( e x r ( i 8 f î g î l l y . < 2 | | P | | ^ H 3xp i 9 f | | ^ ||g||^ 

Or (I exp i 9 f | l v = v(exp i 9 f ) + 1 

<. v(cos 9f ) + v(sinâf v) + 1 

<. 2 | e | v ( f ) + 1 

d'où | | P f ( i e ) g | | v < c ( e ) | | g | | v 

De même 

l | P f ( i 9 ) g| | 1 > u £ | | e r p ( i e f ) g | | 1 ^ = | |g | | 1 ^ 

oo 

La série £ ( i 8 ) 7 n! P ( f n . g ) est normalement convergente dans 13" 

| e| n/n! H P C ^ . g J l f ^ < ( 2 | e [ ) n / n ! | | P | | ^ | | f | ^ | | g | | ^ 

e t donc 9 -> P ( i e ) est a n a l y t i q u e . 

• 
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P r o p o s i t i o n h : ( [ 8 ] , [ 19 1 , [ 22 ] ) 

I l e x i s t e un réel a > 0 t e l que s i |o| < a, a l o r s on a i t : 

1 ) pour t o u t g e * ^ % t n ^ 1 

P * ( i 9 ) ( g ) = A n ( i 9 ) N 1 ( i 6 ) ( g ) + P j ( i 9 ) ( g ) 

où A ( i 9 ) est l ' u n i q u e v a l e u r propre de p l u s grand module de P ( i 9 ) et 

| M i 8 ) | > (2 + p(Q))/3 

N ^ ( i 9 ) e s t l a p r o j e c t i o n sur l e sous-espace propre E^ de dimension 1 , 

correspondant à A( i 9 ) . 

P^(iQ) est un opérateur s u r V de rayon s p e c t r a l 

p ( P 2 ( i 9 ) ) (1 + 2p(Q))/3 

et P 2 ( i 8 ) E Q = 0 . 

2) l e s a p p l i c a t i o n s 9 +À(i9), 9 - • N ^ i ô ) , 9 P 2 ( i 9 ) sont 

a n a l y t i q u e s . 

3) l l P g d e J d ) ILp. 1 C|9|(1 + 2 p ( Q ) ) / 3 ) n 

où C est une constante p o s i t i v e . 

Preuve : 

Rappelons brièvement quelques p o i n t s de l a démonstration 

1) S o i t R(z) l a résolvante de P ' d a n s V 
oo 

R(z) = 1 / ( z l - P) « U / ( Z - 1 ) + l Q n/z n~ 1 

n=0 

q u i est définie s i |z| > p(Q) e t z £ 1 . 

Posons a l o r s 

CO 

R i 6 ( z ) * R(z) l ( ( P f ( i 9 ) - P) R ( z ) ) n 

n=0 

S i | | p ^ ( i 9 ) - P ||̂ . < 1 / | | r ( Z ) | | ^ , a l o r s l a série précédente converge 

normalement dans V * et définit l a résolvante de P ^ ( i 6 ) . 
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Soient 1^ e t l e s c e r c l e s de c e n t r e 1 et 0 et de rayon p ^ = ( l - p ( Q ) ) / 3 

et p̂  = (1 + 2 p ( Q ) ) / 3 , respectivement. 

S o i t 5>0, t e l que 6 < P1 et p(Q) + 6 < p 2 . 

Posons - sup||R(z) ||^ où l a borne supérieure est p r i s e pour 

| z | > p(Q) + 6 et | z - l | < 5 . 

S i ||p^,(i9) - P || < s ̂ e s c e r c l e s 1^ et sont dans l'ensemble résolvant 

de P ( i 6 ) . 

Soient a l o r s l e s p r o j e c t i o n s 

N ^ i e ) « ( l / 2 i * ) / R i Q ( z ) clz 

1 ^ 

N 2 ( i 9 ) = (l/2iîr0 / R i e ( z ) dz 

X 2 

Pour ||N ( i 6 ) - u|[̂ .< 1 , l'image E Q de N ^ i e ) est de-dimension 1 et on a : 

p f ( i e ) N 1 ( i e ) ( g 9 ) = N ^ i e ) p f ( i e ) ( g Q ) * x ( i e ) g 9 

où g S V engendre E Q. 

On a donc pour t o u t n _> 1 

p ° ( i e ) - p ° ( i e ) N ^ i e ) + p j ( i e ) N 2 ( i e ) 

= x n ( i e ) N ^ i e ) + p ° ( i e ) 

en posant P ° ( i 9 ) = ( l / 2 i i r ) / z 1 1 R . J z ) dz 
d 4. 1 O 

2 

3) Pour | Ç | < a, on a : 

R i Q ( z ) = R(z) + 19 RJ^Cz) 

d'où 

P°(i6)(l) = d/2i») / z 1 1 R ( z ) ( D dz 

h 

+ ( ̂ 2TT ) / z 1 1 R ^ U M D dz 

I 2 

» (9/2*) / z 1 1 R ^ U M O dz 
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d'où l l P g U e X D l l < c |e.| P £ 

arc C = ( 1/2TT) sup || H[Q ) ( z) 11.^ 

M = P 2 

| e | < a 

b 

Pour démontrer un théorème de l a l i m i t e l o c a l e nous avons b e s o i n , 

pour t o u t 6 réel, de l a d e s c r i p t i o n du s p e c t r e de P ^ ( i 6 ) f o u r n i e p a r 

l e théorème de I o n e s c u - T u l c e a e t M a r i n e s c u : 

P r o p o s i i t i o n 5 •* 

Pour t o u t 6 S B, l'opérateur P^(iô) n'a qu'un ensemble f i n i G ( i 0 ) 

de v a l e u r s propres de module 1. 

Pour chaque £ € G ( i 9 ) , l e sous-espace propre correspondant E^ est de 

dimension f i n i e et contenu dans'!?". 

L'opérateur P ( i 9 ) s'écrit a l o r s : 

P * ( i 9 ) = l C n P , ( i e ) + Q n ( i 9 ) , n>1 
f Ç£G(i9) 

où P ^ ( i 0 ) est l e p r o j e c t e u r sur E^ e t l ' o n a : 

P ç ( i e ) p ^ ( i e ) = o s i ç # v , P ç ( i e ) = P ç ( i e ) 

p ( l e ) Q ( i e ) = Q ( i 9 ) P çde) = o 

E n f i n Q ( i e ) C U ) C V e t p ( Q ( i e ) ) < 1 . 

L'opérateur P_^(i9) s ' i n t r o d u i t n a t u r e l l e m e n t dans l'étude du théorème de l a 

l i m i t e c e n t r a l e . En e f f e t , posons : 

n ~ 1 k 
S f = T f o T , n > 1 

k=0 

S f = 0 
o 
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On a l e lemme s u i v a n t : 

LEMME 1 : 

Pour t o u t 9 € ] R , p£(i9)(g) = P n ( e x p ( i 6 S nf ) g) , n > 0 . 

Cette propriété permet l'étude de l a f o n c t i o n caractéristique de S^f v i a l e s 

itérées de P ( i 9) e t donc du s p e c t r e de P f ( i 9 ) . 

Preuve : 

On a: 

P n ( e x p ( i e s n f ) g ) = P C ^ C e x p C i ô f ^ ^ J . a x p f i e s ^ f J . g ) ) 

- p f ( i e ) [ p n - 1 ( e x P ( i e s n - 1 f ) . g ) " 

car 

P n ( f o T n . g ) « f . P n g p o u r n > / l . 

• 

Preuve de l a p r o p o s i t i o n 5 -

Vérifions l a c o n d i t i o n ( c ) du théorème 1. 

I I P ? ( i e ) ( g ) H v - | | P M ( e x p ( i 9 S n N f ) g ) | | v 

1 (16/Y N) lh/h||y.||h|| v||exp i S S ^ f ||^||g||^ 

+ 2||l/h||^(K+2/«+ 1)|| s il l f J 1 

où T = i n f [ ( T 1 1 ) ' ( x ) [ . 

Or ||exp i e S ^ f l ^ = v(exp i 9 S ^ f ) + 1 

< 2 l e l v C s ^ f ) + 1 

nN-1 . 
<. 2|e| l v ( f o T ) + 1 

£ 2nH |9| v ( f ) + 1 

et donc pour tout 9 € ]R i l existe n = nN • t e l que 
o o 

N 

( 1 6 /Y °) | | l / h | | ||h|| (2nN | e | v ( f ) + 1) < 1 
f]^r or O 

• 
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3« Le théorème de l a l i m i t e c e n t r a l e : 

THEOREME 3 : 

S o i t T une a p p l i c a t i o n de I dans I vérifiant ( 1 ) , ( 2 ) , (3) ,(U) et 

t e l l e que l e système dynamique (T,y) s o i t f a i b l e m e n t mélangeant. 

Si l'équation f o n c t i o n n e l l e 

f ( x) - k + <f(Tx) -4>(x) 

n'admet pas de s o l u t i o n ^615^ k£lR ,alors on a: 

2 r 1 

a = l i m ( ( S n f - n y ( f ) ) / / n r dy > 0 
n + 0 0 JO 

et pour t o u t v €R 
rv 

l i m y { ( S n f - n y ( f ) ) / a / ! T _f v ) = (1//TV) exp(-u /2 ) du . 
n-* 0 0 ' - oo 

La démonstration deœ théorème est donnée dansune s u i t e de lemmes : 

LEMME 2 : 

Pour t o u t 0 e B , on a : 

r1 r1 

e x p ( i B s n.f) dy = J0 P ^ ( i 6 ) ( i ) d y 

C'est l a t r a d u c t i o n du lemme 1 en termes de fo n c t i o n s caractéristiques, 

avec g = 1 . 

Faisons ensuite l e développement limité à l ' o r d r e 2 de A ( i B ) 

( c f P r o p o s i t i o n 4 ) : 

LEMME 3 : 

À'(0) = y ( f ) 
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Preuve : 

f 1 f 1 n 

exp((it/n) S n f ) dy = P ( i t / n ) ( 1 ) dy • 

D Taprès l a p r o p o s i t i o n k9 on a pour n suffisamment grand : 

'1 ,1 
exp((it/n) S n f ) dy = X n ( i t / n ) N ( i t / n ) ( 1 ) dy 

o Jo 1 

'1 
+ J P ? ( i t / n ) ( l ) dy 

0 

'1 

et | P ? ( i t / n ) ( l ) d u | < | | P J ( i t / n ) ( D |l < G ( | t | / n ) p° 
0 ^ u d 

D'autre p a r t , on a : 

N ( i t / n ) = U + ( i t / n ) N ^ 1 ) - ( t 2 / 2 n 2 ) N J 2 ) + ( t 2 / n 2 ) N ^ i t / n ) 

où N ! | ^ , N^2^5 N ^ ( i t / n ) sont des opérateurs bornés del)", 

avec l i m 1 1 ^ ( i t / n ) || = 0 
n -+ oo 1 7 

On a donc 
'1 

l i m N ( i t / n ) ( 1 ) d y = 1 
n J 0 

De même 

X ( i t / n ) = 1 + ( i t / n ) À'(0) - ( t 2 / 2 n 2 ) À"(0) + ^ t 2 / n 2 ) T ( i t / n ) 

où l i m X ( i t / n ) = 0 

n + oo 

et l i m X n ( i t / n ) = e x p ( i t \ ' ( 0 ) ) 
n + 0 0 

Comme l i m (1/n) Sn.f = u ( ? ) presque p a r t o u t , on en déduit que pour t o u t t € E 5 

n 

on a : 

exp i t X f(0) « exp i t y ( f ) 

• 
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Sans perdre en généralité e t de façon à s i m p l i f i e r l e s c a l c u l s , nous supposons 

par l a s u i t e que U ( f ) = 0. 

LEMME h : 

X f , (0 ) = l i m [ ( S n f / / l T ) 2 dy 
n+<» ,0 

Preuve : 

Remarquons que l ' o n a : 

P P f 1 

f l 9 t d { e x p ( ( i t / ^ n ~ ) s n f ) dy } | 
J 0 \z - u 

f 1 2 
( S n f / dy 

0 

Or d'après l a p r o p o s i t i o n h 

f1 fl 

exp(e.t//n" )s^.f) dy = X n ( i t / / 1 T ) N ( i t / ( 1 ) dy 
Jo J 0 

'1 
+ P* ( i t / / ^ ) ( D du 

JO 

On a a u s s i 

P * ( i t / ^ n ) ( 0 = (1/2Î7T) j z n R . t / / — ( z ) ( D dz 
I 2 

Pour n suffisamment grand et | z | = P g , on peut développer R ^ ^ _ ( z ) : 

R . t / / _ ( z ) = R(z) + ( i t / /n) R ( l ) ( z ) - ( t 2 / 2 n ) R ( 2 } ( z ) + ( t ? n ) H^y- ( z ) 

où R̂  1 ^ (z),' R ^ ( z ) , R., / H z ) sont des opérateurs bornés de IT et 
i t / /n 

U * l l W n ( z ) l ' v - 0 • 
n ^ o o 
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L'on a donc : 

P°(it/ / n T ( D = ( t / 2 TT/S) / z 1 1 R ( l ) ( z ) ( l ) d z 

- ( t 2 / i ; i T T n ) / z n R ( 2 ) ( Z ) ( 1 ) dz 

/ +2,„. . f n - ( z ) ( 1 ) dz 
( t / 2 i w i ) J z R . t / ^ 

X 2 

d'où 1 

3 2/ 3t( f P° ( i t / /n")(0 du ) » (-1/2iTrn) / z 1 1 R ( 2 ) ( Z ) ( 1 ) dz 

J 0 l t = 0 i 2 

A l ' a i d e des développements de X ( i t / / n ) e t de N ( i t / /n) , 

on o b t i e n t de même que : 

r 1 (2) 
( X n ( i t / /S) j N ^ i t / d y ) | t = 0 = ~X"(0) - (1/n) N,(D 

0 

'1 2 

La l i m i t e de (S n.f/ /n) d y e x i s t e donc et vaut A " ( 0 ) . 

J 0 

• 

On peut a u s s i f a i r e une démonstration d i r e c t e de l ' e x i s t e n c e de l a 

f 1 2 
l i m i t e de - (S f / /n) dy , car p ( Q ) < 1. 

J o n 

Donnons maintenant une représentation en termes d'opérateurs de l a 

v a r i a n c e . 

LEMME 5 : 

Posons a 2 = l i m (s f/^n " j t l u • A l o r s , on a l a 
n-*co Jo

 n

2 

représentation s u i v a n t e pour a 

a2 = f 1 P ( g 2 ) - ( P g ) 2 du où g - ( i - P ) " 1 f 
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Preuve : 

Un c a l c u l c l a s s i q u e ([ 16 ] , page 36) montre que l ' o n a : 

a2 = I I f . f o T | k | d u - l P | k | f . f du 
k=-« Jo k=-« •'0 

n r 1 I k l f 1 

= J Q1 ' f . f dp = (2g - f ) f dy 
J 0 •'0 

00 oo 

s i l ' o n pose g = \ Q k f = l P k f = ( I - P ) ~ 1 f 

on a 
? i * 1 f 1 ? 2 

0 = I (g + P g ) ( g - Pg) du = P(g t f) - (Pg) du 
J 0 J 0 

• 
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LEMME 6 : 

f 1 n P P 
l i m P ^ ( i t / / ~ n ) ( 1 ) du = e x p ( - t cT/2) 

Preuve : 

I l s u f f i t de reprendre l e s développements du lemme 3 avec À f ( 0 ) = 0 

et où i t / n est remplacé par i t / /a . 

• 

LEMME T : 

2 

a > 0 s i et seulement s i f n ' e s t pas de l a fo r m e : 

f = <foT - f 

où S ' e l * 

Preuve : 

La constante k du théorème 3 est égale à p ( f ) . I c i on a k = 0. 

D'après l e lemme 5» on a : 

2 2 2 
a = 0 s i et seulement- s i Pg = (Pg) presque p a r t o u t 

s o i t cf>(g2h) <|>(h) = ( * ( g h ) ) 2 

( l g 2 ( a x) h(a . x ) <f.(x) x , ( x ) ) ( I h(a.x) <f.(x) X - ( x ) ) 
j j J J J j J J J 

= ( I ( g ( a x ) h 1 / 2 ( a . x ) f f f x ) X , ( x ) ) ( h V 2 (a.x) ^ x ) X , W ) ) 2 

j J J J J J J J 

d'où g(a.x) = u ( x ) presque p a r t o u t dans J. e t où u est une f o n c t i o n 
J J 

indépendante de j . En e f f e t , s i dans l'inégalité de Cauchy on a l'égalité, 

l e s ternies sont p r o p o r t i o n n e l s . 
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et donc on a 

f ( x ) = g ( x ) - Pg(x) 

= g ( x ) - g(a.x) pour t o u t j . 
J 

Or, pour j fixé, i l e x i s t e au moins un y € I . t e l que Ty = x. 
J 

Comme g( a.x) est indépendant de j , on peut donc écrire 
J 

f ( T y ) = g(Ty) - g ( y ) dans V. 

Mais on a a u s s i : 

f « ( g - f )oT - ( g - f ) 

• 

Un cas particulièrement i m p o r t a n t e s t c e l u i de l ' i n d i c a t r i c e d'un 

"borélien A. 

P r o p o s i t i o n 6 : 

2 

CT > 0 s i f e s t l ' i n d i c a t r i c e d'un borélien de I , t e l 

que 0 < y ( A ) < 1. 

Preuve : 

S i X A - V ( A ) + ?*T - f 

a l o r s on a : 

exp(22ii cPoT) = exp(-27Ti>i(A)). e x p ( 2 7 i i f ) 

Comme T e s t f a i b l e m e n t mélangeante , exp ( - 2'nin(A) ) « 1 e t donc 

>*(A) - 0 ou 1. 

• 
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REMARQUE : 

S o i t une f o n c t i o n mesurable, s o l u t i o n de l'équation 

f o n c t i o n n e l l e : f - ^oT - *f 

A l o r s on a: S f - ^oT* -H> 
n 

S o i t c?0, a l o r s 

V ( l ^ l > c ) = ]j(lf//S'l>c) 

e t donc S f / ^ = ( f^T 1 1 -4*)/>/n t e n d v e r s 0 en probabilité. Comme 

' /— 2 
3 f y n — * 0 en probabilité e s t équivalent à o" = 0 i l e x i s t e , d'après 

l e Lemme 7, 4 )

1 G ^ t e l que f . ^ T - 4 > r 

La t r a n s f o r m a t i o n T étant e r g o d i q u e , H*-4*^ e s t c o n s t a n t e e t i l e s t 

équivalent de supposer que l'équation f o n c t i o n n e l l e n'a pas de 

s o l u t i o n mesurable ou de s o l u t i o n dans Xj. 

h. La v i t e s s e dans l e théorème de l a l i m i t e c e n t r a l e 

La méthode précédente permet de préciser l a v i t e s s e de convergence. 

On o b t i e n t a i n s i l a v i t e s s e exacte en l//"rT. La démonstration repose sur 

l'inégalité de Essen [ 10 ] e t un c a l c u l de développement limité p l u s poussé 

que précédemment. 

THEOREME h : 

Les hypothèses étant c e l l e s du théorème 3 5 i l e x i s t e une co n s t a n t e 

C > 0 t e l l e que pour t o u t v € JR, on a i t : 

fV 
| y { ( S n f - n u ( f ) ) / a / " n £ v } - (1//1IÏF) e x p ( - u 2 / 2 ) d u <̂  C/ /n 



25 

Preuve : 

D'après l'inégalité de Esseen, on a pour t o u t U> 0 e t n ^ 1 : 

sup |u{S -f/a /n £ v} - ( 1 / /2TF) exp(-u /2)du| 
v€]R n J 

f U f 1 P 
< K/U + (1/TT) • 1/|u| | exp [ ( i u / a /n ) S. f ] du - exp(-u /2) du| 

où K = 2U/ïï / T T T . 

Un c a l c u l de développement limité donne une e s t i m a t i o n de 

, r 1 2 
I l exp [ ( i u / a /n) S f ] - exp(-u /2) dy | : 

LEMME 8 : 

I l e x i s t e un r e e l a > 0 t e l que pour t o u t u < a on a i t : 

. ri p 
j exp [ ( i u / a /n")S nf ] - exp(-u /2) dy | 

< exp(-u 2/U) [ 2 A|u| 3/a 3 /n" + B|u|/a i/n] + (c|u|/a vn) p£. 

où A,B,C sont des constantes p o s i t i v e s . 

A l ' a i d e de ce lemme e t en posant U = a /n , on o b t i e n t que : 

f V 2 

sup | u{S n.f/a /n < v } -(1//~2TF) exp(-u /2)du | 

" /-a i/n p 2 n 

• < K/a /n + ( 1 / -/n") I exp(-u /k) [ 2 A u + B/a] + Cp n/a i/rî du 
J-avHT 2 

d'où l e résultat. 

• 
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Preuve du lemme 8 : 

Comme 

I f 1 P ^ n P 
|. exp[ (iu/ a i / n ) S f ] - exp(-u /2) 1 I | P^( iua/i/n) ( 1 ) - exp(-u /2)|dy » 

on estime l a dernière intégrale à l ' a i d e dun développement limité, poussé i c i 

à 1'ordre 3. 

I l s u f f i t pour c e l a d ' u t i l i s e r l a p r o p o s i t i o n h. en posant 9 = u/a /n 

P j ( i 8 ) = X n ( i 9 ) N 1 ( i 9 ) + P * ( i 9 ) = 

= [ 1 + i9À ' (0 ) - ( 9 2 / 2 ) X M ( 0 ) - ( i 8 3 / 6 ) X ( 3 ) ( 0 ) + 9 3 r ( i 9 ) ] n . 

[ U + i B N J 1 ^ ( 9 2 / 2 ) N J 2 ) + 9 2 N 1 ( i 9 ) ] + P ^ ( i e ) 

= exp [ n ( - ( 9 2 / 2 ) a 2 + i A 1 9
3 + 9 3

£ ( e J ^ i 9 N J
l ) - ( 9 2 / 2 ) N ( 2 ) + e 2 N 1 ( i 9 ) ] + P * ( i e ) 

où A est une constante et l i m e(9) = 0. 
9+0 

On a donc 

|-P^(iua//n")(l) - ex p ( - u 2 / 2 ) | d y <_ A (u) + B (u) + (c|u|a/v£) 

où 

A (u) = ex p ( - u 2 / 2 ) |exp [ i A u 3/a 3Vn" + ( u 3 / a 3 ^ ) e(u/a/n~) ] -1 | 
n i 

B (u) = exp ( - u 2 / 2 ) exp [ i A , u 3 / a 3 ^ r + ( u 3 / a 3 / n ) e(u/ai/n)] 
n u l 

. (|u|/a/n~)| iîT^17( 1 ) - (u/2a /n") N ^ 1 M u ^ a ^ N , ( i u / o v Ç ) ( 1 ) | 

On peut t r o u v e r un réel a > 0 t e l que pour |u| < a./n, on a i t 

2A a/a 3 < 1/U où A = |A | 

| i A u 3 / a 3 , /n _+ (u3/a3/^) e(u/ovÇ)| £ |u|2Au 2/a 3/n" <. u 2 A 

e t |liNÎl)(l)-(u/2a/n")Ni2!l)-(u/2av/n")N1(iu/a/n")(l)|| < B 

I I 1 — 

On o b t i e n t a i n s i l e résultat à l ' a i d e de l'inégalité 

| e Z - 1 | _< | z | exp | z | 

• 
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5. Un théorème de l a l i m i t e l o c a l e : 

On se pose l a q u e s t i o n du comportement asymtotique de y ( S n f € A) 

où A est un i n t e r v a l l e f i n i . C'est l'étude du sp e c t r e de P ^ ( i 9 ) pour chaque 

v a l e u r de 9 , q u i va p e r m e t t r e de donner des renseignements s u r ce compor-

-tement, a l o r s que dans l e théorème de l a l i m i t e c e n t r a l e , nous avions regardé l e s p e c t r e 

au v o i s i n a g e de 6 = 0. 

THEOREME 5 : 

S o i t T une a p p l i c a t i o n de I dans I vérifiant ( l ) , ' ( 2 ), ( 3 ) , ( 4) e t 

l e mélange f a i b l e . S i or > 0 e t s ' i l n ' e x i s t e pas une f o n c t i o n *f mesurable, 

.un réel T\ , un réel t s t r i c t e m e n t p o s i t i f e t une f o n c t i o n k ( x ) à v a l e u r s 

entières t e l s que: 

f ( x ) = *?(Tx) - <?(x) + ^ + ( 2 7 T / t ) k ( x ) 

a l o r s uniformément en z, pour t o u t i n t e r v a l l e f i n i & , on a: 

l i m | a /n y ( z + S n f - n y ( f ) € A) 
n -> <» 

- ( 1 / /5F) e x p ( - z 2 / 2 a 2 n) m(A) l = 0 

Preuve : Suivons l a démonstration donnée p a r Breiman [é] 

dans l e cadre des v a r i a b l e s aléatoires indépendantes. 

ç 00 

S o i t g € L 1 ( B ) , g ( x ) = (1/27T) J g ( t ) e x p ( i t x ) d t 
m - o o 

où g est une f o n c t i o n c o n t i n u e à support compact. 

, 1 
a /n g(z' + S n f - n y ( f )) du = 

h 
f°° f 1 

(a /n/2rr) e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n y ( f ) ) p j ( i t ) d ) dy d t 

. - oo J 0 

Supposons que l e support de g s o i t i n c l u s dans [ - 6 , 6 ] 

D faprès l a p r o p o s i t i o n U, s i e > 0 est donné, i l e x i s t e un réel 6 ( e ) , 

t e l que s i 5(e) < a e t | t / a /n| < 6(e) 
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a l o r s , ona : 

: |exp( - i t u ( f ) / a ) X n ( i t / a v^)\ < e x p ( - t 2 A ) 

et II N 1 ( t / a /n) - y | [ ^ < e 

Comme p p f 0 0 

( 1 / ^2?) exp(-z /2a n) g ( t ) d t 
J —OO 

= (g(0)/2*ir) e x p ( i t z / a /n) e x p ( - t /2) d t 
J.00 

On a ^ 

2TT a /n" g(z+S. f-nu(f)JdW -(1//1!?) e x p ( - z 2 / 2 a 2 n) g ( t ) d t 

= a/a e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n y ( f ) ) X " ( i t ) d t 

|t|< 6 ( e ) 

- g(0) _ e x p ( i t z / a /n) e x p ( - t 2 / 2 ) d t 
|t|<<5(£)a /â 

+ a /n [ e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n u ( f ) ) X n ( i t ) ( N ( i t ) ( 1 ) - y ( l ) ) dydt 

|t|< 5(e) J 0 

f f 1 

+ a /n e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n u ( f ) ) ( i t ) ( 1 ) du d t 
| t | < 6 ( e ) Jo 2 

e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n u ( f ) ) P1* ( i t ) ( l ) dy d t 
«fe)<|t|< 6 Jo 1 

- g(0) { e x p ( i t z / a Sa) e x p ( - t 2 / 2 ) d t 

= A 1 + A 2 + A 3 + A u + A 5. 

A = | e x p ( i t z / a i/n) [ g ( t / a e x p ( - i t v n V ( f ) / a ) X n ( i t / a /â) 
- 1 | t | < 5 ( e ) a v£ 

- g( 0 ) e x p ( - t ^ / 2 ) ] d t 

d'où à l ' a i d e du théorème de Lebesgue l i m sup|A^| =0. 
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A = j e x p ( i t z / a /ÎT) g ( t / a / - n ) e x p ( - i t / m j ( f ) / a ) 
d |t|< 6(e)a /n 

À n(it/a /n) { (N ( i t / a / n ) ( 1 ) - u d ) ) dy d t 
0 

et donc f« p 

U 2 I < e l S H ^ e x p ( - t A ) dt , d'où lim s u p U 2 t « 0 . 

|AJ <_ a i/rî 6(e) C HêH^ et l i m sup|AJ » 0 . 

|A_| < | g ( 0 ) | I e x p ( - t 2 / 2 ) d t et l i m sup I A-I - 0 . 
5 " M >ô(e)a /ï n — z 1 5 1 

Pour que A^ tende vers 0, i l f a u t que pour t € 1 , t ^ 0, l'opérateur P ( i t ) 

n'admette pas de f o n c t i o n p r o p r e de v a l e u r propre ç de module 1, d'après 

l a p r o p o s i t i o n 5- ' S i c'est l e cas, on a a l o r s : 

A, = a yn I e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n y ( f ) J Q n ( i t ) ( l ) du d t 
Ô(e)<Jt|<6 J 0 

et 

|AJ < a ||g|l ^ C p n ( Q ( i t ) ) d t . 

ô(e)<(t |<5 

Comme t -*P (it)« Q ( i t ) e s t continue, p ( Q ( i t ) ) e s t semi-continue 

supérieurement et a t t e i n t son maximum, qui e s t s t r i c t e m e n t inférieur 

à 1 et l i m s u p l A J » 0 . 
z 4 

n-*«o 

Le théorème 5 sera donc vérifié s i pour t ^ 0, l'équation 

P f ( i t ) ( g t ) = ; g t 

n'a pas de s o l u t i o n d a n s ^ , où | ç | = 1(Ç dépend, de t ) 

Donc 

T e x p ( i t f(a.xî ) g j a . x ) h ( a.x) ^ . ( x ) x . ( x ) 
i J t j J J J 
J 

= ; g t ( x ) I h(a . x ) 4> (x) x U ) 
« • J J J 

J 
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d'où en passant aux modules 

l j g (a . x ) | h ( a.x) % ( x ) x .(x) > k ( x ) | £ h(o.x) <*(x) 

J J 

s o i t ^ I I ^ I I 
p | g t l i | g t l 

e t donc 

U (P| g t l ) > u | g t l 

d'où 

P | ? t l - I g J 

Or 1 est l ' u n i q u e f o n c t i o n laissée i n v a r i a n t e par P, donc g e s t une f o n c t i o n 

de module 1. 

S i l ' o n r e v i e n t à l'équation P ( i t ) g = Çg ,1'on v o i t que l a seule 

possibilité est a l o r s que 

exp( i t f ( a . x ) ) g . (a.x) = ç g , ( T i ) 

s o i t . 

expi i t f ( x ) ) g ( x ) = Çg t(Tx) 

e t en p r e n a n t l e l o g a r i t h m e 

i t f ( x ) = l o g g t ( T x ) - l o g g t ( x ) + l o g t ; + 2TTik(x) 

I l e x i s t e donc ^ mesurable e t ̂ €E, t e l s que: 

f ( x ) -<-?(Tx) - 4 > ( x ) + ̂  + ( 2 1 T / t ) k ( x ) . 

REMARQUE : 

Dans un v o i s i n a g e de 0, d'après l a démonstration du théorème 3 

ç = X ( i t ) = 1 - a 2 t 2 / 2 + e ( i t ) 

où l i m e ( i t ' ) = 0 
t-K) 

A i n s i pour t p e t i t , on a |ç|< 1. Le sous-groupe de ]R formé des t t e l s que 

P f ( i t ) g t s çg^ q u i e s t fermé, e s t donc d i s c r e t . 
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I l r e s t e à t r a i t e r un cas particulièrement intéressant. C fest c e l u i où f ( x ) 

prend ses v a l e u r s dans un réseau : 

f ( x ) = n + (2rr/t ) k ( x ) 

Sans perdre en généralité, on peut supposer que 2ir/t = 1. 

THEOREME 6 : S o i t T une a p p l i c a t i o n de I dans I vérifiant ( l ) , ( 2 ) , 

( 3 ) , ( 4 ) e t l e mélange f a i b l e . S i f e s t de l a forme : 

f ( x ) = n + k(x) 

où k e s t une f o n c t i o n à v a l e u r s entières, d'intégrale non-entière, ^ réel, 

a l o r s on a: l i m \a /n y ( z + S'nf - n y ( f ) € A) 

n 

- (1//2TT) exp(-z /2a n) v(A-z-n ( n - u ( f ) ) ) | = 0 

uniformément pour t o u t z réel et A i n t e r v a l l e f i n i et où v est l a 

mesure de dénombrement s u r Z. 

Preuve : 

2 
D'après l a démonstration de l a p r o p o s i t i o n 6 , cf e s t s t r i c t e m e n t 

p o s i t i f c a r j * ( k ) n ' e s t pas e n t i e r . 

Reprenons l e s c a l c u l s du théorème h : 

(-1 
o /n g(z + Snf - n y ( f ) ) dy = 

(a /n/2i\) e x p ( i t z ) g ( t ) e x p ( - i t n y ( f ) ) P°(it)0) dy d t 
J-OO J 0 

S i f ( x ) = n + k ( x ) , a l o r s on a : 

et donc 

P * ( i t ) 0 ) dy = e x p ( i t n n ) P ? ( i t ) 0 ) dy 
Jo f J 0 k 

(1 
La f o n c t i o n t -> P ( i t ) ( l ) dy est périodique de période 2TT et 

Jo k 

l'opérateur a des v a l e u r s propres de module 1 pour l e s t e n t i e r s . 

En découpant en i n t e r v a l l e s de longueur 2TT e t en changeant de v a r i a b l e , 

on o b t i e n t : 
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a/â | 0 g(z + S n f - n y ( f ) ) dy = 

(1/2FT) ^ n G(t/a /n) e x p ( i t z / a / n ) e x p ( - i t /n"u(f)/a{ P^(it/a/n°) ( 1 )dy d t 
;-TTa/rT J 0 

00 

où G(u) = l exp(i27r£z) g(u + 2iïA) exp [ i 2 ïïil n(.n - u ( f ) H 

et donc 

f 1 

2 TT I a/n g(z + % f - n u ( f ) ) d y 
Jo 

c 00 

- (1//2TT) e x p ( - z 2 / 2 a 2 n ) g ( z + n ( n - U ( f ) ) + x) d v ( x ) j 
J — oo 

fiïa/n 
< J e x p ( i t z / a/n) [ G(t/a /S) e x p ( - i t / n u ( f ) / a ) . 

f 1 p 
P*(it/ai£")(l) du - e x p ( - t /2) g( z+n(n -U( f ) ) + x) v ( d x ) ] d t | 

J Q I J _CO 

00 

+ | / e x p ( i t z / a/S) e x p ( - t 2 / 2 ) d t g(z+n(n-U(f ) ) + x) v ( dx) | 
|t|>ïïa/S J-°° 

« A X + A 2 

Pour l e 1er terme, i l s u f f i t de r e g a r d e r l a l i m i t e de : 

M 

G(t/a /£) e x p ( - i t / n " u ( f ) / a ) p j ( i t / a/^) ( 1 ) dU 

quand n 0 0 e t d ' a p p l i q u e r l e théorème de Lebesgue. 

M 

Or l i m e x p ( - i t / n u ( f ) / a ) P j ( i t / a /£) (1) dy = e x p ( - t /2) 
n+°° J 0 

I l s u f f i t donc de c a l c u l e r G ( 0 ) , à l ' a i d e de l a formule de Poisson : 

00 

G(0) = l exp(i2iï l z ) g(27T l ) exp(i2îr £ n ( r | - u ( f ) ) ) 

j ? = - o o 

oo 

= l g(z + n ( n - t f f ) ) + p) 
P = ~oo 
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D'après l a démonstration du théorème 4 e t comme G(u) t e n d v e r s G(0) 

uniformément en z e t que G e s t "bornée indépendamment de z, on déduit que: 

l i m supl A^l 3 o . 

On v o i t a u s s i aisément que l i m sup | A 0| * 0. 
z d. 

n-*<*> 

• 

Remarque : 

S i f ( x ) est l ' i n d i c a t r i c e d'un i n t e r v a l l e [ a,b] de I , on r e t r o u v e en 

p a r t i c u l i e r l e théorème de Moskvin e t P c s t n i k o v pour l a t r a n s f o r m a t i o n 

"(2x)mod r " : 

l i m | a/n y(S .f » p) - ( 1//"2Tr)exp [-(p-n(b-a) ) 2 / 2 n a 2 ] |. = 0 
n °° n 

où p € U . 

Les théorèmes de ce t y p e se généralise donc à une a p p l i c a t i o n de I 

dans I , vérifiant ( l ) , ( 2 ) , ( 3 ) > ( 4 ) e t f a i b l e m e n t mélangeante , 

pour l ' i n d i c a t r i c e d'un borélien de I . 

J a n v i e r 1982 
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