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ANNFAUX GRADUES GENERAUX

par Marc KRASNFR (PARIS)

Introduction

La notion de graduation, du moins sous la forme d'exemples particuliers,
est une notion assez ancienne. FElle est entrée explicitement en mathématique
au XVIIIEé siécle avec Euler. Fuler appelle un polyndme (d'une ou de plusieurs
variables) Homogéne si tous ses monOmes ont un méme degré total, qui est dit
le degré de ce polynOme. D'une maniére plus générale, si f(Xl,Xz,...,XS) est

une fonction réelle de s variables réelles, Euler 1l'appelle homogéne de degré

d si, chaque fois que f(Xl’ X . XS) est définie, f(tXl, tXy, ..., tX )

2? s

1l'est aussi quel que soit t € R, et f(tXl, tXoyenn, th)=tdf(Xl,X2,...,Xs).
D'ailleurs, d n'est pas forcément un entier, mais peut &tre un nombre réel
quelconque. Du point de vue algébrique, deux propriétés des fonctions homogénes
sautent immédiatement aux yeux : 1) le produit des fonctions homogdnes est
encore une fonction homogéne (et son degré est la somme des degrés des fac-
teurs) ; 2) la somme des fonctions homogénes de degrés différents deux 3 deux
n'est jamais homogéne (donc, en particulier, est # O, car O est une fonc~-
tion homogéne de degré indéterminé) ; la somme des fonctions homogénes

d'un méme degré est homogéne (et si elle n'est pas nulle, ce degré commun

est son degré). Dans certaines classes de fonctions, chaque fonction se
représente, et d'une seule manidre, comme une somme {(finie ou infinie)

de fonctions homogénes de la classe. Ainsi, chaque polyndme de s wvaria-

bles se décompose, et d'une seule maniére, en une somme (finie) de polynd-
mes homogénes, toute fonction développable en série de Taylor se représen-

te (et aussi d'une maniére unique) comme une somme infinie de tels poly-

nomes (qui converge au sens de la topologie réelle et, & fortiori, formel-
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le). D'ailleurs, la notion de degré était familidre aux mathématiciens
(du moins, dans le cas d'une variable) bien avant Euler (Diophante,
Arabes, Viéte, Descartes), et on voit méme les germes de la notion
d'homogénéité des les débuts de la mathématique grecque ("multiplication
des segments') et jusqu'en Babylonie. D'autres notions d'homogénéité et
de grades (analogue du degré) correspondants ont &té introduits aprés
Fuler dans différentes structures. Citons en quelques-unes de plus sim-
ples sans entrer en détails : poids (des polyndmes et des fonctioms),
dimension (des objets géométriques et topogiques), ordre (des opérateurs
différentiels), etc... On a ensuite considéré (surtout en géométrie et
topologie algébrique, par exemple Samuel et Zariski [14] la notion géné-
rale de 1'anneau Z-gradué (ou des anneaux avec la graduation un peu plus
générale (ZZ,ZB,...,Zn,...). Les anneaux gradués, dont les grades sont conte-
nus dans un groupe ab&lien, ont &t& considérés par Chevalley [3]. Mais la
premiére notion relativement (mais pas assez) génZrale d'anneau gradué

a &té& introduite par Bourbaki [1]. Elle contient de bonnes parties, mais
aussi des restrictions que rien ne justifie. Pour ne pas remonter i Adam

et Eve, nous allons partir de cette définition, en conservant (quitte 3 les
analyser davantage) les premidres, et en critiquant et rejetant les secon-
des. Ainsi, nous allons arriver 3 une définition réellement adéquate des
anneaux gradués, aprés quoi nous allons donner une idée de ce qui a pu

étre accompli, 3 partir de cette notion, dans différentes directions.

Bourbaki base sa définition sur la notion de groupe ab&lien gradué.

C'est une trés bonne notion (bien qu'il n'y a pas besoin de la restreindre

- 210 -



(1)

-

au cas abélien), que, sauf une preuve du contraire , j'attribue i cet
auteur-(collectif). Mais Bourbaki 1'introduit sans l'analyser, et pour-
tant cette analyse est de la plus grande importance pour la théorie des
structures graduées plus fortes. Elle est faite (sans 1l'hypothése de com-
mutativité) au §1 de cet article, et montre que la structure d'un groupe
gradué est déterminée par la donnée du groupe abstrait sous-jacent et la
partie homogéne, ou seulement de la partie homogéne munie de la composi-

(2)

tion partielle induite par celle du groupe. Ces structures, provenant
des groupes gradu&s, sont caractérisées axiomatiquement (j'appelle la
dernidre homogroupoide ; c'est un cas particulier des structures connues
en théorie des groupes sous le nom d'amalgames ; voir, par exemple ([12],
§ 35), ce qui ouvre trois méthodes, en principe &quivalentes, de 1'&tude
des groupes gradués et des struc%ures graduées plus fortes : 1) méthode
non homogéne, ol on étudie ces structures telles quelles ; 2) méthodz
semi-homogéne, ol on &tudie la structure non graduée sous jacente
accompagnée de la partie homogéne, c'est-3i-dire d'un sous-ensemble du
support satisfaisant 3 certains axiomes ; 3) méthode homogéne, ol on ne

considdre que la partie homogéne, c'est-d-dire un ensemble muni d'une

composition partielle, &galement soumise 3 certains axiomes (et, dans le

(1) En effet, les Bourbaki ont la flcheuse habitude d'exposer dans leurs
livres les notions et les résultats sans indiquer, sauf rares exceptions,

d qut ils sont dis. Ainsi, par exemple, ils emploient la notion d’espace
ultra-métrique sans jamais dire qui l'a introduite, de maniére que la
plupart des jeunes mathématiciens (et quelques mois jeunes) la leur
attribuent. Je ne pense pas qu'il s'agit d'intention délibérée, mais plutdt
de négligence et de sésinvolture. Mails il en seralt peut-8tre autrement pour

certains de ceux, qui sutvent leur exemple.

(2) Je n'emplote pas le terme comsacré "loi de composition', car je ne vois

pas ce que le terme juridique "loi" vient faire dans cette affaire.
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éas des structures plus fortes, d'autres compositions, en général partout
définies). On ne peut pas dire qu'une de ces méthodes soitla meilleure dans
tous les cas, mais si l'on s'int&resse uniquement aux &l&ments et aux objets
homogénes, c'est la troisiéme, qui semble la plus adéquate. Par contre,
quand on s'intéresse 3 tous les &léments d'une structure gradude, ce qui

est surtout le cas quand l'ensemble des grades est totalement ordonné

(car on peut définir alors les grades des &léments non homogdnes},

c'est la méthode non homogéne qui s'impose. De telles structures

graduées s'obtiennent, sous certaines conditons, des structures

filtrées de méme espéce, dont la filtration est totalement ordonnée

(mais n'est pas forcément une Z-filtration), et qui s'appellent les
gradués des structures filtrées correspondantes (mais souvent seule la
partie homogéne d'un tel gradué est intéressante pour l'étude de la struc-
ture filtrée, dont il provient). Ces questions sont discutées pour les
groupes 3 la fin du § 1, pour d'autres structures au §2.

Au § 2 sont introduites, en débarassant les définitions de Bourbaki
de leurs restrictions parasites, les notions réellement adéquates d'anneau

et de module gradués et de leurs parties homogénes annéide et moduloide.

Est défini, &galement, l'analogue gradué homogdne de corps appelé corpoide

(la notion non homogéne correspondante s'appelle corps gradué). Cette

notion a été définie par l'auteur en 1944 dans[5]& partir des corps
valués, car les parties homogénes des gradués de ces corps, filtrés par
leur valuation (qui peut &tre celle de Krull), le sont. Ces corpoides,
appelés squelettes (des corps valués correspondants) ne sont pas quelcon-
ques : leur groupe des grades (car les grades d'un corpoide forment un
groupe) est sans torsion et, bien entendu, la commutativitéd du Ccorps
valué entraine celle de son squelette.

mn anneau gradué est dit régulier, par exemple 3 droite, si, a,x,y
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€tant ses €léments homogénes tels que xa#¥0, ya#0, 1'égalité des grades des

xa et ya entralne celle des grades de x et y (un anneau gradué régulier 3 la
fois i droite et 3 gauche sera dit régulier tout court); Si A est un anneau
gradué et M est un A-module gradué&, il est dit régulier si, pour tous

X,y¥,A et mEM homogénes et tels que xm#0 et ym#O, 1'8galité des grades des

xm et ym entraine celle des grades des x et y {on dit que M est strict

s'il poss&de la propriété analogue 3 gauche).

Si q est un corpoide, un q-moduloide unitaire V est dit q-espace
vectoriel. Les gq-espaces vectoriels réguliers ont une théorie d'indépen-~
dance linéaire et de dimension semblable (du moins formellement) i celle
des espaces vectoriels sur les corps (mais, si 1l'on regarde de plus prés,
plus riche). Si Q est un surcorpoide des q, il peut 8tre considérd, selon
la méthode habituelle, comme q-espace vectoriel, qui est toujours régu~
lier, ce qui permet de définir le degré (3 droite ou i gauche) [Q:q] de
1'extension corpoldale Q/q comme la dimension de cet espace (du méme
cOté). Les généralités sur les corpoides (y compris la définition des
squelettes) et leurs extensions et la théorie des espaces vectoriels
réguliers sur ces structures, énoncées dans [ 5], ont &té exposés dans
[9] en 1954.

Les corpoides commutatifs sans torsion (c'est-i-dire tels que leur
groupe des grades est sans torsion) ont une théorie des extensions
(basée sur une théorie adéquatement construite des polyndmes sur ces
corpoides) semblable 3 celle de Steinitz pour les extensions des corps,
mais plus riche, et une Eonne théorie de Galois (le théor&me de 1'élé-
ment primitif n'est plus vrai pour les extensions corpoidales sépara-

Bles de degré fini, mais on peut, quand méme, prouver intégralement le

théoréme fondamental de la théorie de Galois) (cette théorie a &té
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énoncée dans la note [ 6] de 1944, mais n'est pas encore publiée, et se
tfouve exposée seulement dans mon preprint [ 11]). Ces théories ont des
applications importantes & la théorie des corps valués, tout particu-
lidrement & la théorie de la ramification (&noncées dans les notes
[6]l, [7], [8] de 1944-5 sous 1'hypothése de degré fini, exposées en
partie dans le preprint [ 11], mais sans cette hypothé&se). Le §2 con-
tient les définitions et les propriétés &lémentaires de ces structures,
y compris l'esquisse de la théorie des espaces vectoriels réguliers
sur les corpoides, tandis que le §3 est consacré aux corpoides commu-
tatifs sans torsion, leurs théories des polyndmes, des extensions et
de Galois, et aux applications de ces théories aux corps valués.

La théorie homogéne des anneaux gradués commutatifs a été &tudiée
par M.Chadeyras, surtout du point de vue noetherien, dans sa thése
[2] de 1969, et E. HalBerstadt a 8tudié, surtout du point de vue arti-
nien, la théorie homogéne des anneaux réguliers, mais, en général, non-
commutatifs, dans sa thé&se [4] de 1971, n'existant, pour le moment, que
sous la forme miméographiée (actuellement, l'auteur, Mr Chadeyras et
E. Halberstadt sont en train de bréparer le livre [ 15] sur les anneaux
gradués généraux, qui doit paraitre dans les "Queen's Papers in pure and
applied Mathematics" et dont le chap. 3 contiendra 1'essentiel de la
thése de HalBerstadt). Ces deux travaux (et, particuliBrement, celui de
Halberstadt) contiennent des résultats profonds et cachés. Un phénoméne
se produisant dans les anneaux gradués, celui d'"agglutination", y joue
un rdle essentiel, et le § 4 lui est consacré. Ce phénoméne a &té remar-
qué par l'auteur, qui en a soupgonné 1'importance, mais c'est
M. Chadeyras qui en a fait, dans le cadre des anneaux, une &tude vérita-

ble. Comme ce phénoméne est 1ié surtout avec la structure additive des
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anneaux gradués, la structure multiplicative ne jouant qu'un rdle &pi-
sodique, on peut d&j3 considérer ce phénoméne dans le cadre plus géné-

ral des groupes gradués. C'est ce que je fais ici, mais cette théorie
reste entidrement inspirée par celle de Chadeyras. Au § 5, consacré aux
anneaux gradués commutatifs, j'expose un certain nombre de résultats

les plus frappants ou importants de [2], certains avec esquisse de démons-
tration, et au § 6 je décris, sans démonstration, deux résultats essen-

tiels de [41].

Terminologie et notations

Nous adoptons les notations habituelles de la théorie des ensembles,
sauf que : 1) la différence ensembliste {x€ A ; x £B} des ensembles A et
B (oi on ne suppose pas que B C A) sera notée A.. B ; si, en plus, B C A,
cette différence sera &crite A ... B ; 2) l'inclusion large sera &crite C ,
et C signifiera 1'inclusion stricte ; 3) On &crira UA (A €#{) la réunion
d'une famille J{, d'ensembles quand ces ensembles sont disjoints deux &
deux, et on appelera, par abus de langage, partition de cette réunion pas
seulement la famille U§ , mais aussi la formule elle-méme. Une &quiva-
lence sur un ensemble A sera dite discri&te si ses classes sont tous des
singletons, et elle sera dite amorphe si A est sa classe unique.

Nous ne parlerons jamais de '"loi de composition', mais seulement de

"composition", car on ne voit pas ce que le terme juridique de "loi" vient

faire en algébre. Une composition resp. composition partielle (qu'on dira

aussi opération) d'un ensemble E est définie comme une application
w EX-———> E (resp. F C EX__>E) dans E d'une puissance cartésienne EX de
E (resp. d'une partie F de EX). On appelle arité de w, et on note |w|,

le cardinal card X de X. En particulier, si |w!= 0,1,2,3,..., w est dite

une composition ou opération nullaire, unaire, binaire, ternaire,...
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D'ailleurs, on n'aura affaire ici qu'aux compositions et opérations binaires,
ce qui sera sous-entendu sans qu'on 1l'indique explicitement. Par abus de
langage, une application ©: A x E——> E (resp. LC A X E —> E) est

dite une A~composition externe (resp. une A-opération externme) de E. Si w

est une composition (resp. opération) de E, E est dit un opdre (resp. un
opéroide par rapport 3 w , et si © est une A-composition externe (resp.
une A-opération externe) de E, E est dit un A-extopére (resp. un A-exto-
péroide) par rapport & O. Une structure (E ; Wyy Woyenn, ws), ol
Wy, Woyeuey Wy sont des opérations de F (dont certaines, &ventuellement,
- b

i -opérolde i toutes les w,

des compositions) sera dite un s-opéro (si 5 sont des

compositions, on 1l'appelle s-opd&re ou '"algdbre universelle'" [mais on ne

vas pas employer ce dernier terme]), en particulier monopéroide, biopé-

roide, triopéroide, etc... Le suffixe "ofde" ne sera employé que pour in-

diquer qu'une au moins des compositons considérées n'est pas supposée
totale. C'est pourquoi je n'emploie pas pour le monopére associatif
(supposé unitaire) le terme "monoide" de Bourbaki. Pas davantage, je
n'emploie le terme "groupoide" d'Ore et Dubreil pour un monopdre quel-
conque (par contre, je considdre que le nom de groupoide au sens de
Brandt est justifi&). Si D est un demi-groupe, un D-extopére de E sera

dit un D-autoapplicationnel (de E) si, pour tous d, d' € D et x € E, on

a d(d'x) = (dd')x. Si D est un groupe T', un '-autoapplicationnel sera

appelé aussi T-permutationnel. Visiblement, les Ix, x € E, ne sont

pas autre chose que les ensembles de transitivité du groupe des per-
mutations de E induites par T[': ils forment donc une partition de E,

qui sera dite sa partitition de T[I-intransitivité .

Soit (E ; w) un monopéroide (binaire), et soit F C E x E le do-
maine de définition de w . Alors, x,y, € E sont dits composables, ce

qui se note x# y, si (x,y) € F. Dans ce cas, leur composé par 1'opé-
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ration w sera, en général, écrit, selon l'usage habituel, x w y. On
adopte les mémes notations et terminologie pour les extopéroides. Si w

est 1l'addition ou la multiplication on dira addible resp. multipliable

au lieu de composable.
Soit (E ;w) un monopére resp. monopéroide (binaire). Un E' C E est

dit un sous-opére resp. sous-opéroide de (E ; w) (ou simplement de E) si

x, yEE' (resp. x,y € E' et x# y) implique x wy € E'. Il est dit un
idéal resp. id&aloilde par exemple 3 gauche de (E ; w) si x € E et y € E
(resp. x € E, y € E' et x #y) impliquent x w y € E'. On définit d'une
manidre analogue les id&aux et idéaloides 3 droite, et on les dit id&aux

et idéaloides tout court s'ils le sont et i gauche et 3 droite. Il est 3

remarquer que les idéaux d'un anneau sont, selon cette terminologie, leurs
sous-groupes additifs, qui sont leurs idéaux multiplicatifs. Si (E,9)
est un A-extopdre resp. A-extopérolde, E' € E est dit stable si a € A
et x € E' (resp. a € A, x € E' et a # x) impliquent a O x € E'.
"ssi'" signifie ''si et seulement si', Toutefois, on va employer parfois

" avec le sens de "ssi".

(en particulier, dans les définitions) le simple "si
Si g, €' sont deux relations d'&quivalence sur un ensemble A, elles
seront dites orthogonales (notation :£ .1l €') si l'intersection C N C' d'une
classe quelconque C (mod € ) avec une classe quelconque C' (mod ¢') est
vide ou un singleton.
Au lieu de la somme directe et du produit direct des groupes, termes

employés avec les sens divers par différents auteurs, nous parlons de leur

composé direct (et, &ventuellement, du composé direct complet). Par contre,

nous conservons le terme de somme directe pour les anneaux et le modules,

car, dans ce cas, il n'y a pas de danger d'ambigulté.
Soient g : A —>B une application. On notera g. a l'image par g de

tout a de A. Ce sera le seul emploi mathématique du point. Toutefois on
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10

ne s'interdit pas d'écrire la méme image 0(a). Un composé écrit multipli-
cativement sera toujours &crit sans point (donc &n et pas £.n) méme s'il

s'agit d'un composé externe.

§ 1 - GROUPES GRADUES ET HOMOGROUPOIDES
Bourbaki, Base la notion d'anneau gradué, sur celle de groupe abé&lien
gradué. C'est une tré&s bonne notion (bien que la restriction "abélien"
est en fait inutile ; mais ceci est secondaire, car le groupe, qui inter-
vient dans le cas des anneaux, est leur groupe additif, qui est abélien).
Je pense que cette notion est de Bourbaki sans pouvoir le garantir(l).
Toutefois, Bourbaki n'en fait pas une &tude suffisamment approfondie.
Soit G un groupe (qu'on ne va pas supposer abélien ; toutefois, on
va chaque fois indiquer les simplifications que cette hypothé&se entraine),
dont la composition sera &crite multiplicativement (additivement dans le
cas abélien) et 1'élément neutre sera noté e (O dans le cas abélien). Le

composé direct, méme dans le cas non abélien, sera noté &. On appelle

graduation de g toute décomposition directe

(1) G= @& A GS’
§ei
ot les GG sont des sous-groupes de G. Un groupe gradué est un groupe

muni d'une de ses graduations. Deux graduations (1) et

2) G = @ G',,
sen ¢

de G. seront dites &quivalentes s'il existe une Bijection @: & —> A'
telle que Gy = Gk?'6' Puisque § # ¢ implique G6IIG€ = {e}, on ne peut

avoir, dans ce cas, Gg = G que si Gg = G ={e} . (ce que, d'ailleurs,

n'est pas excll par la définition de graduation). Une graduation de G

est dite stricte si tous lesG_., § € A, sont # {e}. Si

(s ?

- 218 -



11

¥ ={s€8;G #{e}}, 6= @
sea
peler le noyau strict de la graduation(l). Deux graduations de G seront dites

. G5 est une graduation strictre de G qu'on va ap-

faiblement &quivalentes si leurs noyaux stricts sont &quivalents. Visi-
blement, une graduation stricte est définie 3 1'8quivalence pré&s par

1'ensemble {G § €A} de ses composantes directes. Donc, une gradua-

S >
tion est définie d l'équivalence faible pré&s par {Gd ; &€ A%},
L'ensemble H = U G6(= U . GG si G # {e}) s'appelle la partie

EA &A
homogéne de G, et tous les a € H sont dits les &léments homogénes de

G. S1 a € H est # e, il appartient a un et un seul Gg » 1) EA*, et ce §
s'appelle le grade de a et va &étre noté &(a). L'élément e n'a, en
principe, aucun grade et les &€A e seront dits alors les gra-
des vides. Toutefois, il est parfois commode d'attribuer 3 e comme
gradué un des &€A ..A¥, qui sera noté O et sera dit le grade nul.
si A =p* U{0}, et si 1'on pose §(e)=0, la graduation sera dite propre.

Le terme "homogéne" a encore un autre sens : un sous-groupe g de G
est dit homogeéne s'il est engendré& par gV H, auquel cas, si g5 = G6° g ,
la graduation (1) définit la graduation g = 625 8g> qui s'appelle la
graduation de g induite par celle (1) de G. Si g est un sous-groupe inva-
riant de G, gg en est un de Gso Gs/gspeut s'identifier, d'une maniére
évidente, & un sous groupe de G/g et

Glg # 625 (‘Gd/gs)

est une graduation de G/g, qu'on dira induite par celle (1) de G.

On peut se demander : a quoi peuvent bien servir les graduations
autres que strictes et propres? A rien si l'on considére isolément un
seul groupe. Mais si 1'on considdre les systmes "cohérents" de groupes

- par exemple celui des sous-groupes homogénes d'un groupe gradué G, ou

celui des images homomorphes de G avec les noyaux homogénes, il est na-
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12

turel de considérer ces groupes comme gradués avec la graduation induite
par celle de G. mais méme, si la graduation de ¢ est stricte ou propre,
les graduations induites peuvent ne pas 1'&tre.

La donnée de la partie homogéne H de G détermine, ensemBle avec la
structure de groupe de G, la graduation correspondante 3 1'é&quivalence
faible prés.vEn effet, si a¥e et b sont € H et si a € GG’ on a b€ GS ssi
"ab" est homogéne, autrement dit ab € H. Ainsi, si, pour a € H, qui est
#e, on pose G(a)= {x €H ; ax € H} (={x € H ; xa € H}), 1'ensemble
{GG ; 8§ € A} coincide avec {G(a) ; a € H..{e} }

L'idée vient, de lors, de définir les groupes gradués comme couples
(G,H), ol H est un sous—ensemble de G, qui en est la partie homogéne pour
quelque graduation au sens précédent. Bien entendu, ce couple ne dé&finit
une graduation de G que modulo 1l'équivalence faible. Mais pour réaliser
cette idée, il faut caractériser les H C G, qui en sont les parties homo-

génes pour quelques graduations de G. Cette caractérisation est donnée

par la

PROPOSITION 1 : H est la partie homogéne de G pour quelque graduation de

G :ssi:1°) e€H ; 2°) six € H, on a x—l €H; 3° six,y,z, xy, y2

sont €Hety#e, ona xz€H; 4°) Si x,y sont € H et Xy ¢ H, on a

xy=yx ; 5°) H engendre G ; 6°) Si n > 2 et si Xy, X X € H sont tels

95

que, pour tous i,j € {1,2,...,n} tels que i # j, x X, €H, ona

i
X Xgeoo X # e.

Dans le cas abélien, la condition 4°) devient triviale, et, la com-
position du groupe &tant &crite additivement, des autres conditions,
numérotées 1° - 5° deviennent : 1°) 0EH ; 2°) x€EH= -x€H ;
3°) x,y,z,x+y, y+z € H et y#0 impliquent x + z € H ; 4°) H engendre G ;

5°) Sin > 2 et si Xps Xpy eees X € H sont tels que, pour tous
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i,j € {1,2,...,n} tels que i#j, X, + X ¢ H, on a x1+x2+...+xn#o],

Démonstration : Si (1) est une graduation de G, les conditions 1°) et

2°) sont &videntes. Si yfe est € H, et si &=8 (y), x EH et xy € H
impliquent que x € Gg et z €H et yz €H impliquent z € G g d'ol ré-
sulte xz € G6~E H. L'axiome 4°) est &vident. Si x,y € H sont tels que
xy & H, aucun d'eux n'est e et ils appartiennent aux Gé différents,
donc commutent ; et si 1'hypothése de 6°) est satisfaite, les
xi(i=l,2,...,n) appartiennent tous aux G6 différents, donc leur com-
posé n'est pas homogéne et, fortiori, est # e. Donc, les conditions
1° - 6° sont nécessaires pour que H soit la partie homogéne de G pour
une de ses graduations.

Supposons que H satisfait & 1° -~ 6°. Soit, pour a € H tel que
ate, G(a)={x € H ; ax € H}. En vertu de 1°, puisque e € H et
ae = a € H, on 2 e € G(a) [donc, si x=e, nous avons x_l=e_1=e€;G(a)].
Si x € G(a) (donc ax € H) est # e, puisque, en vertu du 2°, nous

avons x_1 € H, et, puisque xx-’1 = ¢ € H, on a, en vertu de 3°,

-1 1

ax -~ € H, autrement dit x = € 'G(a). Ainsi, dans tous les cas,

x € G(a) implique x—1 € G(a). Comme a-1 € H et aa_l = e € H, nous

avons a~! € G(a) et a = (a-l)'-1 € G(a). Si b#e, b € G(a) et x € G(b),

a,b,x, ab,bx sont € H, donc, en vertu de 3°, ax € H et x € G(a). Donc
b € G(a) implique G(b) C G(a). Mais b€ G(a) implique

blecga =abten=tat=(apH ten=ateam) a=al) e cm),
donc G(a) C G(b) et G(b) =G(a). Ainsi, si a,b sont tous les deux # e,

ou bien G(a) = G(b), ou bien G(a) N G(B) = {e}. En particulier,
G(a-1)=G(a). Si x,y sont € G(a), x=e implique xy = y € G(a), et x# e
implique y € G(a) = G(x), c'est-3~dire xy € H, et x-l(xy)=y € H, donc

xy € G(x'1)=G(x)=G(a). Ainsi, les G(a), a € H*=u ... {e} sont des
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sous-groupes de g, qui, quand ils sont différents, n'ont que e comme
€lément commun.Leur réunion, qui est H, est, en vertu de 5°, un ensem-
ble générateur de G. Si g(a)#g(b) (a,b € H'), on a ab € H, donc en
vertu de 5°, ab=ba. Ainsi, les &léments des G(a) différents commutent,
et G est le composé des G(a), a € H*, distincts. Si X rXKgyene, X €H
appartenant deux 3 deux aux G(a), a € B distincts, leur composé ne
dépend pas de l'ordre de composition et tout &lément x#e de G peut se
mettre sous la forme d'un tel composé xlxz,...,xn(n_z 1), od aucun des
Xi(i=1,2,...,n) n'est =e. Mais une telle représentation est unique,
car autrement il aurait existé un tel produit =e. Mais si n=1, cela
contredit 1'hypothése xl#e et sin > 2, c'est impossible en vertu de
la condition 6°. Ainsi G est le composé direct des G(a), a € H¥, dis-
tincts, et cette décomposition directe de G en est une graduation, dont

la partie homogéne est
a €

-~

tout couple (G, H C g), ofi

x G(a)=H. On appelera aussi groupe gradué

H
G est un groupe, et H CG, satisfait aux

conditions 1°-6°.

La composition de G induit sur H une composition partielle : si
X,y sont € H, leur composé sera défini dans H ssi leur compose xy dans
G est € H, auquel cas leur composé dans H sera le méme et sera aussi
noté xy. On dira, dans ce cas, que X,y sont composables (&ventuellement,
si la compositon de G s'appelle l'addition, la multiplication, etc...,

on les dira respectivement addibles, multipliables, etec...), et l'on

P . - - *
€crira x#y. On a x# y ssi x et y appartiennent & un méme G(a), a € H ,
autrement dit ssi ou bien un au moins des x,y est = e, ou bien x#e,

y#e et 8(x) = 8(y). La donnée de H avec sa composition partielle induite

par celle de G permet de reconstituer G [ en tant que surensemble de H, muni

d'une composition de groupe prolongeant la composition partielle de H
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et telle que (G,H) soit un groupe gradué] i H-isomorphie pré&s : en effet,
siac€ H*, G(a) peut &tre aussi défini, en termes de la composition par-
tielle induite de H, comme {x €H; ak x}. De lors, G est le composé
direct des G(a) CH (a € H*) ainsi définis distincts, et H est visiblement,
la partie homogéne de G pour cette graduation de G. On voit aussi que les
graduations structes et propres de (G,H) sont complétement détermindes, aux
noms de grades prés, par la donnée de H avec sa composition partielle seule-
ment. G s'appelle alors le lindarisé de (H;xy) (ou simplement de H) et se
note ?I-

NDe lors 1'idée vient de définir les graduations des groupes gradués
d 1'isomorphie par rapport 3 leur partie homogéne H et aux noms des gra-
des prés par la donnée de cette partie homogéne avec sa composition
partielle induite par celle du groupe gradué correspondant. Mais, pour
réaliser ce programme, il faut caractériser les monopéroides (H ; xy),
qui sont les parties homogénes de quelque groupe gradué&, et dont la
compositon partielle xy est induite sur H par celle de ce groupe.

Cette caractérisation est donnée par la proposition 2.

PROPOSITION 2 : Le monopéroide (H; xy) est la partie homogéne de quel-

que groupe gradué G avec la composition partielle induite par celle de

ce groupe ssi :
@(3eeﬂ) (vx€H) [x# eet xe =x]; x#x;
(¥x,y,z €H) [x#y, y#z et y# el impliquent x#z ; Pour tout ‘agH tel que

afe H(a) ={x €H; a#f x} est un groupe par rapport 3 xy (donc, en

particuliers, des x,y € H(a) quelconques sont composables, autrement dit la
compositon partielle xy de H induit sur H(a) une composition partout dé-
finie). Il est 3 remarquer que la condition nécessaire et suffisante pour

que G soit abélien est que tous les H(a) le soient, autrement dit que

a#b = ab = ba.
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Démonstration :Les conditions 1° - 4° sont nécessaires, car, si H est

la partie homogéne d'un groupe gradué G, élément neutre e de g satisfait
d 15 2° est évident, 3° est la traduction de la condition 3° de la propo-
sition 1, et si a # e, on a H(a) = G(a). Vice versa, supposons ces axiomes
satisfaits . Soient a,b € H..{e}. Si b € H(a) et si x € H(b), on a a # b,
b # x et b # 0, donc, en vertu de 3°, a # x, autrement dit x € H(a) et
H(b) C H(a). Mais si b € H(a), puisque, en vertu de 2°, a € H(a), on a

b # a, donc, si b # e, a € H(b) et H(a) € H (b), d'od H(a)=H(b) (on voit,
en méme temps, que la composabilité est symétrique : a # b= b4 a ; en
effet, si a # e, on a, pour tout b € H, a # b= b # a, ce qui prouve la
symétrie quand a # e, b#e. D'autre part, si a # e, on a, en vertu de 1°,
a # e, donc aussi e # a, et si a=b=e, a # b colncide avec b # a). En ver-
tu de 1°, on a e € H(a) quel que soit a € H..{e} et, puisque xe = x pour
tout x € H(a), e est 1'élément neutre de ce groupe, donc ex=x pour tout

x € H(a). Et comme H est la r&union des H(a), a € H ... {e}, on a ex=x
pour tout x € H. On a toujours H(a) N H(b) D {e} (a,b€H...{e}). Mais si

H(a) NH(b) # {e}, il existe un c#e tel que c€H(a) NH(b), d'ol résulte
H(a)=H(c)=H(b). On peut donc définir le composé direct G des H(a) distincts

et identifier, par le proc&dé canonique, chaque H(a) avec un sous-groupe
de G, auquel cas, si 1'on consid&re cette décomposition directe de G
comme une graduation. H =VH(a)(a € H'= H ... {e}) devient la partie ho-
mogéne de G pour cette graduation. Par ailleurs, les compositions
induites sur tout H(a) (a € H, a # e) par celles de H et de G
visiblement coincident, donc la composition de H est induite par celle de
G.

(3)

Le monopéroide (H ; xy) est appelé un homogroupoide'~’, qui est dit

(3) Il serait logique d'appeler cette structure 'groupoide”. Mais ce terme
ayant déjd plusieurs sens, j'al cru préférable d'employer un autre terme

en accord avec les principes générauxr de ma terminologie.
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abélien (et est souvent &crit additivement) si ses &léments composables

commutent. On appelle sous-homogroupoides de H les h C H, qui sont les

parties homogénes des sous-groupes homogénes g du linéarisé G=H de H
(auquel cas, il est &vident que la composition partielle induite sur h
par celle de H coincide avec celle induite par la composition de g, donc
aussi de G). Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'on ait :

1°x€h =»x !

€Eh; 2°x, yEhet x#y= xy€ h. La nécessité de

ces axiomes est &vidente. Supposons ces axiomes satisfaites, et consi-
dérons la structure (h ; xy), oli, pour x,y € h, on pose x # y dans cette
structure ssi on a x # y dans (H ; xy), et, dans ce cas, le composé xy des
X,y dans h est défini comme &gal 3 leur composé dans H, ce qui est possi-
ble en vertu de 2°., Montrons que (h ; xy) est un homogroupoide : en effet,

-1 1 dans H,

puisque x € h = x = € h (axiome 1°), on a, puisque x # x_
e =X x-1 € h. Puisque la composabilité sur h coincide avec celle sur H,
les axiomes a # a et (x#y, y# 2, vy# e) ®x # z pour les &léments de
h résultent des mémes axiomes pour ceux de H. Enfin, si a # e est € h,
h(a) = {x € h ; a £ x} est =H(a) N h, et si x,y sont € h(a), on a
X,y € H(a), donc x # y dans H et xy € h N H(a) = h(a). Comme e € h(a)

et x € h(a) = x“1 € h N H(a) = h(a), h(a) est un groupe. Le linéarise
h de h est un sous-groupe homogéne de G, dont h est en partie homogéne.
Il est clair que h est invariant dans H ssi, pour tout a € h ... {e},
h(a) 1'est dans H(a), auquel cas la partie homogéne de H/h, munie de
graduation induite par celle de H, est Z 5 H(@)/H(a) N h, ot, bien
entendu, les é€léments neutres des grousz H?a)/H(a) O h sont toutes
identifiées.

Les axiomes 1%, 2°, 3%, 4° des homogroupoides sont dites axiomes

resp. d'élément neutre, d'autocomposabilité, de presque - transitivité
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et de groupe. Ce qui précéde montre qu'il y a trois maniéres d'envisager
et étudier les groupes gradués (et aussi des strutures plus riches,

considérées plus loin, qui incluent celle d'un groupe gradué abélien).

I. Point de vue non-homogéne : Un groupe gradué est un groupe G muni d'une

décomposition directe ® GG
§EA

II. Point de vue semi-homogéne : Un groupe gradué (considéré i 1'équiva-

lence faible pré&s) est un couple (G, H € G), ol H satisfait aux axiomes

1°) - 6°) de la Proposition 1.

III. Point de vue homogéne : Un groupe gradué (consid&ré& 3 la H-isomorphie

et i 1'équivalence faible prés) est le lindarisé H d'un homogroupoide H.
Chacun de ces points de vue a ses avantages et dé&savantages, dont le
poids respectif varie selon la situation, c'est-ad-dire selon ce i quoi on
s'intéresse. Les points de vue I et II correspondent mieux aux habitudes
mentales des mathématiciens, car la composition qui y est employée est
celle de g, qui est partout définie. C'est certainement le point de vue I
qui est le meilleur si 1l'on s'intéresse sans préférence i tous les &lé-
ments de G, aussi bien homogénes que non - homogénes. Mais si 1'on s'in-
téresse seulement (ou surtout) aux éléments et aux sous-groupes homo-
génes la situation est différente. Dans le point de vue I, les théorames
méme concernant les entit&s homogdnes, se formulent, en général, de
telle maniére qu'ils comportent des démonstrations, au fond inutiles sur
les éléments non homogénes quelconques. Et il n'est pas intuitif de voir
quels sont les &€léments non - homogénes vraiment indispensables pour

une démonstration concernant les objets homog@nes. Par contre, cela se

voit tré&s bien dans les points de vue II, III, qui d'ailleurs, différent
q
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peu quant au fond : peu importe, en effet, que H soit supposé plongé
d'emblée dans un groupe G, ou qu'un tel groupe H soit supposé construit
d partir H muni de sa composition. Toutefois le point de vue III a
quelques avantages de terminologie et d'@criture : il est plus simple
de dire "&lément" qu'"Eélément homogéne" et &crire "afb" que "ab € H".
Sauf dans les discussions axiomatiques et quelques questions spéciales,
j'adopterai le point de vue III.

D'une manidre plus générale, on peut &tendre aux groupes gradués
beaucoup de notions de la théorie des groupes abstraits. Ainsi, si g

est un groupe gradué, dont la graduation est

G= @& G&’
€A
et si {gB ; B € B} est une famille de sous-groupes homogénes, on dira
que G est un composé direct 8 gB s'il 1'est en tant que groupe
BEB
abstrait. On voit que cela a lieu ssi, pour tout § € A , GG est le
composé direct ® gg , ol gg = g8 n GG' Ceci permet de définir,

BEB
comme suit, les composés directs (car il y en a toute une classe)

d'une famille {ge ; B € B} de groupes graduds considérés i 1'&qui-

valence de graduations prés, et dont, par suite les ensembles des

grades sont 3 considérées comme disjoints deux 3 deux. Si gB= ® gs
d€Dg
est la graduation de g, posons D = U DB. Les DB’ B € B, forment une

BEB
partition de D, et soit EB 1'équivalence correspondante sur D. Soit n

une &quivalence sur E orthogonale i €g> et soit A =D/n. Si § € A

(donc 6§ € D) et B € B, posons gg

gs si § N DB={d}, et gg ={e8}

(ou eB est 1'élément neutre de gB) si §ND,= P. Posons = @ gb.
B &5 gs
B EB

Alors, on appelle n -~ composé& direct des gB, BEB, le groupe

$(n) gB = @ 8g dont le dernier composé direct est la graduation.
BEB §E A 2
En tant que groupe abstrait, il coincide, d'ailleurs, avec & g .

BEB
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On définit, d'une manidre analogue, le 1 - composé direct complet

\i
$(n) gB , en remplagant les gg = ® gg par les composés directs
BEBR BEB
complets correspondants gé = @ gg . Mais ici le n - composé complet
' EER ;
$(n) gB des gB, considéré comme groupe abstrait, ne coincide pas,
BEB

en général avec le composé complet des groupes abstraits gB , mais en
est un sous-groupe. Si n est 1'équivalence discr&te de D, les n -composés
direct et direct complet coincident, et on les appelle le composé disjoint

des gB, REB. Ce composé est noté é gB. On peut définir, par le méme

(n) BEE :
procédé le n—composé libre L g”, en posant (Lg)a =L g et
A S
(n) 8 B B BB
L g = @ (Lg)a, ol la décomposition directe i droite est la

BEB SEA
graduation de ce groupe.

Ainsi, les composés directs, directs complets et libres "extérieurs"
d'une famille {gB;B € B} de groupes gradués forment une classe paramétri-
sée par l'ensemble des &quivalences n sur D = :; DB orthogonales 3 1'é-
quivalence, qui correspond 3 cette partition dS D?

Les notions précédentes se traduisent immédiatement en langage du
point de vue homogéne un homogroupoide H est le composé diréct de ses
sous-homogroupoides hB, BEB, si, pour tout § € A(ol A est 1l'ensemble des

grades de H), H, en est un des hg = 8w n Hs' Et si {H8 ; B € B} est une

S

famille d'homogroupoides, et si n est une partition sur D = U DB
BEB
les DB’ supposés disjoints deux 3 deux, sont les ensembles des grades des

(ot

-

hB correspondants) orthogonale 3 cette partition de D, les 1~ composés

' }

direct ® (n) HB, direct complet @ () H(B) et libre Lfn) HB sont les
BEB BEB REB

homogroupoides H avec 1'ensemble des grades A= D/n tel que respective-

= 8 - B = 4B 4B
ment H= & H, H= &' HY, H= L HY, ol Hy= HY quand &§nND,={d}
$ 68686 63535 § d 8
=9 .

et HB = {eB}, o eB est 1'élément neutre de HB, si §nD

$ B
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Quand 1'ensemble A des grades propres d'un groupe gradué G est tota-
lement ordonné de maniére que le grade nul O en soit le plus petit &lément,
on peut attribuer un grade aux é€léments non homogénes de €. Ceci présente
surtout 1'intérét (et on y reviendra), surtout en vue d'applications 3
l'analyse et a4 la géométrie algébrique, dans le cas des structures plus
fortes - anneaux et modules gradués. Si x = I Xgo ol seulement un nombre

§E A
fini des X sont # e, on pose §(x) = Mﬁxd(xS) = Max{§ ; xs# e}. On peut
d'une plus générale, attribuer un grade 3 certains é&léments x'= I xsdu
SEA
composé direct complet @' G6 des GS’ S§E€A, qui sont supérieurement
§ €A
bornés, c'est-3-dire tels que 1'ensemble {§ ; X # e} a le plus grand &lé-
ment ~ il suffit d'appliquer la méme définition. Toutefois, une notion si
large est sans intérét dans le cas des groupes additifs des anneaux et des
modules gradués, car on ne peut pas en général, définir le produit des
€léments aussi généraux. Mais il existe une partie de ¢ ' GG’ que sera

SEA
appelée le completé de Hahn du groupe gradué g et sera notée G(h), ol

h)

le grade des Eléments ainsi dé&fini est vraiment utile : G( est 1l'en-

semble des 5e§A Xs tels que {8&€A ; X # e} soit bien ordonné par 1'or-

dre induit par celui de A. En effet, comme on verra, si G est le groupe
additif d'un anneau gradué A ou d'un A-module gradué M, on peut é&tendre,
A(0)

dans certains cas importants, la multiplication de A i et la mul-

tiplication externe des &léments de M par ceux de A i celle des &léments
de M(h) par ceux de A(h).

Les structures gradués & l'ensemble des grades totalement ordonné
peuvent, en particulier, se construire, d'une certaine maniére canonique,
d partir des structures filtrées de méme type i filtration totalement

ordonnée et s'appellent les gradués de ces structures. Elles, et surtout

leurs parties homogénes que nous appellons les squelettes des structures
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filtrées correspondantes, peuvent jouer un rdle Important pour 1'étude
de ces structures. Nous allons terminer ce paragraphe en décrivant cette
construction pour les groupes filtrées.

V étant un groupe, il sera dit totalement filtré s'il est muni d'une

(4)

famille ¢ de ces sous—-groupes invariants totalement ordonné par inclu-
sion et telle que l'intersection des F € & soit {e}, oii e est 1'élément
neutre de V. La famille ¢ est dite une filtration totale de V. Générale-

ment, on 1'&crit sous la forme &= (V. ; §€A), ol les §, appelds indices
6 —

de filtration,forment un ensemble totalement ordonné de manidre que

§ < §' = Vs © Vgr. La filtration totale sera dite principale si, pour tout

x € V, existe les plus petit § tel que x € Vg’ et est dite presque princi-

pale si cela a lieu pour tout x € V sauf x=e. Si tel est le cas, on note

8(x) ce &, et on l'appelle indice filtratif de x.

V &tant un groupe totalement filtré, soit, pour tout § € A;

= U v - i = v
VS 5'< 6VG.. Alors VG est un sous-groupe invariant de VS' Soit G6 VS/VS
et G = @& G.. Le gradué gr(V) de V est précisément le groupe G gradué

sea’

par la décomposition directe écrite. Son ensemble des grades coincide avec

celui A des indices de filtration, et on y maintient le méme ordre total.

Le squelette s(V) de V est la réunion de Gd’ ol les €lé&ments neutres de

tous les G6 sont identifiés. Si la filtration est principale ou presque
principale, on fait correspondre & tout x € V, qui est # e, sa classe
¥=xV v e ={e}. X3 xEV

X =% Vi (mod V6(x)) et on pose e ={e}. Les {x ; x } forment une
partition de V, qu'on peut identifier avec le support de s(V) si 1l'on

identifie les éléments neutres e.= 66 des GG avec € ={e}, et si 1'on

S

(4) On peut considérer les filtrations plus générales, ou & est une
famille de sous—groupes pas forcément invariants, auquel éas le gradué
n'est plus un groupe gradué, mais un objet de nature plus générale qu'on
peut appeler groupe de permutations gradué. Mais, pour le moment, la né-

cessité d'une telle généralisation ne s'est pas fait sentir.
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transporte sur {X ; x € V}' la composition partielle de s(V). Par cette
identification, G s'identifie avec 66 = (Va.;vd)fv v{el et la compo-

s
sition sur ce groupe, transportée de Gd par cette identification, sera,

visiblement, la suivante : si x, y € 65 ne sont pas opposées (c'est-a-

dire on n'a pas y = %1 - x-l)

, X,¥, se composent comme des sous-ensembles
de V (ceci est &vident si x # @ et 7 # €, car alors 1l'identification de
Gg et de 66 est 1'identité pour X,V et Xy # Gg s et on a

e = Xe = X ='EG X = E'EG, et les Eléments de Gg se composent comme des
sous-ensembles de V), mais on doit poser % i_l = e ={e} : on a, visible-
ment, pour tout x € V, sauf , éventuellement, x = e, 8(X) = &§(x).

Donc la composition partielle sur s(V), identifié ainsi 3 {X ; x € V} est
la suivante : on a x # 7 ssi 8(X) = &8(J) ou un au moins des X,y est € ;
si X #7, Xy est le composé des X et ¥ en tant que sous-ensembles de

V sauf si y = z 1 ; et X 71 =5

Si 1'on gradue s(V) ainsi défini par A* ={8(x) ; x € V et S(X)E A},

cette graduation est stricte ou propre selon que {e}<£ ou € & (et, dans

le second cas, on désigne {e} par @0).
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§ 2 - ANNEAUX ET CORPS GRADUES, ANNFIDES ET CORPOIDES, MODULOIDES.

Rappelons our commencer, la d&finition d'anneau gradué donné
12 s P ’

(5)

par Bourbaki. Soit A un anneau associatif unitaire et

(1 A= 8 A
§e A

une graduation de son groupe additif dont la partie homogéne sera toujours

$

notée H. Supposons que sur A est donnd une composition & &n

(Bourbaki 1'écrit £+n), telle que A soit un demi-groupe unitaire et

commutatif. Alors cette structure est dite un anneau gradué de type A

(et la graduation considérée du groupe additif de A est dite sa

graduation d'anneau) si, pour tous &, n€ A, on a

(2) A, A CA

£ "n—"¢&n

A premiére vue, cette définition parait bonne et naturelle sauf
la restriction que A est unitaire et que la composition de A est com—
mutative, ce quil n'est naturel que si A 1l'est (par contre, si A est
unitaire, il est naturel de supposer que A le soit). Mais l'analyse
approfondie de cette définition montre qu'elle contient des restric-
tions cachées beaucoup plus graves et, une fois qu'elle est rempla-
cée par une définition vraiment ad&quate, cette dernidre s'applique
aussi, telle quelle, aux anneaux non-associatifs.

Fn effet, du point de vue de la structure de l'anneau A et de
la graduation (1) de son groupe additif, (2) est vraiment une condition
ssi AE An # {0}. Fn effet, seulement dans ce cas, la condition que AEAn

soit contenu dans AC,CEA est une véritable condition, car {0} est conte-

nu automatiquement dans tout AC'

(5) Il me semble, mais je peux me tromper, que dans la premiére édition
de 1'"Algébre " de Bourbaki, ou cette notion a été introduite, A était

supposé aussi commutatif.
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En plus, si AEAn# {0}, ce gest unique, et (2) impose donc, 3 par-

tir de la structure de l'anneau A et de sa graduation additive, le com-
posé Zn de tels £&,n sur A. Il est donc raisonnable d'exiger la condi-
tion (2) que si AEAn# {0}, et pour pouvoir formuler cette condition il
suffit que la composition &n (pouvant @étre partielle), soit définie
pour de telles paires (&,n). Bien entendu, rien n'empéche qu'elle soit
augsi définie pour d'autres, mais si elle est d&finie seulement pour de
telles paires, elle est dite stricte. Le reste de la composition de A est
de pure convention et sans rapport avec la structure de A et sa gradua-
tion (1), exactement comme les grades vides des groupes gradués [que,'
d'ailleurs, la graduation (1) peut avoir ; mais, &videmment, si AgAn#{p},
aucun des &, n n'est vide] . Mais la condition (2) ainsi restreinte peut
aussi se formuler, en utilisant la notion de grade §(x) des x € g homo~
génes et non nulles introduite au § 1, comme

(3) si x,y € g sont homogénes, xy # O implique §(x y)=8(x)&(y)
[8(x) et &(y) existent, car xy#0 implique x#0 et y#0].
Cette condition peut se décomposer en conjonction de deux parties :

(3') si x,y € g sont homogines et xy # 0, xy est homogéne et §(xy)
ne dépend que des §(x), §(y)
et

(3") S(xy) = §(x)8(y).

La condition (3') est, en fait, la seule partie de (3), qui est
une condition sur la structure de l'anneau A et sur sa graduation (1)

considérée a 1'dquivalence faible prés, tandis que (3") peut &tre con-
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sidérée comme la définition de la composition stricte de A si on 1'écrit

sous la forme

(3") si AEAn¥{0}; Eng §(x,y), ou x,y € H sont tels que 8(x) =£,8(y)=n
et xy # 0.

Ici quelque chose d'inattendu se produit. Il se trouve que la premidre
partie de (3') : le produit de deux &léments homogénes est homogéne (ce

qui peut s'écrire HZIE H) implique la seconde partie : si ce produit

est non-nul, son grade ne dépend que de ceux de ses facteurs.

PROPOSITION 3 : Si le produit de deux &léments homogénes d'un anneau A
muni d'une graduation de son groupe additif est toujours homogéne, le
grade d'un produit non-nul d'éléments homogénes ne dépend que de ceux

de ses facteurs.

- . *
Démonstration : si x ; x' sont € H

H ... {0}, 8(x) = 6(x') ¢ x+x'€ H.

Mais si z € H, x+x' € H implique zx + zx' = z(x+x') € u? C H et aussi
xz+x'z € H, ainsi que zx, zx', xz, x'z € H. Ainsi, si zx # O et zx'=0,
on a §izx) = 6(zx"), et si xz#0 et x'z#0, on a &(xz) = 8(x'z).

Soient x,x',y,y' € H, xy # 0, x'y'# 0 (donc aucun des x,x',y,y' n'est
nul), 8(x) =8(x"), 8(y)=68(y'). Si xy'#0, on a &(xy) = &§(xy') et

S(xy') = 8(x'y"), donc 8(xy)

§(x'y'). La démonstration est analogue
si x'y # 0.

Et si xy' = x'y =0, onaxy +x'y=(x+x") (y +y') €H, car
x +x' €Hety+y' €H, on a donc encore 8(xy) = 8(x'y') et tout est
prouve.

Ainsi, en se plagant au point de vue non-homogéne, on adoptera
la définition suivante des anneaux graduds (qu'on dira '"généraux' pour

les distinguer des anneaux gradués au sens de Bourbaki).
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On appelle anneau gradué un anneau A muni d'une graduation A= & A
e A

de son groupe additif telle que le produit de deux &léments homogénes
quelconques de A (par rapport 3 cette graduation) en soit un élément
homogéne.

On définit, pour les &, n € A tels que AEAn#{O}, le composé &n

pour la condition :

En = d8(x,y), ol 8(x) =£, 8(y) = et xy # 0.

27

Quant & tout autre paire £, n € A, on peut soit ne pas définir &n,

soit poser £&n &gal 3 un &lément arbitrairement choisi de A .

Il est 3 remarquer que cette définition ne suppose rien sur la
multiplication xy de l'anneau A. Non seulement elle s'applique aux
anneaux non-unitaires, mais méme aux anneaux non - associatifs. A
propos de ces anneaux, il existe deux terminologies : dans la pre-
miére "anneau'" est un anneau, qui peut &tre associatif ou pas, et
quand on exige que sa multiplication soit associative, on 1'appelle
"anneau associatif" ; dans la seconde, "anneau" signifie "anneau
associatif" de la premidre, et "anneau" de la premiére est dit
"anneau non - 'associatif". Il existe &videmment deux terminologies
analogues pour les anneaux gradués. Comme, 3 ma connaissance,
seules quelques exemples (algébre de Lie) des anneaux gradués non
associatives, et seulement avec les graduations assez triviales,
ont &té considér&s jusqu'd ce jour, et plutdt en vue des applica-
tions que de leur &tude, on peut dire qu'aucune théorie générale
des anneaux gradués non - associatifs (et, méme, des algdbres de Lie
gradus) n'existe actuellement (bien que ce domaine inexploré peut

réserver des surprises). Pour cette raison, j'adopte la seconde ter-
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minologie : si A est non - associatif , je parlerai d'anneau gradué non-

associatif.

D'autre part, la structure de l'anneau A et sa graduation additive
déterminent compl&tement la partie "essentielle" de la composition de A,
car elles définissent &nquand AgAn# {0}. Ainsi, cette partie de compo-
sition de & est comme elle peut, et pas comme on veut. Il est déraison-
nable d'imposer 3 cette composition, dans la définition générale d'anneau
gradués, des conditions quelconques (que, dans le meilleur cas, sont inu-
tiles) et de dire, quand elles ne sont pas satisfaites, qu'il ne s'agit
pas, d'un anneau gradu&. D'ailleurs, rien n'empéche d'étudier la clas-
se des anneaux gradués satisfaisant 3 de telles conditions et de les
mettre, comme hypothéses, dans certains théoré&mes (i condition bien
entendu, que ces hypothéses ne soient pas superflues). Qu'en est-il
des conditions imposées a A par Bourbaki? Comme il suppose A unitaire,
on voit facilement que, posant 1 =8(1), A1A6= A6A1=A6’ donc pour tout
§ non vide, 18 = 81 = §, et rien n'empé@che de le poser aussi pour les
autres §. Ainsi, sous les hypoth&ses que Bourbaki fait sur A cette con-
dition est justifi@e (bien qu'inutile). Si A est commutatif, on a, si
AgAn#{O}, En=n€ et ceci a lieu aussi dans certains autres cas (p. ex.
pour les algébres extérieures). Mais, en général, pour les anneaux
gradués non - commutatifs, méme la partie "essentielle" de la composi-
tion de A n'est pas commutative, et de tels exemples sont faciles 3
produire. Ainsi, cette condition est, en général, injustifide. Et qu'en
est-il de l'associativité? La partie "essentielle" de la composition de

A est-elle associative quand A 1'est? La réponse est : en général, non!
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Fn effet, soient &, n, £ € A. Si AgA A #{0} on a aussi AEAnf 0 et

A A #{o}, A_AD (AgA ) A #{O}et AEA cD A (A A ) #{0}et on a, si

gn &=
X, ¥, z € H sont tels que §(x) =g, 8(y) =n, 8(z) =¢ et xyz # 0 (de

tel x,y,z - existent en vertu de AEAnAC #{0}, (EGn) = §((xy)z) et

£(ng) = §((xy)z).Comme (xy)z = x(yz) (=xy2z), on a (EZn)¢ =&(nz) (on

dit que &, n,% 'associent'"). Par contre, quand AEADAC={O}’ on ne

peut rien conclure. Il peut arriver qu'un des (&n)zg , &(ng) est dé-
fini (comme AEAH‘E Agn, si AEAU # {0}, il peut arriver, par exemple,

que AEHAG#{O} malgré ce que AEAHAC ={0}) et 1l'autre ne 1'est pas, ou
que (En)g et &(NZ) sont définis tous les deux, mais (En)g # £(nZ).
C'est M. Chadeyras (voir [2]), qui a découvert que cela peut arriver
effectivement et en a donné des exemples (pour les A et A commutatifs).

I1 a prouvé le théoréme suivant, qui montre combien loin peut aller cette

non-associativité des grades.

THEOREME : Soit A un monopére (binaire) fini et commutatif. Alors, il
existe des anneaux gradués commutatifs, dont 1'ensemble des grades est A |
tels que, pour tous §&,n € A, AEAUf{O} (donc &n est d&fini et détermine
par la structure d'anneau de A et par sa graduation additive) et la com-
position des grades coincide avec la composition donnée du monopére A.
(®'ailleurs, Chadeyras donne,pour chaque A, une construction explicite

d'un tel anneau gradué).

Une graduation d'un anneau A est dite stricte si elle est stricte en
tant que sa graduation additive (c'est-3-dire, aucun grade §€4 n'est
vide) et E&n(g,n € B) n'est défini que si Ag n# {0}. La graduation de A
est dite propre si, elle l'est en tant que sa graduation additive (autre-

ment dit, A n'a qu'un seul grade vide, noté 0, et on pose §(0) = 0), la
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addibilité&, sera notée toujours # ; x # y signifie donc

composition des grades est partout définie sur A , et on pose £n = 0 si
A = 10;.
ey = 10
Plagons-nous maintenant au point de vue semi-homog&ne. Il est clair
que, de ce point de vue, les anneaux gradués, définis & 1'équivalence
faible prés (qui est celle de leur groupe additif gradué, sont des cou-~

ples (A,H), ol le sous-ensemble H de 1l'anneau A satisfait aux axiomes

1°) 0O€EH ; 2°) x€EH= -x¢€eH; 3°) x,y,z, xty, y+42 €EHet y # O
impliquent x + z € H ; 4°) H engendre le groupe additif de A ; 5°) Pour
tout n > 2 Xis Kpy eeey X € H et x; + Xy ¢,H pour tous les i,j distincts
(1,7 = 1,2,...,n) impliquent x

+ o+ x #0; 6°) Hz_E H.

17 %

Cela résulte immé&diatement de ce qui précéde.

Et que se passe - t - il du point de vue homogéne? On va considérer
H muni de 1l'addition partielle x+y (dont la composabilité, appelée ici
"x,y sont
addibles") et de multiplication partout définie (3 cause de HZ.E H) xy
induites. Nuand une telle structure (H ; x+y, xy) est-elle la partie
homogé&ne d'un anneau (ou anneau non-associatif) gradué? Bien entendu,
1'addition et 1'addibilit& de H doivent satisfaire aux axiomes d'homo-
groupoide abélien. Mais du fait que l'anneau, ol H est incld, n'est pas
donné, i1 faut imposer 3 la multiplication‘xy de H certaines conditions

(i1 est 3 remarquer que l'axiome. 6°) H2

C H est déja prise en considéra-
tion vu qu'on suppose que xy est définie partout sur H). Quelles sont

ces conditions : premiérement, il existe d'un &lément biabsorbant

(c.a.d. bilatéralement absorbant) O et, dans le cas des anneaux, 1'asso-
ciativité. D'autre part, nous avons vu que si x,y,z sont € H, x+y € H

implique zx + zy € H et xz + yz € H, ce qui se traduit par

x#y = zx# zy et x2 # yz. Fn plus, on a les égalités distributives
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z(x+y) = zx + zy et (x+y)z = xz + yz, qui, du fait des addibilités prouvées,
subsite dans H. Enfin, le biabsorbant multiplicatif O est 1'él&ment neutre
du groupe additif A, et, par conséquent, de ses sous-groupes

H(a), a € B =H ... {0},. Ainsi, 1l'axiome 2° d'homogroupoide peut &tre
réduite & : Pour tout x € H, x# 0, car, aprds cela, on peut montrer que

0 est 1'8lément neutre de tout H(a), a € H*, donc de H. Mais on peut
démontrer que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes en dé-

montrant la

PROPOSITION 4 : Pour que (H ; x+y, xy) soit la partie homogéne d'un

anneau (resp. anneau non-asgsociatif) gradué avec 1'additjon (partielle)

et la multiplication induites par celles de cet anneau, il faut et il

suffit que les axiomes suivants soit satisfaits.

I - H est un demi groupe (resp. monop&re) multiplicatif ayant un &lé-
ment biabsorbant O (zéro).

IT-1°) x#0; 2°) x#Fx; 3 xky, y#zety# O impliquent x # z.

III - Pour tout a # O, H(a) = {x € H ; a # x} est un groupe abélien par

rapport 4 1l'additionm.

IV-x#ty =2zx § 2y, xz2 # yz, z(x+y) = zx + zy, (x+y)z = xz + yz.

Démonstration : La nécessité de ces axiomes a déj3 &té prouvée. Suppo-

sons qu'ils sont satisfaits. Montrons d'abord que, pour tout a ¥ 0, O
est 1'élément neutre du groupe additif H(a), d'oli résultera qu'il -en
est un de 2 - H(a) = H. En vertu de II 1°, O € H(a), on a 0 # 0, et
0 = 0(0+0) : 02H+ 02 =0+ 0, ce qui montre que O est bien 1'élément neu-
tre de H(a). Par suite, H est un homogroupoide additif. Soit A = H son

linéarisé. Alors H est la partie homogéne de A par rapport 3 sa gradua-

tion additive. Nous allons maintenant définir sur A une multiplication
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prolongeant celle H et telle que A devienne un anneau (resp. anneau non-
associatif). Puisque HZ'E H, cette inclusion aura encore lieu dans cet
anneau, donc la graduation additive de A sera aussi sa graduation

d'anneau, et H sera la partie homog&ne d'un anneau gradué. Soient

%X,y € A =H. Alors x et 'y se mettent, et d'une seule manidre, sous la forme
x= GSG.ZAX(S’ = GéAYS’ ol X,y sont €H<S= {x€H; x=0 ou (x#0 et 8(x)=4§8)}
et, sauf pour un nombre f£ini des § € A , Xg = ¥4 = o .

Posons Xy ='65A 6'éA xéys,. Montrons, d'abord que cette multiplication est
bilatéralement distributive par rapport i l'addition. Soit X,¥,z € H et
soit que Z = I zg- On a X+y = I (X6+Y6)’ donc Z(%+y)= I

sEea S SEAS’ EA
et puisque xs# yqr, On 8 ZgXs # zsygr et 26(x5'+y6')= P> IIREFS I

G(X v+st)

Donc z(X+y)= I I (Z 1 FZ Y1) = z ¢+ Lk Vo1=2ZX + Z¥.
SEA S'eA 855" TEsY s 6€AdeA 858 6€AGEA 2878
La distributivité 3 droite se démontre d'une mani3re analogue. Supposons

que la multiplication est associative, et montrons qu'alors celle de A

l'est aussi : en effet

(xy)z=( I Z x Vo) Zzad)=(Z (& xy.))Cz)=72 z ( z Yer1)Zons
sensen 08 Tamen 8 e sengx 86 8" en sen gomst 0878

Or, tous les Xgysr non-nuls tels que §§' =6* ont un méme grade 6* done

sont addibles deux 3 deux. Il en est donc de méme pour les XgYgr Zgn tels

= «* [P = .
que 8§ = §, d'ol (GGFG*XGYS')ZGH 6%25* Xsy51Zgne Mais alors
Z+)Z =3I I X Vo1 Zene

0 Ea sen 8%

On voit, d'une manidre analogue, que %($Z) a la méme valeur, donc
(x¥)z=x(yz), et tout est prouvé.

La structure (H ; x + y, xy) satisfaisant aux axiomes I, II 1° - 3°,
III, IV précédents s'appelle annéide si sa multiplication est associative

et annéide non - associatif si on ne fait pas cette hypoth&se. Le groupe

additif gradué H, muni en plus de la multiplication qu'on vient de dé&-
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finir est dit le linéarisé de H. Un z & H est dit régulier i gauche resp.
& droite si zx # zy, zx# 0, zy # O (resp. xz#yz, xz#0,gz#0) impliquent
%#y. Un anneau gradué A et @Qussi l'annélde coresspondant H), qu'il soit

associatif ou pas, est dit régulier 3 gauche si, pour tous x,y,z € H,

zx#0, zy#0 et §(zx)=6(zy) impliquent &(x) = &(y)

Ceci se traduit dans l'anneau par : 2zx#0, zy#0 et zx+zy € H impliquent
x+y € H, et dans l'annéide par zx#0, zy#0, zxfzy impliquent xfy. On défi-
nit d'une manidre analogﬁe la régularité 3 droite, et l'anneau gradué

ou 1'annéide régulier 3 la fois i droite et 3 gauche est dit régulier
tout court. Un annéide commutatif régulier sans diviseurs de zéro est

dit intégroide. Il est clair que la composition des grades d'un inté-
groide est partout définie et que A est un semi-groupe par rapport 3
cette composition. Un anneau gradué A est dit un corps gradué(6) si
1'ensemble HY = H .. {0} de ses &léments homogines non-nuls de A est
un groupe multiplicatif. La partie homogéne d'un corps gradué A est
appelée corpoide. Nonc, les corpoides, sont les structures (Q ; x+y,xy)

(ou 1'addition x+y est partielle et la multiplication xy est partout
P

définie), qui satisfont aux axiomes :

I' Q est un presque groupe(7) (dont 1'élément biabsorbant est noté O,
et dont 1'élément neutre est noté 1).

II, ITII, IV les mémes que pour les annéides. Mais II et III peuvent
se simplifier : d'abord, au lieu de II 3 : x# x, il suffit de suppo-
IT 3' : 1# 1 car, en vertu de IV, 1 # 1 = x=x1# xl=x. (c'est

d'ailleurs, vrai pour tout annéide unitaire)

(6) ©1 ne faut pas considérer un corps gradué comme un corps munt d'une
graduation, mais, au contraire un corps comme un cas particulier d'un
corps gradué dont la graduation est triviale (c'est-d-dire telle que
a={1}, 42 #{o} et 1°=1).

(7) e'est—d~-dire la réunion d'un grouve et d'un élément biabsorbant 0.
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torsion

De méme IT 3. (xfy, y# z et y#0) = x # z peut se rem-
placer par (x # 1, L # y) = xfycar (xfy, yhz, y#0) =
(y—lx A1, 1# y_lz) = y-lx # y-1 z = x # z. Fonfin III.

H(a) = {x €3 ; a # x } est un groupe ab&lien par rapport 3 l'addi-
tion, peut se remplacer par la méme condition pour H(l) seule-

ment, car a £ x < 1 # a-lx, donc H(a) = a H(l) et x —> ax

est un isomorphisme additif de H(1l) sur H(a). Soit Q un corpoide
Alors, x —> §(x) (x € H*) est un homomorphisme du groupe Qx sur le
monopére A . Donc A est un groupe, dit le groupe de Q et, si &(1)
est noté 1, le noyau de cet homomorphisme, qui est 1l'ensemble

»*
Q1 = Ql .. {0} des x € 0 de grade 1, est un sous-groupe invariant

- N

de Q*- Mais Ql est un groupe additif ab&lien et Q7 S 0 , = Q-

1
*
Ainsi Ql est un anneau. Comme ) est un groupe, R=Ql est un corps
dit le corps du corpoide Q. Ft si a € Q n'est pas nul, on a
Q(a) = aQ(l) = 0(l)a autrement dit Q(a)={x € Q, a # x}. = aR = Ra

est un R-espace vectoriel de dimension 1, aussi bien & droite qu'i

gauche. Un corpoide est dit sans torsion si son groupe est sans torsion.

Comme on verra plus loin, les v8ritables analogues des corps commutatifs
du point de vue de la théorie des extensions et la théorie de Galois ne

sont pas les corpoides commutatifs, mais les corpoides commutatifs sans

(8)

(8) Bien que, dans le cas commutatif (et, méme, dans le cas non~commutatif
quand le groupe des grades est commutatif), les corps gradués (et, au fond,

les corpoides) rentremt, comme un cas particulier, dans la notion des anneaux
gradués au sens de Borbaki, ces derniers, hypnotisés par le point de départ
historique de ces structures-anneaux des polyndmes— et aveuglés par leur ultra-
conservatisme, n'ont pas été capables de remarquer cet analogue gradué des
corps, ni par eux—mémes ni dans la littérature (car la définition des corpoides
a été donnée par l'auteur dans [ 5] en 1944, et une grande partie de leur théorie

a été énoncée dans [ 6] et développée avec les démonstrations dans [8] et [9]).
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On peut donner une idée intuitive suivante de la structure de
corpoide, d'ailleurs trés approximative : un corpoide est une sorte
d'éventail, dont les plaques n'ont en commun que leur "'axe” O.

La multiplication & droite (resp. 3 gauche) par un élément a de
corpolde produit une "rotation" "droite" (resp. "gauche") des plaques
de 1'éventail et celle de ses &léments (qui induit celle des plaques)
"autour" de 1l'axe O de 1'éventail (car ces multiplications laissent
O immobile!). ND'ailleurs, les rotations droite et gauche des plaques
produites par un élément ne dépendent que de la plaque, ol cet &lément
se trouve, et les &léments produilsant la rotation identique des pla-
ques forment la plaque "1", qui est fermée par rapport & la multipli-
cation. L'addition est définie seulement sur chaque plaque. La plaque
1l est un corps par rapport i ses additions et multiplications, et les
autres plaques sont des espaces vectoriels bilatdres par rapport i
ce corps.

Ainsi, un corpoide Q peut &tre considdré comme une structure
"presque - fibrée', dont la base est le groupe des grades A de Q,
et dont les "presque ~ fibres" sont des R-espaces vectoriels bilatires
de dimension 1, ol R est le corps de Q. (ce ne sont pas des fibres,
car elles ne sont pas disjointes, mais n'ont, deux 3 deux, qu'un seul
€lément commun 0).

Bien que la notion de corpoide a &té introduite (en 1944 dans [ 3],
mais trouvée en 1941), en relation avec la théorie des corps valués, les
exemples particuliers des corpoides (ou de leurs parties) ont &t& em-

ployés depuis longtemps . Tel est le corpoide des physiciens . Consi-

dérons le systéme de toutes les grandeurs physiques envisageables par

les physiciens d'une certaine époque (bien entendu, seul un nombre assez
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réduit de ces grandeurs est effectivement employé et défini : par exemple,
3 la fin du sidcle dernier, l'ont &té& temps longueur, surface, volume,
masse, masse spécifique, vitesse, accélération, force, travail (ou éner-
gie), quantié de mouvement, charges électriéue et magnétique, potentiel
(en particulier, Eélectrique et magnétique), induction et capacité@ &lectri-
que, etc.. . Pour &viter les confusions, distinguons les grandeurs (lon-
gueur, vitesse, charge &lectrique, etc...), leurs valeurs (longueur de ce
bdton, vitesse de cet avion par rapport 3 la terre en ce moment, charge,
8lectrique de ce condensateur, etc...) et les mesures de ces valeurs 3
1l'aide d'une unité& (la longueur de ce biaton est de 1,30m, la vitesse de
cet avion est de 1000 km/h, la charge &lectrique de ce condensateur est
de 0,1 coulomb, etc...). Ceci dit, les valeurs d'une méme grandeur forment,
en principe, un groupe additif ordonné isomorphe 3 celui des nombres réels
oli la partie non-négative d'un tel groupe (toutefois, dans la seconde
moitié du XIX& sidcle, ont apparu les grandeurs, telle 1'intensité du
courant alternatif dont l'ensemble des valeurs forme un groupe additif
isomorphe & celui des nombres complexes) en plus, les physiciens définis-
sent, d'une certaine manidre, le produit d'une valeur a d'une grandeur A
et d'une valeur b d'une grandeur B (et ceci ind3pendemment de tout choix des
unités de mesure). Ainsi le produit de la longueur de ce biton par le
poids de cette roche est le travail effectué sur un trajet ayant la méme
longueur que le biton par la force, appliquée tengentiellement, &gale au
poids de la roche.

Et la grandeur "travail" (ou "force vive", op "énergie") est consi-
dérée elle - méme comme le produit des grandeurs "longueur" et "force",

et les valeurs de la grandeur produit sont précisément les produits des
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valeurs possibles des grandeurs facteurs, si L, T, M d&signent les
grandeurs ''longueur", "temps'", "masse', toutes les longueurs employées
dans la physique classique (fin du XIX& sidcle) ont été de la forme
LGTBMY, oli o, B, y &taient des fractions rationnels de dénominateur 2.
Parmi ces grandeurs, il y avait celle dont le symbole &tait 1 = L°T°M°,
qui &tait "nombre", dont les valeurs &étaient les nombres réelles (&ven-
tuellement, complexes). D'ailleurs, si e#0 et a &taient deux vecteurs d'une
méme grandeur A, on pouvait considérer a comme produit ue(a)e de e par

un nombre u (a), qui &tait précisément, la mesure de a i 1l'aide de 1'unitd
e. Bien que pas tous les LaTBMV (a,B, YEZ/2) étaient effectivement
employées, ni méme définis du point de vue physique, on peut considérer,
en principe, leur ensemble comme formant le cadre du syst&me des gran-
deurs de la physique classique (tel est, d'ailleurs, le point de vue,
plus ou moins explicite et conscient, des physiciens eux-mémes). Les
mesures des valeurs de certains grandeurs ne prennent, dans le monde phy~
siques que les valeurs réelles non-négatives mais rien n'empéche de
considérer comme "imaginables" toutes les valeurs réelles (et méme
complexes) et comme ''réalisables” les seules valeurs non-négatives,

et 13, encore, les physiciens agissent ainsi. De cette manidre, ils

ont un systéme des valeurs x de différentes grandeurs X = LaTBMY avec

une addition partielle (seules les valeurs d'une méme grandeur sont
addibles, les valeurs nulles de toutes les grandeurs &tant confondues)
tandis que la multiplication de ces valeurs est partout définie. Om
vérifie sans peine que ce systéme est un corpoide commutatif. Ses deux
éléments x,y non-nulles ont un méme grade (sont addibles) si, et seule-
ment s'ils sont des valeurs d'une méme grandeur. Nonc si x#0 est une
valeur d'une grandeur X=LaTBMY, on peut poser le grade §(x) de x 8gal

3 X = 1978 et si 6(x") = 1% T8 MY (ou x'40), on a
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S(xx'") = La+a' TB+B' MY+Y' = §(x) 6(x'5. Ainsi, le groupe des grades de
ce corpoide est un groupe abélien libre de rang 3, donc sans torsion.
Quant au corps de ce corpoide, si 1'on se borne aux grandeurs, dont les
valeurs n'ont que des mesures réelles, on peut prendre comme ce corﬁs le
corps réel R, et si 1'on veut inclure celles, dont les valeurs ont les
mesures complexes, on doit prendre comme ce corps le corps complexe C
(on peut donc distinguer les corpoides des physiciens réel et complexe).
Bien entendu, le corpoide (ou les corpoides) des physiciens s'é&largit
d mesure que la physique progresse. La physique qﬁantique a introduit
les grandeurs, qui sont d'ordre fini, tel le spin. Si l'on fait corres-
pondre i chaque grandeur X une unité e(X), ce systéme d'unités est
"absolu" au sens des physiciens si et seulement si X > e(X) est un iso-
morphisme. D'une manidre évidenté, dans la physique classique, un tel sys-
téme est défini par e(L), e(T) et e(M) qui peuvent &tre prises arbitraire-
ment, et on a e(LaTBMY) = e(L)ae(T)Be(M)Y. [ pour le systéme CGS,
e(L)=cm, e(T)=sec, e(M)=gr]. D'ailleurs, il peut y avoir plusieurs
conventions pour dé&finir la multiplication des grandeurs (telles systémes
8lectrostatiques et syst@mes électromagnétiques).

Le plus ancien corpoide des physiciens a &tZ celui d&fini par
Viéte (XVIe siécle) dans son algdbre. Comme on sait, les premidres
algébres syst@matiques ont &té celle de Vidte et celle (un peu plus
tardive) de Descartes (XVIIe sidcle).L'Algdbre de Nescartes est une algébre
du corps réels tandis que celle de Vidte est celle de corpoide (le cor-
poide des physiciens de son &poque, bien entendu plus restreint que ceux
des &poques plus tardives), dont le corps est le corps réel. Les historiens
de mathématique considérent 1'Algé&bre de Descartes comme un couronnement

des efforts et des tatonnements de sa période la plus ancienne ( Diophante,
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Arabes, Europe médiévale et de 1'&poque de Renaissance) en vue de sa
constitution, et ne comprenant pas la nature de la structure, qui est
3 la base de celle de Vidte, consid&rent cette dernidre comme une
bizarrerie et un &tat imparfait par rapport 3 celle de Descartes.
S'il est exact qu'd 1'époque, la mathématique (algébre, géométrie
analytique, analyse) ne pouvait se développer commodément que sur la
base de l'algeébre de Descartes, celle de Vi§te est, par son inspira-
tion, plus large et, en un certain sens, plus moderne. D'ailleurs,
elle avait laissé des traces dans 1l'enseignement élémentaire (primai-
re et secondaire), oli, jusqu'aux temps assez récents, on enseignait

3 cOté des nombres "abstraits" (c'est-3~dire nombres réels, &léments
de grade | du corpoide des physiciens), les nombres 'qualifiés"
(c'est-d-dire les valeurs des grandeurs, comme 3 métres, 50 grammes,
etc...), en ne parlant, toutefois, presque pas de leur multiplication
(qui &tait réservée aux cours de physique). Il n'est pas certain que
la suppression de cet enseignement dans la "math&matique moderne" soit
un bien.

D'ailleurs, une partie du corpolde des physiciens de Vidte avait
été déja considérée par les anciens grecs. Des les premiers Pythagoriciens,
ils employaient explicitement la "multiplication des segments' et peut
étre, implicitement, d'autres multiplications des grandeurs ( peyeTe)
encore. On peut dire que, jusqu'd Eudoxe, les grandeurs employdes par
les grecs étaient L, L2, L3, T, LT-l, P (poids) (identifié plus ou moins
avec F-force), "angle'" (dont le statut n'é&tait pas clair). La construction

d'Endoxe &tait au fond celle de la partie positive de la grandeur 1 de ce

corpoide grec partiel des physiciens, c'est-a-dire de son corps, 3 partir
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de ses &léments d'un grade arbitraire connu, en premant les quotients des
éléments de ce grade, leurs "rapports”. Toutefois, ce n'était qu'une
construction "en pointilld", car, pour aes raisons philosohiques, les
anciens grecs ne considéraient pas les rapports comme des objets et
n'opéraient avec eux que rarement et 3 leur corps défendant, et, en
plus, refdsaient de considérer les collections infinies d'une manidre
extensionnaliste. Ce n'est que graduellement (chez les derniers mathé-
maticiens de 1'&poque romaine : Diophante, Ptolemée et chez les algé-
bristes de civilisation arabe) que s'est &tablie l'interprétation
actuelle des rapports d'Endoxe comme nombres (&volution, qui a abou-

ti avec Omar Hayam, X& siécle). Archiméde a introduit aussi la grandeur
}?'L-3 (poids spécifique)et élargi le domaine des valeurs de la grandeur
"angle" en introduisant les angles de rotation. En ce qui concerne les

2, L3, on trouve leur multiplication, sous une forme

grandeurs L, L
embrionnaire, d&j3 dans la mathématique Sumero-Babylonnienne.

I1 semble probable que le corps rationnel Q a &té& congu par les
différents peuples, qui l'ont envisagé (Egyptiens, Suméro-Babyloniens,
Grecs, Indiens, Chinois, Japonais, peut-@tre Maya) avant la mesure des
grandeurs ou, en tout cas,pas plus tard. Par contre, il apparait que le
corps réel a &té congu (méme seulement '"en pointillé") par les anciens
grecs aprés certaines autres parties du corpoide des physiciens corres-
pondants.

Considérons maintenant la question d'extension des grades dans un
anneau gradué aux &léments non-homogénes quand 1'opéroide des grades est
totalement ordonné et celui des relations entre les anneaux filtrés et

les anneaux gradués.

- 248 -



41

D'abord, puisqu'on ne s'occupe, dans la premire question que de grades
d'éléments, il est raisonnable de considérer la graduation propre de 1'an-
neau gradué A, car aucun &lément homogéne de a n'a aucun grade vide et non~
nul. Le probl&me n'est raisonnable que si l'on suppose que 1'ordre du
monopére A des grades de A est coordonné avec sa composition, autrement dit
si 61, 62, 6'1, 6'2 sont € A, on leur impose la condition : 51.§ 5'1
et 62_3 6'2 impliquent Sléz.i 5'1 5'2. On doit supposer, en plus, que le
grade nul O est le plus petit Elément de A. Dans ces conditions, si l'on

définit le grade de 1'élément pas forcément homogdne x =I x. de A, ol

§
€A st 40 - - - 1S S8
x s et x 0, par &(x) Max &8(xg) Max €A; x¢ # 0}
§ $ ) 5€E A 8 §
(ce maximum &tant O si {§ € A ; Xs # 0} = @). Alors, on a visiblement :
1°) 8(x) =0 * x =0, 2° &(x +7y) < Max 8(x), 8(y) ; 3°) 6&(xy) < 6(x)8(y).
Le grade apparait comme, une sorte de norme '"hyperultramétrique" de A. Si
A est un anneau gradué régulier (autrement dit, si (8E=8n#0 ou £8= nd# 0)
implique &=n, et si la partie homogéne H de A n'a pas de diviseurs de
zéro, on démontre, par le procédé standard du lemme de Gauss, que :
3°' 8(xy) = 8(x) 8(y), autrement dit §(x) est une hypervaluation de A.
Si H est un annéide régulier,on peut &tendre la structure d'anneau de son
I x
se b O
€léments de ce complété : autrement dit R ={§ € A} X # 0} et

et'; = Iy, deux

linéarisé A=H 3 son completé de Hahn. Soient X = s
§eA

S ={¢§ ; y. # O} sont bien ordonnés. Considérons =xy = I z Xg Ygre
§ b §'el

z
Mettons le sous la forme &% & A (6§'=6* xéyd.), et soit

D(§*) = {(5,6" € &

X

Ay 88" = &% et X y(s‘#o}

Alors, si Gléi = §,8'

28", =5% §, <8, entraine &' > 'y (car 8' < 8",

> ! . 1 ' 1 - r = ' -
entrainerait 6161 < 6261 _56262 donc 616 1 -616 5 6262 et 3 cause de

régularitd, § = §,). Il en résulte puisque {8 € 4 ; (§, 8N€E D(sH}

2
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est bien ordonné (car, pour de tels §, Xg Vg # 0, donc Xg # 0 et
§ € R), que l'ensemble {§' ; (§, §") € D(G*) est inversement bien
ordonné. Mais comme c'est un sous-ensemble de S, il est aussi bien

ordonné, donc fini. Ainsi D(S*) est fini, et la somme est finie

66'=§*#0 XgY¥sr peut se remplacer par un seul ZGG HG . S1i8'=0, on a,
par définition, Xs¥s1=0. Et 1'ensemble {88' ; (8, &') € A x B} est,
visiblement, bien ordonné. Donc, Xy est bien un &lément du complété de
Hahn de M. Pour des raisons formelles, ce complété est bién un anneau
par rapport 3 son addition et la multiplication ainsi définie. Et,
dans cet anneau par rapport & son addition et la multiplication ainsi
définie. Ft, dans cet anneau, §(x) est une hypervaluation si H n'a pas
de diviseurs de zéro (sinom, c'est une norme hyperultramétrique).

Soit A un anneau, et soit (AS ; 6 € A) une filtration totale
de son groupe additif. En conservant les notations de §1, soit
gr(A) =5 ® A AG/Z%le gradué du groupe additif filtré de A. Supposons
que A estemunie d'une composition associative compatible avec son ordre,
c'est-d-dire telle que £ < &' et n < n impliquent EE' < mn', et
telle que 1°) AEAH'S AEH 5 29) AEXn\) KEAh E'AEH,' Cette composition

sera dite multiplication, et elle induit, comme suit, une multiplica-

tion sur le gradué gr(A) du groupe additif de A, qui en fait un anneau

gradué:Soient':\{'=x+KE et}’=y+§ . Alors ;\c';l=xy+XA+A€y+

n n
AA Cxy+AA+AA+AA Cxy+A_ +A._ +A  =rxy + 4 en effet
A S XY ¢ AR AR AR SRy B v Bp F Apy T XY+ Ap (en effer,
KEH est un groupe additif). Comme xy & AEAU g_Agn, Xy + anest

1'élément %y de Agn/zgn, qui ne dépend pas du choix des x,y, car c'est le

Ny
seul, qui contient le produit des sous-ensembles x,y de A. On pose, dans
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i 3 ’\lf\l - ry : )
dans 1'homogroupoide sq(A)= U AG/AG , Xy = £§. On vérifie facile-
§ €A
ment que sq(A) devient alors un annéide, donc son linéarisé gr(A)
devient, en prolongeant cette multiplication par distributivité&, un

anneaux gradué. Bien entendu, ce gradué dépend de la multiplication

choisie sur A. On dira qu'il s'agit d'un gradué strict de A si A
(9

&n
est le groupe additif engendré par AEAn

Un cas important pour certaines applications est celui, od
il existe un sous-anneau B de A tel que tous les AS soient des B~
modules Bilatéres. Tel est le cas classique des anneaux locaux, ou
B=A et les AG (8§ € A) sont les puissances mG de 1'idéal maixmal
m et A est l'ensemble ordonné N des entiers > O. Un autre cas est
celui ofi A = Q est un corps (pas forcément commutatif) valué ou hyper-
valué (c'est-3-dire valué 3 l'aide d'un groupe totalement ordonné
quelconque T) et B=I est son anneau de valuation. On prend, dans ce
cas, comme filtration totale de K la famille {AY = {x € K; |x[ <y
Y € T de ses B sous-modules principaux, autrement dit de ses disques
circonférenciés # {0} de centre 0. Dans les deux cas, les filtrations
additive est principale et on considére les gradués stricts (qui
existent) de ces anneaux totalement filtrés. En plus, dans le second
cas, comme ]xy] = le|y| et, si x # 0, ¥ %’1 = T, le squelette est
un corpoide. Ainsi, en vertu de § 1, on peut définir ainsi le squelette
s(X) d'un corps valué ou hypervalué K : l'indice filtratif de x € K est
ici |x| et =% + Ad(x) = x(l+m), ol m est 1'idéal maximal de I. On a

oy L
%#; ssi |x| = |y| ou xy =0. Si y # -x, x+y est leur somme en tant

(9) Ce gradué peut ne pas exister pour double ratson : a) ce groupe
additif peut ne pas étre parmi les As s b) la condition 2° peut ne pas

8tre satisfaite pour une telle multiplication de A.
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N
que sous-ensembles de K et x + (-x) = 3 = {0} . Le produit ;95 des ;,;

est leur produit en tant que sous-ensembles de K.
Un couplé (A,M), ol H est un anneau gradué et M un groupe gradué (&crit

additivement) s'appelle un module (gauche) gradué si une multiplication

externe (0, m) + om de M par A est donnée telle que a) M soit un A-
module ; b) M et N &tant les parties homogénes de A et M, on ait MN C N.
(c'est uﬁe définition "semi-homogéne'"). La notion homogé&ne correspon-
dante est celle de M-moduloide. Un couple (H,N), ol H est un annéide

et N un homogroupoide abélien additif, est dit un H-moduloide (3 gauche)
si, en plus, est donnée une multiplication externe

(¢, x) »oax(e € H, x € N, ax € N) de N par H telle que :

1° a#B =oxfpRxet (u+R)x=ox+Bx; 2° xky=o0x#Fay et
alx+y) = ax + ay, 3° a(Bx) = (aB)x. Si H est unitaire, le H-moduloide

N est dit unitaire si : 4° 1lx=x . Sia€Hetx €N sont tels que
ax # 0, le grade d(ax) de ax ne dépend que de ceux §(a), d(x) de a et

de x (la démonstration est semblable 3 celle qu'on a fait pour le grade
du produit dans un anneau gradué). Soient A et D les ensembles des grades
de H et de N. Si Hde # {0}, i1 existe des o € HG et des x € Ny tel que
ax # O, et on peut poser (et on posera) 8d = d (ox). Une graduation de A-
moduloide N (ou de A-modules gradué M) est un triplé (A, D, 8d), od &d
est une application partielle (§ , d) - &d de (A, D) dans D, qui est
définie comme précédemment pour les §, d tels que HGNd # {0}, nous peut
étre définie aussi pour d'autres paires (§, d). Ainsi, D devient un

A- extopéroide par rapport a cette application. Sia, BE A et d €D
sont tels que HQHBNd# {0}, on a a(Bd) = (aR)d. Mais sinon, cette asso-

clativité (comme 1'a montré aussi M. Chadeyras) peut &tre en défaut.
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Si ses graduations de H et de N sont strictes et &d n'est définie
que si HGNd#{O}, celle (A, D, 8d) de H-moduloide N est dite stricte.
Si celles des H, N sont propres et si l'on dé&finit &d pour tous § € A,
d €D en posané 8d=0si 8= 0Ooud=0 ou HgN 4= {0}, la graduation
du H-moduloide N est dite propre et D est un A-extopére par rapport &
cette graduation.

Un H-moduloide N est dit gstrict si ox # ay, ox#0, ay # O,

(a €H, x, y €N) impliquent x # y, et il est dit régulier si ox # Bx,
ax # 0, Bx # O impliquent Oo#ff . Un annéfde A peut &tre considéré com-
me un A-moduloide gauche si 1'on considdre comme un homogroupoide addi-
tif et si 1l'on définit sa multiplication externe comme la multiplica-
tion & gauche par les o € A. Si q est un corpoide, un gq-moduloide
unitaire s'appelle un q-espace vectoriel. Visiblement, le H-moduloi-

de N est strict ssi, en graduation propre, 6d = 8d' # 0= d = d' et
est régulier ssi &d = 6'd # 0= § = §'. Aux sous-modules homogénes des
modules gradués correspondent, dans le point de vue homogéne, des sous-
moduloides, c'est-3-dire des sous-homogroupoides additifs N' de N tels
que HN' C N'. On définit le moduloide quotient (ou différence), noté N-N'ou
M/N', comme quotient 1'homogroupoides additifs correspondants, ou on
définit comme suit la multiplication externme : Soit x, la classe de

x € N (mod N') ; alors, on pose, si a € H, ax = ax (on vérifie aisé-
ment la cohérence de cette définition et le fait que N - N' est un H~-
homogroupoide). Si H est un annéide, les sous-moduloides du H-moduloide
gauche (resp. droit) H correspondent aux idéaux homogénes de son liné-

arisé A = H et s'appellent idéaloides gauches (resp. droits) de A, et
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idéaloides bilatdres seront dits, idéaloides tout court. Si q est un
idéaloide de A, on dé&finit 1'annéide quoitient H/q de H par q 3 peu
prés comme dans les anneaux : son support et sa structure additive
sont ceux de 1'homogroupoide quotient de méme nom, et la multiplica-
tion est définie par ;; =;E;l Toutes les propriétés de nature ensem-
bliste ou multiplicative des idéaux comme : premier, primaire, indé-
composable,.maximal, etc. définissent de la m@me manidre pour les i-
délaoides, et on a les mémes propriétds des annéides quotients :

1°) A/q est sans diviseurs de zéro ssi q est premier ; 2°) A/q est

un corpoide ssi : a) Azjz q ; b) q est maximal (et la démonstration,
qui est purement multiplicative, reste inchangée). On d&finit la notion
des annéides et des moduloides artiniens et noetheriens comme d'habi-
tude, en remplagant ces idéaux par les id8aloides et les sous-modules
par les sous-moduloides.

Soit H un annéide et Z HS une graduation de H. Alors, l'appli-
cation § : x = §(x) définge pgur tout x € H non nul (mais pouvant &tre
aussi définie pour x = O pour certaines graduations, en particulier
pour la graduation propre) applique tout sous-annéide de H sur un sous-
monopéroide de A, et tout id&aloide (unilatére) de H sur un idé&alol-
de méme cOté de A. De méme, si N est un H-moduloide, d : x - d(x) appli-
que tout sous-moduloide de N sur un sous-ensemble stable du A - exopé~
roide D. Soient I (H), Ig(H), Z (N) les ensembles des sous-annéides et
d'idéaloides gauches de H, et celui des sous-moduloides de N, et soient
(), Ig(A), S;A(D) les ensembles des sous-opéroldes et des idéaloides

gauches de A et celuil des parties stables du A-opéroide D. Alors, des
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applications précédentes T(H) ~ 3(a), Ig(H) > Ig(A), (M) - StA(D)
sont surjectives mais, en général, pas injectives. Mais si 1l'on fait
correspondre a4 un sous-ensemble T de A ou de D son image inverse par §
resp. par d, auquel on ajoute O (s'il n'y est pas d&j3), on obtient
des injections I(A) - I(H), Ig(A) - Ig(H), StA(D) + IZ(N). Soient
Z(l)(H), Ig(z)(H), Stgz)(D) les images des I(A), Ig(A), StA(D) par ces
applications. Les objets U appartenant 3 ces images sont précisément
les objets larges de la sorte considérée (sous-annéides et idéaloides
gauches de H, sous-moduloides de N). Si q est un corpoide, &galement
§: x + 8§(x) applique tout sous-corpoide q' sur un sous-groupe T(q') de
son groupe des grades ['(q). Vice versa, sa I' est un sous-groupe de

r(q), &*

'y {0} est un sous-corpoide large de q et, visiblement, tous
les sous-corpoides larges de q sont de cette forme. Les objets larges
jouent un rdle important dans la théorie des annéides et des corpoides.

Soient H un annélde commutatif et S C H'= H.. {0} un sous-ensemble
multiplicativement fermé de H . On peut, sans difficulté&, localiser H,
et aussi tout H-moduloide N, & l'aide S. Du point de vue multiplicatif,
il n'y a guére de différence avec le cas des anneaux commutatifs et de
leurs modules, car il s'agit de deux cas particuliers de localisation
des semi-groupes commutatifs et de leurs extopéres. D'une maniére préci-
S

se, les localisés H_ et Ns sont, du point de wvue mulitplicatif, les quo-

tients S x H /= resp. S x N /= , ou est 1'équivalence suivante :

(a,x) = (b,y) [a, DE S, x,y € H resp. N] ssi il existe un s € S tel
que 6b)x = 6a)y. Si(a,x) est la classe (mod =) de (a,x), on pose dans le
cas de HS’ (a,x) (S:}) = (ab, xy), et dans le cas NS, c(a,x)=(a,cx). Et

on définit l'application canonique de H resp. N dans HS resp. NS en fai-
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sant correspondre 3 un x € H resp. N la classe (s, sx) (mod 2 ), ol

s € S (cette classe ne dépend pas du choix de s). Mais il faut encore
définir 1'addition (partielle) et 1l'addibilité dans H et dans N. On le
fait comme suit : on pose (a,x) # (b,y) ssi il existe un s € §

tel que sbx # say , et on pose, pour un tel s ,

(a,x) + (b,y) = (sab, sbx+say). L'application canonique n'est
pas, en général, un homomorphisme de H (resp. N) dans HS (resp. Ns),.mais
un quasi-homomorphisme (voir les définitioms au § 4).

Pour gue cette application soit un isomorphisme, il faut et il
suffit que 1° : tous les s € S soient simplifiables, c'est-d=dire
que s € S et sx = sy impliquent x=y ; 2° tous les s € S soient réguliers,
c'est-3~dire que s € S et sx # sy impliquent x# y. Sans la seconde con-
dition, cette application est seulement injective , mais les images des
€léments non - addibles peuvent &tre addibles. On peut, également,
généraliser aux annéldes et moduloides les théories connues de localisa-
tion non-commutative.

Soit q un corpoide et V un gq-espace vectoriel (& gauche). Soient T
le groupe des grades de q et D une graduation stricte de V. Visiblement,
D est un [ - permutationnel, dont les ' d, d € D, forment la partition
d'intransitivité. On va noter, D/I' cette partition. Soit g€ p/T et
soit Ve ={x €V ;(x=0v(d(x) € 0)}. VO est visiblement un sous-espace
vectoriel de V, et V,en tant qu'homogroupoide, est le composé direct dis-
joint o ééD/r VG des V@ . 81 x,y sont € V, il existe des
a, b€ q* = q.. {0} tels que ax # by ssi x et y appartiennent 3 un

méme Vg- D'autre part, si d € O, 1l'ensemble Vd des x € V tels que x=0 ou

d(x) = d (donc Vd-E Vg) est, visiblement, un r-espace vectoriel, oi r est

- 256 -



49

le corps de q, et on montre que (V@ 1 q) = (Vd :r).
Si A CV, une somme finie Zkiai, ol les Ai sont € q et les a; sont

A, est dite une combinaison linéaire de A si les Aiai sont tous addibles

deux 3 deux. Elle est dite une combinaison lin8aire réduite de A si i # j,

a, # 0, aj# 0 impliquent a; #'aj. Si V est un espace vectoriel régulier,
3 = ay #0et \a, # Ajaj impliquent A; # Aj’ d'ol résulte que la somme
de toute combinaison linéaire est, dans ce cas, &gale i celle d'une telle
combinaison réduite. A est dit libre si, pour toute combinaison lindaire
= I Aiai’ 2= 0 implique, pour tout i € I, A,a, = 0. Il est clair qu'un

ie1l il
A C V est libre si tout son sous-ensemble fini 1'est, donc qu'il existe
des ensembles libres maximaux. A est dit générateur si tout x € V est la
somme d'une combinaison linéaire de A. Si V est régulier, on démontre,
exactement comme pour les espaces vectoriels sur les corps, que les
ensembles A C V libres maximaux coincident avec ceux, qui sont libres
et générateurs, et avec ceux qui sont générateurs minimaux. Comme on peut
dans ce cas, ne considérer que les combinaisons ré&duites, on prouve que
ces ensembles, appelés dans ce cas les bases de V/q, ont un méme cardinal,
dit la dimension de V/q et noté (V : q) on a, &videmment,
V:q= I (Ve : q) En ce qui concerne les espaces non réguliers

© € 0/T

la situation est beaucoup plus compliquée .

En particulier, si a/q est une extension corpoidale, Q peut &tre
considérer d'une manidre naturelle, comme un gq-espace vectoriel i gauche
qQ et i droite Qq : 11 suffit, en effet, considérer () comme un Q-modul
d gauche QQ ou d droite QQ et restreindre les multiplications externes
aux &léments de q. Alors [Q : q] = (Q:q) et[Q : ql, = (Q : q) seront

g q d q
dits les degrés gauche et droit de Q/q. On a la formule habituelle du pro-

duit des degrés : si q <€ Q'€ Q, onalQ: q]a ={q : qu [Q: qla(a=g,d)

et ses conséquences.
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Dans le cas considéré, D est égal au groupe des grades T(Q) de q, et
p/ T(q) est la partition de I'(Q) en classes a gauche resp. d droite
(mod I'(q)) selon qu'on considére qQ ou Qq. Dans les deux cas, le cardinal

de D/T(q) est 1l'indice (I'(Q) : I'(qg)) de I'(q) damns T(Q), et cet indice

sera dit le degré groupique de Q/q et note [Q : q]gr' Soient R, r les corps

des Q,q. S1 © € D/T(q), si d €0, et si x € Q est tel que d(x)ed, visible-

ment Q, = Rx = xR, d'ol résulte que [qq : q]g = [q, : r] . [R: r]g et
[Q@ : q]d = [Qd : r]d = [R : r]d. Le degré [R : r]g resp. [R : r]d sera

appelé le degré corpique gauche resp. droit de Q/q de Q/q et sera noté

[q: dq] corp,g [q: q]corp, 4 - Et on a, visiblement,

[Q: aly=[q: g s dly,.

corpoide intermédiaire large de Q/q, dit le corpoide d'étalement de Q/q

A remarquer que QT q = qR = Rq est un
s

dont le groupe est I'(q) et le corps R. On a donc [QT q q]a =[Q: q]corp,a

et [Q : QT,q] =[Q: q]gr ce qui donne une autre démonstration de la for-

mule précédente.

Il est facile d'étendre aux moduloides et aux annéides la notion de
composé direct (ici somme directe(lob. Si A est un anné':’.de,{Ai ; 1€ 1}
une famille de ses id&aloides (bilatéres), A est dit la somme directe
. g IAi des A, s'il 1'est pour sa structure d'homogroupoide additif sous
;acent. Mais ceci implique plusieurs conséquences. Primo, si 1 # j, on a,
puisque Ai et A.j
AiAj=Ain={O}‘ D'autre part, si x, x' € A; et y, y' € Aj non nuls ont les

sont des id&aloides, que AiAj_E AN Ay = {0}, donc

mémes grades respectifs $=8(x) =8(y), &' = 8(x') = §'y'), et si xy#0,

(10) et de composé direct complet (ici somme directe compléte).
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x'y' # 0, on a Sixx') = §(yy"') =68'. Il en résulte la définition suivante
pour les sommes directes "extérieures" d'une famille {a,, i € I}

i
d'annéides Soient Ai l'opéroide de grades de la graduation stricte de A;

(tous les Ai &tant supposés disjoints deux 3 deux) et D = O Ai. Du
N i€l

point de vue additif, les sommes directes des Ai seront les TnN-composés

directs Q(n)Ai, mais avec les équivalences N sur D orthogonales 3 la

i€1

partition\JAi telles que si di’ S'i € Ai’ éj’ S'j € Aj, 51 = éj (mod n),

é'iEG'j(modn) et diéj’ $!8! existent tous les deux, on doit avoir

1]
§.8. = 6'S! (mod n ). Un Elément de Q(n) A
i~j i73
i€1
ce qui a &té dit sur les composés directs des homogroupoides,un vecteur

; est toujours, en vertu de

-

(satisfaisant 3 certaines conditoms) a=(a i €1I), ol a, € A;. Et ces

i

vecteurs se multiplient, comme dans le cas des anneaux, par composantes
correspondantes autrement dit, si a = (ai € Ai ; 1€ 1) et

b = (bi €A, ; 1 € 1), on pose ab = (aibi s 1€ 1),

i
Si M est A-moduloide et si (A, D ; 8d) est son extopéroide des

grades, supposons que M est la somme directe & M, de ses sous-modu-
ier

loides Mi' Alors, si x4 € My, X, € Mj, a € Aj’ axy # 0, ax, # 0, 1'éga-

1lité des grades d(xi) = d(xj) implique é(a)d(xi)=d(axi)=d(axj)=6(a)dxj).
Il en résulte que si {Mi ; i € I} est une famille de A-moduloides et si
{4, D, ; 8d,) est 1l'extopéroide des grades de M,, @ (n)
i i jEe1
moduloide, en définissant a(x; €M, ; 1 €1I) comme (ax;, ; 1 € I), que si N

Mi n'est un A-

d,
J

satisfait 3 la condition : si d €D, et dj € Dj sont tels que d;

(mod n), on a, pour tout S€A4, 6d15<5dj (mod N).
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On peut aussi définir les produits tensoriels des moduloides et des
annéides commutatifs.

Quand les monopéroides des grades stricts de A et de M sont totalement
ordonnés de maniére que &§ < §' et d < d' impliquent &d < §' d', on
peut é&tendre, d'une manidre adéquate, la notion de grade aux éléments non-
homogénes du linéarisé M de M, et quand A est réguligr et M est régulier
et strict, on peut munir le complété de Hahn de M de structure de module
gradué sur celui de A. Les démonstrations et les résultats sont analogues
d ceux des anneaux gradués.

Sous les conditions analogues 3 celles des anneaux totalement filtrés,
on peut définir les gradués (et, &ventuellement, les gradués stricts) des
modules totalement filtrés, dont les parties homogénes seront encore

appelées squelettes. En particulier, si M est un espace normé sur un corps

valué ou hypervalué K, dont la norme est notée ..l , et si on le filtre par
(Md = {x€M; Ixl <d}; d € D), oi D est 1l'ensemble des valeurs non-
nulles prises par !...l sur M, le squelette sq(M) de M est un espace

vectoriel sur le squelette de K.
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§ 3 - CORPOIDES COMMUTATIFS SANS TORSION ET LEURS APPLICATIONS A LA THEORIE

DE LA RAMIFICATION.

Soient q un corpoide commutatif sans torsiom, I'(q) son groupe, r son
corps. Quand on parlera, dans ce paragraphe, des extensions corpoidales Q/q ,
il sera toujours sous—entendu que le corpoide Q est aussi commutatif sans
torsion. Introduisons, d'abord, la notion de polyndme sur q. Soient T'' un
surgroupe commutatif sans torsion arbitraire de T'(q), & un ensemble (pouvant

etre infini) d'indéterminées et 0 : %

> I'' une application arbitraire de
L L
X dans T''. On va attribuer 3 un mondme non nul m = aX 1...X ol a €
‘l S q’

x]’XZ""’XS sont € T et Ll”"’LS sont des entiers > O (on parlera de mondmes

généralisés, si 1l'on suppose simplement que Ll""’LS sont des entiers), le
L L

grade &(m) = é(a)e(X]) ]...G(XS) S (qu'on dira son @-grade). Un polyndme de

graduation (ou de pente) © (ou, encore, un @-polyndme) est, par définition,

la somme £ = Zmi d'un ensemble (pouvant &tre vide, auquel cas la somme est O)
de mondmes (non nuls) m, d'un méme O-grade, qui sera noté, si f#0, §(f), et
sera appelé le O-grade de f. Deux polyndmes f,g seront addibles (notation :

f #g) si un au moins est nul ou si §(f) = §(g), et on additionne les poly-

nomes selon les régles habituelles (ce qui permet, en particulier de réduire

L1 LS L1 LS
les termes semblables : en effet, si aX1 ...XS ﬁﬁbxl ...XS (a#0,b#0), on
L1 LS L] LS
a G(a)e(Xl) ...O(XS) = G(b)O(X]) ..@(XS) , et, puisque on est dans le

groupe I'' sans torsion, ceci implique §¢a)=8(b) et a#b ; ainsi, si l'on a, dams
un O-polyndme, des termes semblables, leurs coefficients sont addibles, et il
suffit, pour les remplacer par un terme, d'additionner leurs coefficients).

La somme de deux polyndmes d'un certain grade § est évidemment encore un
polyndme, qui, s'il n'est pas = 0, est du méme grade. Comme le O-grade du
produit de deux mondmes non-nuls est le produit des O-grades dés facteurs,

il en résulte que le produit de deux O-polyndmes est encore un O-polyndme qui,
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si les facteurs sont non-nuls, n'est pas O, auquel cas son grade est le pro-
duit des grades des facteurs. On constate sans difficulté que 1'ensemble
qe[T] des O-polyndmes de € est un integroide par rapport i 1l'addition et la

multiplication ainsi définies, dit 1l'intégrolide (ou 1'annéide) des O-poly-

nomes de X sur q. Le localisé q@(x) 2 q@[eé] de q@[‘Z] 3 1'aide de

qe[‘fl* = dqq [¥€]..{0} est un corpoide, dit le corpoide des G-fractions ration-

nelles de ¢ sur q. Si 0(x) = {9(X);Xe%} , le monopéroide (en réalité, le

monopére) des grades stricts de g (®] est le sous=-semigroupe I(a) [6(¥)]
de T' engendré sur I(q) par 9(X), et celui de q@(?é) est le sous—-groupe
I'(q) (0(®)) de I'' engendré sur I'(q) par le méme ensemble. Le corps de q@(SE)

est aussi facilement déterminable.

Dans 1l'integroide q@[X] d'une seule variable X (o @ : {X} —> I' ; on
va, parfois, désigner par © aussi 1'élément 9.X de I'') a lieu la division
avec reste. En effet soient g = mem+...(bm;‘-O) et f = aan+...(an#O) deux
O-polyndmes de degrés respectifs m,n et de O~grades respectifs &(g),s(£).
Alors, si m>nu, bna;lxm-nf(X) est un @-polyndme de degré, ayant le méme terme
majeur ann (donc le méme O-grade §(g)) que g. Ainsi bna;IXn-mf(X) # g(X),
g(X)-bna;an-mf(X) est un O-polyndme du G-grade §(g) et de degré m <m et
6(bna;1xn-m) = 8§(g) : S(f). si m, >n, on continue le procé&dé, les mondmes
multiplicateurs ayant toujours le O-grade 6(g) : §(f) et le dégré de la dif-
férence, qui est toujours un O-polyndme de @—grédé §(g), diminue
i chaque pas. Ainsi, les mondmes quotients sont tous addibles deux i deux et,
finalement, il ne reste comme différence, aprés un nombre fini convenable de
pas, qu'un O-polyndme r(X) de degré < n (si m<n, le nombre de ces pas est 0
et r(X) = g(X)) et de O-grade §(g). La somme des mondmes quotients de tous
les pas est aussi un O-polyndme q(x) qui est O si m<n et est de degré m-n

si m>n, dont le O-grade est §(g) : 8(f). Et on a ainsi

g(X) #q(X)f(X) #r(X) et £(X) = q(X)E(X) + r(X).
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I1 en résulte que qe[x] est un annéide euclidien au méme sens que 1'an-
neau des polyndmes k([X]de X sur un corps k l'est., Ceci a les mémes consé-
quences

1) tous les q@[X] sont factoriels et 1'idéaloide (f) est premier ssi f
est irréductible ;

2) q@[X] est principal ;

3) le nombre des zéros de f € qe[X] dans une extension quelconque Q de
q est fini et ne dépasse pas le degréd de f. De lors il est facile de développer
une th@orie des extentions corpoidales (commutativesbsans torsion) et du pro-
longement de leurs isomorphismes analogue 3 celle de Steinitz pour les exten-
sions des corps .

Si Q/q est une extension corpoidale et o € Q,a est dit algébrique sur q

s'il existe un polyndme f(X) # O sur q tel que f(a) = O [forcément,
f(X) qs(a)[X] et §(a) est d'ordre fini par rapportd I'(q)]. Sinon il est dit

transcendant sur q.

Toutes les notions et tous les ré@sultats de la théorie des extensions des
corps (commutatifs) se généralisent sans presque changer les définitions et les
démonstrations, aux extensions corpoidales (commutatives sans torsion).

Bien entendu, "isomorphisme" signifie isomorphisme par rapport & la multipli-
cation, addition et addibilité. Mais la théorie des extensions corpoldales est
sous certains rapports, plus riche que celle des extensions des corps : ainsi
une extension corpoidale transcendante pure est ici également isomorphe 3 un
corpoide qe(ﬁb des O-fractions rationnelles d'un ensemble % de variables, ol ©
est une application de X dans un surgroupe sans torsion de I'(q), et ce cor-
poide, contrairement & ce qui a lieu pour les corps dépend, i 1'isomorphie
prés, pas seulement de card¥, mais aussi de l'application 0. Ainsi, contraire-
ment au cas des corps, les extensions transcendantes pures d'un degré de

transcendence fix& ne sont pas toutes isomorphes. Si q(A)/Q est une extension
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algébrique et si Q' est un corpoide décomposant pour tous les polyndmes minimaux

£ /& des a € A (autrement dit, tous ces polyndmes s'y décomposent en facteurs
a

linéaires), on montre que tout isomorphisme de Q/q dans un surcorpoide quelconque
Q"
Q/q

morphismes de Q/q dans Q' ne dépend pas du choix du corpoide décomposant Q'.

Q" de Q' en est un dans Q' et que le cardinal de l'ensemble G des iso-

I1 s'appelle le degré galoisien de Q/q et se note [Q:q], et on prouve que,si Q'

est un corpoide intermédiaire de Q/q, on a le théordme de multiplication des

degrés galoisiens : [Q:q] = [Q:Q'] [Q':q]. Si Q/q est de degré fini on montre
facilement que [Q:q] < [Q:q], et une telle extension Q/q est dite séparable
resp. inséparable si [Q:q) = [Q:q] resp. [Qiq] = !|. Un &lément o algébrique sur
q est dit séparable resp. inséparable si q(a)/q l'est, et une extension algébri-
que quelconque Q/q est dite séparable resp. inséparable si tout o« € Q 1l'est...
On démontre, comme dans les corps, l'existence, dans toute extension corpoidale
Q/q, des plus grandes sous-extensions séparables 6q/q et inséparable aq/q,
appelées : noyaux séparables resp. inséparables de Q/q. Une extension algébrique
Q/q est dite normale si Q est décomposant pour le polyndme minimal fa/q(X) de
tout son €lément o € Q, ce qui revient 3 dire que tout isomorphisme de Q/q est
un automorphisme. Le groupe GQ/q de ces automorphismes s'appelle le groupe de
Galois de Q/q, et on d8montre sans peine le thé&ordme : Inv G

Q/q

1
est l'ensemble des o € GK/k

A "~ P
= Qq’ d'old résulte

le premier théordme de Galois : si A C et si G
P =Q Q/q,A

A

préservant tout a € A, on a Inv GQ/q,A = Qq(A)'

Les propriétés des extensions corpoidales Q/q se décrivent souvent en termes
de celles de leur extension corpique R/r (od R est le corps de Q) et groupique
r(Q)/r(q). Ainsi, Q/q est algébriquement close ssi R/r 1'est et r(Q) est indéfi-
niment divisible, Q/q (supposé algébrique) est séparable resp. inséparable ssi

R/r 1'est et T'(Q)/T(q) n'a pas d'éléments d'ordre P resp. est p-primaire, oid p

est la caractéristique de r (et de q).
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En théorie des extensions des corps a lieu le second théordme de Galois :
si K/k est une extension normale de degré fini, pour tout sous—groupe g de GK/k’
il existe un corps intermédiaire L de K/k tel que g = GK/L’ et ce théoréme s'y
démontre 3 1'aide de celui d'&lément primitif : si K/k est une extension sépa-
rable de degré fini, il existe un @ € K tel que K = k(a) . Le théordme d'&lément
primitif est faux dans les extensions corpoidales, mais 1'analogue du second

théoréme de Galois est vrai, et je vais donner 1'idée de sa démonstration, qui

exige 1'étude approfondie du groupe G

Q/q
Soient Q/q une extension corpoidale algébrique, Q' une extension de Q, et
0 : Q —> Q' un isomorphisme de Q/q dans Q'. On a TI(q) C r(Q <€ r(Q"). Alors, o

préserve les grades, autrement dit, pour tout a € Q, on a §(0.a) = 8(a). C'est

évident pour o« = 0. Supposons o # 0 , et soit f(X) = fa/q(X) € qé(a)[X] le

polyndme minimal de .

n . .
Si £f(X) = X ain (an=l), tous les aial sont mutuellement addibles et,

i=o
puisque o # 0, il y en a au moins deux non-nuls, car leur somme est O. Soient

aial et ajal (ai#o,aj#O) deux termes de cette sorte, donc cS(ai)G(a)1 = G(ai)d(a)J

et G(G)I-J = 6(a?la.). De a.a’ #a.a? résultent
1] 1 J
- S A 2 e (o)]
ai(c.a) (o.ai)(a.a) 0.a;a #cJ.aja (c.aj)(c.a) aj(o.a) ,

§(a)*73. Mais comme T(Q')

donc on a aussi 6(c.a)1—J = 6(a;1aj), donc 5(0.0)1_J

[}

est un groupe sans torsion, il en résulte que §(o.a) §(a).

Soient r,R,R' les corps des q,Q,Q'. Alors, xc(a) = (O.G)a-] est € R' et
satisfait aux conditions xc(aB) = Xo(a)xo(e) et xc(a) =] si aEEq* = q...{0}.
C'est donc un caractére du groupe multiplicatif Q*/q* dans R'. Mais en plus, ©
induit sur R un isomorphisme o de R/r dans R' et si a € R, on a
Xo(u) = (cx.oa)ofl = (Ela)a-l = ag;]. On a 0.0 = g ssi xg(a) = |, On appellera

, *, ®
(R/r)-caractére de Q/q un caractére x du groupe "multiplicatif" Q /q dans une
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cldture algébrique fix@e de R tel qu'il existe un isomorphisme o = o(x) de R/r

a 3 o=1
dans le corps de cette clSture tel que, pour tout a € R, on ait x(a) = a .

Si x est un tel caractére, GX HI > ax(a) (avec oX.O = 0) est, comme il est
facile de montrer, un isomorphisme de Q/q dans cette clBture algébrique tel que
5%= a(x) . On notera Xé?;), od, cette fois-ci Q' est un corpoide décomposant pour
un ensemble gén&rateur de Q/q, l'ensemble des R/r-caractdres de Q/q dans R'. Si
Q/q est normale, on peut prendre (et on prendra) Q' = Q et g sera un automorphisme
de R/r. Visiblement, dans ce cas, on a ot = 5?; donc n : ¢ —> g est un homo- ,

morphisme de G dans GR/r' Le noyau de cet homomorphisme est le groupe

Q/q
Q/q Q/q

A) dit le groupe d'inertie de Q/q. En fait, n est un homomorphisme de G

T = {0 EG 3 o =1_}, (ot 1

R désigne 1'application identique d'un ensemble

A

sur

Q/q
GR/r’ ce qui sera prouvé quand [Q:q] est fini.

Soit alors g = n'GQ/q # GR/r et considérons L = Invg, qui, en vertu de la
théorie de Galois dans les corps, # Inv GR/r = ﬁr' Il existe donc un o € Invg
tel que a ¢ ﬁ et, comme ¢ € R, on a 8(a) = 1, On a, pour tout o € G /q

T Q/q
.0 = C.0 = a, car g e g, donc a € Inv GQ/q = aq‘ Donc, touts les zéros de
fa/q(XD €'q6(a)[X] = q][X] dans Q sont &gaux. Mais, puisque le coefficient majeur
de fa/q X est 1, tous ses coefficients sont € R, donc € RN q = r et tous ses

zéros sont € R. Ainsi, a est inséparable sur r, donc, contre 1'hypothése, est

A - . T-a
€R_.Ona donc g = GR/r et GQ/q/lQ/q E-GR/r' On a, puisque —— &R,
_ gt.a _ Te0y7 9.0y _ (0.Qy (T (T.0v _ o
Xge(®) = = lo. (=216 = () (0. Xg (0 x (@)
Si, £ : A —> Q étant une fonction i valeurs dans Q, on définit f° par

fo(a) = g.f(a). On peut écrire 1'égalité précédente comme

Ainsi, si l'on organise le groupe X par la composition
g Q/q

1

3
X o X' = xx'X
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o —> X, devient un isomorphisme de GQ/q sur le groupe (XQ/q,o) (qu'on écrira,

le plus souvent, simplement xQ/q)’ dont y —> cx est évidemment 1'isomorphisme

inverse. L'image de TQ/q par cet isomorphisme est l'ensemble des caractdres de Q*
* * s . *_* . ‘o .

égaux 4 1 sur ¢ et sur R, c'est-i-dire sur q R . Or, Q‘/qR* s'identifie cano-

* . N
niquement 3 (Q*/R*)/ (q R*/R*) et q*R*/R* est canoniquement isomorphe 3

. * . ‘o
q*/q”rwa* q*/r*. Ainsi, comme Q*/R = T(Q) et q*/r* =I(q), n.T s'identifie

Q/q
(R) 5 P
au groupe XT(Q)/F(q) des caractéres de I'(Q)/TI(q) damns R (en réalité, ce groupe

peut s'identifier avec celui XT(Q)/F(q),p des cgractéres complexes d'ordre pre-
mier & p du méme groupe). Et si x,x' € n'TQ/q’ on a o(x) = Ly et xox' = xx'.

Ainsi, sur le groupe XF?Q)/F(q) = n'TQ/q’ la composition o coincide avec la mul-

tiplication des caractéres.

S1 T est un sous-groupe de TQ/q et XT = n.T, XT est un sous—groupe de

g?&)/r(q) et Invt est l'ensemble des ¢ € Q tels que, pour tout X € Xr’

X(8(a)T(q)) = 1. C'est un sous-corpoide large Q(T) 2 q de Q tel que le groupe

X

F(Q(T))/F(q) soit le dual du groupe de caractéres X .

Ainsi, [Q:Q(T)] = [T(Q):P(Q(T))] = ordre de XT = ordre de t.

Soient g un sous—-groupe de G et'§ = {030 € gl, T =gNT . Pour démontrer

Q/q Q/q
qu'il existe un corpoide intermédiaire F tel que g = Gq/v’ il suffit de le prouver

pour les Q/q séparables, car on peut toujours remplacer Q/q par son noyau sépa-

~
rable Qq/q sans changer le groupe de Galois. On a Invg < Invt, donc

I'(Invg) E{F(Q(T>) et [Q:Invg]gr > [Q:Q(T)]gr = [Q:QT] ordre de t, l'égalité

(T))' o

ayant lieu ssi T'(Invg) = I'(Q D'un autre c8té n : ¢ —> g restreint 3 g est

un homomorphisme de noyau gNT = T et 0T — 0 est un isomorphisme de g/t sur

Q/q

g C GR/r' Le corps Rg de Qgﬁlnvg, qui est l'ensemble des a€R tels que pour tout
o € g, on ait g.a = 0.a = o est donc Invg, donc [Q:Qg]corp = [R:Ré = [R:Invg] =
=ordre de g = (g:1). Ainsi [E:Qg] = [R:Rg] [F(Q):F(Qg)] > [g:1] (ordre de 1) =

=ordre de g, et on a 1'égalité ssi F(Qg) = F(Q(T)), autrement dit ssi, pour tout
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§ F(Q(T)), il existe un a € Qg’ tel que §(a) = §, c'est-3-dire tel que

x(a) =1 si x € n.g.

. . T . .
Nous allons démontrer cette existence. Puisque & € F(Q( )), il existe

un B € Q(T) tel que 8(B) = §. Si ¥ est la restriction de x € n.g au groupe
(T)*

/q*, on a Ek;) = o(x) et % ne dépend que de 1l'isomorphisme o' (qui est,

Q
en fait, un automorphisme, car G (t) = T est un sous-groupe invariant de g)
Q/Q
(1)

. —_—")
induit par o sur Q , c'est-3-dire de la classe de ¢ (mod t). Donc ; —> a(x)

est une bijection de ; = {; : X€En.gl sur g =G .
g R/R
g
Donc, si, pour un g € GR/R s %(E} est 1l'unique &lément de Xg tel que

5 = (%(D), on va poser ¢(a) = x(a)(B). De lors, si 0;»0, € 8, on a

o El . _a
$(a, 0, = X°1°2(B) = xU](B)xOZ(B) = ?(0])?(02)

I

Ainsi, si nous considérons l'extension normale R/Rg, ?(53 est un cocycle

de dimension 1 de sa cohomologie galoisienne. Mais, puisque cette cohomologie
.. . . - . . #

est triviale en dimension 1, Q(c) est un cobord, donc il existe un Y€ IR tel

que ?(E} = YI-G. Mais alors si o = By, on a pour tout g € g,

Xg (@) = x (B)x (v) = xo(s)yg“#c(s)y;" =P@PE =1 et ae Invg.
D'autre part, comme y € Rﬁ on a 6&(a) = 8§(By) = 8(B)S(y) = §(B) = &, car

§(y) = 1. Donc F(Invg)==F(Q(T)) et [Q : Invg] = ordre de g, ce qui prouve que

g = GQ/Invg’ car g Q-GQ/invg et ordre GQ/Invg < [Q : Invg].

Soient k un corps valué complet, K une extension algébrique valuée de k
(autrement dit, K est un corps valué, dont la valuation prolonge celle de k ;

on sait, d'ailleurs, que la structure algébrique des surcorps K de k détermine

sa valuation). Soient k,K,K'les corps résiduels (et p leur caractéristique),
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T(k),T(K),T(R') les groupes de valuation, s,5,S' les squelettes des k,K,K'(11) .
Le squelette s de k peut &tre plongé canoniquement dans celui S de K : les
é€léments non nuls de s sont les disques Ek = Ck(a,]af-)(a € kM de k, et on
fait correspondre aiik le seul disque analogue ;;K = CK(Q’|“‘-) de K (qui ne
dépend pas du choix de « e.&#). Et on fait correspondre i 6# = {0} = Ek ce
disque lui-méme.

Si 1l'on considére ce plongement comme une identificatiom, s devient un

sous-corpoide de S, et r devient un sous-corps de R, et ¢ = [S:s], qui est

dit le degré squelettique de K/k est = fe ol £ =[K:k] est le degréd

résiduel de K/k et e = (I(K):r(k)) est son ordre de ramification(ll). On sait
(théoréme d'Ostrovski) que, dans le cas, oG n = [K:k] est fini, ¢ < net
d = n/c, dit défaut de K/k, est une puissance de p. Si d = | (autrement dit,

n=G), K/k est dit non-défective, et si c = 1, elle est dite complétement

défective (ou immédiate). Elle est dite complétement &talée si n = f et

complétement &tagée si n = e. Gri3ce aux squelettes, ces notions s'&tendent

aux extensions de degré infini : un ensemble A C K est dit squelettiquement

libre sur les restes squelettiques a = C(a,Max(|a|,0) ) sont tous distincts
et forment un ensemble linéairement libre sur s. Un tel A CK est dit une

base topologique de K/k si la fermeture (par rapport 3 la topologie de valua-

tion) Vk(A) du k-espace vectoriel Vk(A) engendré par A sur k coincide avec K.

On dira que K/k est non-défective s'il existe une base topologique A de K/k,

qui est squelettiquement libre. On dira que K/k est complétement défective si

S =s. On dira que K/k est complétement &talde si elle est non-défective et

I'(K) = I'(k), et on dira qu'elle est complé&tement étagée si elle est non dé-

fective et K = k.,

(11) Vistblement, k,K,K' et T(k),I'(K),I(K') sont les corps et les groupes des
grades des s,S,S'
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Soit K'D K une extension normale de k et soientiiﬁr(K'), S' les corps
—— ) T

résiduel , groupe de valuation et squelette de K'. On considerera s et S comme

- sous-corpoides de S'. Soit o un isomorphisme de K/k dans K'. Comme g est une

isométrie (lemme d'Ostrovski), il transforme, pour tout aq€K, a= C(a,Max([ar,O))
(identifié avec CK.fa,Max(|a[-,O)) en Co.K(O'a s Max(lal_,O)), qui s'identifie
avec CK,(O.a , Hax(la[-,o)), donc induit une application ¢ : S — S' de S dans
§', et il est facile de voir que ¢ est un isomorphisme de S/s dans S'. Montroms
que S' est un corpoide décompésant pour le polynOme minimal par rapport i s,

de tout &lément de S (ce qui entralne, en particulier, que S/s est normale si

_— !
K/k 1'est) et que 0 —> o est la surjection de 1'ensemble Géfk) des isomor-
(s")

S/s

effet, tout Elément de S est le reste squelettique a de quelque a € K, et

phismes de K/k dans K sur celui G des isomorphismes de S/s dans S'. En

fa/k(x) se décompose dans K' en facteurs linéaires. On a donc
- _ m . (K")
fa/k(X) = [I(X-c.a)] , ol o parcourt G

K/k

lemme d'Ostrovski, tous les ¢.a ont la méme valuation la| que a. Valuoms

et m= [k(a):k}/[k(a):k]. En vertu du

1'anneau K'[X] en maintenant aux a' € K leur valuation dans K', en posant

|X| = |a|] (ceci détermine la valuation des monSmes en X) et en posant, pour
un polyndme f = Zmi, ol les m, sont ses mondmes, supposés non-semblables deux
i deux, |f] = Maxilmi[. Si f € K'[X], soit £* = Zmi la somme de ses mondmes

de valuation maximale (c'est-3-dire = |f| ;5 on a f* =0ssi f =0). Si

Cei - _ - i _
m, = aiXJ( ), on posera m, = aiXJ( ), ou a, est le reste squelettique de a, et
?*‘ —%

ZiEi. Visiblement £ est un polyndme € Siaﬂxl et A : f —> f* est une

1

surjection de K'{X] sur S|a|

[X] qui s'applique d'ailleurs k[X] sur s[a|[X].
Cette application est un homomorphisme au sems suivant : A.f # A.g ssi fg = 0
ou |[f| = |g|, auquel cas A.(f+g) = A.f + A.g 0@ O selon que |f+g| est = ou

< Max(lf|,|g|), et pour f.g arbitriares, X.fg= (A.£)(\.g). En particulier, on

voit que fa/k(x) appartient a4 K'[X) ainsi valué (il suffit de considérer son

polygdne de Newton) ainsi que tous les X-o0.a, et fa/k(x) appartient méme 3 k[X].
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. m
On a donc A.fa/k[X]=H{A-(X-U-a)] s X-fa/k(X)EEs,a|[X] et tous les A.(X-0.a) sont

[X]. Comme (A.fa/k)(Z) =0 [car X-a = A.(X-a) |A.f_, . (X)] , f=, (X)

a/k a/s

divise A.fa/k(X) et, par suite, se décompose en facteurs lindaires dans S'.

€ S}
|a

En particulier, si 1l'on prend S = S', il én résulte que S' est normale.

1

Soit o' € GK'/k et o' l'automorphisme induit par o' sur S'. Il est clair,

d'abord, que n'.o’ > 5' est un homomorphisme de Ggr i dans Ggi .. D'autre

part, si o = (¢'|K) est la restriction de ¢ sur K, n.o = g coincide avec la
(s")
S/s
duits sur S par les o' € ”"GK'/k’ et ”"GK'/k est un sous—groupe de GS'/s'

(X" (s") . . 1 :
'GK/k #GS/S implique n 'GK'/k #GS'/S'

restriction (5“|S) de o' 3 5. Donc G est l'ensemble des isomorphismes in-
Ainsi n
At B . = 1 s Tt A e
Soit g n.GK,/k et soit L Invg'. Si g #QGS'/S' en vertu de la théo
- . . — A
rie de Galois pour les corpoides commutatifs sans torsion, on a Invg # S;
-_— A f—
I1 existe donc un o' € Invg' tel que o F S;. Soit a' € K' tel que a' = a',

On a fa,/k(X) = (H(X—c'.a'))m', ol o' parcourt GK'/k et m' = [k(a'):k]/[k(a"):k].

Comme, pour tout 0 € , ona |c'.a"| la'| et fa,/k(x) € k([X], on voit

Cgr /x
F X' A! = Yer? ' ' r
que fa'/k(x) € sla'][X]’ X-¢'.a X-g'.a' €S §a,|lx1 et

— ' — — —
fa'/k(x) = (Fo.a™ . Or, puisque ¢' € g' et o' € Invg', on a ¢'.a' = o'

]
-_ . ' ' . - - .

et fa'/k(x) est une puissance de X=~o'. Comme fa./S(X) divise fa'/k(x)’ il en

est de méme pour fa,/S(X), donc o' est inséparable sur s, donc est € Sé contre

1'hypothése.

Supposons que K/k est normale (auquel cas on peut prendre K' = K). Alors,

n : o0 —> 0 est un homomorphisme de GK/k sur GS/s’ dont le noyau est

VK/k = {o€ GK/k ; 0 = ls} . Or, 0 = 1, signifie que, pour tout a€K, on a

c.2 = a, autrement dit, si a # 0, lo.a-a| = d(0.a,a) < |a

. C'est ce qu'on

. . . - . .
appelle groupe de ramification de K/k. Et on voit que uK/k/ ]K/k est canoni

quement isomorphe 3 GS/s’ On peut montrer que, dans le cas ol [K:k] est infini,
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VK/k est ferm§ par rapport d la topologie de Krull de GK/k et que (par rapport
d cette topologie), l'isomorphisme canonique de GK/k/ VK/k a Gg/s est aussi

un homéomorphisme. L'image inverse de TS/s dans l'homomorphisme n est 1'en-
semble des o € GK/k tels que la restriction (0|K) de o 3 K soit IE’ autrement
dit que |a] =1 (a € K) implique lo.a~al<1. C'est ce qu'on appelle le groupe
d'inertie TK/k de K/k, lequel est &galement fermé par rapport 3 la topologie

/T

. Alnsi, K/k 2'GS/S

de Krull de GK /T

S/s z GR-/E et

N . . . -
TK/k/ VK/k E-TS/s-— XF(K)/F(k),p , et ces 1somorph¥smes sont aussli des homéo

/k S/

morphismes (ces deux derniers résultats sont connus, du moins si [K:k] est

fini, mais pas le premier).

Les résultats précédents se généralisent aux extensions non-normales. Il
faut, d'abord, introduire pour de telles extensions K/k un analogue commode

du groupe de Galois, qui est son hypergroupe de Galois GK/k' Un ensemble H

muni d'une hypercomposition (qu'on va écrire multiplicativement) (x,y) —> xyCH

s'appelle un hypergroupe si
1°) (xy)z = x(y2) et 2°) xH = Hx = H.

Si 1'on identifie les &lé&ments et les singletons correspondants, les groupes
deviennent un cas particulier des hypergroupes. Si g est un sous—groupe pas
forcément invariant d'un groupe G, l'ensemble Gg = {xg ; x € G} des classes

d droite (mod g) dans G s'organise en un hypergroupe, dit quotient droit de G

par g, si l'hypercomposé de deux classes X = xg et Y = yg est défini comme
l'ensemble {2g ; 2g C xgyg} de telles classes zg contenus dans le composé Xgye
de X et Y en tant que sous—ensembles de G. Un sous—ensemble h d'un hypergroupe

H en est dit un sous-hypergroupe s'il est fermé et est un hypergroupe par rap-

port 3 son hypercomposition, autrement dit si pour tout x € h, on a hx=xh=h.

I1 est dit inversible 3 droite si les xh, x € H, forment une partition de H.
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§'il en est ainsi, l'hypercomposé xhyh (x,y € H) de deux classes xh,yh est

une réunion U zh de classes, et on peut, dans ce cas, définir le
z € xhy

quotient droit H/h de H par h comme ensemble cies classes {X=xh; xeH} avec
1'hypercomposition,ol 1'hypercomposé des X = xh et Y = yh est {zh; zhCxhyh}.
On démontré facilement que h C Gfg en est un sous-hypergroupe de H = Gfg ssi
h = G'fg, ol G' D g est un sous-groupe de G (si h est d'ordre fini, il faut

et il suffit pour cela que hh C h), que h est toujours inversible 3 droite (et

. 3 -~ 4 3 - -
d'ailleurs aussi & gauche) et que H/h est canoniquement isomorphe i G/G'.

D'ailleurs, si § = xg € H, la classe £h est la partition en classes (mod g)
de xgG' = xG'. Il en résulte que le cardinal de H7h, dit indice de h dans H
et not& (H:h), est &gal & (G: G') dans le cas considéré. On appelle hyper-

groupes droits les hypergroupes isomorphes aux Gflg , et il résulte, de ce qui

précéde, que dans cette catégorie d'hypergroupes, pas seulement les sous-
hypergroupes, mais aussi (contrairement i ce qui d lieu pour les groupes) les
quotients droits, appartiennent & la caté@gorie. Et si on appelle indice de h
dans H le cardinal (H:h) de H*h, on a le théordme d'indices : si H' et h cH'
sont des sous-hypergroupes d'un hypergroupe droit H, (H:h) = (H:H')(H':h),
ainsi que ordre de H = (H:h) (ordre de h). Un sous-hypergroupe h de H est dit
normal si, pour tous x,y € H, on a xhyh = xyh.

Il est dit semi-invariant & droite si, pour tout x € H, on a xh C hx. On

démontre que si H est un hypergroupe droit, ces deux notions sont &quivalentes.
On démontre que, sous certaines conditions d'inversibilité (satisfaites dans le
cas des hypergroupes droits) a lieu, pour les hypergroupes, le théoréme de
Jordan-Holder analogue i celui des groupes, mais od on peut remplacer 1'in-
variance par la semi~invariance 3 droite. Un e € H est dit une unité de h si
pour tout x € H, on a x € ex N xe. Un s € H est un scalaire 3 droite resp.

d gauche si, pour tout x € H, Xs resp. sx est un singleton. Si h C H est un

sous-hypergroupe de H inversible & droite, h est une unité de Hfh, qui est
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un scalaire 3 droite. Supposons que H' est un hypergroupe possédant une telle

unité e' et qu'en plus, pour tous x',y' € H', x' € x'y' implique y' = e'. Si

(12)

®: H —> H' est un homomorphisme normal de H sur un tel hypergroupe H',

- =1 . . -
on démontre que h =¥ ",e' est un sous-hypergroupe normal et inversible 3

e . . .
droite de H et que ¥ : xh —> .x est un isomorphisme de H/h sur H'. Si H
est un hypergroupe droit, il en résulte que H' 1'est aussi et que h est semi-

invariant dans H.

Soient K/k une extension algébrique (de corps) et K'/k une surextension

(K")

K/k
' ' 4 - .

dans K' avec l'ensemble GK'/k/ GK'/K des classes 3 droite (mod

. L. (K") ' ) .
GK'/k en identifiant chaque ¢ € GK/k avec l'ensemble des g’'€ GK'/k quil

(X"
Cx/x
A

R' /K cet ensemble devient un hypergroupe droit,

normale de K/k. On peut identifier 1'ensemble G des isomorphismes de K/k

GK'/K) dans
1'induisent. Si, ensuite, on transporte sur 1'hypercomposition du
quotient droit GK'/k
dont 1'hypercomposition ne dépend pas, en fait, du choix de K'. Si 1l'on se

place dans une cldture algébrique fixée de K. Cet hypergroupe sera appelé

hypergroupe de Galois de K/k et sera noté GK/k ¢ un sous-hypergroupe h de

0

est précisément l'ensemble des o'€ G, ul induisent sur K les d € h ; et
K"/ 4

. s A
G ' ' - [}
R/k S identifie donc avec G'7 GK’/K » ou le sous-groupe G' D

on a Invh = InvG',

~n
Si [K:k] est fini, il en résulte que h —> Invh N Kk est une bijectionm,
décroissante par rapport & l'inclusion,entre 1'ensemble des sous-hypergroupes
de GK/k et celui des sous—extensions séparables de K/k, et que

ordre de h = [k : (invh N E)] .

Dans le cas général, on peut définir sans peine les topologies de Krull

sur GK/k’ et, alors, l'énoncé précédent reste vrai si l'on remplace l'ensemble

(12) s H,H' sont des hypergroupes, une application ¥: H —> H' est dite un

homomorphisme_normal si, pour tous x,yEH, on a g.xy = (¢.x)(%.y).
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de tous les sous-hypergroupes de GK/k par celui des ses hypergroupes fermés

par rapport & cette topologie. Une théorie tout-3-fait analogue peut &tre

faite pourAles extensions non normales des corpoides commutatifs sans torsion.
* - - (30 . .

Si KDLDk, GK/L est un sous—hypergroupe fermé de GK/k et GL/k s identifie

N 7 . ‘o < 14 des o € .

a GK/k/ GK/L en identifiant tout ¢ &€ GL/k d 1l'ensemble o GK/k qui

1'induisent.

Soient K/k une extension valuée, K'/k une surextension valuée normale de

K/k, s,S,5' les squelettes de k,K,K’ G = G(K') ~= G(s') 1
H] sy 9 Ly 9 K/k K/k S/S S/S

hypergroupes de Galois de K/k et de S/s. Alors, si o,T sont € GK/k’ on montre

et G es

que ot = ot , autrement dit n : ¢ —> g est un homomorphisme normal de GK/k
s g -1
sur GS/s' Son noyau (c'est-3-dire n .IS) est un sous-hypergroupe normal

(donc semi-invariant 3 droite) de GK/k’ Ce noyau est
VK/k = {¢g € GK/k ) N.o = ls} = {g € GK/k; |o.a-al<|a] si a € K est # 0}

Il est donc défini par la méme condition que, dans le cas normal, le groupe

de ramification, et s'appelle hypergroupe de ramification de K/k, et GK/k71VK/k
est isomorphe 3 1l'hypergroupe de Galois GS/s de S/s. Il y a lieu assi 3 consi-
dérer, pour les ¢ € GS/s 1'application  : g — g = (g/K), ol (o/K) est la
restriction de ¢ sur le corps K de S (qui est aussi le corps résiduel de K) :
c'est un homomorphisme normal de GS/s sur Gﬁ/ﬁ’ dont le noyau est 1'hyper-
groupe d'inertie TS/s = {c & GS/s ; 8.0 = LK} de S/s. C'est un sous-hyper-

A . <
groupe normal de GS/s et GS/s/ TS/s est isomorphe 3 GE/E'

Nous savons que o —> X5 applique T sur 1l'ensemble

S/s
(") - (K") oy
xI‘(K)/r(k) - XF(K)/F(k),p - Donc les x € XF(K)/r(k) sont des fomctions 3

—— ’ —
valeurs de K'. On posera [X}E ={x” ;3¢ GE‘/E} . Alors, on démontre que,

i_ g, € -_—— = — TET o = _— { -
sio,0, sont TS/s’ Xolcz {Xr’ 'ryéclcrz} Xo][xoz]K , donc TS/s est iso
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. . . *
morphe & )? organisé par 1'hypercomposition XI*XZ = xl[xz]E-.

Ko () /T (k

. -1
Si Tg, =n T

%k i la] =1 == |o.a=a] < 1} est un

= {o €Gg/x
4
sous-hypergroupe normal de GK/k et G /k/ TK/k ~ Gg S/s / TS/s E-GEVE et
. t é
K/k71v S/s 2-(XF(K)/P(k)’p’*) On montre que TK/k e VK/k sont fermés

. y
par rapport & la topologie de Krull de GK/k’ donc, si KT , = Inv TK/k N Kk

K/Kr K

KT,k et KV/k s'appellent corps de ramification et d'inertie de K/k. Visible-

et K = Inv V N Kk’ on a TK/k

v,k v

R/k = GK/KV . . Les corps

7 T donc &

ment G K/k’ GI?/E

K, WAS

l'est 3 GK/k

est canoniquement isomorphe 3 G , et G

K/k Ky k/k
v

R/k donc a GS/s' Une extension K/k est dite non-ramifiée si

K = Kq kv et elle est dite non~surramifiée (encore séparablement ramifiée,
?

modérément ramifiée) si K = KV K
9’

Ces extensions (qu'on ne suppose pas de degré fini) peuvent se caracté-
riser ainsi :
1°) K/k est non-surramifiée ssi elle est non-défective et son extension sque-
lettique S/s est séparable ;
2°) K/k est non-ramifiée si elle est complétement.étalée (autrement dit, non-

défective et T(K) = I'(k)) et son extension résiduelle K/k est séparable.

Soient K' la cldture algébrique valuée d'un corps valué complet k, S'/s

l'extension squelettique et R'/r l'extension résiduelle de K'/k, K|, k et Ko o
A b

les corps de ramification et d'inertie de K'/k. Alors K% /k et K% /k sont
Jk ,k
respectivement les plus grandes sous-extensions non-surramifiées et non-
‘s s _ y .
ramifiées de K/k. Le squelette de K% k ©st le moyau séparable S; de l'extension
b}

corpoidale algébrique et algébriquement close S'/s, et celui de K% | est le
N n ’
- - y — =2 B
corpoide d'étalement (S;)T = SKE de E;, od KL est le noyau séparable de 1l'ex-
k v
tension algébrique et algébriquement close K'/k (et &' K Eﬂ) Comme

K'/k est normale, KV k/k KT k/k S /s et K /k le sont, et il existe des
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'isomorphismes canoniques de G_, sur G Gg / et de G sur

/k

GE /k . Si K est un corps intermédiaire de K'/k, notoms S(K) son

Kk/k

squelette. Alors, K —> S(K), quand K parcourt les corps intermédiaires de

Ky k/k, est une bijection de 1l'ensemble des sous—-extensions non-surramifides
2

de K'/k sur celui des sous-extensions séparables de §'/s, préservant leurs

relations bool&ennes et si k CKCL E‘Ké/k’ l'isomorphisme canonique de

KT k/k sur G S'/s en induit un de GL/K sur GS(L)/S(K)' De méme K — K ,

quand K parcourt les corps intermédiaires de K% k/k, est une bijection de

s
l'ensemble des sous-extensions non-ramifiées de K/k sur celui des extensions
séparables de K/k, préservant leurs relationms booléennes, et si

kCKCLC K&,k’ 1l'isomorphisme canonique de G, /k SUT G—,/E en induit un

de G Jk sur G—/

L . Ce dernier ré@sultat est classique, mais pas celui qui le

L/K

précéde. Egalement, sont assez classiques les résultats analogues (que je
n'énonce pas) sur les extensions K/k complétement et séparablement ramifides

(KT k=k,KV k=K), ol le rdle de GS'/s et de GK'/E est joué par X ).
? ? .

T(K")/T(k),p

Pour terminer, dans ce travail, avec les applications des squelettes 3

-

la théorie de la ramification, il me reste 3 parler un peu des ramifications

supérieures. En conservant les notations précédentes, soient « € K et ¢ € VK/k'

1'ordre valuatif de K'.

Soit w(...) = - 1og'...

v(a)(c)=¢u(o.a-a) = - log|0.a-a| est dit le nombre caractéristique de ¢ en a.

Soient VsV se eV = +o toutes les valeurs, écrites dans 1'ordre croissant,

yl@)
i,K/k

Lo (o) . = =
1'ensemble {0 € VK/k ;v 7 (9) i_vi}. On a évidemment, Vo = VK/k et Vm'.GK/k(a)

prises par v(a)(c) sur VK/k’ et soit (qu'on écrira simplement Vi)

[on a A {IK} si @ est un élément primitif de K/k, c'est-d-dire si K=%k(a)].

Soient o € Vi et Bi(c) = g,a=-0 si v(a)(c) =v, et Bi(c) =0 si v(a)(c) > V..

Le reste squelettique Bi(o) = 0.0-0 appartient 3 l'extension normale S' O S
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d&S. Montrons que, si gy,0, sont € Vi’ on a 9,0, g_Vi et
B;(gy0,) = 8,(a;) + [B;(0))]g

< _ ; = 1ot . o
ol [31(02)13 - {0"61(02’ O'GEGS'/S}' En effet 9,9, {(GIGZIK)}, ol o;,cé

pourcourent indépendemment les automorphismes de K'/k tels que (oilK) =g,

(célK) =a, [(o'|K), ol O'E(%K'/k' est la restriction de o' 3 K]. Donc

B;(0,0,) = {8, ((0]03|K)) ; o},0) €G (o}l®) = o, (o}|K) =0

K'/k’? 2} )

Or, on a ¢ oé a-a = (o a=a) + (0j.a-a) = c (gy.a=a) + (0,.00a), car aeK.

Puisque |01.(02.a-a)! = |02.a—a| (principe d'Ostrovski), on a

w((o! 02|K) a=a) > Min[w(o,.a-a),w(0y.a=a)] >

1 b

b

d'ol résulte 9,0, E_Vi Si B (c ) = B. (02) = 0, on a w(c Sa-a) > 4

w(oz.a-a) > v donc w((cicé.a—a) > v,

;0 B;(005/K)) = 0 et 8; (o 02)-0 0+[0]S

Si Bi(ol) =0 # Bi(oz), on a Ic].a-a|<|02.a-a| = lo;.(cz.a-a)] , donc

d([(c;oé]K).a—a] » [oy.(0y.a=a)]) < ]c;.(cl.a—a)l et w([(oioé]K) a=a]) = v,

et B8;({0]0)|K)) = (0705 |K) .o=a = a1.(0y.0ma) = 5}.(02.a-a) = E B;(0y) =

0, on voit de la m@me mani&re que

=Bi(cl) + o;.si(cz) car Bi(cl)

L}

B; ((003[K) = 8;(0)) = B;(o)) + a].8;(0,)) si B,(a)) #0 =8, (c,)

Supposons maintenant qu'aucun de 81(01)’51(°2) n'est 0 : alors

w(c].a—a) = w(o;.(cz.a-a)) =v,, et w((oicé]K).a—a)) est > v, ssi

=43;.Bi(02). Donc 8 ((0'0 [K)) =0 ssi Bi(ol) + 5“.8(02) =0
Si w((o" GZ{K) a-a) = V., on a,visiblement,
Bi((cioélK)) = (c! GZIK) o=-q) = (0 —a)+o (0 a-o) = 0,.a-a + 5}{02.a-a) =

= B8 (G )+ 0 8(02)
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L
Ainsi, on a toujours

B; ((0y05]K)) = 8; (o)) + T}.8,(,)

L'ensemble des c; induisant 0, sur K est une classe 3 droite
1 : g ) .
O],o GK'/K-S GK'/k (mod GK'/K)' Celui des 9 correspondants est son image

par 1l'homomorphisme o' —> o'

~ —
Gl,o GK'/K de GK'/k sur GS'/s’ donc une classe

d droite (mod Ek./K), et tous ces 'E; induisent sur S le correspondant o, = IS

car ole‘VK/k) de gy Or Ek'/K==GS'/S’ et la classe (mod GS'/S) induisant 1, sur

S

S et GS'/Sf Par suite Bi(oloz) = Bi(cl)-FGS,/S.Bi(02)= Bi(cl) + [Bi(cz)]S .

Ainsi, premiérement, on a Vi c Vi ce qui, dans le cas de degré [K:k] fini,
démontre directement que Vi est un sous-hypergroupe de GK/k' Dans le cas général
on peut prouver :

a) que Vi est fermé par rapport a4 la topologie de Krull de GK/k 3

b) que pour les ensembles fermés A C GK/k par rapport d cette topologie,

A2 C A suffit pour que A soit un sous-hypergroupe de GK/k' Ainsi Vi est, dans

(a)

R Y
tous les cas, un sous~hypergroupe fermé de GK/k’ Donc, si Ki = Inv Vir\Kk

(ce corps est dit le i-iéme corps de ramification de K/k en g), on a

(o)

i

v, = Gk/K Soit M, =M = {Bi(o) ; 0 € Vi} - Puisque 1,V. = V., on a

K i

(o)

i

M, = Bi(vi) = Bi(lxvi) = {Bi(lKo):c S Vi} ='o : v (Bi(]K)+[Bi(c)] S)
i

= U (0+[B. (NI = U [R:(D). = M]. .
oEV, . S oEV, t S s

Ainsi, Mi est stable par rapport 3 tous les g' € GS'/S' En plus, soit m € y&,

et soit g € Vi tel que Bi(c) = m., Alors, puisque ov. = v, (ce V. est un hyper-
= . = M. = M. i

groupe), on a Bi(ovi) B, (0) + [Bi(Vl)]S m+ [ 113 m + M., ce qui montre

que M, est un groupe additif C §'. Et si 1'on organise Mi en hypergroupe par
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1'hypercomposition © telle que

agb=a+ [b]S

o > Bi(c) devient un homomorphisme normal de Vi sur (Mi,D) dont le noyau

est V. Ainsi, V

fele est un sous-hypergroupe normal (donc semi-invariant &

i+]

. - . . X
droite) de V. et Vi/Vi+l 2_(Mi,m). L'hypergroupe (Ai,D) (et aussi

(XF(K)/F(k),p’*) recontré plus tdt) sont des cas particuliers des hypergroupes

moduliformes : ce sont des hypergroupes, dont le support muni d'une composition

de groupe abélien, qu'on écrira additivement, et d'un groupe g d'opérateurs
de cette structure. (On peut aussi considérer A comme un module par rapport
4 l'anneau de groupe Z(g) sur 1l'anneau Z des entiers). Alors, 1'hypergroupe
moduliforme correspondant 3 cette structure est celui, dont 1'hypercomposition
o est définie par
acb = a + g.b .

Visiblement, ses sous-hypergroupes sont les sous-groupes stables du groupe
additif sous-jacent (autrement dit, des B C A tels que g.B = B et, pour tout
b € B, b+B = B). La théorie des ramifications supérieures qu'on vient d'es-
quisser est dit extrinséque, car elle ne dépend pas seulement de K/k mais
d'un o € K. Mais j'ai réussi (du moins dans le cas de degré [K:k] find) 4
construire une théorie intrinsdque, ol une suite d&croissante de éous-hyper-
groupes de VK/k est définie (finissant i {IK}) teile que le quotient droit de
ses termes consécutifs quelconques soit toujours un hypergroupe moduliforme
(en particulier, un groupe d'exposant p dans le cas normal), (il est relative-
ment simple d'atteindre ce but dans le cas de valuation discrite, mais pas dans
celui de valuations denses : M. Deuring 1'a essayé dans le cas normal, mais
sans y réussir). Les supports de ces hypergroupesvmoduliformes ne sont pas,
en général, les sous-groupes additifs du corpoide S', mais les groupes additifs
des vecteurs (de longueur finie) addibles de S'. Mais le groupe g est toujours

GS'/S' Cette théorie a &té esquissée dans [8].
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Une extension K/k (K#k) est dite primitive si, L &tant un corps,
KDOLDOk implique L = k ou L = K. Alors, si a € K est é k, on ; K = k(a).
Donc, une extension primitive est toujours de degré fini et a toujours un
€lément primitif. Ceci pos&, et K &tant une extension valuée algdbrique d'un
corps valué complet k, et a &tant tel que K = k(a), considérons la suite
d'hypergroupes

_ o(a) (a) (a) _
O o EE TEA R AR R R AR

En vertu, de la théorie de Galois, & cette suite des hypergroupes corres-

ond, par l'application g-—1Invg N K , une suite des corps, séparables sur k,
pC

_ (@) (a) (a) _
kCk SR =R o oo =k

4 laquelle on peut ajouter K & la fin. Si K/k est primitive, au plus deux

corps consécutifs peuvent &tre distincts. Donc ou bien k C Ky x = K, ou bien
’

(a)
1

les trois premiers cas, K/k est séparable et on a :

. . Y]
k = KT,k C KV,k = K, ou bien k = KV,k CcK = K, ou bien k = K.k C K. Dans

a) S1 k #K = KT,k’ K/k est non-ramifiée, donec GK/k ﬁ_GK/E-# {IK} et

K/k est primitive ssi K/k l'est ;

b) si k = KT,k # KV,k =K, on a GK/k 2-(XF(K)/F(k),p’*)’ et K/k est
primitive ssi cet hypergroupe n'a aucun sous-~hypergroupe propre. Or, ses
sous-hypergroupes coincident avec ses sous-groupes multiplicatifs, car ces
derniers sont stables par GE'/E" Ainsi, dans ce cas, K/k est primitive ssi
[K:k] est un nombre premier (qui est, d'ailleurs, # p) ;

c¢) si k = KV,k = Kéa) # Kga), on am=1 et GK/k g_(Mga), g). Donc K/k
est primitive dans ce cas ssi Mga) n'a aucun sous-groupe additif propre stable
par GS'/S’ et cette situation peut étre &tudiée d'une manidre plus précise i
1'aide de certains anneaux non-commutatifs ;

n . .
d) enfin, si k = Kk # K, K/k est inséparable, et K/k est primitive ssi

[K:k] = p. Nous voyons, d'ailleurs, que si la condition c) est satisfaite pour
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un élément primitif a de K/k, elle l'est pour tout autre.

Supposons que K/k est compl&tement surramifiée (k = Kv k) et que L/k
b

en est une sous—extension séparable et primitive. Alors, si ae€ L, a ¢ k,

2 yla) (a) _ (a) C s : (a)
on a GK/k = Vo et V] = GK/L' Comme V] est semi-invariant dans V1 s
on voit que GK/L est semi-invariant dans GK/k' On peut prouver le méme énoncé

si K/k est complétement et séparablement ramifié (k = K c KV = K). Etant
T/k Jk
donnée une extension K/k, une suite k = Lo Clﬁ, c ... C Ls = K est dite une

suite génératrice de K/k si toute Li/Li- (i =1,2,...,8) est primitive.

1

Ce qui vient d'@tre dit implique que si K/k est complétement ramifiée, pour

toues les suites génératrices passant par Ky K la suite des hypergroupes
bl
Ce /i = GK/LO 2 GK/LI 2 ... -D-GK/LS = {13

est une suite semi-invariante 3 droite. De lors, il résulte du théoréme de
Jordan-Holder semi~invariante mentionnée (et de la théorie &lémentaire des
extensions séparables) que toutes les suites génératrices de K/k passant
KV,k ont une méme longueur et, & l'ordre et l'isomorphie pré&s, les mémes

h I3
ypergroupes de Galois GLi/Li-l

i =1,2,...,s).
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§ 4 - HOMOMORPHISMES ET QUASI-HOMOMORPHISMES. AGGLUTINATIONS.

Soient H et H' deux homogroupoides. Une application &% : H — H' est

dite un quasi-homomorphisme si, pour tous x,y € H, x #y

> @.x # .y et
@.xy = (@.x) ('q?.y). Notons e, e' les Eléments neutres de H, H'. Alors Ye=e'.
En effét, puisque e #e,, on a ¢.e # ¢.e et comme e2 = e, ou (*irv.e)2 = G.e,
ce qui n'est possible que si {.e = e'. De méme <f’.x-l = (Cf’.x)-l. En effet,
on a x #x“l et xx_ | = e, d'ot @.x # cp.x_l et (q?.x)(?.x-l) =¢.e =e' et

¢x = (g0 o0 @x) = @l = (g7

Soient A, A' les monopéres des grades propres de H, H'. Si X,y € H sont
tels que ¢.x # e', et Cf #e',
6(x) =8(y) = x# y = ¢$x# .y = 68(9.x) = 5(¢.y)
Ainsi, le quasi-homomorphisme & définit, comme suit, une application
?gr LAY

pose Cpgr.é =0, et si CF'HcS # {o}, on pose CFgr.cS = §(F.x), o x € H est

> A" ¢ osi cf.HG, ol HcS = {x €EH ; x=0 ou 8(x) = 8§} est {e'}, on

tel que §(x) = & et P.x # e', et un quasi-homomorphisme est dit strict si
q q

Cr'l .e' = {e}.

Un quasi-homomorphisme est dit homomorphisme si, en plus, P.x #e',

P.y £ e’ et @x # @.y impliquent x # y. Il est clair que, dans ce cas, CFgr
est une bijection en dehors de Cf’-l .e' . Un homomorphisme strict est, édvidemment,

un isomorphisme.

La définition non homogéne de notions ne présente aucune difficulta.

Si G et G' sont deux groupes gradués, un homomorphisme ¥ : G — @', est dit

quasi-homogéne s'il applique tout &lément homogéne de G sur un &lément homogéne
de G'. Ceci implique, en particulier, que si x,y somt homogénes 4'un méme
grade, ¥.x et Q.y, pourvu qu'ils soient # e', le sont aussi : en effet, dans

le cas contraire, x+y est homogéne et @.(x+y) = P.x+{¥.y ne l'est pas. On dit

que @ est homomorphisme homogéne si"@.x # o est homogéne "implique" x est

homogéne'. Il est clair qu'un homomorphisme quasi-homogéne (resp. homogine)
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"des groupes gradués induit un quasi-homomorphisme (resp. homomorphisme) de

leurs parties homogénes, et qu'un quasi-homomorphisme (resp. homomorphisme)
d'homogroupoides se prolonge, et d'une seule mani&re, en homomorphisme quasi-

homogeéne (resp. homogéne) de leurs linéarisés.

Soient ¢ : H — H' un quasi~homomorphisme des homogroupoides et
G=H, G' =H' 1les linéarisés des H, H', A, A' les monopéroides des grades
des H, H'. Soit C_f? : G —> G' 1'unique homomorphisme quasi-~homogéne prolongeant
¥, et soit H(‘F) = ‘F_l. H' 1'image inverse de H' par ¢, on va organiser HGP)
en monopéroide par uné opération (&crite multiplicativement) suivante

C9)

si X,y sont €EH''’, on posera X # y ssi P.X # 9.y dans H'. C'est seulement
dans ce cas qu'on a xy € H(‘f), et on prendra comme composition partielle de
H@) celle de H. La structure ainsi définie va s'appeler l'agglutiné de H

par ¢, et le phénoméne lui méme s'appelle 1l'agglutination, car il revient 3

former des nouveaux éléments homogénes en "agglutinant' certains anciens.

-1,
» - P - . . - .2
L'agglutlne.H(‘?) n'est pas, en général, un annéide. L'image inverse @

de 1'&lément neutre de H' est un groupe C(H(cf)), qui s'appelle le coeur de H((P).

Si §' € A", et Hy, = {x' € H' ; x"=e' ou 6(x') =6§"} , Hé‘(.)) = cT’-I.H(S. est un
surgroupe de C(H((e)), ol ce groupe est invariant. Si 6;,6’2 € A' sont différents,
on a H(‘?) N Hgf) = C(H@)). Ainsi H(?) apparait comme une réunion de groupes

N
amalgamé; selonzun sous-groupe C(H(?)) invariant dans chacun de ces groupes.
H((f) /C(HL?) défini d'une mani&re Eévidente, est un homogroupoide, mais H((f)
lui-méme ne 1'est Que si ?_].e' = {e}, autrement dit ssi P est un isomorphisme
de G, considé€ré comme groupe abstrait, dans G'. Dans ce cas l'agglutiné H(CP)
de H est dit strict.

Les agglutinés sont un cas particulier de la structure suivante appelée

groupel : c'est un monoperoide (H;xy) tel que :

1°) il existe un C C H qui est un groupe
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2°) x €H et ¢ € C impliquent x # ¢ ;

3;) x # x 3

4°) x #y, y #z et y €C impliquent x # z ;

5°) si a¢C, H(a) = {x€H ; a# x} est un surgroupe de C, oﬁ‘C est invariant.
Une notion correspondante du point de vue non-homogéne est celle de groupe
quasi~-gradué : on appelle ainsi un groupe G possédant une famille {GG’G € A}
de sous-groupes tels que :

1°) il.existe un sous—groupe invariant C de G, dit son coeur ;

2°) si § #68', G. NG, =C ;

8 '
) e/c= @& G/cC
e
La graduation A de G est dite stricte si, pour tout § € A, on a G<S # C.
On appelle partie homogéne de G l'ensemble H = U H, . Il est &vident que

e S
H est un groupel, et, en particulier, si H(?) est un agglutiné d'un homo-
groupoide H, le linéarisé H de H peut &tre considéré comme un groupe quasi-
gradué dont la partie homogéne est H<(P). Mais il est peu vraisemblable (bien
que je n'ai pas de contre-exemple ) que tout groupel peut &tre considéré comme

artie homogéne d'un groupe quasi-gradué ni qu'un tel groupe, s'il existe,
P g g P g q g P

est unique. Quand un tel groupe existe on dit que le groupel est lin&arisable.

Soient H un groupel et H une lindarisation de H (car a priori, il peut
en avoir plusieurs). L'existence de H n'assure pas encore, a priori, que H

est 1'agglutiné d'un homogroupoide : il faut pour cela qu'en plus il existe
g8 g

A"
une famille {H § € A} de sous-groupes de H contenus dans H et tels que,

8
pour tout a € H n'appartenant pas au coeur C de H, H(a) = {x € H ; a # x}

Y
C H(a))C et que H= & Hy . Ainsi, les notions des groupel,

soit (& ﬁ’é ; ﬁ
e A

§
groupel linarisé, groupe quasi-gradué et agglutiné d'un homogroupoide ne sont

vraisemblablement pas équivalentes, celle de groupel &tant la plus générale.

Toutefois, on peut démontrer que tout groupel commutatif est linéarisable, et
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d'une mani3re canonique, et que son linéarisé est commutatif.

Siif est un quasi-homomorphisme,“fpgr définit une relation d'équi-

valence €(p) sur A, qui s'appelle 1l'agglutination des grades par ¢,

en posant 61 = 62 (mod e(?D) « q%r'61= %ér'sz' La donnée du coeur C

et de son agglutination des grades €(¥) permet de reconstruire

@ . v :
H : en effet, on peut graduer HC¥3 3 l'aide de 47, en posant

He= C( 698—6' H) etona H = U H -

“Fgls - S'EAT

Or, si(Fgr et C sont donnés, chaque }fg? est déterminé, et HG;O
o)

l'est aux
noms des gardes pré&s. Bien entendu, cette graduation de H n'est pas
forcement stricte ou propre. Cette construction s'applique en prenant
n'importe quel sous groupe invariant C de H et n'importe quel

Y:A = A' telle que HG € C implique ¥.6=0. On vérifie aisément que
HC?)ainsi construit est 1l'agglutine de H par 1'homomorphisme canonique

de H dans Iﬁ*)é gradué par A', de mani&re que (H(qb

c s
H(iz/f (8" € A"), d'ailleurs au lieu de dommer ¥:A - A' v {0}, on peut
C

donner 1l'dquivalence £(¥), auquel cas on va identifier A' avec 4 /S(W)
et poser, &' € A’/&:(‘{’), H(g? =C(® Hé) (bien entendu, £(¥) doit
ses!

étre telle que § = O(mod £(¥)) implique Hé c o).

Si H, au lieu d'étre homogroupoide, est un groupel linéarisable,
dont on fixe une lindarisation H, le proc&d& précédent de construction
s'applique, 3 condition que le coeur C de l'agglutiné 3 construire contien-

ne celui de H. On parlera dans ce cas de, (C, €(¥) ; H ) - agglutination

de H. On peut aussi la caractériser par le quasi-homomorphisme de H sur

| (H('Sv/c) ou Hé'=c(®
§'€a/, ses"

Hé) le composé direct &tant celui de sous-

groupes de H/C. Si H n'est linéarisable que d'une seule manidre, on

peut supprimer la mention de H et parler de (C, €) - agglutination.

On dit que la (Cl’ € 3 H) - agglutination de H est dominée par

sa (C2, €y 3 H) - agglutination si C1 < C2 et si % =q& (mod El) =>
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=> £=n1n (mod ez), et on dira que cette domination est stricte quand
(C2, g 3 H) - agglutination n'est pas dominée par (Cl’ € ;'ﬁl) -
agglutination. Il est clair que si on fait suivre une agglutination
d'un groupel H avec linéarisé H par ume agglutination du premier ag-
glutiné avec le méme linéarisé, le composé de ces deux agglutinations
est une agglutination de H avec son lindarisé H, qui domine sa premidre
agglutination.

On définit facilement les graduations d'un groupel par sa struc-
ture de monopéroide. Le coeur C est 1l'ensemble des C € H composables
avec tout x € H. Si x, y sont € C, on pose §(x) = 8(y) ® x # vy, et
ce sont les grades stricts. On obtient la graduation propre en posant
S(x) = 0 si x € C et toute autre graduation s'obtient em rajoutant
des grades vides & ces graduations. Si  est un groupel, h CHen

est dit un sous-groupel si :
1°) x€h=x'¢€h,

2%) X,y € h et x #y dans H impliquant xy € h.

-~

Bien entendu, un tel h est un groupel par rapport 3 sa composition
partielle induite par celle de H (et il sera toujours supposé muni de
cette composition partielle). S1 H est linéarisable, et si 9 = Hen
est une linéarisation, un sous-groupe g defg sera dit homogéne s'il
est engendr@ par le sous—groupel h = g N'H de H. Ainsi, il y a une
bijection entre les sous-groupels de H et les sous~groupes homogénes
de H. Si N est un agglutiné de H, considéré comme partie homogé&ne de son
linéarisé % = H, et si g est un sous-groupe deg, onagNHC gnN ﬁ,
donc si g est engendré par g N H, il 1'est i fortiori par g N ﬁ.
Ainsi h = h - ﬁ =hnH est une injection mais pas forcement une bi-
jection de 1l'ensemble des sous-groupels de H dans celui de ﬁ'.
Si 1'on identifie h et ﬁ, on peut dire que plus une agglutination est
dominante, plus grand est l'ensemble des sous-groupels de l'agglutiné
correspondant. En particulier, s'il s'agit d'agglutinés d'un annéide
H, ils sont toujours linéarisables, et on prend comme leur linéarisé
celui de H de H.

Soient A,A' deux anneaux graduéds, dont soient H, H' les parties

homogénes et soit‘? : A~ A' un homomorphisme d'anneaux. Cet homo-

morphisme est dit quasi-homogé&ne (resp. homogéne) s'il l'est en tant
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qu'homomorphisme des groupes additifs gradués de ces anneaux. Il induit
sur H une application CF: H -~ H', qui est un quasi-homomorphisme

resp. homomorphisme de 1'homogroupoide additif de H sur celui de H' et,
par ailleurs , est un homomorphisme du demi-groupe multiplicatif de H
dans celui de H'. Vice versa si CP: H = H' est un quasi-homomorphisme
resp. homomorphisme de H dans H', qui est aussi un homomorphisme
multiplicatif, il se prolonge d'une seule mani&re en un homomorphisme
quasi-homogéne resp. homogéneCF : A=> A' de A dans A', et CTD est aussi
un homomorphisme multiplicatif. De telles applications seront appelées

quasi-homomorphismes resp. homomorphismes de 1'annéide H dans 1l'annéide

H', et les P correspondants seront appelés les homomorphismes quasi-
homogénes resp:. homogénes de 1'anneau gradué A = H dans 1'anneau gra-
dué A' = ®'.

Si 1'on considére les monopéres des grades propres A de H (ou

de A) et A" de H' (ou de A"), <17gr a alors la propriété : si

L X *

= : = * %
?gr. 51 —chr.al ’CFgr.GZ LPg]:.(SZ ’(Pgr' 6162 * 0, ?gr'sléz 0,

alors on a

X

K
<fgr' 619, =<€gr' §) Sy = ((Fgr’ §)) (<Pgr' 80

Considérons l'agglutiné H(‘?) de 1'homogroupoide addifif H. Si x,y sont €
H(Lﬂ, on a CT’ . X € H et §.yEH', d'od résulte P.xy = @.%)(@.y) € H'.
Ainsi, la multiplication de A = H induit sur H(CP) une multiplication
partout définie. En plus, si x, y, z sont € H(CD etonyax #y

on a 5; # @; (dans H'), d'oll résulte Q;; = (?.Z) (?.;) #

#@. z) (‘1—9. y) = C—P zy, donc z x #7 Yy dans H(c?) , et (puisque:

)

C A) ZX+z v =zZ(x + y), et on démontre la propriété analogue de
distributivité 3 droite. Ainsi, 1'agglutiné H(q)> est un groupel com-
mutatif par rapport 24 1'addition muni d'une multiplication partout
définie et distributive par rapport 3 1'addibilité et 1'additionm.

Si C est le coeur de H(CF), on a ?P H(% C = (-‘P. H(?))(C_f. C) CH'O = 0,
donc I-I(Cﬂ CSCetC H(cp C C. Un tel biopéroide s'appelle u; anel.
Voici sa définition sous forme axiomatique :

Un biopéroide (H; x + y, xy), s'appelle anel si :
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I. I1 est un demi-groupe multiplicatif ayant un &lément biab-
sorbant O (zéro).

II. 1°) Il existe un sous-groupe additif C de H, qui est un
idéaloide (bilatére) de H, (c'est-3-dire tel que HC CCet CHCC) tel
que, pour tout ¢ € C et pour tout x € H, on ait x #c ;

2°%) X # x ;
3%) six#y,y#zety¢c,onax#z.

III. Si a¢, C, H(a) = {x € H‘; a # x} est un groupe abelien par
rapport i 1l'addition.

IV. x # y = 2x # 2y, x2 # yz, z(x + y) = zx + zy,

(x + y)z = xz + yz.
Les grades stricts sont dé&finis seulement pour les x ¢,c , on pose
0(x) = 8(y)(x,y ¢ C) ssi x #y , et en graduation propre, on pose :
§(x) = 0 si x € C.
L'analogue non-homogéne de la structure d'anel est celle d'anneau
quasi-gradué. C'est un anneau A, oll est donné un i1d&al bilatére C,
dit son coeur, et une famille de sous-groupes de son groupe additif

{A6 ; 8§ € A}, tel que %/C soit la somme directe & (AG/C) des AG/C'
en

Comme toujours, H = U A5 sera dite partie homog&ne de A. On

SN

peut aussi représenter cette structure, du point de vue semi-homogéne,
comme couple (A,H) et d'écrire (ce que nous ne faisons pas) les
axiomes pour H. La partie homogéne d'un anneau quasi-gradué ~st mani-
festement un anel, mais on prouve facilement Jue tout an&l H est de
cette forme (et méme que les anneaux quasi-gradués A dont H est la

partie homogéne sont tous H - isomorphes). En effet, puisque l'addition
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est commutative, le groupel additif de H a un et un seul linéarisé
(qui est un groupe commutatif quasi-gradué), on démontre facilement
que la multiplication de H se prolonge par distributivité&, d'une

maniére cohérente, 3 A, qui devient ainsi un anneau quasi-graduel.

Et &videment, le prolongement de la multiplication par distribdtivité
est unique.

Cet anneau quasi-gradué est dit lle linéarisé de H. Ainsi, les
anels sont toujours linéarisables. Mais il est peu vraisemblable
qu'ils soient tous des agglutinés des anneides. Les graduations d'un
anel sont celles de son groupel additif avec la multiplication des
grades définie comme dans les anneIdes en remplagant O par le
coeur C.

En graduation stricte, om a %’#’Z ssi A,:.-’ A"C & C et alors,

%’Z= 8(xy), ou x, y € H sont tels que §(x) Z%, §{y) =/Z et xy € C.

Et en graduation propre on pose :
%Z=OsiA%_ %SCet%‘O=O§’ = 00 = 0.
Puisque les anels sont toujours linarisables, et d'une seule
manidre, on peut définir leurs agglutinds par les quasi-homomorphismes
de la méme maniére que pour les annéides une fois cette notion dé-

finie. Une application C{?: H-> H', ol H et H' sont des anels, est

dite un quasi-homomorphisme si :

1) X # y”cf.x#ﬁ?.y et ®©.(x +y) = @.x +Puy ;
2°) si C, C' sont les coeurs des H, H',CP. ccc';
3°) P. xy = @.x) (P,

On appelle < un homomorphisme si, au plus, on a :
4°) @.x # Cf.y,cf.x FCetPyéc

impliquent x # y.

On dira qu'un agglutiné d'un anel (en particulier d'un annéide)
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domine un autre si cela a lieu pour les groupels sous-jacents. Visi-
blement, ceci &quivaut 3 ce que le premier agglutiné soit un agglutiné du
second.
*

Un id@al (unilatére ou bilat@re) d'un anneau quasi~gradué A
est dit homogéne quand il est un sous-groupe homogdne du groupe addi-
gradué de A. Si H est un anel, un sous-ensemble q de H en est dit un
id8aloide p.ex. gauche s'il est un sous-groupel de son groupel ‘
additif et Hq C q (il est &vident comment on définit les idéaloides
droits et bilat&res). Si q est un id&al homogdne (unilatdre ou bila-
tére) de A, ¢ = HN q est un idéaloide de méme c3té& de H. Vice versa,
si q est un id8aloide de H, son linéarisé q est un idéal homogéne du
méme type de A et ¢ = q N H. Ainsi, il y a une bijection entre les
idéaux homogénes d'un certain c6té ou bilatdres de A et les idéa-
loides du méme type de H. Si HG¥) est un agglutiné de H, un idéal
homogéne q de 1'anneau gradué ou quasi-gradué A, o A = H = H«?J
est le linéarisé de H, en est un de 1l'anneau quasi-gradué (A, H(qa).
En effet, si le groupe additif de q est engendr& par q N H, il 1l'est

a fortiori par ¢ N H(Q)

C9)

2 q N H. Ainsi, il existe une injection cano-
nique ¢ > q N H de l'ensemble des idéaloides d'un certain cdté
ou bilatéres d'un annéide ou anel H dans celui des id&aloides du
méme type de H(q5.

On dit qu'un anneau gradué ou quasi-gradué@ (resp. annéide ou anel)

est artinien ou nogthérien, p. ex. 3 gauche, si les id&aux homog@nes

d gauche (resp. id&aloides 3 gauche) satisfont 3 la condition mini-
male ou maximale. Il est clair que si un agglutiné H° d'un anel (ou
annéide) H est artinien ou northérien, H l'est aussi (ou si, H° et H°®

sont deux agglutinés de H dont H°° domine H°, H° est artinien ou noe-
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thérien si H°® 1l'est). Mais l'inverse est faux, comme le montre

1'exemple suivant

soit R un corps (commutatif) et T le groupe multiplicatif libre

engendré par un ensemble d&nombrable.:

x = {Xl’ Xppuornns Xn,.....} de variables indépendantes.

Soit Q le produit cartésien T X R des T,R, oli toutefois, tous les

éléments (0, r) de {0} x R sont identifiés 3 un seul &lement O.
Définissons sur Q une multiplication partout définie et une

addition partielle en posant : (g,r)(?,s) = (§z,rs) ,

(g,r) # (’Z, s) °§=7Z ours = 0,

auquel cas, on pose :
(g,r) + g?,s) = €§,r + 8) et g?,r) +0=0+ q%,r) = (g,r).
On vérifie immédiatement que Q, organisé en biopéroide par ces
opérations, est un corpoide commutatif ( et méme, sans torsion).
-1 -1 -1

Mais son linéarisé est Q = R [Xl, X1 . XZ’ X2 yevees Xn’ Xn

C'est un anneau, qui n'est ni artinien, ni noethérien : en effet,

yeosls

soit f(x) un polynome € R[X]qui n'est &gal i aucune puissance
x* (L=0, 1,....) de X. Alors si u, est 1'idéal principal (f(Xi)),

et qn est le p.g.c.d. des Uy uz,....un, q;>  PERRER Qrees est.

une suite infinie strictement croissante d'idéaux de Q, tandis que

2

n
Ups Uy Upyenen, Uplpeeesll 5o, et Ups Upeeeees Uy eee e sont des

1

suites infinies strictement décroissantes.

n’

Soient A un anneau quasi-gradué (&ventuellement gradué), dont 1la
partie homogéne soit H et le coeur C, et M un A-module, qui est, en
méme temps, un groupe additif quasi-gradué (éventuellement gradué),
dont la partie homogéne est N et le coeur E. Alors M est dit un A-

module- quasi-gradué si :
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1°) HNCN ;
2°) H E C E (autrement dit E est un sous-groupe stable de N ;
3%) CNCE.

La partie homogéne N de M est un groupel commutatif par rapport
3 son opération appel@e addition, munie d'une H-multiplication externe

telle qu'on ait 1°), 2°), 3°), et qu'aient lieu les rdgles génédrales :

o) sia, b€E Het x€EN, on a a(bx) = (ab)x ;
B) sia, bEHet x€EN, a# b=ax # bx et
(a + b)x = ax + bx ;

Y) si a€H, x, yEN, x# y=ax # ay et a(x + y) = ax + ay.

Un couple (H,N) muni d'une H-multiplication externe
de N satisfaisant aux axiomes a), B), yv), 1°), 2°), 3°), s'appelle
un H-monel (3 gauche). On constate, par les mémes raisonnements que dans
le cas des anels, en remplagant la multiplication interne de 1'anel par
la multiplication externe du monel, que le linéarisé N de N avec la
multiplication externe prolongée par distributivitd, est un H-anneau
quasi-gradué.

Si A est le monopére des grades propres de A (et de H) et si
D est l'ensemble des grades propres de M (et de N), D devient un

A~extopére, qui sera dit extopére des grades du H-monel N, si 1'on

pose pour § € Ade D, 86d =0 si § =0oud=00ud#0,d#0 et
HG Nd C E, sinon on pose : &d = d(ax), ol a € H et x € N sont tels
que §(a) = §, d(x) = d et ax ¢ E.

Si N, N' sont deux H-monels, dont les coeurs sont respectivement

E, E', une application ¢: N = N' est dite un quasi-homomorphisme

de N dans N' si :
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1°) Pour tous a € H, x € N, ¢. ax = a(f.x),
2°) six, ysont €EN, x # y=FP.x # PyetP.(x+y) =Yx +P.y ;
3°) RE C E'.

I1 est dit un homomorphisme si, en plus, on a :

4°)cp.x # <.y, p.x € E', py # E' impliquent x # y.

Un quasi~homomorphisme resp. homomorphisme (f de N dans N' se pro-
longe d'une maniére en homomorphisme quasi-hpmogéne resp. homogéne
:.5 du linéarisé M = N de N dans celui M' = N' de N', la d&finition de
ces homomorphismes des modules gradués étant &vidente. Toute la cons-
truction des agglutinés faite pour les groupels linéarisables et pour
les anels, ainsi que les résultats qui les concernent, se transpbrtent
sans difficulté aux monels en remplagant la multiplication interme des
anels par celle externe des monels. En particulier, si M(q?) est
1'agglutiné d'un H-monel M, il est déterminé (ainsi que, 3 1'isomorphie .
prés, le quasi-homomorphisme ¢f de M) par la domnée du coeur E(‘F) de
M(cﬁ et par l'équivalence agglutnative £() des grades.
On appelle sous-monel d'un H-monel N, un sous-groupel N' de son
groupel additif, qui est stable par H, c'est-a~dire tel que HN' CN'.
Un monel est dit artinien resp. northérien si ses sous-monels ob&issent
3@ la condition minimale resp. maximale. Si un anel est considdré comme
un H~monel 3 gauche (auquel cas il sera noté HH); en considérant comme
sa multiplication externe la multiplication 3 gauche par les a € H, les
sous-monels de HH coincident avec les id&aloides gauches de 1'anel H.
En particulier, le H-monel HH est artinien ou noetherien si et seulement
si 1'anel H 1'est 3 gauche.

Soit N un H-monel. Si H est commutatif, et si u € H,

[u] : x > u x est un quasi-homomorphisme de N (dans le cas ou H n'est
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pas commutatif, mais N = HH’ il en est de méme pour [u]d !X xu)

N(u)

Notons, par abus d'é&criture, l'agglutiné de N par {u] (ou [u]d ).

@ o () (b
Visiblement, on a N C N SN C....CN C et si

i+l (uj)

i i i
SLCID RN G (N(u ))(u)

(u™)

, tous les N s J 21, sont =N .

On dira que u € H est semi-régulier si la suite précédente devient
i i+l
(s | g

stationnaire, et le plus petit i tel que N est dit son

indice de semi-régularité.

Si (4, D, dd) est la graduation propre du H-monel N, 1'application
(u) (u)
d

[u] ou ['u]d induit une équivalence agglutinante € resp € de grades

définie par d1 = d2 * §(u) d1 = §(u) d2 resp. 4, §(u) = d2 S(u) et,

) 1
w*h

i+l
évidement, €' " (resp. eéu )) est une &quivalence plus &paisse
i i 2
(au sens large) que E(u ) (resp. eéu )). Si la suite e(u)’ E(u ),....

i
ooy a(u ),... (resp. €

2
éu), uéu ),...) devient stationnaire, on dira

que §(u) € A est un grade semi-régulier. Si u est un grade semi-régulier,
8(u) l'est aussi, mais 1l'inverse n'est pas, en général, vrai :

(u)
N , 11 peut fort bien

en effet, si est le coeur de

¢l
i

arriver que la suite de sous-modules Ciu) < cé“).g...g Ciu) < ...

ne devienne pas stationnaire méme si §(u) est semi-régulier. Mais

si N est un H-monel noethérien, cela ne peut pas arriver, et la semi-

régularité de §(u) entralne celle de u.

Un H-monel N est dit fort si tous les § € A sont semi-réguliers.
Si il est noethérien, tous les &léments de H sont, &galement, semi-
réguliers. Si il est noethérien, son extopdre des grades l'est aussi,
le réciproque n'étant pas, en général vrai. En particulier, si H est
un anel, son monopére A des grades propres est noethériem quand il 1l'est,
mais pas inversement. Dans le cas, ol A est un demi-groupe commutatif,

M.Chadeyras a prouvé dans [ (2)], par une analyse de structure de tels
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demi~groupes commutatifs, que la propriété d'un tel demi-groupe

d'étre fort et celle d'@tre noethérien sont indépendantes (et, méme,
paraissent étre tout 3 fait &trangéres l'une 3 l'autre). A fortiori,

il n'y a aucune liaison entre ces propriétés d'un anel H (consid&ré
comme un H-monel HH). Un anel est fort s'il est régulier 3 droite

ou encore si tous les § € A sont !''périodiques" (c'est-3-dire l'ensemble

i, . . s . .
des ¢ distincts est fini), mais ce ne sont pas les seuls cas possibles.

§ 5 - ANNEAUX GRADUES (ET ANNEIDES) COMMUTATIFS.

La théorie des anneaux gradués commutatifs a &té &tudide par
M. Chadeyras dans [2]. Comme il s'agissait de 1'&tude des objets homo-
génes, il s'est placé au point de vue homogéne, ce que nous allons
faire aussi. Comme 1'é&tude des anneaux gradués non réguliers exige 1'em-
ploi des anneaux quasi-gradués (car l'agglutination par multiplication
y joue un grand rdle), beaucoup de résultats y sont prouvés pas seule-
ment pour les annéides, mais aussi pour les anels (qui ont &té d&finis
précisément dans ce travail). Je vais résumer quelques résultats, les
plus essentiels de ce travail, quelquefois avec 1'idée de démonstration.

1. Si A est un monopére fini commutatif quelconque, il existe des

annéides commutatifs ayant A comme monopére des grades stricts.

On le démontre en donnant la construction d'un tel annéide, qui
est la suivante :

Soit A = {61, 62,..., Gn}. Soit T=1"U T, ou I" est 1'ensemble

de n(a - 1) premiers entiers impairs positifs 1, 3,...., n(n - 1) ~ 1

et II celui de n premiers entiers impairs négatifs -1, -3,..., -2n + 1.
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Soit 2l = {2q ; q € I} et P = T U 2I.

Considérons une famille Pl’ PZ""’ Pn de sous-ensembles de P

telle que :

.. A . +
a) sii # j, P, N Pj est un singleton {q(i,j)} {q(j,i)}, ot 9,5 €N ;

b) si {i,j} # {i,i}, q(i,j) # qi',i") ;
c) q(i,1) = =2i + 1 ;

d) si & Gj =8y, 2q; € P, [De telles familles {Pl, PZ"""Pi}

?

existent : p.ex, il suffit de poser, pour j > i,

G=D G-, 4.

a(i,j) =

Ceci posé, soit A un anneau int8gre. Faisons correspondre 3 tout

q € P, un anneau Aq isomorphe 3 A, 1'image d'un a € A dans Aq étant noté

(a)q. Soit Hi le groupe (abé&lien) additif ® Aq (oli, cette fois-ci,

€ P,
Q€ P,

Aq désigne le groupe additif de 1'anneau du méme nom). Les &léments de
ce groupe H.l sont donc les vecteurs xi = ((xq)q s @ € Pi)’ ol xq € A.
On posera H =(JHi, en identifiant les zéros Oi = ((0)q ; q € Pi) de

ces groupes additifs (qui, autrement, sont tous distincts, car

-2i + 1€ P, et & Pj’ j#1i). 8ix, y€EH, onpose x # y ssixety
appartiennent 3 un méme Hi’ auquel cas x + y sera leur somme dans ce
groupe additif. Et si x = ((x:q)q ; @ € Pi) € H, ety = ((yq)q ; q € Pj)
€ Hj’ on pose xy = ((zq)q ;3 q € Pl) € HQ, oll 62 = di Gj et zq = 0 ou
xq(i,j) yq(i,j)’ selon que q # ou = 2q(i,j). Le lecteur peut vérifier
lui-méme (ou voir [2] p. 29) que H est un annéide et que A est sa

graduation stricte si 1'on appelle di le grade des &léments non-nuls

de H..
i
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2. Soit H un annéide, dont soit A le monopére des grades propres et
A = H le linéarisé (dans le travail [2], H, et par suite A, est supposé
commutatif, mais nous ne ferons pas ici cette hypoth&se). Soit X un
ensemble de variables et X un suropére de A (autrement dit A est un
sous—opére de X ) tel que le z&ro de A en soit un biabsorbant. Soit
ZA(K) le centralisateur de A dans A, autrement dit 1'ensemble des
% *e K, qui commutent avec tout § € A, Soit 8 :i:*'ZA(K) une appli-
cation arbitraire de X dans ZA(k) telle que les 8(X), X € X commutent
deux 3 deux. Est-il toujours possible de trouver un surannéide H' de H
engendré sur H par % tel que :
1°) le linéarisé B' de H' soit l'anneau A [X] des polyndmes de X sur
A=TH;
2°) le grade de §(X) de X € ® soit 6.X ;
3°) le monop@re des grades propres A' de H' soit un sous—-opére de X ?
La réponse est non, et ceci pour plusieurs raisons. D'une part, si
8.X, X €%, est nulpotent, p. ex. (G.X)i = 0, on devrait avoir
sty = <S(X)i = (6.X)i =0 et xt = 0, ce qui contredit H' = A[®].
D'autre part, il peut arriver que les 6.X, pour les différents X € B,
n'associent pas entre eux ([ (6.X) (8.Y)] (6.2) # (6.X) [ (6.7) (8.2)]
pour quelques X, Y, Z €R) ou avec quelque § € A, ce qui entraine
XYZ=0resp. aXY=0 (si §=258(a) n'associe pas avec
6.X et 6.Y). Ainsi, si 1'on veut que H' puisse &tre un annéide, il faut
imposer 2 0 d'autres conditions, d'ailleurs assez restrictives. Mais
Chadeyras a eu 1'idée de n'en faire rien, en demandant & H' d'étre pas
forcément un annéide, mais seulement un anel, auquel cas la graduation
8 :%€ > ZA(K) définit compl&tement cet anel i H-isomorphie prés, du
moins si 1'on demande que le coeur de cet anel soit le plus petit possible,

et la construction de cet anel gs'applique aussi au cas ou H lui-méme
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est un anel. Voici la construction de cet anel HBKE] des polyndmes
i i
en X de graduation (ou de pente) 8 sur l'anel H. Soit m = a Xll"'xs3’

is strictement positifs,

ol a € H et Xl, Xoseans XS € %X et il’ i

90 grteets
un mondme de ¢ 3 coefficient € H.

Un t € H est dit un diviseur central de a s'il existe u, v € H

tels que a = u t v, et tl’ t2 (dans cet ordre) sont dit diviseurs

centraux contigus de a s'il existe u, v € H tels que a = utltzv.

Le mondme m sera dit grade-associable si §(a) # O et :

1°) pour tout diviseur central t de a et pour tous i, j, £ € {1,2,..,s}
(on ne suppose pas que i, j, £ sont distincts)

[(G(C)(G.Xi)) (G-Xj)] (G-XQ) = (6(t)(6.Xi))[(S.Xj)(e.xl)]

et

[(G.Xi)(S(t)(e.Xj)] (S.Xz) = (S.Xi) [(d(t)(e.xj)(Q.Xz)]

2°) pour tout diviseur central t de a et pour tous i, j € {1,2,...,s},
[G(t)(e.Xi)] (G.Xj) = §(t) [(e.xi)(e.xj)]

et

[(e.xi) §(t)] (e.xj) = (8.X,) [S(t)(e.xj)] ;

3°) pour tous diviseurs centraux contigus t & de a et pour tout

ie {1, 2,...,s},

[(8.%;) (e 8(t,) = (8.X,) [8¢e)) d(t,)]

et

5(t1) [(G.Xi) 6(:2)] = [6(t1)(e.xi)] 6(t2).

On démontre que, dans ces conditions, quelle que soit la décomposition
de a en facteurs € H et quelle que soit la succession des multiplicatioms,
le produit des grades de ces facteurs et des variables Xi qui entrent dans
le mondme est le m@me (on appelera ce produit pré-garde de m, et on le

")
notera &(m)), et que si 1l'on décompose m en produit Wy ,Mmy ..l de mondmes
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3 coefficients € H, %(m) est &gal au produit (dans cet ordre) des
pré-grades %(m]), g(mz),...., g(mn) de ces mondmes (qui sont également
grade~associables) quelle que soit la succession de multiplications
(si H est unitaire, la condition 1° peut se remplacer par :
[(e.xi)(e.xj)] (G.Xz) = (G.Xi) [(6.Xj)(6.X2)]).

Le coeur C de Heﬂr]est le groupe additif de H [¥] engendré par les
mondmes en ¥ 2 coefficients € H, qui ne sont pas grade-associables

(on voit facilement que c'est un idéal bilatdre de cet anneau ; mais

i i i i

si aXll....XsS et bxll....XSs ne sont pas grade—associables, il peut
i i

arriver que a # b et que (a + b) Xll....XSs soit grade-associable ;

autrement dit, des mondmes € C peuvent étre grade—associables).

Si f € C, on lui attribue le grade 0. Si le mondme m n'est pas € C
(donc en particulier) est grade-associable, on pose §(m) = g(m).

Les &léments de HGPE] sont les sommes f de mondmes telles que tous
ceux, qui ne sont pas € C, ont un méme grade §, et si f € C, on pose
S(f) = §. On pose f # g, ssi un au moins des f, g est € C ou

S(£)

§(g), auquel cas leur somme (et différence) formelle est
€ Hebel et ce, par définition, leur somme ou différence dans Hégﬂ.
De méme, le produit fg des f, g € Hefkl est le produit formel. On
voit aisément que ce biopéroide est un anel. On peut, &videment, &tudier
les conditions pour qu'il soit un annéide.

Ainsi, on voit que la notion d'anel sert pour des buts autres que
ceux, qui ont motivé son introduction.

A remarquer que si H est unitaire et 6.X (X €9) est mnilpotent,
(G.X)i = 0 implique seulement Xi € C, et pas Xi = 0 ni méme, X € C.

3. On appelle un idéaloide q d'un annéide ou d'un anel H irréductible
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s'il n'est 1l'intersection q N q, d'aucun couple d'id&aloides
q, # q, q, # g. Si H est noethérien et commutatif, on démontre par le
méme raisonnement que pour les idéaux d'un anneau que tout idéaloide
de H est l'intersection d'un ensemble fini d'idéaloides irré&ductibles de
H. Mais en théorie des anneaux commutatifs noeth&riemns, on prouve que
tout idal irréductible q est primaire (c'est-3-dire tel que ab € q et
a & q implique 1'existence d'un exposant i (dépendant de q) tel que
bi € q. Qu'en est-il ici ?

Eh bien, en général ce n'est pas vrai, mais cela devient exact
si 1'annéIde noethérien est, en plus, fort. On a, en effet, le

Théoréme (Chadeyras) : Si H est un annéide commutatif noethérien fort, tout

idéaloide indécomposable q de H est primaire.

Démonstration : Commengons par quelques remarques. Si A C H, notons

A, 1'homogroupoide additif engendré& par A, et si A, B sont C H, notons

A+ B l'ensemble {a +b ; a€ A, bEB, a# b}. Si HAC A et si HB C B,

onaH (A+B) CA+B. En effet, sic€ A+ B,onac=a+b, a€aA,

"

b€ Bet a# b. D&s lors, si u € H, on a ua # ub, uc ua + ub C
HA + HB C A + B et H(A + B) € A + B. Enfin, si A et B sont des

sous—homogroupoides additifs de H, A + B 1'est aussi : en effet, si

[}

cEA+B,onac=a+b (a€A, bEB, a# b), donc -c = -(a + b) =

(-a) + (-b) E A+ B ; et sic' €A+ Bet c# c¢', on a certainement

c+c'"€EA+Bsic=0o0uc'=0. Sinon, ona ¢' = a' + b’

(a' € A, b' €B, a' # b') et, puisque c # 0, c' # 0, on a a # ¢,

b# c, a' # c', b' # ¢', ce qui, puisque ¢ # c', implique que a, a',
b, b', sont tous addibles deux 3 deux et ¢ + ¢c' = (a + b) + (a' + b') =
(a+a') + (b+Db') CA+ B. Ainsi, si A, B sont des idéaloides, A + B

l'est aussi. Si HA C A, on a aussi HA c A . En effet, tout a € A, a

= a, +e€,a, + .....+ € a ou € €
la forme a el 2 s 3 1°

€ sont é&gaux
1 2 s &

grcrres
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a+ 1 ou-1, et a;, a a sont € A. Mais alors, si u € H, on

g3
aua = u(e1 al) + u(e2 az) Fooaaot u(es as) = sl(ual) + ez(uaz) +o..
+ Es(uas) € A, car ua, € HA C A. Aussi, si HA C A, A, est un idéaloide

de H. En particulier, si a € H, a engendre deux idéaloides principaux

(qui se confondent si H est unitaire) : le petit idéaloide principal

(a) = (Ha)+ et le grand idéaloide principal ((a)) = (Ha) _ + Za.

Il est évident que le premier est 1'id&aloide, et si u € H, on a
u((a)) = u[(Ha),_ + Za] = u(Ha) + uZa C (Ha) + Ha = (Ha)_ C ((a))

et (Za) = Za. Comme -Ha = Ha, les &léments de (Ha) sont les sommes
25y T & +

finies quelcongues xja + X523 +.....hxa= (x1 MEIRSERER + xs) a,

ol 3 xz,....., xs sont des élements de H (donc Xy + x2 ool Xs en
est un du linéarisé H de H) tels que L SETIE L PRRREE ,» X 2 soient
addibles deux 3 deux, c'est-3-dire gue X oF Ry et X appartiennent

(a)

de H (considé&ré comme H-moduloide) par a

(a)

(c'est-3-dire par [a] : x = ax). Ainsi, on a (a) = H ~’a et

3 1l'agglutiné H

(@) = 8¥a + za.

Comme d'habitude, si q est un id&aloide et A C H, on note (q : A)
l'ensemble {x € H ; xA C q). On a donc, pour tout a € H,
(q : {ai}) C (q: {ai+1}). Donc, si H est noeth&rien, il existe un
entiermtel que i > m implique (q : {ai}) = (q : {a"}).

Supposons qu'un idéaloide q d'un annéide commutatif noethérien et
fort H n'est pas primaire et montrons qu'il est décomposable. Puisque q
n'est pas primaire, il existe a, b € H tels que ab € q, a & q et,
quelque soit l'entier positif i, bi¢ . Alors, q; = q + ((a)) et
q, = q+ (b) sont des surid&aloldes de q, qui le contiennent stricte-

ment [ car a € q + ((a)) et bl+l € up' Cq+ (bi)].
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Si 1'on montre que q, N 9, = g, tout est prouvé. Soit m un entier tel que

n+l) n
(q : {bm+1}) = (q : {b"}) et n un entier tel que H(b = H(b )

l'entier m existe parce que H est noethérien, et l'entier n parce
que H est fort, car, comme on a vu, tout b € H est alors semi-régulier.
Prenons i = m + n, et soit v € a4, N d,- On a donc v = u, +3a+ jas=

i (a) h
u, +Mb” ou §en?, MEHT"’ et jEZ, up, 4y, €qetsiv£0

(ce qu'on peut supposer, car O € g), tous les U, Uy, Ea,nlbl, ja
sont addibles avec v, donc entre eux. On a donc 5a + ja -ﬁLbl =

u, = u; € q, donc aussi (5a + ja ~mb) b = (fa)b + jab -

i+l H(ab) (a)

b € ¢b € q. Or, , donc (£a)b = E(ab) (la multiplication

(ab)

o H
dans le lindarisé H de H) est € H (ab) = (Hab)+ Cqget jabC g

. i o n
car ab € gq, donc%b1+l € q. Comme M,E H(b ) . H(b ) H(b )

1 i+]

onay =-an € H, ybm+ =mb € q. Aussi, vy € (q : {bm+l}).

Mais comme (q : {bm+1}) = (q: {b™}), on a aussi y € (q : {8™}),
donc’!’Lb1 = me €qgetvs= u, +'7Lbl € q + @ =q, ce qui prouve le

théoréme.

§ 6 - ANNEAUX GRADUES (ET ANNEIDES) NON-COMMUTATIFS REGULIERS

Les anneaux gradués (et les annéides) non commutatifs ont &té
étudiés par E. Halberstadt dans [ 4] presque exclusivement dans le
cas régulier : en effet, la non-régularité et la non~commutativité
créent chacune, en théorie des anneaux gradués, les difficultés si
formidables, qu'il paraissait déraisonnable de cumuler ces difficultés
dans les premiéres recherches sur ce sujet. Je vais donc donner 1'idée
des principaux résultats de [4].

Soit H un annéide régulier. On peut refaire, en considérant unique-
ment les H-moduloldes ré&guliers, toute la théorie du chap. I de la
"Structure of rings" de N. Jacobson, définir les moduloides irré&ductibles

les annéides primitifs (et simples) le radical de Jacobson R(H)
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(qui est ici encore 1l'intersection des idéaloides maximaux de H

et coincide, dans le cas artinien, avec le nilradical). Si A est le
monopére des grades propres de H, et si § € A est idempotent

(62 = § £ 0), H6 est un anneau, dont soit RG le radical. Alors,

on prouve que R(H) est 1l'ensemble des x € H tels que pour tout § € A

idempotent, x H M HG < RG' L'annéide H est dit semi-simple si

R(H) = {0} et on prouve que H/ est semi-simple.

R(H)
2°) Si H est un annéide artinien semi-simple, on prouve que H se
m
décompose, d'une maniére unique, en somme directe @ H. de ses
i=1

idéaloides Hi simples, c'est-3-dire n'ayant pas d'autre iddaloide
bilatére que {0} et lui-méme. Mais, contrairement aux anneaux artiniens,
H n'est pas toujours unitaire, c'est-3-dire 1'anneau gradué H n'a pas, en
général, d'unité 1 homogéne.

3°) Le probléme essentiel est donc la détermination de tous les types
des annéides réguliers, artiniens et simples, partie de 1'étude des
annéldes réguliers primitifs. Résumons la théorie correspondante pour

les anneaux abstraits. Si A est un anneau, un A-module M est dit ir-
réductible s'il ne possdde aucun sous-module autre que lui-méme et

{0} et si AM # {0}. L'anneau A est dit primitif s'il existe un A-module
irréductible M tel que la représentation correspondante de A soit

fidéle. Tel est le cas si A est simple, c'est-3-dire # R(A) et ne

posséde pas d'autres idéaux bilatéres que A et {0}. Si A est artinien,
vice versa, il est simple s'il est primitif. Si M est irréductible

C = EndAM est un corps (en général, non commutatif) dit le centralisa-
Leur de M, et M peut s'identfier avec un C-espace vectoriel, qui est de
dimension finie n si A est artinien. Et on prouve (le théorime de densité
de Jacobson) que A est isomorphe 3 un sous-anneau de EndC M), quiy

est dense par rapport 3 la topologie finie. En particulier, si A est
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artinien et simple, il est isomorphe & Endc(H), c'est-3~dire 3 1'anneau Hn(C)

des matrices de degré n sur C.

Si on remplace les anneaux et les modules par les annéides et moduloides
réguliers en maintenant les mémes définitioms, il se trouve que, si le H-
moduloide régulier (ou H est un anneide régulier) M est irréductible,

C = EndH(M) convenablement défini est un corpoide et que M peut 8tre identifié
3 un C-espace vectoriel régulier qui est de dimension finie quand H est arti- .
nien. Mais EndC(M) n'est pas, en général, un annéide. L'image de A dans M est
un sous—ensemble de EndC(M), qui est un annéide par rapport 3 la multiplication
habituelle d'auto-applications et 1'addition partielle induite (par transport)
sur M par celle de A, mais qu'il reste 3 caractériser en termes de EndC(M).

La clSture, par rapport i la topologie finie, de cette image, est encore un
sous—ensemble de EndC(M), qui est un annéide du type analogue, et coincide
avec cette image si (M: C) est fini. Mais, contrairement au cas des anneaux
abstraits, cette cldture (pour C et M fix8s) n'est pas unique (= EndC(M)),
mais peut dépendre du choix de A, et la famille de toutes ces cldtures pos-—

sibles se caractérise comme suit

Soient C un corpoide, M un C-espace vectoriel régulier, (a,D,8d) la gra-

duation stricte de M, D=Ug la partition de A-intransitivité de D, M = @ Me

la décomposition directe disjointe correspondante de M (oli M’ = {x € M ; x=0

8
ou 6(x) € 8}. Si 8,9' sont deux domaines de A-transitivité C D, soit Pe. o
]

l'ensemble des quasi~homomorphismes f : M —> M de l'espace vectoriel M dans

lui-méme tels que f.Me cM

t s

9

la réunion &tant &tendue i tous les couples possible (g,s'). Si f,g sont

y et que f.x = 0 si xiMe. Posons P, (M) =UP6',6

€ PC(M), on posera f # g ssi, pour tout x € M, on a f(x) # g(x) et, en plus,
f+g : x — f(x)+g(x) appartient 3 PC(M), auquel cas on pose f+g = f;g.

La condition précédente implique d'ailleurs que si f # g, f et g appartiennent
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i un méme P . On pose, comme toujours fg = fog (notation de Bourbaki). On

8',8
voit, d'ailleurs, que si g € Pyr g et fe'PT, > ona fg = 0si T # 8' et
b b
fg € PT, 9 si T =8'. On constate que P = PC(M) est un annéide régulier,
’

ayant M comme moduloide de représentation irréductible avec C comme centra-
lisateur. Halberstadt démontre que la famille de toutes les cldtures cher-
chées est celle des agglutinés stricts de cet annéide (produit, bien entendu,
par ses Quasi—homomorphismes d'annéide, et pas par ceux de sa structure de

P-moduloide).

Il y a, dans cette théorie, beaucoup de problémes non-résolus, et aussi
beaucoup de directions et de généralisations possibles - bien qu'ayant déja
donné des résultats profonds, elle n'est, au fond, qu'd ses débuts. En ce

moment, un livre consacré aux anneaux gradués généraux, écrit par moi-méme,

M. Chadeyras et E. Halberstadt est en préparation, que nous espérons terminer

au cours de la présente année scolaire. Ce livre doit paraitre, peut-g£tre en
1982-1983, dans '"Queen's papersin pure and applied Mathematics™, &dités a

Kingston (Ontario, Canada).
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