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TRIBUS PREVISIBLES ET ESPACES DE PROCESSUS A TRAJECTOIRES CONTINUES 

INDEXES PAR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT ET METRISABLE

Mar ie-France  ALLAIN

I n t r o d u c t i o n

On s e  donne  un e s p a c e  p r o b a b i l i s é  ( î ! ? K p )  e t  un e s p a c e  t o p o -  

logique T non n é c e s s a i r e m e n t :  o r d o n n é ,  à c e t  e s p a c e  T s o n t  a s s o c i é e s  de 

sous* tribus de0^4. On d é f i n i t  a l o r s  une  t r i b u t ?  s u r  Q x T a p p e l é e  t r i b u  

prévisible.

Le c a s  T « R + e s t  b i e n  c onnu  ; s i ) e s t  une  f a m i l l e

croissante» c o n t e n u e ,  à d r o i t e , ; ^  s o u s  t r i b u s  de^Î1 , c l a s s i q u e m e n t  l a  

tribu à  est e n g e n d r é e  pa r  l e s  e n s e m b l e s  de l a  f or me  ]  s , t )  x F * F 

on sait é g a l e m e n t  que dan»  ce c a s  e s t  e n g e n d r é e  p a r  l e s  p r o c e s s u s

à trajectoires c o n t i n u e s  a d a p t é s  a l a  f a m i l l e  f i t  » t e r

2
Quand T * f t " # so i t ;  P l e  mouvement  b r o w n i e n  d é f i n i  p a r

4*

Wong et Zafcat  e « a (0 , s £ on p e u t  a l o r s  d é f i n i r  d i f f é r e n t e
t s

t r i b u s  qu i  c o r r e s p o n d e n t  à d i f f é r e n t e s  n o t i o n s  du " p a s s é " ,  qui  on t  

t o u t e s  l e u r  i n t é r ê t  p o u r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  s t o c h a s t i q u e s ,  

cependant l e  f a i t  de l e s  a s s o c i e r  A un o r d r e  s u r  T a l o u r d i t  l ’ é c r i t u r e  

La f o r m a l i s a t i o n  a d o p t e r  i c i  c o n t i e n t  l e s  e x e m p l e s  p r é c é d e n t s ,  a i n s i  

que celui q u i  a p p a r a î t  clans f 1 ] e t  [ 31«

On se d o n n e s ^  une  f a m i l l e  de p a r t i e s  de T,  on s u p p o s e  q u ’ i l  

e x i s t e  e t  deux  f a m i l l e s  de s o u s  t r i b u s  de ^  ; on

définit les r e c t a n g l e s  p r é v i s i b l e s  p a r  :R « A x F,  A e  ^  ’ F 6 5 a  

et on douu«  d e s  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  s u r  T , J k ,  <'JfA>Ae ^

et p o u r  que  l e s  r e c t a n g l e s  p r é v i s i b l e s  f o r m e n t  un semi  a n n e a u

et que l a  t r i b u t  s o i t  e n g e n d r é e  p a r  l e s  p r o c e s s u s  à t r a j e c t o i r e s  c o n 

t i n u e s ,  a d a p t é s  à ^ es  c o n d i t i o n s  s o n t  r e g r o u p é e s  en 2 - 8  e t  l e  

t h é o r è m e  e s t  é n o n c é  en 2 ~ 9 . A u p a r a v a n t ,  c h a q u e  c o n d i t i o n  a é t é  e x a mi n é e
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séparément afin de mettre en évidence la façon dont elle intervient.

On montre également que la donnée de l'une des familles de tribu permet 

de définir l'autre, et que les hypothèses 2-8 sont satisfaites dans quel

ques cas classiques.

1 • “ Tribu p r é v i s i b l e  

1-1 Données e t  Notat ions

P) e s t  un espace p r o b a b i l i t é .

T e s t  un espace topologique  

¿ f ô s t  une f a m i l l e  de p a r t i e s  de T 

$A^Ae<^eSt une ^am̂ e de s o u s - t r i b u s

¿vi

1-2 D é f in i t i o n

Tribu des p r é v i s i b l e s

So i t  Q >  * {AxF t e l s  que Ae«ÿ^êt F€^f.}

1-3 Proposi t ion

Démonstration

So ient  AxF e t  A'xF' éléments de S&> 

(AxF)n(A'xF') * (AnA')x(FnF')

¡̂> e s t  l 'ensemble des rec tang les  p r é v i s i b l e s

La tr ibu des p r é v i s i b l e s  e s t  la t r ibu engendrée p a r i e r ,  on

V A j  ,  A 2 A j  S  A 2 ç | A i

Alors e s t  un semi-anneau.

la note .

On suppose que<3Test un semi anneau e t  que
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À é t a n t  un semi-anneau A^A' e

D’a u t r e  p a r t  F^>F1 e  j| A V A, 5 L̂ n A '  cl' a Pr ès  l ' h y p o t h è s e

f a i t e  su r  la f a m i l l e  (HA)Aei/fr

En conséquence K, e s t  s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n .

Mai nt enant  s i  AxF ç A'xF'

[A' xF ' J  - [ AxF] = t ( A *-A ) x F' ]  u [Ax(F ' -F) ]

dfc é t a n t  un semi-anneau A'-A = 3 C ^ C .  e  . t
1=1 1 1

D ' a u t r e  p a r t  C. c A' s*'h . ,  c "Yr * C.xF* e SÎx
, o ,, 1 i 1

e t  F ‘-F esi A< ^ C')a -"4 A i Ax(F1- F ) ] e  X  ce qui  achève la  démons t r a t i on .  

1-4 Exemples

1 . 4 . 1 .  So i en t  T *R+ e t  (fî, ' "Î,P,8) un mouvement brownien.

Soi t  ¡Â - (1 s , t ]  , s , t  e  r+ }

% I s . t r ^ s  =  <’ < e u  u i s )  

a l o r s  :& = { J s , t ] x F  , F € ^ }

0 A
1 . 4 . 2 .  So i en t  T = SR+ „ (8»XP»0)  un mouvement brownien sur  T t e l  

q u ' i l  e s t  d é f i n i  par  Wonget ZakaT [ 6 ] ,

S o i t  r•'t ~ {] s 1 , t l ] x, ls2 , t 2] , s ^ t 1 € R+ }

Pour chaque t  on peut  d é f i n i r  l e s  t r i b u s  :

' 4  t  = a (fi s s e | 0 , t l  )

C1^Xt  = 0(0 s O. t^]  xiR+)

% 2t  - o(0 s s€ [R+ x [ 0 , t 2] )

• > '  t v 2t

A chaque A d e c f ' o n  peut  a s s o c i e r  l e s  t r i b u s  :

é , A * A l  m A l  = n : <-îA t€A Z fj t€A Z 4 A!" teA " d" te A i" te A

ce qui c o n d u i t  â d i f f é r e n t e s  t r i b u s  de p r é v i s i b l e s  t e l l e s  que

3  . - I M S *  . 3 *  .-3< v V 2

Mais on peut  égal ement  a s s o c i e r  à .n une f a m i l l e  n o t é e - t ^  de p a r t i e s



2 2de [R+ x ER+ dé f i n i e  de la façon s u i v a n t e  :

A ^ c  / V 2 > = AxB A e t  B e

( ^ e t  Vu e  A V v e B u e t  v ne son t  pas comparables

x / 2 ) e s t  un semi anneau e t  pour A ^ ^ c'l^2  ̂ t e l  que

A^2 ) * l u . s î  x J v . t l  on pose h ^2 ) = ^uVv la t r i b u  p r é v i s i b l e  a s s o c i é e  

e s t  c e l l e  d é f i n i e  par  Wong e t  Zakai pour l a  c o n s t r u c t i o n  de l ' i n t é g r a l e  

de2ônetype e t  des i n t é g r a l e s  mixtes  13] .

- 4 -

1 . 4 . 3 .  So i en t  T = iR̂  e t  (^l, ' j4, P . f->) un mouvement brownien sur  T t e l  

q u ' i l  e s t  d é f i n i  par  P. Lévy.

S o i t  -tir= {A : A = { x : a 2< | | x | | 2 = £ x . 2 < b2 } a , b e R* a<b}
i=l  1

A = °(0 t  : I 11| |<a)
o

1-5 P r o p r i é t é

S o i t  T un e s p a c e ,  .ÎC une f a m i l l e  de p a r t i e s  de T,  (c.̂ *0 ) ne N 

une s u i t e  de f a m i l l e s  de p a r t i e s  de T.

On suppose donné pour t o u t  é l ément  A <̂ e À  u ( n^ l- f n ) une

t r i b u e t  que l e s  hypot hèses  s u i v a n t e s  son t  s a t i s f a i t e s

■J n ( ,
i )  si  A 6 4 n a l o r s  An = j  A. avec A. e t  An

k K K J a k j  M

i i )  s i  A € t/f a l o r s  A = n An avec An 'V

An+1 c  A' e t  A = X i  A" avec An C- :’A"*’-

s o i t  l a  t r i b u  p r é v i s i b l e  a s s o c i é e  à ."t e t  J.

n l a  t r i b u  p r é v i s i b l e  a s s o c i é e  à^f n e t  

Al o r s  V) =

Démonst ra t i  on

e t  s o i t  R = AxF e  x., par  s u i t e  des hypothèses  ( i i )  i l  e x i s t e  une s u i t e
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( g n ) n€N de f o n c t i o n s  G ^ - m e s u r a b l e s  t e l l e s  que l im g n « 1R . 1 1  s u f f i t  

pour c e l a  de prendre.  9 n s f n 1 n ;  f n ^  n- me s ura b l e  e t  l^m = lp . 

en c o n s é q u e n c e ^  ç  j [ § n e t  donc Ç  ç  .

Réc iproquement  

s o i t  51, " -  (AxF A e 4 n , F e ^ A>

e t  s o i t  R * AxF e ^ n par s u i t e  des  h y p o t h è s e s  ( i )  R a p p a r t i e n t  â <£jP .

En e f f e t  R = £(AkxF) mais ^  A ç ^  «► AkxF e f ô  «*• R e  ^  

en c o n s é qu e n c e  c<^ e t  V ^ n S v ? *

1-6 Exemples

1) s o i t  T * 1RW

( I s . t l  : u e  J s . t l  «— s1 < u* < t ’ Vi€N}

tA*‘  i ^ n( lS , t l  ) : u e îTn( |  s , t l  ) —  s W j t 1 1 - 1 , .  . . . n }

s o i t  X un p r o c e s s u s  sur i nde x é  par T pour t  f i x é  s o i t

<>V t  =<T(Xs ,s-4t  c . a . d .  i l  e x i s t e  i : ^  t 1 )

pour A & J i e t  A * | s , t l  on Po s e *^ /\ ^ * 5

pour A € 4 n. e t  A « ïrn ( 1 s , t l  ) on p o s e ^ A = o{Xu : "3 i € { l . . . n }  t e l  

que u1 < s 1 }

2) s o i t  T * rfj

on d é f i n i t  j è e t ^ n comme précédemment;pour t  f i x é ,  on d é f i  ni  t 0 1̂  ̂

par :

^ t  " ° < Xs • s - 1 c - a - d - s1 f **)  

pour A s  ¿ t  e t  A = | s , t j  on pose  Cj A = ^ 5

pour A e ^ n e t  A * ïTn ( 1 s » t l  ) on pose  ^  A = a (Xg s<u Vu€A) 

v.i suppose  que i i )  e s t  s a t i s f a i t e ,  s i no n  on m o d i f i e  l a  d é f i n i t i o n
A

de pour A e  cfê"



1-7 La p r o p r i é t é  p r écéden t e  e s t  v r a i e  s i  i i )  e s t  remplacé par  : 

i i i )  s i  A e i  a l o r s  k - n g j  An avec An e j f  n

En e f f e t ,  s o i t  R = A x F A s  JÇ e t  F = ^  A-

A ~ r ê l  A*1 ;  ^  A e s t  engendrée par  j f \  F  ̂ = p F. e

a l o r s  A x F = ( n An) x ( n  ^  (An x Fn) e t

An x Fn 1  j?,n =* ’ a ! x F e  V n
n

si  F ü  e x i s t e  ( gn ) t e l l e  que gn s o i t  une f o n c t i o n

simple gn -  l f  e t  gp 1A e V n .
n

1-8 Exemple 

2T =]R+ 3 brownien sur  T

{ ] s ' , t ' ]  x R* 

J ç Z= 1 s 2 , t 2] }

}

jk  = { î- s , t  1 , s ,  t  e 1R:}

poür A e A  1 A = c( &u u ' < s ' )

pour A e j ^ - 2 ^  a = e u 1,2 1 s 2 )

pour A e - ¿ j A = 6p u ' l s ‘ ou u2 < s 2)

On a si A e ü t  A = A^n A2 avec A ' e ^ - 1

e t , ‘ V i
d ' ? .u tra p a r t  si  A e j ^

-t oo
A = j s ' . t ' i  x RÎ = î  ] sd , t*] x ] k ,  k+1]

k=0 

■  f  \

où Ak e t  ^  d'où Q *  =^3 \£ j

1-9 P r o p r i é t é

Soi t  I£W I f i n i  ou dénombrable,  pour t ou t  i de I on suppose 

donné jk,  ̂ e t



S o i t ^  la t r i b u  p r é v i s i b l e  c o r r e s p o n d a n t e . On d é f i n i t  cA  e t  

par  : ¿fc = e t  pour A €. J ô  = V^ A

(s i  A on p o s e ^ ^  = {0,  « ) .  S o i t  ^  l a  t r i b u  p r é v i s i b l e  c o r r e s pon -

dan t e .  Alors

g . v 9  1
ie I

Démonst ra t ion

u &  * S? i  A x F : Ae u i ' ,  F£ V \  
i € i  i e i  i ^ l  c

V <5 1 S  9
i<=I

réci  proquement.

Soi t  A x F  ëj£o

* si A e Ji e t  A Ÿi^j a lors  ^

e t  A x F « f t î   ̂ °

♦  s inon supposons que

AG n jfc'  e t  A É u
i € I o i 6 I - I o

a l o r s " ^ A = \  e t ^  a e s t  engendrée par 
i e l Q ■ d 

{n F1 F1 e ^ \  1 e
i e i  d " 0

0 i supposons que F = n F dans ce cas
i e i

o

A x F = n (A x F1) e t  A x F 1 € S?j ' donc
i e I rto •

A x F e  \ / Ç j
-je i * *

on en d é d u i t  que £L S? V ^  e t  donc <• V ^
i i e i  i e i

1-10 Propr i  é t é

S o i t  ( t^) - j e j une s u i t e  c r o i s s a n t e  de f a m i l l e s  de p a r t i e s  de T,

s o l t j t .  IA : U A" a" c a "+1 a" M . " î
rf=lN , p

on suppose que pour chaque A £ j \  i l  e x i s t e  une t r i b u C j ^  t e l l e  que .

a ç b  - * ( „ 4 * .
 ̂ V
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S o i t ^ 1 l a  t r i b u  p r é v i s i b l e  a s s o c i é e  à ^A€>(1 ^
la t r i b u  p r é v i s i b l e  a s s o c i é e  à ( j ^ . A)Ae |̂L.)

a l o r s  & = V ^  
i e i

Démonst ra t ion
Si R - F x A , A e ^ * 1 e t  F e*^ e t  donc R e Si»

-  V <3* ç  -3 
l'€l

Si R » F x A € S<3 1D = 1_ . l im 1. mais Q
n n — .• ® «  n

donc R » F x A e n en conséquence c  V ^  n n iGI

1-11 Défi  ni t i o n s

1 . 11 . 1  Un champ a l é a t o i r e  X sur  T e s t  un p roces sus  sur  indexé 

par  T

1 . 11 . 2  Un champ a l é a t o i r e  X e s t  p r é v i s i b l e  si  l ' a p p l i c a t i o n  : 

( t , w)  + X(t,co) e s t  mesurable  pour l a  t r i b u  '¿f a s s o c i é e  aux f a m i l l e

<^a> m J s
1 . 11 . 3  Un champ a l é a t o i r e  e s t  adapté  à une f a m i l l e  f â )  s i  pour  

chaque t  Xt  a s t ^  . - m e s u r a b l e . t e  T

On suppose t o u j o u r s " ^

1-12 Proposi  t i o n
Les champs a l é a t o i r e s  p r é v i s i b l e s  son t  adap t é s  â la f a m i l l e  

s i  e t  seul ement  s i  pour t o u t  A de e t  t o u t  t  de A h ^  t

Démons t ra t ion
Si t o u t  champ a l é a t o i r e  p r é v i s i b l e  e s t  adapt é  en p a r t i c u l i e r  

X= l ft x f oû A x F ^  ^  e s t  adaPt é *
S o i t  t  f i x é  X^ = f 0 si  t  £ A

l l p  si t e  A

Il  en r é s u l t e  que s i  t  e  A F e  %  en f a i s a n t  v a r i e r  F dans ^  ^ 

on en d é d u i t  que ^ ^  —̂ t '  ^

Réciproquement  :
s i  ^  pour t o u t  t  de A l e  p roces sus  p r é v i s i b l e

X = l ,  où F eQ . e s t  adapt é  e t  donc t o u t  p r oces s us  p r é v i s i b l e  e s t
A x F J A

adap t é .

1-13 Co r o l l a i  re
S i ^  . -  n l e s  champs a l é a t o i r e s  p r é v i s i b l e s  son t  adap t é s  à

l a  f a m i l l e  ( ° $ t )teA
t  t e T



-9-

1-14 Coro!1 ai  re
Si pour t o u t  t  de T 1 Aejif : t  e A t £ 0

on d é f i n i t  ( ^ t ) t 6 . j  Par  -  AeV , ^ j A '

a l o r s  l e s  champs a l é a t o i r e s  p r é v i s i b l e s  sont  àda'ptés â l a  fami l îefNj^)

2. - R e l a t i o n  e n t r e  champs a l é a t o i r es  p r é v i s i b l e s  e t  p r oces sus  . adaptés  

â‘- t r a j e c t o i  res  c on t i nues

2.1.. 1. . T e s t  un espace  t opo l og i que  l oca l ement  compact  e t  m é t r i s a W «  à .
rr f -, c

2 . 1 . 2 .  Soi (A: A } on suppose que <̂ f c o n t i e n t  une base de'  la"0

• topologde,  de T-.

2 - 2. ? r ,0 p 0 s i t  i 0 n

S o i t  une f a m i l l e  de sous t r i b u s  de°i* t e l l e -  que V A€ j t

e t  V- t  e A t
0 x

S o i t  (An ) nĜ | une s u i t e  d ’é l ément s  de t e l s  que :

'A»4.1 C A„ e t ^A C ^ ûn+1 -  n <5An - J An+i
s o i t  A = n A e t  F e n n l  ^ A

n 0 ? ■Alors  A x F a p p a r t i e n t  à la t r i b u  Nj engendrée  par  l e s  p r oces sus  â t r a j e c 

t o i r e s  c o n t i n u e s ,  adap t ée s   ̂ t e  T

Démonst ra t ion

S o i t  R = A x F, F e  A a l o r s  i l  e x i s t e  une s u i t e  ( f n ) ne  « 

de f o n c t i o n s  t e l l e s  que n

Vf es tM . -mesurable  
/  1 t) An

*FV -

S o i t  Xn ( t , w) = f n (w) l A n ( t ) ,  . Xn(t,U>) -> l R(t ,uO An é t a n t  

o u v e r t  e t  T l oca l ement  compact ,  i l  e x i s t e  une s u i t e  de

f o n c t i o n s  co n t i n u e s  t e l l e s  que :

J s “ Pf *"k Î  An

) 11m *"k = 1a
v k+» n

Soi t  a lors  Xnk ( t , üî) = f n(w) <frnk ( t )



- Xn̂ ( « , w )  e s t  con t i nue

- Xnk ( t , - )  e s t  nul si  t ^ An e t  e s t  - mesurabl e  s i  t  e An

mais a l o r s  ^ ^  - ~^ t *  donc e s t ' a d § p t é  â l a  f a m i l l e
c n

2-3 C o r o l 1 a i re

Si l es  hypothèses  de la p r o p o s i t i o n  2-2 s on t  s a t i s f a i t e s ,  pour 

t o u t  A de J i e t  s i  de plus  ^  ^ c a l o r s  la t r i b u  p r é v i s i b l e  e s t

contenue dans la t r i b u  engendrée p a r n l es  p roces sus  à t r a j e c t o i r e s  

c o n t i n u e s ,  adapt és  â O^tVteT

Démonst ra t ion
Tout rectangle prévisible est de la forme A x F, Ae

e L V ' L <= n ^ .«5
* ^  / «

On suppose que t  A s 4 " ,  il existe une famille k )ne n

d'éléments de i  tels que : k€ ]N

- A = u n a "n k k
» n . n /? _ o
k+1 —  k An * Ank+i K  C  k >. A k + 1

k e ^  Â k -  kê u  Â k 

’ ^  A -  n^lN kVe J N ^  A ^

Alors la tribu prévisible est contenue dans la tribu 

engendrée par les processus à trajectoires continues, a da ptés a

^ t ^ t e î  /
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Démonst ra t ion

S o i t  R = A x F un r e c t a n g l e  p r é v i s i b l e ,  a l o r s  1« = l im 1 „

O. *« . rf B *»k 
d°"c

a l o r s  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2-2 An x F a p p a r t i e n t  à ^  , en conséquence 

e t ^ ç ^ .

2-5 A p p l i c a t i o n s
2 . 5 . 1 .  On suppose q u e ^  e s t  l a  t r i b u  p r é v i s i b l e  c ons i dé r é e  dans la pro-  

p r o p r i é t é  1-10,  a l o r s  s i  pour chaque i s a t i s f a i t  aux hypothèses

du c o r o l l a i r e  2-3 la t r i b u  ^  e s t  contenue d a n s 1̂  .

2 . 5 . 2 .  S o i t  A x B = l u , s i  x I v , t J  : u , s , v , t  e ]R̂  

e t  £ v l ,  u ^ > t ^

Soi t  ¿ (2)  la f a m i l l e  des ensembles  de ce t ype ,  e l l e  i n t e r v i e n t  

dans l a  d é f i n i t i o n  des i n t é g r a l e s  de 2- t ype  [6]
A O

si  u > t  e t  s i < v1 A x B peut  s ' é c r i r e  :

A x B . n -ÇTln A„ x e j< t2 )

mais s i  u2 = t 2 e t  v-1 (ou u2>̂ t 2 , s4 = v*) ce n ' e s t  plus  p o s s i b l e
Q

en e f f e t ,  supposons que A x B c A. x B^, le p o i n t  t e  B, e t  i l

e x i s t e  h2 > 0 t e l  que t f - ( t*,  t 2 + h2 ) e b^,  a l o r s  l e  po i n t

ïï = ( u"1 , u2 + —  ) e  A e t  (ïï, t ) e  Aj x Bj mais u**< t 1 e t

u2 + - ^  < t 2 + h2 donc A. x B.
L 1 1 v / ( ? )

Par c o n t r e ,  on peut  é c r i r e  A x B = u [An x ^n) ¡ ^ n * e t
Â  x Bn s a t i s f a i s a n t  aux hypothèses  du c o r o l l a i r e  2-3 ,  par  exemple 

An = l u  + hn , si  , Bn = I v + h n , t  I

avec hn- - ^ r  ( ( s ^ - u ^ )  h ( t*-v* ) ,  ( s 2- u 2 ) a ( t 2 - v 2 ) )  pour n > l

h. a. h
Soit alors,  pour n fixé Ank = }u + hn , s + - g -'--— 1

6 t  n h i,A h n
Bk = ] v + hn, t  + - K-̂ —  1

On a

Soit

e
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A x B

Les hypothèses du corol lai re 2-3 sont donc sat i s fai t es

Remarquons qu'on peut u t i l i s e r  2-5.1. en posant

s A ^  = {A x B : A x B É i < 2> et  Inf Inf 
n i=l ,2 xeA

yeB

\  2* t Vi y . 

V~

-t *  ̂ u- t\
44

•1—r 
i ; 
i t 
i

2-6 D é f i n i t i o n

2 . 6 . 1 .  S o i t  A e j f ,  A possède un p o i n t  i n i t i a l  r e l a t i v e m e n t  à la

f a mi 11e s ’ i l  e x i s t e  t ^  e 7f t e l  que c>j<£ Ç"$A •
A A

2 . 6 . 2  Exemples

* .B.P)

A = ) s , t ]  = ^ s a l o r s  t ft = s

* (n.i».rtt)t€ « 2 ,6,P)
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A = J s , t l  | - s i ^ A *°VS a l o r s  = s

- « 1 a a l o r s  t ou t  p o i n t  de la forme ( s ^ v  )

2-7 P r o p o s i t i o n

On suppose que t o u t  A de ¿^"possède un po i n t  i n i t i a l  r e l a 

t i vement  â la f a m i l l e  C ^ t e i  *

Alors  l e s  p roces sus  â t r a j e c t o i r e s  con t i nue s  adap t é s  â la 

f a m i l l e  sont  p r é v i s i b l e s .

Démons t ra t i on

S o i t  X e t  A eo& tel que Supp X S A 

S o i t  (Vn ) n€lN une s u i t e  de r ecouvrement s  ouve r t s  de 

t e l s  que : , v" . ( v")k=1 k(n) r j  . *J A »  * £
k(n)

- 0  ( w v i,) 1im SuP ) = 0
r' k = l K n >+« k K

S o i t  (4>n ) une s u i t e  de p a r t i t i o n s  de l ' u n i t é  sur  J  as-

H
D ' a u t r e  p a r t ,

»
9  7  ?

v g [ s , t ] peu t ê t r e  pr i s  comme po i nt  i n i t i a l

nm

n€|N

Pour chaque V? , i l  e x i s t e  t ?  e aP t e l  que

s oc i é e  â l a  s u i t e  (Vn )

„ k ( n ) n
Alors  X ( t , w) * i X n («)  k( t ) e s t  p r é v i s i b l e  car $k( t )

k-1 t k
ri *

e s t  n u l l e  en dehors  de A, e t 6  n ~ mesurable  si  t  e A, , pui sque X n
M  t ,
^ k *

es, t  _ mesurabl e .

|Xn ( t . « )  - X(t ,u»)|  - Sup Sup | X ( t j . w )  - X ( t . » ) |
" k = l . . . k ( n )  teAjJ k
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X é t a n t  cont inu^ à suppor t  compactóle terrr.e ma j o r a n t  t end vers  zé r o .

Il  s u f f i t  a l o r s  de n o t e r  que t o u t  p roces sus  à t r a j e c t o i r e s  c o n t i n u e s  

adapt é  à ( ^ ) - t e T  e s t  Miroite s imple d ' une  s u i t e  de p roces sus  adap t é s  

à à s u p p o r t s c o m p a c t s , â t r a j e c t o i r e s  c on t i nues

D' après  t o u t  ce qui précède sous c e r t a i n e s  hypothèses* la 

t r i b u  p r é v i s i b l e  e s t  engendrcepar  l e s  p roces sus  à t r a j e c t o i r e s  con

t i n u e s  adap t é s  à une c e r t a i n e  f a m i l l e  Pour plus  de c l a r t é  

nous appelons  H ce groupe d ' h y p o t h è s e s  e t  nous l e  r é é c r i v o n s  :

2-8 Hypothèses

1- T e s t  un espace  t opo l og i que  l oca l ement  compact  e t  m é t r i s a b l e

2- ( £ 5 P) e s t  un espace  p r o b a b i l i s é

3- ^ t ^ t e î  e s t  une fami l1e  de sous t r i b u s  de

4-C'"f‘e s t  une f a m i l l e  de p a r t i e s  de T t e l l e  que ^  = {A.Aej/*} c o n t i e n t  

une base de la t op o l o g i e  de T

5- ^ A ^ A une ^ami^ e de s o u s - t r i b u s  d e n t e l l e  que

* A1 - A2 A2 - ^ A j

- VA & Vt e A A ç ^ t

- VA 6^;.-31. e Â î^JL c f i
, A nA 6 -b

6- VASôÇ;, i l  e x i s t e  (Ak ) n€¡^ f a m i l l e  d ' é l é m e n t s  de oÇ t e l s  que :

k€iN

- pour chaque n ^ ^+1 -

. n An dr n An+1 
keN k ken Hk

- * /  n <i AP  

'%  A • nôl  A|J

7- %  = {AxF, A F la t r i b u  p r é v i s i b l e ^  e s t  l a  t r i b u

engendrée par

Nous pouvons mai n t enan t  énoncer  l e  théorème dont  l a  démons

t r a t i o n  a é t é  f a i t e  é t ape  par  é t ape  dans ce pa ragraphe  2.
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2-9 THEOREME

Sous l e s  hypothèses  H, la t r i b u  p r é v i s i b l e  e s t  engendrée  

par  l e s  p roces sus  à t r a j e c t o i r e s  con t i nues  sur  T, adap t és  à la  f a m i l l e

^ t ^ t e ï  *

2-10 Quelques exemples

2 . 10 . 1  Si on se donne une f a m i l l e  on peut  d é f i n i r ^ ^  par

A ‘  t » * *  ^ , c ' e s t  l e  cas qui e s t  c o n s i d é r é  dans [3  ] ,  e t  qui  géné 

r a l i s e  l e  cas  c l a s s i q u e  quand T IR^et l a  f a m i l l e  con t i nue  

à d r o i t e  ; pour  c e t t e  d é f i n i t i o n  on a évidemment :

'  A1 - A2 " f  A2

- Ÿt e  A, ^ S ^ t  e t  S1 Une aUt re  ^ami^ e t r i b u s  v é r i 

f i a n t  c e t t e  p r o p r i é t é ,  on a ^ ' A A l , e x i s t ence du p o i n t  i n i t i a l  se 

t ra du i t  par : VA e j t  e  S t e l  que®i*^ ç . Cette condi t ion

e s t  s a t i s f a i t e ,  quand T ç [Rd ^ * { A = ] s , t l ç  T , s , t € { f d J e t

t  1  s - ° k  ç^p  a l o r s  s e s t  p o i n t  i n i t i a l  de A * J s . t l  . Notons éga-  
b ** t»

l ement  que si  on pose par  a n a l o g i e  avec l e  cas d = 1

° f c *  ■  ° V  t  «" * ï  A ^ t A+

De p l u s ,  l a  c o n d i t i o n  2-8-6  e s t  automat iquement  s a t i s f a i t e  ; s o i t  

A = | s , t j  , A n = j s , t  + hnJ avec h V > h^,  > 0 i = 1,2 e t  

11m hn = ( 0 , 0 )  A * n An , 1?A = ^ An

D é f i n i s s o n s  a l o r s  • t .  - V . , i 1 e s t  f a c i l e  de v o i r  que
A Ejf* 0

= V ^  = ^ t  ( s < t  <=*• s 1 < t 1 , s 2< t 2 )
z s<t  x"

En e f f e t ,  A = Jt  - hn , t ‘ |  hn > 0 a l o r s  on a



- 1 6 -

s i  t ^ A  on a ^  A —̂ t ’ e t  comme Ÿ Ae i l  e x i s t e

t ^  e  t e l  que On peut  énoncer  le  c o r o l l a i r e  :

2-10-2 Cor o l 1 a i r e

S o i t  T £  lRd , un espace p r o b a b i l i s é ^  y

une f a m i l l e  de soüs t r i b u s  de °t» t e l l e  que s £  t  

Soi t  = (2 s , t !  C T ;  S < t ,  S , t 6 ] R d }

(A x F , A 4  F = t Q A i*t  >

Alors  la t r i b u  p r é v i s i b l e  ^  e s t  engendrée  par  l e s  p r oces sus  à t r a j e c 

t o i r e s  co n t i n u e s  sur  T, adap t és  à la f a m i l l e  y (ou â l a  f a m i l l e

^ t - J t e r  Remarquons que si  ^  A = a1ors  ° ^ t A =<3 A

2-10-3
On peut  e n v i s a g e r  le problème sous un a s p e c t  d i f f é r e n t  en 

supposant  donnée e t  l a  f a m i l l e  , on d é f i n i t  a l o r s  une

f a m i l l e  f&t ) t e T  de t r i b u s  par  = AVe ^  A

. s i  t  s  A -  t | . a ç%

. s i  pour s < t  e t A e " Î T s i l  e x i s t e  B e  t e l  que A g 

a l o r s  ° f* s Ç cÎ i t  

. s i  V A 2 t ^  e  ï  t e l  que V B ^ ( t A) Î ^ A

a l o r s  t o u t  A possède un p o i n t  i n i t i a l .

La f a m i l l e  de t r i b u s  y d é f i n i e  par  = V A
Ae *x» ^

e s t  la plus  p e t i t e  au sens s u i v a n t  :

s i  e y e s t  une f a m i l l e  de t r i b u s  qui s a t i s f a i t  aux hypothèses

2 , - 8 - 5  a l o r s  V t  g T £ ° |< t

en e f f e t  V t  g T V A : t e  A t

-  V t « T  « i * t - aV ^ ^ a ç ^ t
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Dé f i n i s s o n s  a l o r s  ^ A =

Alors  &  « {AxF, A F AJ e t

a {AxF, A e j \  F engendren t  la même t r i b u  p r é v i s i b l e .

Notons que 1 i't  = A£ /  5 A =°»*t  , en e f f e t

* 4 ^ A - ^  ^ t  - î * t

De la même façon s i  on se donne *^JA = t ^ A ^ t  *

CK  * A*4 ^  A 5 # t  ^ A  * t ê A ^ t  *5  A • e f f e t  !

^  A = t ê A ^ t  -^ A  '  . e . ^ t  Ac/ te A /-J

En un c e r t a i n  s e ns ,  s i  l ' o n  se donne l ' u n e  des f a m i l l e s  de 

t r i b u s  on peut  t r o u v e r  un couple  opt imal  pour l a  d é f i n i t i o n  de la 

t r i b u  p r é v i s i b l e .

2 . 1 0 . 4  Co r o l 1 a i r e

Sof t  T ç Rd , ( q ^ . P )  un espace p r o b a b i l i s é  une f a m i l l e

de sous t r i b u »  de“V t e l l e  que s4 t  ÇCVt

S o i t  T^2 ) = { ( u , v ) ,  u e t  v e T u e t  v non- comparables} 

c^(2) = {A)Cb = l u , s i  x J v , t J  ç T^2 )}

& ' 2 > = <(AxB) .  F , Ax» £ ^ ( 2 )  F ^ Axlf ( x ,£ ]eAxB xVy>

6sAlors  la t r i b u  p r é v i s i b l e  o  e s t  engendrée  par  l e s  p rocessus  

â t r a j e c t o i r e s  con t i nues  sur  T^2 ^, adapt és  à la fami 11 ) t0

Démons t ra t ion

1 . -  T^2  ̂ e s t  un ou v e r t  de ^  x
1 2  3

si  u e t  v ne sont  pas comparables ,  i l  e x i s t e  I ,1 ,1



3 i 1 ? 
t e l s  que ( l , 2 . . . d } =  I l  , I e t  I non v i des
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i -1

Ÿi G I 1 u 1 < v 1

Vi G I 2 u 1 > v1

Vi G I 3 u1 v1

soi  t  n = 4  i n f  0 [ v "* - u 1 1
4 i e i S r

d ;
s o i t  A1 = Uu1 - n , u 1 + nC e t  A = n A

. 1=1

d *
B1 = 3 v1 - n,  v1 + nC e t  B = n B

1=1

AxB e s t  un o u ve r t  de x

s o i t  (ïï,V) g AxB *=* J u 1 - n < u 1 < u1 + n Vi * l , . . . , d

/ i - i  i v - n < v  < v  + n

=» ( Vi e  I1 u1 - n < u 1 < u 1 + n < v 1 - n < V 1 < v 1 + n  

„ V i g I ̂  v1 - n < v1 < v1 + n < u 1 - n < u1 < u 1 + n

en conséquence A x B c T^2 ) e t  T^2  ̂ e s t  ouve r t  de plus  pJJur t o u t
«/

é l ément  (ï ï ,7) de T^2 ^, i l  e x i s t e  A x B  g ^ 2 ' t e l  que Â x i  s o i t  un 

v o i s i n a g e  o uve r t  cje (tF,7) dans

= ü ê A ^ ( û , v )  • , e s  hyp° -
■ÆB

t h è s e s  2-8-5 son t  bi en s a t i s f a i t e s .

___
Pour l e  po i n t  i n i t i a l ,  remarquons que si  ( u , v )  e AxB '&fc 

u V v < ü V v V(ü,v)  e AxB a l o r s  par  s u i t e  de l ' h y p o t h è s e  f a i t e

sur  l a  monotonie de l a  f a m i l l e  ( vK ) t e j  on a ^ uyv AxB
d

3 . -  Il r e s t e  à mont rer  que l ' h y p o t h è s e  2-8-6  e s t  s a t i s f a i t e  s o i t  

A x B = l u , s i  x J v . t l  (pour  d = 2 v o i r  2 - 5 - 2 ) .

2 . -  Si on p o s e ^ j - j  ^ . ïï v 7 , e t ^ AxB

e t
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1 2
On montre d'abord q u lil existe I et I non vides tels que 

si i e I* o 1 < s1 < v1 < t1

s i  i e  s ^ > u ^ > t 1 > v ^

soit (s,t), s et t sont non comparables alors il existe 

Jj(s ,t ) j=l,2,3 tels que
J

Jj(s,t) et J 2 (s,t) sont non vides et

si i e J^(s,t) s1 < t1

si i e j^( s ,t) t-* < s-*

si i e J3 (s,t) s1 * t1

Considérons s et v

1er cas : s et v sont non comparables alors il existe J^(s,v) , 

JgCs.vJ^non vides^tels que :

si i e j (s ,v ) s1 < v1 

si i e j g f s . v j ^ v ^ s 1

on a Jj(SjV) Ç J j ( s i t ) et J g ( s > t ) c J 2 ( s » v )

alors pour i <= J^(s,v) u1 < s1 < v 1 < t1

i e J ̂ ( s , t ) v 1 < t ̂ < s ̂

e t C( ( J l ( S *V> U ^2^S , t ^  = ^  ‘ °  ^  ^  *
{i : v1 < s ̂ ^ t 1}

2ëme cas : s et v sont comparabl eŝ * comme Jgis.t) ^ 0 nécessairement

v < s

Soit Jj (v,s) = {i : v1 < s1 }

(v,s) = {i : v ̂ = s1 }

Jg est non vide, car sinon v < s  et le point 7 défini par

v* = v 1 + ^ ( ( t ^ v 1 ) A (s -v1)) serait dans B et majoré par s e A
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D ' a u t r e  p a r t  J 2 ( s , t )  £  J ^ V j S )  , J 3 ( s , t )  £  J ^ v . s )  

a l o r s  néc e s s a i r e me n t  J ^ ( s , t )  n j  ( v , s )  ¿ 0  e t  pour 

i € J j ( s , t )  ^ J ^ V . S )  u 1 < S 1 - V 1 < t 1

i e  J 2 ( s , t  ) v 1 < t 1 < s 1

e t  G(  ( J i ( s »t ) n J 3 ( v »s ) ) u  ̂ = ; s '***'** u i i :  v ^ s ^ t S
Considérons  mai n t enan t  u e t  t  

1er  cas  : u e t  t  ne sont  pas comparables  a l o r s  i l  e x i s t e  

J j ( u , t )  j  = 1,2 non v i des  t e l s  que :
J

. s i  i e J j ( u , t )  u1 < t 1 

. s i  i e J 2 ( u , t )  u1 > t 1 

mais J j ( s , t )  ç  J j ( u , t )  e t  J 3 ( v , s )  c J j ( u , t )

J j i s . v )  c J j i u . t )

J 2 ( u , t )  £  J 2 ( s , t )  

il s u f f i t  a l o r s  de prendre

I j  = r J j ( s , t )  n J 3 ( v , s )  s ' i l  e s t  non vide 

: J , ( s , v )  s inonu 1

12 ~ ^2^°

2ème cas : u e t  t  son t  comparables*pour  i e  J ^ ( s , t  ) on a u1 < t 1 

donc n é c e s s a i r e me n t  u 1 £ t 1 V i = 1 . . .  d 

s o i t  J j ( u , t  ) = {i : u 1<t 1 }

J 3 ( u , t )  = {i : u W  } 

comme précédemment  J 3 ( u , t )  e s t  non v i d e ,  ca r  s inon u < t  e t  l e  p o i n t  

ïï t e l  que ïï1 = u 1 + -̂  ( ( t"*-u^ ) a ( s 1 - v 1 ) ) s e r a i t  dans A e t  majov,s ' ■ 

t e  B

D ' a u t r e  p a r t  J j  ( s , t ) £  J ^ ( u , t )  ; J ^ ( s , v )  £  J ^ ( u , t )

J 3 ( v , s )  £  J j ( u , t ) ;
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{ ¡ ( ( ^ ( s . v )  u J 2 ( s , t ) )  = {i : V1 < s 1 < t 1} c J x ( u , t )

On en d é d u i t  que J2 ( s , t ) n  J 3 ( u , t  )  ̂ 4>

I l  s u f f i t  a l o r s  de prendre

*1 a C ' * i ( s *t ) °  J 3 ( v ’ s ) s ' i l  e s t  non 

J j ( s , v  ) s inon

I 2 * J 2 ( s , t ) n  J 3 ( u , t )

S o i t  a l o r s  6 * ( 6 1 ) ^ ^   ̂ t e l  que ô1 = 1 s i  • i g  1^ u  1 

6 * * 0  s i non .

y\ A
S o i t  (AxB) = Iu + -  , si  x 1 v + -  , t]| j  pour n > ng . 

(AxB)n g AxB donc (AxB) n

De p l u s ,  pour (ü»v) g (AxB)n on a

I n f  IV1 - ü 1 ! 1  |
16I4 uI 2

e t  de plus  Inf  j v  ̂ - s 1 | > -•

1€I1
In f  111 - ( u 1 + > i  
i e i 2 n n

n k
S o i t  a l o r s  (AxB) d é f i n i  par  :

D ̂
(AxB) * l u  + J  , s + -6{ ] x ]v + |  , t ' +  -^ ] 

avec <Sn t e l  que = 0 si iffI<JU l 2

2

On a (AxB)n = fAxB)

nk nk+1
(AxB)~ 3  (AxB)

s n * rn 51 i e I i Ul2
nk



- 2 2 -

On v é r i f i e  que (AxB)nl<

pour ( u , v )  e (AxB)n^ on a

Si  i  e  I « u * + ~ < u " < s " +  —~ - k -  < s* t  — < v" + — < v *
1 n — 2 K ~ rt — n

si  i e i ]j1 > u1 + l . > t ^ + - ^ > t ^  + > v"̂2 n -  n -  0n, -
2 k

en conséquence û  e t  v ne son t  pas comparables .

i) T c T „.i et U T = T n -  n+1 n n

i i )  pour chaque n Tn admet un s upp l émen t a i r e  t opo l og i que

S ç i e n t  e t  ( ^ n ) n£|u des f a m i l l e s  de p a r t i e s  de T t e l l e s  que

i i i )  s i  ti e s t  la p r o j e c t i o n  de T sur  Tn e t  si  A a l o r s

A = %* (»„(A))

Il  ne r e s t e  plus  qu ' à  v é r i f i e r  que :

/N V ■€
ü A x B -  new ke<N j ( A x B ) nk

mai s A  a x r =
i ) AxB ÜSA uVv

veB

a l o r s  par  s u i t e  de la monotonie de l a  f a m i l l e  ( ^ )

on a n
\J(AxB) J  (AxB)

e t  ^  _ d ' où l e  r é s u l t a t .

t e ï

La p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  é t end le r é s u l t a t  du théorème 2-9 

â c e r t a i n s  espaces  T non loca l ement  compact .

2.11 Propos i t i  on

S o i t  T un espace v e c t o r i e l  normé s é p a r a b l e  

S o i t  (Tn ) ne^ une s u i t e  de sous - e s paces  v e c t o r i e l s  de T de 

dimension f i n i e ,  t e l l e  que :



iv)  . Les fami 11 es e t  (?|,n ) ne |̂  v é r i f i e n t  l e s  hypot hèses  de l a  p r o 

p r i é t é  1-5.

S o i t  ^ t ) teT une f a m i l l e  de sous t r i b u s  de'-'Ù t e l l e  que : 

v) VA e u ^ n e t  Vt e A =* 5  A c ^ t

vi ) Vn VA ec/f n ]  t  e Â n Tn t e l  que £  Éf.
t  ¿j

v i i )  Vn Vt G T c5*i-n t  £ ^ t

v i *0  £>n suppose que l e s  fami 11 es J^Tet _^{(Tn ) = Trn ( ^ n ) v é r i f i e n t

l e s  hypot hèses  2-8 (pour  A g j/*(Tn ) on pose ^  ^
d  A d ( * V  ( A) '

Alors  la t r i  bu V  des p r é v i s i b l e s  sur  T a s s o c i é e  à

e s t  engendrée  par  l e s  p roces sus  à t r a j e c t o i r e s  co n t i n u e s  adap t és  à

la f a m i l l e  «
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Démonst ra t i  On

A.-  S o i t ^ i T 0 ) la t r i b u  p r é v i s i b l e  sur  Tn a s s o c i é e  à (j£(Tn ) ^ )  

Par s u i t e  des hypothèses  :

- Tn e s t  l oca l ement  compact

- i ( T "  ) v é r i f i e  l es  hypothèses  2-5

- VA e 4 * (T n ) e t  Vt e A A

en e f f e t ,  s i  A ‘Gc/ v(Tn ) ] !A* e J ^ n t e l  que A* = 7 l n*(A) a l o r s  si

e t  par  s u i t e  de l ' h y p o t h è s e  Y ^ a — ^ t  ’

- Tout  A de r f ( T n ) possède un po i n t  i n i t i a l  r e l a t i v e m e n t  à 

So i t  A e ^ ( T n ) , A = un ( A*) A* G j / n , d ' a p r è s  l ' h y p o t h è s e  ( v i )

] t  g Â*n Tn t e l  que°5<t  £ ci A* =^j A é t a n t  c on t i nue  ( d ' a p r è s  i i )  

t  a p p a r t i e n t  à Â c Tn en conséquence t  e s t  un p o i n t  i n i t i a l  pour A

r e l a t i v e m e n t  â $ t >t e T n
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n
D' après  le théorème 2-9 ,  la t r i b u  p r é v i s i b l e  ¿f(T ) 

e s t  engendrée  par  l e s  p roces sus  sur  Tn â t r a j e c t o i r e s  con t i nue s  e t  

adaptés  à l a  f a m i l l e  f<f*t ) tGyn .

8 . -  So i t  Hn l ' a p p l i c a t i o n  : 

u n
T x Q Tn x fi

(t,u>) *----> (Kn(t),a>) = Hn ( t , ÜJ )

.)■' (Tn ) e s t  engendrée  p a r ^ , ( T n ) = {¡*n (A) x F, A e , j^n , F 

S o i t  ^  n la t r i b u  sur  T x a engendrée par  :

& n = {A x F , A e j , n , F e A>

d ' a p r è s  l ' h y p o t h è s e  i i i )

Hn ( AxF) = 7rn (A) x F e t  ( Hn ) _1 ( wn ( A) x F) = A x F 

en conséquence Hn échange l e s . t r i b u s  :‘n e t  :>T(Tn ) - J e  p l us  par  a p p l i 

c a t i o n  de l a  p r o p r i é t é  1-5.

= v Q n .

n

C.-  S o i t  X un proces sus  â t r a j e c t o i r e s  c on t i nue s  sur  T adapt é  à la 

f a m i l l e  f # t ) tGT •

S o i t  Xn = X/ T n

X e s t  un proces sus  à t r a j e c t o i r e s  c on t i nue s  sur  T adapt é  à 

^ t ^ t e T n ’ a ^or s  e s t^ 'C T 11) mesurable  e t  Xn 0 Hn e s t ^ n- m e s u r a b l e .

S o i t  Yn = Xn o Hn ,

V t e  T = Xn n = X
7 t  7T ( t  ) 71 { t  )

X é t a n t  à t r a j e c t o i r e s  con t i nues

1 im y n (t ,oj )  = X( t , u )
n-*oo

e t  y n é t a n t  §  P. mesurable  X e s t  ^  - mesurab l e .
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0 . -  Réciproquement
Ok nk

s o i t  X un processus  «¿-mesurable a l ors  11 e x i s t e  une s u i t e  (X ) k€N
 ̂k ^  le rï L

t e l l e  que X s o i t v  -mesurable e t  X * lim X .

nk ^ nk k nk 
X é tant  ’ÿ  -mesurable,  11 e x i s t e  une s u i t e  )jem de processus

â t r a j e c t ô i r e s  cont inues  sur T k adaptés 1 ^ t ^ t € T nk te11e que

nk nk nk X K « l i mV - K o H K 
j J  

nk hk(yj  o H ) e s t  un processus à t r a j e c t o i r e s  cont inues  sur T adapté

â la f a m i l l e  ) e t  d'après l 'hypothèse  v l ï ) ,  11 e s t

f l k( t )  t€T

adapté â la f a m i l l e  •

En conséquence X e s t  l i m i t e  d'une s u i t e  de processus à t r a j e c t o ir e s  

cont inues  sur T adaptés à la f a m i l l e >t e î  *

Remarque :

Si l 'hypothèse  v i 1) n ' e s t  pas s a t i s f a i t e , $  e s t  engendré p»r l e s  

processus  X â t r a j e c t o i r e s  cont inues  sur T t e l s  qut

3 n  : X * X/Tn o Hn

, e t  Xyyn e s t  ëdapté â $*t^teT n

2.12 Remarque

Dans l e s  exemples,  on suppose en f a i t  que T e s t  un pavé 

de P e t  que ® (J|s, t j | , s , t  e  X} s i  X n e s t  pas ouvert  ne 

c o n t i e n t  pas nécessairement  une base de la topo l og ie  de T (11 s u f f i t  

de prendre T * R, pour l e  v o i r ) ,  pour ê t re  rigoureux 11 faut  s o i t  a jouter
T

des éléments â ¿¡(f* s o i t  cons idérer  la tr ibu p r é v i s i b l e  sur V t e l  que 

T c  v c T e t  la condi t ion  2 -8-4  e s t  s a t i s f a i t e  pour V ( s i  T * R ,
—  o — * T

V * T = R*).
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