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f""j. INTRODUCTION [ 

Dans ce papier, on développe les résultats déjà présentés en [l̂  

et qui concernent les écoulements portants stationnaires, irrotationnels, 

subcritiques, d'un fluide parfait compressible autour d'un profil donné 

dans le plan physique et présentant une pointe. 

Le premier théorème d'existence et d'unicité qui prend en 

compte la condition de Kutta-Joukowski pour le type d'écoulements précé­

dents a été obtenu par BERS [2J où il utilise la théorie des fonctions 

pseudo-analytiques et des transformations quasi-conformes. Ses travaux 

ont été repris par FINN et GILBARG [3] qui ont étudié plus particulière­

ment le comportement asymptotique à l'infini des solutions. 

Ici nous envisageons le lien entre l'existence d'une solution 

et son approche numérique ce qui nous conduit à étudier la situation où 

le profil est placé en atmosphère borné. Cette dernière condition ne 

constitue pas vraiment une simplification par rapport au cas où le profil 

est placé en atmosphère infini ; en particulier, nous ne pouvons pas uti­

liser directement la théorie de L. BERS, puisque celle-ci est basée sur 

des résultats explicites donnés essentiellement dans l'ouvert non borné 

extérieur au profil. D'autre part, nous allons traiter le problème dans le 

cadre des espaces de Sobolev dont l'approche numérique nous semble plus 

aisée que celle des espaces de fonctions pseudo-analytiques. 

Ainsi on borne le domaine extérieur au profil et, sur la fron­

tière artificielle obtenue, on impose comme condition, le comportement à 

l'infini de la fonction de courant de l'écoulement en atmosphère non 

borné [3} . Ceci nous amène à introduire un paramètre 0 qui représente la 

circulation du vecteur vitesse de l'écoulement dans l'ouvert extérieur au 

profil. 
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En modifiant a priori la loi d'état du fluide [4^ , on est 

conduit à étudier la régularité d'un problème elliptique non-linéaire 

dépendant du paramètre 0 , dans un ouvert borné, non simplement connexe 

et présentant un angle supérieur à ïï. 

On ajuste le paramètre 0 , en approchant le problème 

non-linéaire par une suite de problèmes aux limites linéaires, en faisant 

choix d'un algorithme déjà utilisé dans [5} pour traiter des profils régu­

liers. On montre que la fonction de courant est dans un espace de Sobolev 

d'ordre suffisamment élevé, pour que la vitesse soit continue sur le 

profil et nulle au bord de fuite ; c'est la condition classique de 

Kutta-Joukowski. 

Le plan de ce papier est le suivant : le paragraphe 2 est 

consacré à la présentation du problème et des résultats obtenus. Au para­

graphe 3, nous exposons l'algorithme qui permet d'approcher le problème 

par une suite de problèmes linéaires. A l'aide des résultats de GRISVARD ^6] 

nous étudions au paragraphe 4 la régularité des problèmes aux limites 

linéaires et nous donnons un ajustement de la circulation (théorème 1). 

Ensuite aux paragraphes 5 et 6 nous établissons des estimations a priori 

(théorème 2) qui nous permettent de prouver la convergence de l'algorithme 

(théorème 3) Les premiers résultats numériques sont donnés au paragraphe 7. 

Enfin, au paragraphe 9, nous rassemblons sous forme d'appendice les résultats 

dont la démonstration n'est pas essentielle en première lecture. Les symboles 

(AN) 1£ N£ 4 font référence à l'appendice. 
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f~2. PRESENTATION DU PROBLEME ET DES RESULTATS"! 

2 . 1 . DONNEES GEOMETRIQUES 

On désigne par un profil de frontière T régulière ^ sauf 

au voisinage du point T où elle présente une pointe formée de deux segments 

rectilignes portés par les axes TX, TX' ; on note u) l'angle orienté (TX,TX') 

(voir figure 1 ) . 

On place l'origine du repère (Oxy) à l'intérieur de *P et on 

choisit l'axe des x parallèle à la vitesse à l'infini q = (u , 0 ) . On note 

00 00 

fi l'ouvert borné par la frontière T et le cercle T de centre 0 et de 
oo 

rayon R. 

^^^^ 

- Figure 1 -

- 2.2. LES EQUATIONS 

Soit q le module de la vitesse, nous choisissons l'unité de vitesse 

de telle sorte que la vitesse limite soit égale à 1. L'écoulement étant isen-

tropique, on montre à l'aide du théorème de Bernouilli que la masse volumique 
2 

est une fonction de q donnée par 
1 

2 2 Y - l 
(1) P (q ) = P Q ( l - q V 

(î) Au voisinage de tout point de T différent de T, on suppose que T est 
. oo 

de classe C et que £2 reste d'un même côté de F. 
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où y > 1 est l'indice adiabatique du gaz et où P Q > 0 est la masse volu-

mique du fluide au repos. Dans ces conditions, la vitesse critique est 

définie par 

V - l 1 / 2 · 

2 2 
Sur [o,q ] ', la fonction z(X) = Xp (X) est strictement croissante 

^ 2 ( 2 ) 2 2 
elle est donc inversible en X(z) = z h (z) sur (o/t 1 , t = q = p (q ) . 

° J ( 3 ) C C C 

Ainsi, la fonction de courant vp satisfait les conditions 

(2) div [h ( | V ^ | 2 ) Vif>] = 0 dans fl, 

(3) |V i | ; | * t dans SI, 

( 4 ) ifj = O sur Y, = S sur 1^, 

(5) Vip = O au point T , 

où la fonction S est donnée par la comportement à l'infini de la fonction de 
a» 

courant \f) associée à l'écoulement dans le domaine non borné, complémentaire 

de \? dans | R 2 . Pour les mêmes raisons qu'en Q>] , on pose : 

(6) S = t œ y + acr Log(x
2 + y 2) , 

toc = Uoo ' aco - P < ^ > 4 ? ' 

6^ = (1 - " M 2 ' ) 1 / 2 , M - < 1 , 

cx> 00 00 

où M est le nombre de Mach à l'infini. 
00 

Le paramètre a traduit la circulation du vecteur vitesse lorsque 

est une fonction régulière. 

Il résulte de la définition de h que 

(7) B œ = h' (t£) j [2 h» (t*) t* + h' <t*)J . 

La condition (5) traduit la condition de Kutta-Joukowski. 

(2) h est une fonction strictement croissante et convexe sur [o,t 2] et de 
c J 

0 0 r 2 r 
classe C sur L ° , t

c L * 
2 2 2 1/2 

( 3 ) Pour a = ( a ^ a ^ et b = (b 1 #b 2) IR on note |a| = (a 1 + a 2) 

la norme euclidienne et a.b le produit scalaire associé 
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2 . 3 . RESULTATS OBTENUS 

En faisant l'hypothèse suivante sur l'angle a) : 

(8) ] P ^ |R, p > 2 , 1 < | p < 2 , i- + = 1, 

nous allons montrer : 

qu'il existe un couple de réels positifs (R^u^) , tels que pour 

(9) R > et u œ < le problème ( 2 ) . . . . (5) admet une solu­

tion \\) dans W 2 , P ( ^ ) ( t + ) . 

Dans ces conditions, Vip est continue sur Q, grâce à un théorème 

d'injection de Sobolev [7J et la condition (5) en résulte lorsque l'on tient 

compte de la forme de V au voisinage de T, ainsi que de la condition de 

Dirichlet sur V . 

| 3. UN ALGORITHME DE RESOLUTION DU PROBLEME (2) . . . (5) | 

3 . 1 . Comme dans [ 4 ] la contrainte (3) est levée en introduisant au-delà 

2 1 
d'un réel X^ ^ [o/q^] , un C -prolongement g de p, tel que 

g(X) = p(X) 0 * X £ À , 

(10) g(X) 0 X x £ X 4 \ x (1 + e) , 

g' (X) = O X x (1 + e) £ X , 

où £ > 0 est arbitrairement petit (une construction de g sera donnée en A4) . 

(»0 W^'^(fi) désigne l'espace des fonctions dé finie fi sur 0, telles que 

toutes les dérivées d'ordre inférieur ou égal à t soient dans L^ ( Q ) ; 

£ P 
pour v dans W (fi) on définit sa norme par 

i i v i i i p - 1 " T | d \ i * V > 

Z P 
ce qui munit W (fi) d'une structure d'espace de Banach ré f le xi f. 

Z L 2 
On note H (fi) = W (fi) et HMfi) la fermeture pour la norme ci-dessus 

0 00 
de l'espace •v(fi) des fonctions de classe C et à support compact. 



- 6 -

On note 

s i = ^ y ' s

2

 = a°° L o g ( * 2 + B~ y 2 ) · 

3.2. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME 

On part de 

m e [W Mîî) J , div m = O , 

on passe de l'étape n à l'étape (n+1) comme suit \b\ 

n+1 - n, 2 n 
e = g(|m | )m 

i j ; 1 1 ** est solution variationnelle dans H*(Œ) de 

b\) = div e dans u , 

\\) = 0 sur i , 

,n+l n+1 „ n+1 „ „ 
w = S = S + o S 0 sur T 

1 2 oo 

n+1 n / r 7,n+l n+l x ^ ^ 
(12) m = m + v (Vip - e ) , v > O . 

A l'aide de (8), on montre qu'il existe un couple (RwU.) tel 

n+1 
que pour : R > R et u œ < u. < q , on peut choisir O de sorte que 

n+1 2,p * C 

reste borné dans W (il) . Ainsi, on peut extraire une sous-suite con­

vergente et par passage à la limite, on déduit qu'il existe i|;€.W^'^(Œ) 

tel que 

^ 1 3j Vì|> = e = g( |m| ) m , div m = O , 

\lj = O sur r , \b = S sur T , 
T T oo 

en ajustant convenablement u^, on montre ensuite que m(x,y) est borné uni­

formément par et en revenant à la construction de h, on en déduit (9) 

grâce à (13). 

Dans toute la suite, on suppose p choisi comme en (8). 




















































