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INTRODUCTION

L'élément fini non conforme de Wilson est couramment utilisé pour
résoudre des problémes en élasticité Tinéaire. Le Patch Test (?) ést
satisfait lorsque cet &€lément est un rectangle ou un parallélogramme
et 1'erreur conmise sur les contraintes est de 1'ordre de h , ol h
est le plus grand des diamétres des éléments. Le Patch Test n'est pas
satisfait lorsque 1'é1ément est un quadrilatére quelconque. On se
propose ici d'étudier certaines modifications apportées a cet élément
dans (7). On montre que cet él1ément modifié satisfait le Patch Test,
lorsque les quadrilatéres sont quelconques et que 1'erreur sur 1e§
contraintes est de 1'ordre de h . I1 est possible de généraliser
cette technique de modification & des éléments non conformes plus so-
phistiqués construits a partir de polyndmes de degré pius élevés.

Cette communication représente une partie d'un travail en commun

(& paraitre) avec le professeur M. ZLAMAL.



1.

Soit £ un ouvert

on considere 1'espace

H(Q) = {v e L2(Q) ; % e L2(Q) ,

I

muni de 1a norme

définies par

- NOTATIONS BT POSTTION DU PROSLEME

de R* de {ronticre 2 . Pour un entier m 3 0,

de Sobolev
la| < m}

‘m,Q et des semi-normes |.|m’Q et [']m,g

llen,sz - X |[ 9 \r||1J2 () ?
lo|=m
I
el ={ T IvlE )"
r=0
m, || 2 AL g2 172
[V] = —’a_'i\_ ll + ” .(-).3,. /
m,Q Hoa™ il Hogy™ ]
R AN (7} R X ()
oii o ost un multi-indice tel que a = (ay,a2) , o5 20,
a n o2
e e ()

Dans lcs paragraphes suivants, on va

Dirichlet

(1.1
(1.2)

résoudre le probleéme de

-Au = dans Q ,

u=0 sur a8,

pour unc fonction f € L (@) . Ce problime se met sous la forme varia-

tionnelle suivante

trouver u € V = Hj (Q)

tel que



(1.3) a(u,v) = (f,v) pour tout veV,

N Ju 9v . du av
oli a(u,v) = amr wme oo dxdy 0 (ML) = fvdxdy .
X OX 9y QY ‘
Q ’ Q
Si 1a fronticre 92 est asscz régulicre, le probléme (1.3) admet
. ~ s : ~ . ] 0 ﬂ 2
uine solution wigque u e Hp (@) 0 Q) .

On se propose de résoudre mmiriquencnt ce probléme cn utilisant
we néthode d'é1¢ments finis non conforme, clest-i-dire, on va cher-
cher une solution approchée A dans un cspace de dimension finie

1
Vh_(;z." V . Cet espuce Vh sera construit d partir de 1'¢lément fini de

Wilson,

~ i j
On note I’k 1'espace des polyndmes de la. forme p E a. xy’

. N 1
i+jgk J ..
et on note Q. 1'espace des polvndmes de la forme q = a, x*v,
x ' idgk M9
LA N

Le résultat suivant ((1) (7)) joue un r8lc fondamental dans 1'obten-

tion des rmajorations d'errcurs

U . oL ) X
LEMME 3010 = Soit £ une forme linfaire ot continue sur H“H(Q)

b

k>0, telle que

<f,v> = 0 pour tout v e P .
- K

Alors il existe une constante ¢ = c(k,Q) telle que

*

k+1 . N P
pour tout v eI (Q) , od | . Hk+1 q désigne la norme sur 1'espa-

ce dunl do HEH

Q@ .



2. - ELEMENT FINT DE WILSON -~ CONSTRUCTIONS DI L'LSPACE Vh

Soit K le carré de référence [-1,+1] x [-1,+1] . On définit sur

A A A

K 1'¢lfment fini  (K,E,P) suivant :
Toute fonction v e P est détemminée de fagon unique par sa

domnme sur 1'enscmble & des deerdés de liberté, constitud des
— e -2 - ——— -n,

valeurs  v.  aux somnets A du carré et des moyenncs Ve ct v

n
2a 2
. e . oV oV . 5
des dérivées sccondes — ¢t —— sur le carré K.
ag? on’?

L'espace des fonctions de forme P est 1'espace P, des poly-

ndmes de degié € 2 en £ et i,

On peut Cerire

Los

('7 1) C(g’”) = .(_Ji).wl Vl + .Q.—.E;.MLTDJ \'2 + _(_‘_I:,g_)__(_‘_}_jl_)__ v3

4
r 2 2
M AR, NS ST IRV G
4 2 5 2 n
£
n
Ao +1 | Al y‘\
K
=7 B qF
A;
n >
R ! A




I1 existe une transformation FK 13 (Ql)2 wnique telle que FK(K.) = A,

1<1¢4 (et par suite FK(R) = K ), donncée par

(2.2) N = 8 (Tn) o (1-8) (1*n)

PRI

x + 000 o (B ()
4 4 ' 4 4

o0 o, OB (=00, () )

(2.3) y )
’ A 4 4 4

A toute fonction v(x,y) définic sur K on fait correspondre v(g,n)

par

PN < - K . ~
e, = viRE,m), Yy E,m) , soit v=ve I,

~
3]
.
D

QN

Sur I¢ quadritatere Ko, on d¢&finit 1'¢1ément fini (K’Zx’pk) sui-
vant
Toute fonction v ¢ PK est déterminée de facon unique par sa

donnde sur  1'ensemble ZK des degrés de liberté, constitué des

valcurs p, aux sowneis Ai , 1g£1<g 1 et des moyennes des dé-
1
o 1 2y 1 ( v N
rivées secondes  —-—— AV ds et —o— ! 3V g , 00 s
d28. .2 di1d13 2
‘ara: 3 ajasz 9%

2ay
désigne wne abscisse le long Jdu cdté ajar (vesp. aia;) . L'es-

pace des fonctions de forme PK est donné par

A~

(2.5) P, ={p=peok  , pebh}.

N - e . . ¥ . .
Soit € p une triangulation de domaine © (supposé polyé-

drigque) en quadrilatires convexes K de diamtres ¢ h . On supposera
toujours par la suite que les hypothéses suivantes sont satisfaites,

uniformment en h



-6 -

h
Tl existe ¢ >0 telle que X < cC ,'pour tout K e @
K
11 existe vy, 0<y <1 telle que wmax |cos 0 | <y , pour
1<ic4q
» Py = Sup {diamltres des cer-

tout K¢ ‘C;h , ol hK = diamdétre K
K

cles & K)o, ot of les OJ.' désignent les angles aux sommets de K .

Lorsque les hypothdses ci-dessus sont satisfaisantes, on a (?).

LEMME 2.7, - Soient v et v deux fonctions se correspondant par

Tooelation (2.0, Siove (), alors ve W(K) (et réciproque-

mont) ot on

- 1/ 2y s 9
<c s . <mg?2 .
IVIm,K g cswp (G A i o 0sms
V]« <c (infJd )'1/211"‘]v Osmg 2.
m, R " 'K K' ''m,k ?

'

vt ! Ve, v Fame 1 BN b4 1 NS ITa} ro
CbGait \‘.h 1'espuce des fonctions i telles que \hIKG PK ,
Ke ','”] , Ctcontinues aux somets des auadrilatéres. Seit V. le
1 n
sowr.~espace de W des fonctions Vh nulles aux sormcts anpartenant
n
a 1a fronticre 32 . On n'a pas en ofnéral 1'inciusion

th Vo= () .

1. espace Vh se dfcorpose en la soume \’h = Vh + V;l , ol

v' « V. est lc sous espace des fonctions nulles aux somrets des qua-

h !

drilateres et \,} C \"h est le sous~espace des fonctions pour lesquel-
1

Je.. deerts de liberté définis par des moyennes  sur les segments

- K K ) . .
K\l et ayay sont nuls. On a 1'inclusion :

Aoty

V, € '@ Nin@ .



DEFINITION 2.7, - Soit ¥ unc fonction de H*(R) , on d&finit

Tv ¢ P fonction P-interpolée de v par
RALAAAE AR 1

W) =vAA), 1TgigA

9% (s 37 (n
f — (rv)d&dn = f —— (v)}d&dn ,

K 952 R ag?

2 A -~
f” §__ (rv)dédn = f* 2 (v)d&dn .
K on’ K an?

DEFINITION 2,2, - Soit v une fonction de H?*(K) , on définit

sy ¢ P et )Ly ~ oo IS} ’ ~
vV € 1K , fQQFt1@1]1<3§leEQJLC de v par
£y =TV
K .

Soit v une fonction de H*(Q) , on définit rve W, fonction

wh—jnrprpglgp de v par

=TV .

T
hv K K

LEMIE 2.2 (°) . - On a 1'inclusien PK::-P1 . On en d3duit que si

V € P1 , alors TV e P1 .

Soit v, € W, . On introduit la décomposition

. =v + v EVARE S e W
2.7 V=Vt Yy, v © R, v W
ol V% =V, aux sommets des quadrilateres. i

AN O % I P - ~ ~ a a1
LIMME 2.5, - Soit v, € W, telle que Vh'x ¢ P1 » pour un certain

v!

v ’
K hiK h{K




LEME 2.4, - Soit v, € W} , on a les inCealités :
201t y ? o= & 2h Rl

(2.8)

SGIAA

S i
IVhIL‘?(Q) * I\h L2(Q) L2 (Q)

(2.9 < chff v |

,'
Ivil 2 @)

N , - , ]2 1/2
Il (LB Ialia)

Ke .C"h

h?

Démonstration : On a

2axdy = 3 y? g S Ve
f}( (\_Vh) dxdy L‘( JK(\h) dgdn < sup JK f* (\h) dgdn ,

K
ol
90X 3IX
- 9f an
L Y
3€ Bn

est le jacobien de 1a transformation FK .

On a donc :

K

soit

Neh

f (v, )?dxdy ¢ ¢ -
K ! inf JK

On montre de mCme que

(@B

sup-J
[ (v')?dxdy € ¢ —=% f
K K

Inf Jk

on cn déduit 1'indpalité (2.8).

-~ f ~ f
o ? v v - r 2 = C
J’ (ih) dxdy g ¢ sup JK Jﬁ (\h) d&dn = ¢ sup JK J

sup J
K f vﬁ dxdy .
K

vﬁ dxdy ;



D'autre part, on a

-9

J (v!)2dxdy € ¢ sup J { ((v.)")2dedn
, h ‘ K h ’
K ‘ R .
ov, \ 2 v
g csupdJd T + | —
S Py LZ (( 3L ) ( an
23, « s o2
. (v))*dxdy € ¢ sup JK"’h'l,K , donc
R sup JK
f '(v}'])zdxdy < ¢ h? —2 lvhli K
K inf J !
et on en déduit 1'inégalité (2.9).
De la méme manidre, on peut montre le
LEMME 2.5, - Soit v, € \‘.’h , ona:
2.10° v + ! < ¢
( 1() lvhll'Q ” Vh ”h C” Vh ”h b
o] ) 't < 2 1/2
(2.11) v Il < ch ( I Ivhl2,1<> :
Ke' h

Dérionstration : Montrons 1'infgalité (2.11). On a :

On cn déduit, en utilisant lc lemme 2.1, que

vy
K ox

2
) dxdy ¢ chd Ivh

2

et 1'inépalité (2.11) en découle immédiatement.

2,k °

2
> ) dgdn



3. - PROBLEME APPROCHE - PATCH TEST POUR DES MATLLES RECTANCULAIRES

On considere le problicme approché suivant

: Trouver uh €V

h

que
~ ’ = RN ; ~ r 7
(3.1 ah(u),\h) (f,\h) pour tout \,he \h ,
ol
315 a\}] au av)
1 1l
(3.2) a (u,v) = ) f < Ty = 2 ] dxdy
h™ h” 1} Yt K dxX  gx ay 9)

h

On a e résultat suivant (%)

LENE 3010 - Lrapplication vo» Ty Il =
e — n a n

. Le probloan 3.1 2 donc une solution unique

s 3] ~ ey » v
norer sur liespace V)

-V
uhC h

On a le résultat

la solution du problize 3.2. On a

(3.3 v =l ceinf lu-v |, v, € V.1 + sup

li(ll,“'h) = J (All)\v’hdxdy + zlh(u,wh) = Z)
K Ket,

N

u
M\ ds ,

oh

cfnCral de majoration d'erreur %)

- Soit -u la solution du probléme (1.3) et soit u
— — - — —— 'h

(Ili(u,wh?l ‘
Ul 11

h

K

désipnant 1a dérivée normile extéricure 1e lone de oK .

tel

(0 (v ,v. N2 est une
n n n

W
h

€ V
h



Le critére pratique de convergence appel Patch Test (*y, (N

s'écrit de la [acon suivante

(3.4) E(u,wh) =0,
tout w,_¢ V ct tout u tel que du et du soient constants
pour 3 n 1 8% By St .

Le résultat suivant montre que ce critére est satisfait dans cer-

1ains cas.

LEMEE 3.5. - On suppose gue @ est un yectangle & c6tés paralic-

les anx axes, "triangd ¢ en rectanoles. Alors Je critére (5.4) est

sotisfart,

Démosntration : Cn introduit la décomposition suivante

3.5 Wos W+
G5 h "h "h
ot ﬁ% € V% ct ﬁh = W, aux sommcts des rectangles.

On a alors

. . — - . 3 '
(3.0) E(u,wh) = L{u, wo- wh) = h(u,wh) = E) f SﬁL whds .
Ke%h K X

P

Consid¢érons la contribution d'un élément particulier X 3 la som-

me ci-dessus



n
% A
A, _ R A2 Ay
~~~~~~~~ —»
£ Az A,
3
A J A,
Ay Ao Ay Ay
[ R - [ By [ By - [ B
oK “k A oY ny °0 0 n, @ A
On a

; +

M1 au o (Az o _ Ay ! P
5‘){ \*.hu) - Td;: \Vhdy = - W

Ay J -1

. . U -, ,
Y - — W -1 .
2 X h)(hﬂ) <8X h)( ;H) dT]
Ay .
AN
Si g—! est une constante, alors ou
A

—-)E est unc constante, et on a

+1 -
| o0 - etman -0

b

2
: ;1 = ! (= - n_- 1
puisque uh(1,n) \»h( 1,n) VW, -

THEORIM: 3.1 (M), - Soit u e I1*(2) la solution du problere (1.3).

On supposc que les lypothéses du Jemrme 3.3 sont satisfaites. On a
. - <
.7 lu =y Il < ol

u|2'Q .

LEMME 3.4. - On suppose que 1'ouvert polyédrique @ est "triangu-

18" en quadrilatéres quelconques. Alors le critcre (3.4) n'est pas en

géntral satisfait.




, on considére 1'expression

f 33? “’l;ds .
ax Mk

La contribution des ¢dtés AA; ct AjA, a cette expression

DEmon s t st fon @ Pour w ¢lément K

s'éerit
My fgu Yy gy TNy . A2 au Ya~Y3 au Xz'x3 1
B el RN SO - w ds
axX TAYAY T By ATAL ) Th 39X ALA; 3y AAL
Dy ' Aj

ol encore

[ <,)\ (,\'1 - )"4) = Y (x1 =~ Xu) \\';1 (_1,1’])(]71 -

+1 \I‘ ‘Blt} N .
- f <‘i>,'x‘ (ye = y2) - 55 (X2 - Xa)) "-"}'l (-1,m)dn .

Cette dernicre expression est en général différente de zéro lors-
u

v sont des constantes,

arigr

que 3—)\ - ot

REMARQUED 3.1, - Pour micux comprendre pourquei le critére (3.4)
n'est pas satisfait (et pour remédier & cet inconvénient), on consi-
dere 1'¢gulité suivante, intervenant lors de la majoration géndrale

de 1'errcur @ on a

a (u ~ v 1 -V =
h( h h? h h)

f - -a (v.,u - =
f, u -v) -8 v,y - v)

= afu - 4+ (= ' - v - a4 -V - a ’ I
(u, U vh) (-Au, ul Vh) ah(v > U vh) h(\h, u v')

(3.8) ah(uh S Vi, Y TV } =

=afu-v,u ~-v)-a{@,u -v)-a u' - v+
( h> h ) h(h’ h ]) (V’ \h)



Les deux demiers termes du membre de droite de (3.8) peuvent se
TCUTOIPeY en u)(u =V T% ~ Tﬁ) , torme qui se majore aistment en
1 1 1 1

crplagant voobaro T, fonction V. -interpolée de u , et on a
h 1 1 n

grd . I P -1y | TN ~ -
(3.9 ah(u Y, \h) < ¢h H‘Z,Ql“h \hll,n‘s thu[2'9[|uh vh||h

Les deux demiers termas da mewbre de droite de 1'Cgalité (3.8)
. o - . Ju u
satisfont le Patch-Test, avec v, = r u . En effet, si —a-— ¢t U
h h oxX 3y
sont des constentes, on a  (-hu, U;‘l - \«'}') = 0 ; d'autre part, si
1
su . Ju

oot oY sont des constantes sur chacue ¢lément K
o X )

, la restric-
tion de la fonction u(x,y) 4 cet &1éuent K est de 1la forme
a4 bx + cy . Donc, sur le carié de r&férence, on a u(g,n) € Q, ,

-~

donc ru = u< 0y . On en d&duit que (1‘} u)' =0, ot par suite
1

(3.1 ah((rhu)', ur'] - (l‘hu)')

!
=

ConsidCrons enfin le terme a (\_.',n,\g;) . On a
i

(3.11) a ('\fh ,wh) =

\ 37 1 '\‘v v
= 3 ( M (_d._‘a L ) )
T ke te o ex N\ 3% on n ok
h -
+ i_p_ o h BXK a“h F)XK) ard
dy 587 BN an 9L -An

K K X K

_ 2y BZY 3 82)’
= ] oA -+ P S - WV . s AU
C“é,’ ( an (0,0) & ofon > n n < 3¢ (0,0) *+n &N

Une condition suffisante pour quo  a (1—‘1—1_1, w}') = 0 , pour tout
1 1



w & V. ct pour tout u tel que au ot @ soicent des constantes
h h X ay K
est que l'on remplace, dans 1'expression (3.12) 9 (&,n) et

K o K K
4 . Y . -~
%\-ﬁ— (£,m) par —(3\2 (0,0) et %VF]— (0,0) respectivement. T1 faut donc

pour cela modificr la forme bilincaire ah(.,.) , do telle sorte que

la gcomitric caractérisant les ¢1Cments K € 'L»h soit traitée de fa-

con cxacte lorsqu'on considére les deers de liberté associés aux som-

mets des ¢ldéments, et de facon approchée lorsqu'on considdre les

degiCs de liberté définis par des moyennes sur chaque ¢1ément. .




AEOAL
Wil A

4. - TROBLL:

A toute {fonction

(4.1

Soit v, ¢ W
Sart v h?

1

AL

(4.%) <.(f’.-

oX D

On considere les

it

(4.4)

(4.5)

it

(4.6) s )

La {orme bilindo

(3.1) est remplacce

H

(4.7) (V w"

ct on considére le¢ problcéme approché suivant

que

(4.8) bh(“

PROCHE

U | 3
ye P on associe — P et -—7n tels >
pebs x| v | tels que
o~/ }( ~ K A
p) ay ap v an
- p = e (0,0) &Y - S (0,0) 240
3 ax 5 At ™
5] g . o} oX H
—-p =~ S0 {0,0) 2o+ S5 (0,0) S,
AR ] an (0,0) of of (0,0) an
N 3
Jofinit - v ot =% v ar
on ax 'h av n )
/‘;\,)I ”(\),' fé;
= - \Ys e 7 oL 4 .
)L_ X (hIK‘ ’ (ay h) 'k ay (\h'K)
fonmees bilinéaires suivantes, sur W ox W
h h
8\' v BV ~
; f ( he W' h9 W' )("fd"
" X X 7 oy ranty ]
l’.(;‘t‘ X ) 3 h ay sY h
\
h(‘h’ n
) f <'éd v! 5 W'+ %} V! 3 "')dxdx
| = -—- - 3 e W ,’
KOE Ik X 'h 9X 'h 3y ‘h 9y h
N
ire a (Vh’wh) permettant de définir le probléne
par .
a (v.,w) +a (v w)+ ’é’t(v' W) +a (v
h' h’ h h  h’ h h  h’h n*Vh*"h/
Trouver <V tel

h’v

(£,%,)

, pour tout

16 -

~d

u
h

v ¢ V
h h

ET PATCH TEST POUR DES QUADRTIATLERES QUEL CO\OUI S



REMARQUES 4, 1. - Lorsque les quadrilatcres sont des rectangles, on a

bh('.,.’) = .'lh(.,.) .

REMARQUE 4.2, - Dans 1'inCgalité (4.8), on 1'utilise 1'expression
(f,Vh) d la place de (f,vh) , cc qui consistc a ne considérer que

des forces agissant aux noeuds.

RIMARQUE 4.5, - A 1a place de la forme bilincaire bh , on peut

aussi doCinir (voir Remaraue 3.1) la forme bilinéaire bﬁ :

¢ - - e ~ g ot t t
4.9 hh(vh,wh) ah(vh,uh) + ah(v],hh) + ah(vh,wh)

La forme hilinéiare bh est symétrique ot méne @ la résolution
d'un systome DinCaire dont la motrice est symCtrique. Lorsqu'on uti-
lJise Ja foyps bilincaire bﬁ , on perd cette propriété de symétrie,
nais par contre, on peut obtenir, dans le cés d'¢léments finis plus
sophistiquds que la brigque de Wilson, de meilleurs résultats de con-
vergence, un 'super Patch-Test" ¢tant alors satisfait.

>

LEME: 4.1. - L'application v, (bh(vh,vh))’/2 ¢st une norme sur

1'espace V., , tmniformément équivalente a la norme I .I]h . Le pro-

—_—— )

bleme (4.8) o donc une solution unique u € Vh .

Snonstration @ Onoa @


http://jilace.de
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-a (s ; LR oty =
() (Vv o (v v
] '}VK a{:‘ \:< 3\7' ‘8/{'\ 2
— f 9 (0,0) 2 - 8 (0,0) =4 --h dedny =
Ko i JK d 3% 5 an Koox i
K LK V)2
. X )-1‘+ﬂllm°)3h+a iﬁ ded z
& Jy an ’ 13 RIS on K 9y &dn
= 7 v ,v) .
L s h™ h
I\C &
h
On a
Pt
RN NS 5%5 BQ: )2
; ’ — | e (0,0) = - .. (0,0) 2 4 A r
DT ey 0 g T e (00 ) I ) e
) - N P
J , (O ,O) f 1 \/'K 8\71 n ,K a-\vl 8\)\ 2
Sl O Y NNl AN S )
mt ‘JK P JRTO,O) an T 3 AT Y% X LN

posons yx(gn) = (JK(O,O))I/Q(G + BL *+ yn * 8&n) .

TLtintégrale du rosbre de droite s'éerit
~ -~
B3v av r
(4. I?) Y wF (G:O) - 3 (.O,O) + :-; 3 =
o ag, an

5°% e 2
+ LS AR BT S - : A7 dn
n Y agan ] an (_0,0) 8\ n U‘%d‘i 3

PN N ) .. i
ot V= \hly et od les coefficients £, y et § satisfont les indoali-
tes

ES B,'Y,CS $ a N

LtintCgrale Cerite en (4.12) est Ggale a

- -~ ‘ 2
AV ooy g &Y LA 527
4 (Y oL \O’O) B a‘h (O’O) ) 1 ’3‘ (‘S ‘é@; (0,0) - B ’é'g—aﬁ + 'YVg
A 2% IV
b <Y BEon S m (0,0) B\ ) .



Si on pose xx(ﬁ,n) = (Jr(o,o))‘/?(n + Db§ + ¢cn +dEn) , on a alors

K
? b N
by (v v

2

J., (0,0) A ~ ’ ~ ~ ,
K S\ v ' A
3'}ﬁf—3;~ 3 4 (Y 35 (0,0} - B 5% (o,o)> + 4 <c g% (0,0) - b 3 (O,OJ) +
4 v 3%V 2 4 v 32V 2
+ - O -7 YV oa - - e + CV
3 <* 5t (000) ~Bgymn v ) g \dgg (0,0) - b ogeptev |+

4 32y oV t 4 3%y 3\7 2
4 oy o im— = Pl ~ r - D A e - 7
<Y 5€ § 5 (0,0) B\n + (C 5Ean d e (0,0) an)

N r—
.

IT existe une constante ¢>0 telle que

3v o0 2 (.2 av ’
<'Y 55 (0,0) - B —5}-‘]— (070)> + <b *\;;_ (O)O) - b {)"ﬁ (O’O) >/

~f{ov . ? oV ?
2 C ((a&, (0,0)> + (‘3‘.(‘]' (0,0)) )

IEn effet, les valeurs propres de la matrice

Y+ c® - yB - be

- yB - bc B2 + b2

ont un produit ¢gal 3 1 ((¥? +c®)(y? +b?) - (yg+bc) = (yb-8c)2=1)
et une somne comprise entre 4¢ et ac.

On procéde de la méme maniére pour les autres termes. On en déduit

X Y y e 3{\7 ’ ’ 3\2 ' g 32\7 2 2 2
bh('h’\h) > C ((()’é (0,0)) + ('B"n (0,0 )) + <_az.d.ﬁ> + Vé + Vn ,
donc ,

K RN
\d r > T -
bh(\h,\h) > C [xll’K .

De la dernitre ingalité, on déduit immédiatement le lemme 4.1.
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LEMIE 4.2, - Soit w e Vo la solution du problcme (4.8). On a la

majoration d'errcur

@13 flu=u |,
o : G(rhu,wh)
RS ([u - rhull,sz + Jlu - T, U ”h *sup ¢ ————— ;W € \Y ,
I |l
h “h
ot

i~ —— ~b —
.1 NEY J = ¢ . gt + 7 - t
4.14 (:(1}1\1,\ h) lh(lh”’“h) h((lhu) WW

+ 3 ,w'y .
h Ih((rhu) ’wh)

Démonstration @ On a d'aprés le lamme 4.1

} = (o, uo- vh) - bh(vh, u - v)

. TR -
clfu, = v I} s bt - h~ 'h

u - v
> "h

h h

<afu, u - v)-a(v,u -v)Y-a9v.u -v") -~
calu -v) -a b, u -v) =T 6, - v

~t —_— -— ~
~a (W',u -v)-a ! A
h( h? "h _h) h(vh’ uh Vh

Ona a (v ,w
c (h(h’

v)=a( ,w),car V C I
\h) a(\h, wh) , car \hC HO(Q) , donc

— 2 8 - i i - v -— g
cllu - v, ”h‘< au-v,u -Vv)-3

D'aprés 1lc lemme 2.4, on a

alu -V, u -v)<fu- Vhll,Qluh B vhll,sz < cju- Vhll,Q” U~ Yy

En remplagant v, par ru dans les deux derniéres infgalités,

on a

c|| u - Tu ”12] < clu - —};HILQ” u - Tu “h *+ Glru,w )

on cn déduit



G(rhu,w )

||11h - ”h g cju - Thull,Q + ¢ sup pw eV (.

N

In utilisant 1'inCgalité triangulaire

b= u Il < o= mull + ey, = ou

on obticnt 1'indgalité (4.13).

LEMEE 4.3 (Patch Test). - Soit une fonction u  telle que u ot

o T d

u . aq , . -
5? soient des constantes sur chague ¢lément K e Y?] . On a alors
RN LA ! = 1

(4.15) G(]ﬁ“’wh) =0 , pour tout whE' Vh

. . . - . u
Daponstyation @ D'aprés la remarque 3.1, si %g et %; sont des

constamtes sur chaque ¢lément K, on a (rhu)' =0 , donc

~t J— -4
: )W) = u)w') o= out . D'autre part
dh((xhu, ,nh) ah((lhu) ’“h) 0 , pour tout W € \Gj u I

on pcut &crire

- o
(4.16) ah(lhu,uh)

> - ~,
or. u ( K ow' K W
- h oy h _ 3y h dn +
= 7| = (8 (0,00 -t - 2 (0,0) *-—) dgdn
Ke€y, JK oX on ot 13 %ﬂ
- . '.“' 3W'
3 (1, ax" My K h g
oohTl o8 D 9Xx — £d
. du . du . R 618 K, ona
S1 X et Y sont constants sur chaque €lément ’

c P ' A = 1 . On en déduit
ul, € P, , et d'apres le lemme 2.1, u]K rue P

imnédiatement que

a (ru,w') =0 our tout w € V. .
h(lhl ? h) » P ‘h h



LI 4.4, - Seit ve 1P(Q) . Ona

(4.17) v - 1“\[1 g S &h|\|2 g

(1.18) fv-myv Hh < Ch]YIZ,Q .

Démonstration @ On a

v -V g L Iv-TVI
| &
h
2
v =l = X, v - rhvll K
KG‘L,h

Le lomme 4.5 ost alors we conséquence de résultats classiques

d'interpolation (%) .

LEMME 4.5, - Soit v e 1P(Q) , onz

(4.19) a, (r,vw) < chivl, offwil,

-~ [] N -
(4.20) d ((T \') ,—;) 3 Chl\'|2’gl“rh|1‘g ’
(4.21) ﬁh((l‘hv)',w}']) < chv 219“ W |]h

Démonstration : Consid€rons 1'expression

A /K ! 2y& a{,}'
H(g,w)) = .= f g (-31-- (0,0) =4 ~ %= (0,0) =1 ) dgdn .
K

L'application g » H(g,w ) est linCaire ct continue de  H! (K)

dans R, dec nome < C|w‘| Zo D'autre part,

FRAS

H(g,w!) = 0 pour tout geb .



D'aprés le demme 1.1, on a
4.22 o] < e, LW .
(/1° ) Ill(:)"h)l ~ CIS)’II,KIwhll,R
I'n utilisant le lcmme 2.1, il vient

|”(8,Wﬁ)|~sclg'1,xlwg 1,k °

Si on remplace g par é% (rhu) , On a

|8 - .
lg[l,n T lox (xhh) 1,K < ‘1hul2,x < Q!UIZ,K"
donc
T~
(4.23) H(Z%- ?}:ﬁ, w}:) < C|Ulz,}<lwr'1|1,1< ,

on obtient une infgalité scmblable pour les termes en g% ?;ﬁ

En sommant les indgalités telles que (4.23) pour tous les &léments

KeT

, on obtient la rclation (4.19).

h
- 3= ~
Si dans 1'inégalitd¢ (4.22) on remplace g par §§~Wh et wg par

P :
(rhv)' , on obticnt 1'inégalité

N K —~ K
|1 ( 25 [ay D oy Ay 3 Ty
(4.24)I hK . % h i (0,0 5% (Thv) HE (o,o)-sﬁ (rhv) d&dn

< Clﬁﬂll,Kl(rhV)'ll,K :

On a unc inégalité analogue pour les temmcs en 2 7 . En sommant

3y h
les inégalités telles que (4.24) pour tous les &lCments K € %Qh , et
en utilisant lc¢ lemme 2.5, on obtient 1'inégalité (4.20). L'inégalité

(4.21) se montre de la m@me manicre.

En combinant les lemmes 2.5, 4.3, 4.4 et 4.5 on obtient le

N



THEOREME 4.1, - Soit u e H'(2) la solution du probléme (1.3).

Soit u, € Vh da solution du problime (4.8). On a la majoration :

u -1 <
I y < ehful, o
RITARQUE 4.4, - Les résultats précédents s'étendent au probléme de

IR a2 L RN . . -~ .
1'¢lasticité linfaire en utilisunt les mémes techniques que dans ().

REMARQUE 4.5, - Lorsque les ¢léments sont des rcctangles, on peut
montrer les résultats de super-convergence suivants () : on pose
|v|h = < Y aire K| (grad v)(GK)|2> /2 pour v e H*(Q)
Ke'
“n
ol GK est défini sur la figure 1.

Si la solution u du probltime (1.3) appartient & H*(Q) , on a alors

2
lu - Uhlh € ch !u|3,Q ,

1 u' Hh < Chz[u|3’Q .

REMAROUE 4.6, ~ La méthode définie en (4.7), (4.8) peut-€tre utili-

A P
n sée pour d'autres &léments non
+1 - . ~
w conformes, utilisant des polynd-
~ mes de degré plus élévés, par
K N
T
T exemple 1'¢1ément fini de 1a
- e >
- 1 famille "serendipity".
i P=Q, - {g2n?} +{£' + {n®} =D, .
-1
Les degrés de liberté sont les




valeurs aux somncts et aux milicux des c6tés (les fonctions de formes

associfes i ces degrés de libertés Ctant des polyndmes de Q, ) , et
- L 3% & 33

Jes movennes sur Ko des dérivées —--P et
’ an? i
de fommes correspondantes Ctant respectivement E3 - et n¥-n).

>

p (les fonctions

Le Patch Test est satisfait pour le probléme (3.2) lorsqu'on utilise
cet &lément, ct on a wie convergence en O(h) . Si on utilise la mé-
thode du paragraphe 4 (forme bilinéaire bh) un super 5atch—Test est
satisfait et on chticnt une convergence cn 0(h?*) . On peut générali-
ser 1a construction de tels €léments en utilisant des résultats conte-

nus dans (%Y.
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