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I N T R O D U C T I O N 

L ' é l é m e n t f i n i n o n c o n f o r m e d e Wi1 s o n e s t c o u r a m m e n t u t i l i s é p o u r 

r é s o u d r e d e s p r o b l è m e s e n é l a s t i c i t é l i n é a i r e . L e P a t c h T e s t ( 3 ) e s t 

s a t i s f a i t l o r s q u e c e t é l é m e n t e s t u n r e c t a n g l e o u u n p a r a l l é l o g r a m m e 

e t l ' e r r e u r c o m m i s e s u r l e s c o n t r a i n t e s e s t d e l ' o r d r e d e h , o ù h 

e s t l e p l u s g r a n d d e s d i a m è t r e s d e s é l é m e n t s . L e P a t c h T e s t n ' e s t p a s 

s a t i s f a i t l o r s q u e l ' é l é m e n t e s t u n q u a d r i l a t è r e q u e l c o n q u e . O n s e 

p r o p o s e i c i d ' é t u d i e r c e r t a i n e s m o d i f i c a t i o n s a p p o r t é e s à c e t é l é m e n t 

d a n s ( 7 ) . O n m o n t r e q u e c e t é l é m e n t m o d i f i é s a t i s f a i t l e P a t c h T e s t , 

l o r s q u e l e s q u a d r i l a t è r e s s o n t q u e l c o n q u e s e t q u e l ' e r r e u r s u r l e s 

c o n t r a i n t e s e s t d e l ' o r d r e d e h . I l e s t p o s s i b l e d e g é n é r a l i s e r 

c e t t e t e c h n i q u e d e m o d i f i c a t i o n à d e s é l é m e n t s n o n c o n f o r m e s p l u s s o ­

p h i s t i q u é s c o n s t r u i t s à p a r t i r d e p o l y n ô m e s d e d e g r é p l u s é l e v é s . 

C e t t e c o m m u n i c a t i o n r e p r é s e n t e u n e p a r t i e d ' u n t r a v a i l e n c o m m u n 

( à p a r a î t r e ) a v e c l e p r o f e s s e u r M . Z L A M A L . 



- 2 -

1. - NOTATIONS HT POSITION DU PROBLFM; 

Soit Q un ouvert do I I 2 do frontière 3JÎ . Pour un entier m ̂  0, 

on considère l'espace de Sobolev 

Hra(n) = {Y € L2(Q) ; 3wv * L2(fl) , |a| $ m) 

muni de la norme II . Il ^ et dos semi-normes |.| et f .1 

définies par 

M - -(,.fj|,%i*»),/,> 

où a est un multi-iridice tel que a = foti,a2) , OL± 0 , 

/ rv \ a i / „ \ C t 2 

|a| - a , + a 2 et 3 a = ^LJ . 

Dans les paragraphes suivants, on va résoudre le problème de 

Dirichlet 

(1.1) -Au = f dans fi , 

(1.2) u = 0 sur dQ , 

pour une fonction f c- L (Q) . Ce problème se met sous la forme varia-

tionnellc suivante : trouver u c V = Hj(fl) tel que : 
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(1.7)) a(u,v") = (f,v) pour tout V € V , 

ou a(u,v) = Tv Vv J x ( 1> r > ( f> v) = fvdxdy . 

Si la frontière 3Œ est assez régulière, le problème (1.3) admet 

une solution unique u t Hq (fi) H H2(fi) . 

On se propose de résoudre nim^riquement ce problème en utilisant 

une méthode d'éléments finis non conforme, c'est-à-dire, on va cher­

cher une solution approchée u dans un espace de dimension finie 

V, <z: V . Cet espace V, sera construit à partir de l'élément fini de 
h 1 h 1 — 

Wilson. 

On note P l'espace des polynômes de la. forme p = \ a. .x 1)^ 

et on note 0, l'espace des polynômes de la forme q = Y a. .x 1^. 

Le résultat suivant (f1) (?)) joue un rôle fondamental dans l'obten­

tion des majorations d'erreurs : 

LEMMH 1.1. - Soit f une forme linéaire et continue sur H k + 1 (Çi) , 

k >, 0 , telle que 

<f ,v> = 0 pour tout v c- P, . 

Mors il existe une constante c = c(k,fi) telle que 

l<f,v>l «c||f ||; + 1 < 0|v| k + u a , 

pour tout v € Il (fi) , où || . || fi désigne Ta norme sur l'espa­

ce JmJ de H k + 1 (fi) . 
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2. - ELISENT FINI DE WI1.S0N - CONSTRUCTIONS DE L'ESPACE V 
h 

Soit K le carre de référence + x + • On définit sur 

ys. ^ >s. 

K l'élément fini (K,£,P) suivant : 

Toute fonction y e P est déterminée de façon unique par sa 

donnée sur 1'ensemble F, des detyros do liberté, constitue des 
valeurs v. aux sommets A. du carre et des moyennes v et v 

1 o 1 ? n 

des dérivées secondes et sur le carre K . 

L 1 espace des fpn£tjons de fonne P est l'espace P 2 des poly­

nômes de dej-re <: 2 en Ç et r> • 

On peut écrire : 

4 4 

+ v + v r + v 

4 2 * 2 n 

n 

aj f / | 
, __T / |ai. 

A î " a 3 A, 

A ~~1 A 
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Soit K le quadrilatère convexe de .sommets ^(x^y.) , 1 £ i ̂  4 . 

Il existe une transformation P R t (Q^)
7 unique telle que FK(Aj) = A , , , 

1 ^ i << 4 (et par suite I ;

k(K) = K ) , donnée par 

(2.2) x K = l L + O I H n l X l + itmilzl X 2 + I k S L O i D l X j + JlLQJGbnl x„ 
4 4 4 4 

(2.3) y

K = litËLOînl y i + i
1^KL+nl / 2 , Il<11-Jil y, + y, . 

4 4 4 4 

A toute fonction v(x,y) définie sur K on fait correspondre v(Ç,n) 

par 

(2-4) Ç(ç,n) = v(x
K(ç,n)> yK(C,n)) , soit v = v o F . 

Sur le quadrilatère K , on définit l'clément fini (K,E ,P ) sui-

vant : 

Toute fonction p c; P est déterminée de façon unique, par sa 

'donnée sur l'ensemble des degrés de liberté, constitué des 
K 

valeurs p aux sonnets A , 1 ̂  i v<: 4 et des moyennes des de-
i i 

rivées secondes — — f — — ds et — - — f — — ds , où s 

' a ? û 4 3- ; a i a 3 3b 

désigne une abscisse le long du côte aja?. (resp. aia3) . L'es­

pace des fonctions de forme P__ est donne par 

(2.5) P R = (p = p o F^1 , p * P) . 

Soit h une triangulation de domaine Q (suppose polyé­

drique) en quadrilatères convexes K de diamètres h . On supposera 

toujours par la suite que les hypothèses suivantes sont satisfaites, 

uniformemont en h : 
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\ 
II existe c > 0 telle que --••Ce , pour tout K £ T.' . 

P„ K 
K 

Il existe y y 0 < y < 1 tel Je que max |cos G | < y , pour 

tout K c. T , où h r: diamètre K , p = sup {diamètres des cer-

close K) , et où les 0. désignent les angles aux sommets de K . 

Lorsque les hypothèses ci-dessus sont satisfaisantes, on a ( 2). 

UiNMIi 2.1. - Soi.ont v et v deux forte t. ions se correspondant par 

la rolntâon (2.4). Si v e H 2(K) , alors v e H 2(K) (et reciproqiicv-

ment ) et on a_ 

. Soit K, l'espace des fonctions v telles que v I £ P , 
h 1 h 1 h'K K ' 

j( c V , et continues aux sonnets des Quadrilatères. Soit V le 
h * • h 

soir.-espace de ÎV̂  des fonctions v nulles aux sommets appartenant 

à 1,} frontière "69 . On n Ta pas en gênerai l'inclusion 

v h c v --- hS m . 

I,1 espace V h se décompose en la somme = V + , où 

Y» < est le sous espace des fonctions nulles aux sommets des qua-

•̂i pitères et V c Y est le sous-espace des fonctions pour lesquel-

] c., de près de liberté définis par des moyennes sur les segments 

r r 
a'i.i'.,

 c t
 a i ; i 3 sont nuls. On a l'inclusion : 
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DEFINITION 2 . 1 . - Soit v une fonction de H 2(K) , on définit 

rv (: P foi'il̂ 'iPil i'-intcvipoTcc de v par 

rv(Â\) •= v(Â\) , 1 <ç i « 4 

f JL (ÎÇ)dçdn = f -2i(v)dçdn , 
J K a ç 2 J K a ç 2 

( — (rv)dÇdn - ( — (v)dÇdii . 

DEFINITION 2.2. - Soit v une fonction de H 2 0 0 , on définit 

r y c" l'v > fonction P -interpolée do v par 

PC K — K 

Soit v une fonction de II2(Q) , on définit r v e K, fonction 
j > h h — 

-Î£îtcrjio 1 co de v par 

v|K

 = v • 

LBME 2.2 (') . - On a l'inclusion P P . On en déduit que si 

v c P. , alors r v £ P. . 

Soit v h C W . On introduit la décomposition 

(2/7) v = v. + v: , v c W. , v' c W' 
h h h ' h h 7 h h 

où v, = v, aux sommets des quadrilatères. 
h h 1 * 

LBME 2.5. - Soit v, e W, telle que y I c p , pour un certain K. 
h h * h | K 1 7 1—; 

Alors : 

v I = v | , v 1 = 0 . 
h|K h|K ' h K 
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LIME 2.4. - .Soit v'h e W , on a Je s inégalités : 

- I | v » l l " " ( « l h

| ï » l ^ ) , / ' -

Démonstration : On a 

| (vjMxUy = | ^ J KCv h)
2dÇd n .< sup J r ( (v^MÇiln , 

K K K 

OÙ 

est le jacobien de la transformation F . 
K 

On a donc : 

f ( ' v,2 

(v )7dxdy ̂  c sup J | (v )2dÇdn = c sup J I -S- dxdv , 
J K H K J K H K J K J ' 

K 
soit 

r sup J r 

(v )2dxdy <: c £ v

2 dxdy . 
J K h inf J J K

 h 

K 

On montre de même que 

r sup J r 

(v')2dxdy v< Z v 2 dxdy ; 
J K h Inf J J K

 h 

K 

on en déduit l'inégalité (2.8). 
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D'outre part, on a : 

f (v')2dxdy « c sup J f ((v V) 2dÇd n 

I (v^)2dxdy £ c sup JjvJJ^- , donc 

t A sup J 
(v;)2dxdyN< c h

2 |v | 2 , 

U h K inf J h 1 , K _ . 

K 

et on en déduit l'inégalité (2.9). 

De la même manière, on peut montre le 

LBM: 2.5. ~ Soit v, s VI , on a : h h — — 

(2.10) | v h l 1 > B . Ilv^llh.<c||vh||h , 

Démonstration : Montrons l'inégalité (2.11). On a : 

On en déduit, en utilisant le lcmme 2.1, que 

et l'inégalité (2.11) en découle immédiatement. 
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3 . - PRORLEMIi APPROCHE - PATCH TEST POUR DES MAILLES PJ-CTANaJLMlUiS 

On considère le problème approche suivant : Trouver u € V tel 
1 h h 

que 

(3.1) W V = C f ' V h } P ° U r t 0 U t V Vh ' 

ou 

h 

On a le résultat suivant (**) : 

LbMMH 3.1, - L'anplication v + !j v |l = (a (v ,v ) ) l / ? est une 
n a h n n h 

norire sur J^^]2Ll(^ ^ h • L£ PJ^!i]i:jKl ^ i! ^onc 1 1 1 1 0 solution unique 

h h. 

On a le résultat général de majoration d'erreur r 6 ) . 

LHMMJi 7).2. - Soit u j_a solution du problème (1.3) et soit u 

la solution du proble:pe 3.2. On £ 

(3.3) || u - u h || i n f { j | u _ y 9 v } + s u p j h _ ; € v 

• h l II w h ||h

 h h ) 

où l:.(t',wh) = (Au)u'hdxdy + a h(u,w h) = ] w^ls , 
K K. k "6 à K K 

y " dés i gnan t la dérivée norailc extérieure le long de 3K 
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Le critère pratique de convergence appelé Patch Test (( 3), (6)) 

sfécrit de la façon suivante : 

(3.4) E(u,wh) = 0 , 

pour tout u ?

h t et tout u tel que et ~ soient constants. 

Le résultat suivant montre que ce critère est satisfait dans cer­

tains cas. 

LLMMB 3.5. - On siJjy^ose cjuc fi est. uni rectangle _a côtés parallè­

le £L I X a x c s > nTr'linj'ilii'M rcHltaiio] es. Alors le critère (5.4) est 

sotisfait. 

Pémosntration : On introduit la décomposition suivante : 

(3.5) \=\ + K > 

où v/̂  € V, et w L = aux sommets des rectangles, 
h h h h 

On a alors : 

(3.6) E(u,wh) = E(u, w h - w h) = ECu.w^) = £ f -|̂ - w/ds . 
K £ H» K K 

fl 

Considérons la contribution d'un élément particulier K à la som­

me ci-dessus 
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^ y a 

Â* - | , Âi . A l 

- > A a A ( ) 

. > 
A3I _ 1 Ai, 

•s— v.-'ds :- t>— v/'dy - v'dy + w'dy - TZ~ w'dx . 
<\., 3n h I 3x h ' r 3x h 7 I 3y h y L 3y h 

> dK K •'Ai, J A 3 -"Az A3 

On a 

. A i i 37 v ;h u- v - \^ Tx W = T <)V >nJ " V E " 1 > N ) ) D N ' 

Su 'ou 
Si v r - ~ est une constante, alors est une constante, et on a 

oX oX 

^ (^0,n) - v^(-i,n))dn = 0 , 

n 2 - 1 

puisque w'(1,n) = < H ,n) = — 7 w . 

THEORliMii 5.1 ~ Sort u s U2 («) la solution du problème (1.3). 

On suppose que les hypothèses du lemme 3.3 soirt satisfaites. On £ : 

(3.7) H ^ - ^ H h ^ di|u| 2 f 0 . 

LEMME 3.4. - On suppose que 1'ouvert polyédrique S est "triangu-

lé M en quadrilatères quelconques. Alors le critère (3.4) n'est pas en 

gênerai satisfait. 
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llémnnsl rM ton : Pour un clément K , on considère l'expression 

( 4l±
 w/ds . 

La contribution des côtes A,4Ai et A 3 A 2 à cette expression 

s'écrit 

J V̂ ~A"î"A7 " 9y ~A'iÂi, / V S " \3x A 2 À 3 3y A 2 A 3 " / V
S 

ou encore 

( y , - , - 0 - f (x. - x o j ^ d . n ) * . -

• " ( ( f c - J " > " f fc-x.))^)(-'.n)<h . 

Cette dernière expression est en général différente de zéro lors-

Su . ÎUl , , _̂ ^ 
que et 7 , - sont des constantes. 1 c)x dy 

R];M\RQU]* 5.1. - Four mieux comprendre pourquoi le critère (3.4) 

n'est pas satisfait (et pour remédier â cet inconvénient), on consi­

dère l'égalité suivante, intervenant lors de la majoration générale 

de 1'erreur : on a 

W - V "h ~ V = 

= ( f ' \ - V - W uh - V = 

= a(u, ïïh - v h) + (_AU> u- - v£ - a h ( v , ̂  - - a ^ , -

(3.8) «V"h " V "h " V s 

- a(u - vh>. ïïh - v h) - a h(v«, \ - v h) - a ^ , i£ - v^) . 

+ ( _ A U > u - . V . D _ 3 h ( Y . , u . _ v . } . 
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Les doux derniers termes du membre de droite de (5.8) peuvent se 

regrouper en a (u ~ v , u - v ) , tcnie qui se majore aisément en 
h h h h 

emplarant v par r u , fonction V -interpolée de u , et on a 

(3.9) a h ( u - r u , ^ - ̂ ) .< ch|u| - v j J ̂  ch|«| 2 J u h - ̂  || h 

Les deux derniers termes du membre de droite de l'égalité (5.8) 

satisfont le Patch-Test, avec v = r u . En effet, si — et 
9 h h ' 3x 3y 

sont des constantes, on a (-Au, u^ - v r) = 0 ; d'autre part, si 

ct sont des constantes • sur chauue élément K , la restric-

tion de la fonction u(x,y) à cet élément K est de la forme 

a -< bx + cy . Donc, sur le carre de référence, on a u(£,n) C Q 2 , 

donc ru = ne Oj . On en déduit que ( r u ) 1 = 0 , et par suite 

(3.10) M K i r ) î > K - Cr.u)1) = 0 . 

n n n h 

Considérons enfin le terme a (y ,w') . On a : 
h n ' h 

(3.11) a. (v ,wM = 
h h h 

j - Sx \ 3Ç 3r, 3n 3£ / 

3\^ / Dw' g ,K 3Û" 3 K \\ 

+ -3T i--TriV + T f r - 3 T / / d ç d n 

Pour chaque élément K , on a 

3w' K 3w a v K 
( • 7 - l o i - 3 ^ - 3 X _ 
^ ' J 3Ç 3ri 3n "3Ç" 

Une condition suffisante pour que aC^u> w^) = 0 , pour tout 
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w, (L V, et pour tout u tel que et — soient des constantes 
h h 1 1 3x ày 

est que l'on remplace, dans l'expression (3.12) , (Ç,n) et 

£)v̂  r-)v̂ * ^ ^ 

(C>n) par (o,o) et ^ — (o,o) respectivement. Il faut donc 

pour cela modifier la forme bilineaire ah(.,.) , de telle sorte que 

la géométrie caractérisant les éléments K £ soit traitée de fa­

çon cxa£te lorsqu'on considère les degrés de lJJ?evte associés aux soin-

ÏHiLs (^ e s ele^-^ts, et de façon appi'ochec lorsqu'on considère les 

degrés de liberté, dé finis jxir des moyennes sur dwjue élément. 
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A. - PROBLBIB APPROCIIK 13T V.WCW ÏV.ST POUR DP,S QUAPIUJATPRES QDI'.LCOXQUP.S 

A toute fonction p e P„ , on associe —• p et — P tels que 

(1.2) J , : | P - - - £ ( 0 , 0 ) || • g (o,„, | . 

Soit v c IV , on définit -~ vv et v, par 
h li 9 dx h oy h J 

On considère les fondes b:i. 1 bicnires suivantes, sur W x W : 
h h 

("-',) Vv* • Je i fi I k + w I )<M>- • 
h 

<*•«> • KJt, [K ( I vh I "h * | * | w , ; ) * » » • 
h 

La forme bilinéaire a fv ,w ) permettant de définir le problème 
h h h 

(3,1) est remplacée par : 

(4.7) b h(v h,w h) = a h(v h,w h) + a j v ^ w ; ) + a^v',^) + ^ ( v ^ ) 

et on considère le problème approché suivant : Trouver u c V tel 

h h 
que 

(4.8) V V V " ̂ 'V ' P° U r t 0 U t Vh° Vh * 
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Rl'iM\UQUI- - Lorsque les quadrilatères sont des rectangles, on a 

b

h ( - > 0
 = ; , n ^ > ^ ' 

RB1'\RQIJ]] 4.2. - Dans l'inégalité (4.8), on l'utilise l'expression 

Cf>v ) a la jilace.de (f> v

h) >
 c c clui consiste à ne considérer que 

les forces agissant aux noeuds. 

W;M\llQi)i: -1.3. - A la place de la forme bilinéaire h>h , on peut 

lus si définir (voir Remarque 3.1) la forme bi linéaire 

[4.9) iv.(vh»V = <Vv\) + + -

La forme bili.neiare b est symétrique et mène à la résolution 

l'un système linéaire dont la nui trice est symétrique. Lorsqu'on uti­

lise la forme bilinéaire b^ , on perd cette propriété de symétrie, 

nais par contre, on peut obtenir, dans le cas d'éléments finis plus 

sophistiqués <llJ(-' l a brique de Wilson, de meilleurs résultats de con­

vergence, un "super Patch-Test" étant alors satisfait. 

LBPII: 4.1- - L'application vh -> ( t > h (
v

h >
v

h ) ) e s t une norme sur 

L'espace , uniformément équivalente £ la norme II • ll^ • i£ P r o ~ 

)lème (4.8) a dcwic H]£ solution unique u^ cr , 

Démonstrat i<»n : On a : 

http://jilace.de
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(4.10) b h(v h,v h) = 

KC o. 
h 

On n : 

, , . i l ) ( c e ) - * - ^ (o,o) - J * J K - * ) d Çd n 

» 'ÎAFVr ] R X J o ^ T ( I n " T f " % Co,o) ̂  + J dçd n 

l'osons y K(Çn) = (J.. (o,o)) ( a + p f + Y n + 6ç n) . 

]/intégrale du r.-ombre de droite s'écrit 

lg(
Y i "><<» - 3 i ( o > 0 ) • * ( J # - 6 * * - t ) • 

+ ^ Y # 3 Ï Ï ~ 3 t n ( 0 > o ) ~ & \ ) ) ^ , 

ou "v Ï""'\|K
 c t o ù l e s coefficients g, y et 6 satisfont les inégali­

tés 

c < 3,Y,5 ^ C . 

f,'int:e<;rale écrite en (4.12) est égale à 

, ( Y | | ( 0 , 0 ) - B § | (o.o, ) ' . | ( 4 | | (o,o) - B | X 1 ÏVJ 

• (Y V - T " - 5 TT~ ( o , o ) - gv 
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Si on pose xK(K,r}) = ( - ^ ( 0 , 0 ) ) 1 / 2 (a + bÇ + en +clÇn) > on a alors 

» ¥ n £ | 4 G' | (°^) " p | c°.°)) 7 + 4 (c | « m » - b | (o,o)) 2

+ 

Cco) - 3 | | ^ v c ) 2 ^ ( d | (0,0) - b c v J V 

, 4 / 3 2v .. 3v f , 0 \ 2 • 4 / 3 2v , 3 v , , , \ 2 / 

3 VY ÏPÏÏ " 6 âiï ( o ' o ) " B v n / + "S ( c - d (o>o) " b v

n ) j ' 

Il existe une constante c > 0 telle que 

(y |: ( 0 ( 0 ) . fi |î („,„)) \ ( C | (O.O) - b | (O.O)) ' > 

, c ( ( | ( o , „ ) ) ! . ( | (o,o))') . 

lin effet, les valeurs propres de la matrice 

(y 2+ c 2 - yP " bc\ 

• Y3 - bc B 2 + b 2 ) 

ont mi produit égal à 1 ( (y 2 + c 2) (y2 + b*) - (yg + bc) = (yb - Se) 2 = 1) 

et une somme comprise entre 4c et 4C. 

On procède de la même manière pour les autres termes. On en déduit 

« f r W - (('g « - o ) ) ' * ( I l <<>.«'>)' * ( | | ) 2 * 1 • v'J, 

donc 

De la dernière inégalité, on déduit immédiatement le lemme 4.1. 
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LEMMH 4.2. - Soi.t • " h c V ln solution du problème (4.8), On a la 

nyijoration J'envur : 

(4.13) || u - u h|| h 

/ ( G ( r u , w ) ) \ 

OÙ 

(4.V1) ( ! ( V . ) W h ) - 3 , , ^ ) .<((••„»)•,5h *\Hrhur,K) . 

Démonstration : On a d'après le lemme 4.1 : 

C H u h - Y h K * b h f u h ~ v h > u h - V = ( f> ïïh - V ~ W u h - V 

« a(u> ïïh - V ~ \ c \ >
 ïïh - V - V v uh - vh) -

- afc(v', ïï - v ) - a. (v' u' - v') . 
h h h h h h h h 

On a at (v .ïïj = a(v, , ) , car V C H (Ci) , donc 
h n n n h n o 

c|| u h - v h || J K< a(u - v h, ïïh - v h) - a h ( ^ , - v') - a^v', ̂  - 7h) 

" \ ( v n ' ~ ' 

D'après le lemme 2.4, on a 

a(u - v h, ïïh - v h) .< |u - - v j l f f l x< c|u - v h| l f 0|| - v h ||h« 

En remplaçant \r

h par r u dans les deux dernières inégalités, 

on a 

c|| u h - r hu ||* « c|u - y î l ^ J I i>h - y , ||h + GCyi .vg 

on en déduit 
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( G ( r u , w ) ) 
Il u - r u 11 ^ e u - r ul . + c sup < - ; w e V [ . 
" h h "h ̂  1 h >l,u | || || ' h h ) 

En u t i l i sant 1 * i n é g a l i t é tr iangula ire 

l | u - u h | | h . < | | u - r h u | | h + l h ' h - r h u | | h , 

on obtient 1!inégalité (4.13). 

LBMii 4.3 (Patch Test). - Soit une fonction u telle que ~~ et 
- DX 

8u 

—- soient des constantes sur chaque clément K c ??^ . On a alors 

(4.15) G(r u,wj = 0 , pour tout w c V . 
h h h h 

R5iiK>ns^r;jtion : D'après la remarque 3.1, si et ~ sont des 

constantes sur chaque élément K , on a ( r

h

u ) 1 = 0 > C ^ O N C 

a^(r u)',wj = \ ((ru) 1 .w') - 0 , pour tout w e V . D'autre part 
h h h h h h h h 

on ]>eut écrire 

(4.16) \ ( V ^ ) 

r 9r~ïï K 3w' r, K 3w' \ 

. f f - iïf M l l*f ( 0 „ 3 ) d£dn • 

h
 9>' V 3 n 1 " J 3ç 3Ç 1 0 3 n / 

Si —- et ~ sont constants sur chaque élément K , on a 

u|, G P. , e t d'après le lerame 2.1, ul = r u e P . On en déduit 
K l K K 1 

immédiatement que 

a (rTi'w1) = 0 , pour tout w, e V . 
h h , h h h 
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UïMP. 4.4. -- Soit v fc II 2(0) . On a 

(4.18) ||v- r hv|| h^ch|v| 2 f f t . 

Peinons t rat ion : On a 

K t Si 

h 

Le 1 crame 4.!S est alors une conséquence de résultats classiques 

d 1 in te rpol a t. i on (2 ) . 

LBMB 4.S. - Soit v t 1i2(n) , on a 

(4.20) \ ^ V ^ ^ ^ c h l v l 2 , , l \ l i ( n > 

(4.21) VCV)' fwi),ch|v|2 f 0||w'||h . 

Démonstration : Considérons l'expression 

1 r K 8w' . K 8w' \ 

H « ^ > • r \-, i V k (0>0) i r - -k ( 0-°> - v ) * * > • 
K K * 

.A. 

L'application g H(g,\V) est linéaire et continue de H 1 (K) 

dans R , de nonnes c|w'| - . D'autre part, 

n 1 f K 

H(g,w^) = 0 pour tout g c P Q . 
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D'après le 1 crime 1 . 1 , on a 

(4.22) IIKJ.w ')! < a | p , | l f R | 0 ' | l f R . 

En utilisant le lemmc 2.1, il vient 

l»(«.^) i«=l8l I , K Kl 1 , K • 

Si on remplace g par — (ru) , on a 
dX n 

donc 

< 4 - 2 3 ' H ( l ^ ' ^ ) * C l U l 2 l K K l l . K • 

on obtient une inégalité semblable pour les termes en — r^u • 

En sommant les inégalités telles que (4.23) pour tous les éléments 

K e % , on obtient la relation (4.19). 

Si dans l'inégalité (4.22) on remplace g par w et w' par 
° ^ - 1 ^ 1 3x h h r 

(r v ) 1 , on obtient l'inégalité 
h 

{4-HiçLl̂ . ( *r (0'0) « cv>' - ?| (0'0) i (v>')dîdn « 
K J K * * 

* c l " J i , K l ( r h v ^ l i f K • 

On a une inégalité analogue pour les tonnes en — w . En sommant 
dy n 

les inégalités telles que (4.24) pour tous les éléments K e £° h , et 

en utilisant le lemme 2.5, on obtient l'inégalité (4.20). L'inégalité 

(4,21) se montre de la même manière. 

En combinant les lemmes 2.5, 4.3, 4.4 et 4.5 on obtient le 
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TUïiOWïlE 4.1. - Soit u G H 2 (il) _k> solution du problème (1.3). 

" h

(" V h l a solution du j2roMème (4.8). On a la majoration : 

11 u - \ c h i u i 2 f f l . 

RlïlARQUl; 4.4. - Les résultats précédents s'étendent, au problème de 

l'élasticité linéaire en utilisant les mêmes techniques que dans ( u). 

RE>1A)!(XJ1; 4.5. - Lorsque les éléments sont des rectangles, on peut 

montrer les résultats de super-convergence suivants (5) : on pose 

|v|h = ^ ^ aire K| (g?ad v) (G R) 1
l/ 2, pour v e H 3 (fi) 

où G est défini sur la figure 1. 
K 

Si la solution u du problème (1.3) appartient a H 3 (fi) , on a alors 

|u - u hl h s ch
!|u| 3_ a , 

REMMailir. 4.6. - La méthode définie en (4.7), (4.8) peut-être utili-

^ J sée pour d'autres éléments non 

, 1 . conformes, utilisant des polynô­

mes de degré plus élevés, par 
K ï 

exemple l'élément fini de la 
_>y>—< -> 1 

~' +1 ^ famille "serendipity". 

1 I P = Q 2 - { ç V } ^ 3 } + { n 3 } = P 3 . 
-1 

Les degrés de liberté sont les 
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valeurs aux sommets et aux milieux des côtes (les fonctions de formes 

associées a ces degrés de libertés étant des polynômes de Q 2 ) , et 

les moyennes sur K des dérivées P et P (les fonctions 

de formes correspondantes étant respectivement Ç 3 - Ç et n 3 - n ) • 

Le Patch Test est satisfait pour le problème (3.2) lorsqu'on utilise 

cet élément, et on a une convergence en 0(h) . Si on utilise la mé­

thode du paragraphe 4 (forme bilineaire b ) un super Patch-Test est 

satisfait et on obtient une convergence en 0(h ?) . On peut générali­

ser la construction de tels éléments en utilisant des résultats conte­

nus dans ( e). 
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