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ESTIMATIONS D'ERREUR POUR L'APPROXIMATION DE L'EQUATION 

DE LA CHALEUR DANS UN DOMAINE VARIABLE PAR 

DES METHODES D'ELEMENTS FINIS ESPACE-TEMPS 

Pierre JAMET (*) 

1) Introduction 

La plupart des méthodes numériques pour résoudre des équations aux; 

dérivées partielles paraboliques reposent sur une discrétisation en espace 

qui reste fixe au cours du temps, en particulier la plupart des méthodes 

; d'éléments finis étudiées au cours de ces dernières années ([A], IXI » D?l> 
[J8], [ 1 9 J , [20], [2 f] ). Ces méthodes ne sont pas adaptées aux problèmes 

paraboliques dans des domaines dépendant du temps, en particulier aux pro^ 

blêmes de frontières libres. 

C'est pour traiter de tels problèmes que l'auteur avec R> Bonnerot 

a proposé et expérimenté des méthodes basées sur l'utilisation d'éléments 

finis espace-temps [2], [9] , [l 6] ). Notons que la notion d'éléments 

finis espace-temps avait été introduite par J.T. Oden [j,6]f**\ mais seules 

ment dans le cas où les éléments sont le produit cartésien d'un élément 

spatial par un intervalle de temps, ce qui correspond à une discrétisation 

en espace qui reste fixe au cours du temps. 

Une autre méthode d'éléments finis pour traiter le cas des domaines 

variables a été étudiée par M. Mori [ u ] , [l5] ; elle repose sur l'utilisa­

tion d'éléments finis spatiaux dépendant continûment du temps. Cette méthode 

est, en fait, un cas particulier de la méthode de Galerkin généralisée étu^ 

• • • 

Ç*) Service de Mathématiques Appliquées, Centre d'Etudes de Liraeil, 

Commissariat à l'Energie Atomique, B.P. 27, 94190 - VILLENEUVE SAINT GEORGE?. 

(**) L'auteur remercie le Professeur M. Zlàmal de l'Université de Bjrno peur avoir 

attiré son attention sur cet article. 
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diëe par A. Mignot £l3[] ; dans le même article, Mignot étudie également 

d'autres méthodes d'approximation (méthode du domaine auxilliaire fixe, 

méthode variationnelle de différences finies, méthode de régularisation 

elliptique). Signalons enfin les méthodes de différences finies étudiées 

par l'auteur [l] pour des équations paraboliques d'ordre 2 qui peuvent dégé­

nérer ou présenter des singularités à l'instant initial ainsi que sur la 

frontière du domaine variable. 

Dans le présent article, nous considérons des méthodes d'éléments 

finis espace-temps qui sont des variantes de celles utilisées précédemment ; 

la principale différence est l'introduction d'une discontinuité en temps ; 

à chaque pas de temps les éléments finis sont choisis indépendamment de ceux 

correspondant au pas précédent. 

Le plan est le suivant. Dans la deuxième partie, nous décrivons le 

problème que nous voulons résoudre ; pour simplifier nous considérons l'équa­

tion de la chaleur, mais les résultats s'étendent sans difficulté à des équa­

tions paraboliques plus générales d'ordre supérieur à 2 et à coefficients 

variables. Dans la troisième partie, nous présentons une classe générale 

d'approximations du type de Galerkin discontinues en temps ; les discorçti-

nuités sont traitées comme dans les méthodes d'éléments finis discontinus 

étudiées par Lesaint et Raviart [l fj pour l'équation du transport station-

naire. Dans la quatrième partie, nous établissons une majoration générale de 

l'erreur. Enfin, dans la cinquième partie, nous appliquons les résultats pré­

cédents à certaines méthodes d'éléments finis espace-temps ; nous obtenons 

une erreur d'ordre arbitrairement élevé à condition d'utiliser des éléments 

finis d'ordre correspondant. 

Cet exposé est une version abrégée d'un article à paraître ; les 

démonstrations sont seulement esquissées ou simplement omises-

2) Le problème continu 

On considère un intervalle de temps 0 £ t £ T et un domaine berné 

fi(t) C IRm,m ^ 1, qui dépend continûment de t dans [0,TJ. Désignons par T(t) 

la frontière de Œ(t) et soient 

fT = {(P,t) ; P z n<t), 0 < t < T), 

E T = {(P,t) ; P e T(t), 0 < t < T}. 
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^ T est un domaine à (m+1) dimensions dans IRm x /R+

 et est sa frontière 

"latérale". Nous supposerons que est suffisamment régulière. Pour simpli­

fier l'écriture, nous utiliserons la même notation fi(t) pour le domaine 

ft(t) C /Rm et pour la section correspondante de î̂ ,, c'est-à-dire l'ensemble 

{(P,t) ; P e ft(t), t fixé}. 

Soient f et u Q deux fonctions données, f £ L 2 ( ̂ ) , u° e L2(f2(0)), 

et désignons par A l'opérateur Laplacien relativement aux variables d'espace. 

Nous considérons le problème suivant : 

a) |~ ~ Au = f dans ^ T , 

(2.1) b) u = 0 sur E , 

c) u = u° dans fi(0). 

Pour l'existence et l'unicité d'une solution u classique, voir [6], 

[f] ; pour l'existence et l'unicité d'une solution faible, voir [j2^J, £l3̂ |. 

Dans cet article nous supposerons l'existence d'une solution u suffisamment 

régulière pour la validité des estimations d'erreur. 

Nous utiliserons les notations suivantes : 

d = Maxjdiam Q(t) ; 0 £ t * T}, 

^ # ,Oft(t) = produit scalaire dans L2(fî(t)), 

l"^A(t) ** n o r T n e dans L2(f2(t)), 

- produit scalaire dans L 2(G) où G est un 
sous-domaine de 

|| • || = norme dans L 2 (G) . 

Nous utiliserons les mêmes notations pour les fonctions vectorielles ; 

ainsi ((•,•)),, désigne aussi le produit scalaire dans (L 2(G)) m et l'on a, 

par exemple : 

» * 

((grad «P,gra<W))„ = gradf «gradY dP dt, 

où f et Y sont deux fonctions scalaires suffisamment régulières. 
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Soient maintenant T 0 et Tj deux nombres quelconques tels que 

0 £ T q < £ T et soit G = G ( T

0 >
T

1 ) l'intersection de ^ avec la bande 

To < t < Ti» c , e s t " " â ~ d i r e G = ; P s Œ(t), T q < t < T }. Définissons 

la forme bilinéaire : 

(2.2) A G(Y fV) - -«<P.f)) G + ((gradf, gradY)) G + ( y , ^ ^ - ^ ' ^ ( x , ) ' 

Alors, si u est une solution suffisamment régulière du problème (2.1), 

on déduit en multipliant scalairement l'équation (2.1 a) par une fonction <f 

quelconque nulle sur ï.^ (suffisamment régulière) et en intégrant par parties : 

(2.3) A G(u, if ) = ((f ,f ) ) G , Vf et VG = 0 ( ^ , 1 ^ avec 0 < T Q < tx * T. 

Cette relation a un sens si l'on suppose seulement que la solution u 

appartient à l'espace L 2(0,T ; Hj(Q(t))H C°([0,T] ; L2(ft(t))) et si 

l'on choisit ^ e )£ telle que 7̂ 7- e L 2 ( ^ T ) . Elle peut même être étendue 

au cas où e L2(0,T ; H 1(ïï(t))). La relation (2.3) est équivalente à d t 

celle utilisée par Lions [l2] pour définir la solution faible du problème. 

3) Approximations discontinues 

Soit {t n ; 0 £ n £ n} une suite de nombres réels tels que t° = 0, 

t n < t n + 1 et t N = T. Soient ùn = ft(tn), G n = G(t n,t n + 1) = {(P,t) ; 

P £ fl(t), t n < t < t n + 1 } et G n = G n - jf = |(P,t) ; P e 6(t), t n < t < t n + 1 } . 

Pour chaque valeur de n telle que 0 < n £ N-l, soit $^ un espace de dimen­

sion finie de fonctions lipschitziennes définies sur G n et s'annulant sur la 

frontière latérale de G n. Soit V, l'espace de toutes les fonctions v, défi-
n ^ h 

nies sur ^ telles que leur restriction à chaque G coïncide avec la res­

triction à G n d'une fonction ^ £ Les fonctions v^ e sont en général 

discontinues aux temps t = t n ; nous noterons v^ = v, (*,tn) pour 0 £ n £ N 
n+0 n N N 

et v^ = lim { v

h(
#>t +e) ; e > 0, e 0} pour 0 £ n £ N-l ; il résulte de 

la définition de l'espace que l'on a v^ = lim {v^(*,tn-e) ; e > 0, e 0} 
pour 1 ^ n O et pour tout v, e V. . 

n n 

Nous approchons le problème (2.1) par le problème suivant obtenu en 

discrétisant la relation (2.3). 
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VKobtlmz ducieA. : CkoAchoA u h e v ttt qut u° = u° at 

. ( 3 . 1 ) A n ( u h , vp h) = ( ( f , <p h)) ^ , pouA tout fh e $JJ 
G G 

JOOUA £ou£ n, 0 £ n £ N-l. 

Pour démontrer l'existence et l'unicité de la solution u, 4u pro-
n 

blême (3.1) ainsi que pour établir les majorât ions d'erreqr, nous ^urcns 

besoin de$ formules suivantes. A chaque fonction e il correspond pour 

chaque n, 0 £ n £ N-l, une fonction unique ^ = q^ n) e $JJ qui air~et la 

même restriction à G que la fonction v^. Posons 

(3 .2 ) A n ( V v h ) = A ( V q ( n ) v h ) . 
G 

A n(u. , v . ) est une forme bilinêaire définie sur V. x V. et l'on a : v h* h h h 

(3 .3 ) A n ( u h > v h ) = - < ( ù h . £ v h ) ) + « g r a d u ^ g r a d vh)) R • 
G G 

w n+1 n+I N z n n+0 N 

( 3 . 4 ) AV h.v h) . | | g r a d v j l ^ + i K'\\aH " 1 \\\\« * 

^ 1 « n+0 n, 2 

2 1 h h ftn 

Le pKoblmt (3.1) admeX une àolutlon unique, u^ ço£ 4ĉ tc6̂ (U,t 

^'e^^îo^tcon 

( 3 . 5 ) | | g r a d u j | 2 + 1 | u ^ | 2 < 
h G(0,t") 1 n fin 

< ± < | u ° | + /2"d | | £ | | ) 2 , 
^ fi° G(0,t n) 

pouA -tot̂ C n, 0 £ n £ N. 
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Démonstration : Pour tout n, (3.1) est équivalent à un système d'équations 

algébriques à matrice carrée d'ordre égal à la dimension de l'espace 

Il suffit donc de démontrer l'estimation (3.5) qui impliquera l'unicité et 

l'existence de la solution u^. Pour démontrer (3.5), on prend If » q^n^ 

dans (3.1), puis on applique (3.4) et l'inégalité de Poincaré. 

Remarque : Contrairement à la plupart des autres méthodes, la méthode décrite 

ci-dessus ne nécessite pas une approximation de la fonction initiale ; on 

prend = u°. Remarquons aussi que tous les espaces 0 £ n ;> N-l, sont 

indépendants les uns des autres. 

4) Estimation de l'erreur 

Le résultat général est le suivant. 

Sol&vt u la solution du pnobllmz [2.1) oX u h la 6olu£ion du pKoblmt 

cLUcAeX (3. J ). AloàA : 

||grad(u-uh)|| + J _ | u n _ u n ! 
n G(0,t n) /2 n n 

n-l 

( 4 . 1 ) S /2 d ( v I Q | |A (u-v h)||
2 ) , / 2

 + /2 ||grad(u-vh)|| n + 

G v G(0,t ) 

n-l 

+ 2 Max \uV-v?\ + 2 I |v^ + 0 - v^| , 

pouK touXu l u fonction* v^ e e£ pouA tout n, 1 £ n £ N. 

Démonstration : 

Soit v^ une fonction arbitraire de V^. En prenant G = G n et 

Y- f h = q ( n ) v h dans (2.3) et dans (3.1), on obtient : 

Vu-v«(n) V 0 »v vhe V 
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Donc, on a : 

(4.2) A (u-u, , u-q^u, ) = A (u-u, , u-q^v, ) , pour tout v u € V . 

Q H n n ^n n n n n 

En appliquant (3.4) et (3.3), on déduit : 

(4.3) llg - d< u-u h)||^ • i | u - - u ^ l ' ^ , - i |u" - u ^ . 

= -((u-u

h>'9£ (u-vh))) n + ((grad(u-uh) ,grad(u-vh))) n + 
G G 

w n+1 n+1 n+1 n+l N , n n n n N 

+ (u -u, ,u ~v, ) A t - (u -u, ,u -v u) + 

n n n+0 n N „ . _ „ , 
+ (u -u, ,v, -v,) , pour 0 é n £ N-l , 

h h h un 

Ensuite, on somme par rapport à n, on applique l'inégalité de 

Poincaré et, après quelques calculs, on obtient l'estimation (4.1). 

Le théorème suivant est une variante du théorème 4.1. 

Théorème 4.2 

Soltvvt u et dz^YiLb comme. davti> ld tho.oKQ.mz 4.1. Alou, 

||grad(u-u )|| + -~ |u n - u|M « 
h G(0,t n) Jï n fT 

(4.4) </ï d ||^ (u-v )|| + /2 ||grad(u-v )|| + 
3 t h G(0,t n) ^ G(0,t n) 

- l " n - v » l n n > 

poux toutfte lu fonction* v

h

 e v

h f i c °< ^ p o a A t o u t n ' 1 * n c N ' 

Démonstration : Semblable à celle du théorème 4.1. 

Remarquons que le théorème 4.2 n'est intéressant que si l'espace 

C\ C°(^ T)
 e s t suffisamment dense, ce qui n'est pas le cas en général 

(voir la remarque 5.2). 

http://tho.oKQ.mz
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Notations : Nous allons maintenant introduire quelques notations supplémen­

taires qui seront utiles pour la partie suivante. 

x., x 0, • x = coordonnées spatiales, 
1 2 m 

j = (j0> j x t J m) =multi-indice avec j Q , . ••, 0, 

j' -

m m 

Ml - l . M ' I - l \\%\ . 
1=0 x £=1 * 

3 ju = 3'jlu / 3 t J ° 3x^ 1 . . . 3 x J m , 
i m 

3 J u = 3 I J 'u /3x 1 ... 3x m , 
1 m 

||DS U|L= ( l || 3^ u||* ) 1 / 2 , pour tout entier s H et tout 

|D S u | f i ( t ) = ( l |3 j u ( * > t ) | 2

f i ( t ) )
1 / 2 » P ° u r tout t, 0 .< t .> T. 

Les deux expressions ci-dessus sont définies si 

u e H s(<§ T)n C°([0,T] ; H
s(fi(t))). 

5) Eléments finis espace-temps 

Dans cette partie nous ferons un choix pour les espaces ^ » nous 

utiliserons des éléments finis espace-temps comme dans [l] , [2], [9] 9 

Pour simplifier nous supposerons que le domaine ^ est polyédrique ; sinon, 

il faut employer des éléments courbes près de la frontière. 

5.a) Eléments simgliciaux 

Soit h un "petit11 nombre positif et pour chaque n, 0 £ n .> N-l , soit 

un nombre fini de (m+1)-simplexes K qui satisfont les conditions suivantes 
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(5-1) G ^ U f K j K c Q , 

(5.2) h = Max {h(K) ; K e £jj , 0 * n * N-l} , 

où h(K) désigne le diamètre de K. 

(5.3) K fl K' = 0 , V K,K' e <Ç £ , K ^ K', où K désigne l'intérieur de K. 

(5.4) Si un sommet de K appartient à un élément K', alors c'est aussi un 

sommet de K 1, quels que soient K et K ? e 

Nous noterons ^ = U ; 0 £ n £ N-l}. Soit un entier k > 1 et 

soit ï?^ l'ensemble des polynômes de degré ^ k par rapport aux variables t, 

x , ... x ; soit 3\ (K) l'ensemble des restrictions à K des polynômes de 

Ĵ>̂ . Pour chaque n, nous choisissons $^ égal à l'ensemble des fonctions 

continues définies sur G n telles que leur restriction à chaque élément K 

appartienne à ÎJ^(K), i.e. 

(5-5) •£ = |fh ; <Ph e C ° ( G n ) , f j e ? k ( K ) , V K e Q . 

Avant d'énoncer le théorème suivant, nous allons donner une défini­

tion. Soit E l'ensemble de toutes les arêtes d'un (m+1)-simplexe K, avec 

m+1 = p ^ 2, et désignons par 0(D,D') l'angle de deux droites quelconques D 

et D 1 dans 2RP-

Définition 5.1 

VayiQld dz conciLtionnzmznt d'un p-simplexe K est l'angle 

(5.6) 0(K) = Max min0(D,D') 
De R P D'eE 

K 

Remarques : Pour tous les p-simplexes non dégénérés, on a 0 < ©(K) < T T / 2 . 

L'angle 0(K) approche T T/2 si et seulement si tovJiU les arêtes de K sont 

presque parallèles à un même hyperplan. Dans le cas p = 2, K est un triangle 

et 0(K) est égal à la moitié du plus grand angle de K. 
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lhe.on.lmz 5. J 

Cholbiston* V espace. i>elon la ionmult (5.5), pouK o < n < N-l. 

Sole.nt u la iolotion du ph.oblo.me. (2.1) et u h la 6olotion du pfiobllmz discret 

(3 .1) . Supposant u e A | T ) f\ C ° ( [ 0 ,T] ; HA(JÎ(t))) où £ m * £e ploi pztit 

zntleA tel que. I > k+l et l > (m+l)/2. Suppa&onA que £a cUsuiétisaticn du 

domaine. <^T 4otu^a64£ : 

(5.7) h < l , Nh < X , 

(5.8) 0(K) ( 6 ( < TT/2 , poun. tout K e h , 

ou \ et 0 •ioni deux constante* po&itives. klohs : 
o 

(5.9) ||grad(u,-u) || + |u" - u n| < y h k , pouK 1 < n < 'N, avec 
h G(0,t n) n fln 

Y = C I ((cos O 0 )
- 1 ||DS u|| + A Max | D 8 u ( - , t ) L m ) , 

s = k + 1 G(0,t n) 0 é « t n u U J 

oà C &6-t une couinante po&itive. qui ne. dépend que, de m, k et d. Pe plus, on 

a V estimation Aoivantz poux les bouts de. : 

N _ 1 1/2 

(5.10) ( I |u?+° - u |̂2) c C Y h k , 

où c' &>t unz constante, ab^oùxz. 

Démonstration : Pour chaque élément K, soit J(K) l'ensemble des points de K 

dont les coordonnées barycentriques relativement aux sommets de K sont égales 

à des multiples entiers de 1/k et soit IL, l'opérateur d'interpolation qui 

fait correspondre à chaque fonction fe C°(K) la fonction unique IL.V e ;:<) 

telle que n R f (P) » f ( P ) , V P e 3(K). Soit I I h l'opérateur d'interpolation 

qui fait correspondre à chaque fonction <f z C ° ( ^ T )
 l a fonction unique 

n h f e V h telle que I I h f = n R à l'intérieur de tout élément K e <€ h, 

où r^ désigne la restriction à K. 

http://lhe.on.lmz
http://ph.oblo.me
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Pour démontrer l'estimation (5.9), on applique l'estimation générale 

du théorème 4.1 avec v^ = 11^ u, puis on applique dans chaque élément K le 

théorème 2.3 de [8](*). L'estimation (5.10) résulte ensuite de (4.3). 

Remarque 5>1 : La condition Nh < X entraîne que la valeur moyenne des pas de 

temps doit être au motnA de l'ordre de h. On peut en particulier prendre 

N = 1 ; on a alors une méthode complètement implicite pour tout le domaine 

L'avantage de diviser l'intervalle [0,Tj en sous-intervalles est de frac-

tionner le système d'équations algébriques (3.1) en sous-systèmes qui cor­

respondent chacun à un sous-domaine G n. 

5.b) Elements_grismatiques 

Pour simplifier nous utiliserons le vocabulaire correspondant au 

cas m = 2 ; ainsi nous dirons "triangle" au lieu de "m-simplexe", "plan" au 

lieu de "hyperplan", "prisme" au lieu de "hyperprisme", "cercle" au lieu de 

"hypersphère", ... 

Pour tout n, 0 £ n £ N-l, soit ^ un ensemble fini d'éléments 
n 

K = , 1 £ i £ I, contenus dans G n et satisfaisant les propriétés suivantes. 

La section de K? par tout plan t = constante, t n < t < t n +* , est un trian­

gle ; désignons par T? +° et T ? + 1 les sections de K? par les plan t = t n et 

t = t n + ^ respectivement ; ces deux triangles sont appelés les bases de l'élé­

ment K? ; désignons par T^(t) la section de K? par un plan t = constante, 

t n < t < t n + ^ ; lorsque t varie entre t n et t n +', chaque sommet du triangle 

T\(t) décrit un segment de droite dont les extrémités P^ +° et P^+* sont 

chacune un sommet des triangles T? +° et T? +* respectivement. L'élément K? 

i i r i 

est donc un prisme tordu ; en général, ce n'est pas un polyèdre ; les sommets 

des deux bases de sont appelés sommets de K?. On impose à l'ensemble 

de satisfaire les propriétés (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4). ... 

(*) Il y a une erreur typographique dans l'énoncé de ce théorème : il faut lire 
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Remarquons que les ensembles et * sont indépendants ; en 

particulier, contrairement à la méthode d'éléments finis continus décrite 

dans JV] , l'ensemble de tous les triangles T? +° qui sont une base 

d'un élément £ est indépendant de l'ensemble ^ de tous les trian­

gles qui sont une base d'un élément K? ^ e (Dans [2], on avait 

Soient k' et k" deux entiers ^ 1. Pour chaque élément K e<£^, soit 

^k' k " ^ l'ensemble de toutes les fonctions définies dans K dont la restric­

tion à chaque triangle T^(t) est un polynôme de degré .< k' par rapport aux 

variables d'espace et dont la restriction à chaque arête P^*° P?** est un 

polynôme de degré k" par rapport à t. Nous prenons : 

(5.11) *; - {<fh ; ï h e C°(G
n), <PhlK c Q k, > k„(K), V K e $1). 

Soient : 

4 h = U { < ; 0 * n * N - l } , 

k » min{k',k"}, 

l «• le plus petit entier tel que l * k+1 et l > (m+l)/2, 

V = le plus petit entier tel que V > k'+l et V > m/2, 

h(K) = diamètre d'un élément K e 

h'(K) = (t n + 1-t n) = "hauteur" de l'élément K, 

p(K) = minimum du diamètre du cercle inscrit dans le triangle 

T.(t) pour t n * t * t n + 1 (avec T.(tn) = T ? + 0 et 

T.(t ) - T. ). 
1 1 

Alors, on a le résultat suivant. 
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Th&otàme. 5.2 

Ckou>lt>i>oiii l'espace. ^ &elon la ^onmute (5. H ) , pouA 0 é n * N - l . 

Soient u la i>oùvtlon du. problème (2.7) et u h la solution du problème ducAet 

(3.7). Suppoiom, u e H A ( Ç T ) H C°([0.T] ; H
a ( f t ( t ) ) ) . Suppcion* 

(5.12) h < 1 , Nh < X, 

(5.13) h'(K)/h(K) > o0, 

(5.14) p(K)/h(K) * Qj, pOtU &?U^ K e , 

où X , o 0 et a x io^i dea constante* po&itive&. AIOHJ>, 

(5.15) ||grad(u,-u)|| + |u" - u n| < Y h
k + Y'^', 

n G ( 0 , t n ) n fin 

pou/i l £ n ^ N, avec 

Y-'C ^ ||DSu|| 
s-k+1» , l

G ( 0 , t n ) 

V 

Y ' = x c ' s - k ' + i M a x i l D S u ( , , t ) | n ( t ) ; 0 * c * ^ 

où C ^ C 4o»tt deux co*t6&m£e4 pûA^tiuw Qtu. de.pe.nde.nt de m, k', k", g 0 , a t 

et d. Pc p-Caô, 

(5.16) ( V |u^+° - u £ | * ) 1 / 2 « C 0 ( Y h
k

 + Y ' h k ' ) , 

où C 0 eô£ une co*t6-fcm£e absolut. 

Pour la démonstration de ce théorème, nous avons besoin du lemme sui­

vant. Pour chaque élément K e soit l'ensçmble des points de K qui 

sont situés dans l'un des plans t = t n + ^r(t n + 1-t n) pour j entier, 0£ j S kl!, 

http://de.pe.nde.nt
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et dont les coordonnées barycentriques relativement aux sommets du triangle 

T.(t) correspondant sont des multiples entiers de 1/k1. Soit n l'opérateur 
l K 

d'interpolation qui fait correspondre à toute fonction <̂ e C°(K) la fonction 

unique 1 1 ^ C \ ' k , f ^ K ^
 t e l l e 9 u e \ f e n t o u s l e s P°ints de <3(K). 

Lzmmz 5.1 

Soit un zlzmznt K qui ^atià^alt IQJ> zondUXlowi (5.13) zt [5.14). 

AIOKA, poux toutz fonction H (K), on a 

l 

(5.17) ||D(ip -n Klp)|| K * Cx J k + ^ S H | | D S f | | R , 

où cx ZAt unz conAtantz qui dzpznd dz m, k', k", aQ zt:ox. 

Démonstration : 

Supposons d'abord h(K) = 1 . On a alors p(K) ^ O q et h'(K) ^ 

L'ensemble JK> de tous les éléments K qui satisfont ces conditions est compact. 

D'autre part, l'opérateur II laisse invariants les polynômes de degré £ k par 

rapport aux variables t, x J f ... x^. D'où, en appliquant le lemrae 2.5 de [8j 

qui est une variante du lemme 7 de Ciarlet-Raviart [ 3 ], on obtient 

l 

||DC ^-n KY> ) j | K * C^K) Jk+i ||D> ||K , M if C H*(K), 

où (^(K) est une constante qui dépend de K et de l'opérateur d'interpolation 

11̂ . L'estimation (5.17) en résulte en remplaçant C X(K) par son maximum pour 

tous les K e et en effectuant un changement d'échelle sur les dimensions 

de K. 

Démonstration du théorème 5.2 

Soit 11̂  l'opérateur d'interpolation qui associe à chaque fonction 

f e C ° ( ^ T ) la fonction \ ¥ e ^ h telle que = ^ K à l'intérieur de 
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tout élément K c , où rv désigne la restriction à K. L'estimation (5.15) 
n K 

s'obtient en appliquant l'estimation générale du théorème 4,1 avec v^ = II^u, 

puis le lemme 5.1 précédent et une variante du théorème 5 de [3] . L'estima­

tion (5.16) résulte ensuite de (4.3). 

Remarque 5.2 : Dans le cas <£^ n +° = <€^ n, on a G V

h ^
 C ° ( < f ï

) ' c l u e l °lue 

soit <pe C°(^^). On peut donc appliquer le théorème 4,2 au lieu du théorème 

4.1. Dans ce cas la condition Nh < À est inutile. Dans l'expression de y 1 il 

faut remplacer À par 1 et dans le second membre de (5.15) on peut remplacer 

Je' Uk' + I h par h 
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