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METHODE D'ELEMENTS FINIS POUR LA RE SOLUTION 

NUMERIQUE DE PROBLEMES EXTERIEURS EN DIMENSION DEUX 

par M.N. LE ROUX 

INTRODUCTION. 

Cette étude a pour objet le calcul du potentiel électrique dans le 

2 

plan en présence d'un conducteur Q, ouvert borné de (R , dont la frontière est r. 

Le potentiel u est alors solution de : 

Au = 0 dans U , 

Au • 0 dans > 

U| * u 

La première partie rappelle les résultats théoriques ̂  le calcul de 

u se ramène au calcul de la charge électrique q sur r définie par : 

q • fïïlint r ' 151 ext r ( o ù 2 e s t l a n o n n a l e « t g * " « « â r) 

et le calcul de q est un problème variationnel coercif ([9]). 

Dans la deuxième partie, on définit une méthode variationnelle du 

type éléments finis pour la résolution numérique du problème. La frontière f 

est approchée par des arcs de courbe polynomiaux ^ (1 <_ i <_ n) de degré 

p, soit cette approximation de la frontière. On détermine alors une solution 

approchée q^ dans un espace de dimension finie (ce qui correspond à résoudre 

un système linéaire). L'espace sera l'espace des fonctions constantes sur 

^i-I ^i* ̂ o n t l'intégrale sur est nulle ou l'espace des fonctions continues 

sur T^, dont l'intégrale sur est nulle et dont les projections sur les seg

ments A £ sont des polynômes d'ordre k. Le paragraphe III est consacré à 



-2-

1'étude de l'erreur qui provient de l'introduction des espaces et de l'appro

ximation de la frontière. On montre alors qu'on obtient une précision optimale 

en prenant une approximation de la frontière r par des éléments courbes d'ordre 

k et pour l'espace des polynômes d'ordre k-1. Ceci semble confirmé par les 

résultats numériques obtenus au paragraphe IV. 

I - RAPPELS THEORIQUES. 

Nous rappelons ici des résultats obtenus par l'auteur ( [?J, QcQ). 

Si ù est un ouvert borné de IR2, de frontière T régulière, les équations 

du potentiel électrique u engendré par ce conducteur sont alors : 

f Au • 0 dans U 

(1.1) v Au = 0 dans flC

 ; 

' U | r

= U o ' 

I 2 
Soit W QR ) l'espace suivant : 

w V 2 ) « {ueâ)'0R 2) ; (l+r2)"l/2(l+Log/r^+7)"1 u€L 2flR 2) ; grad u e (L 2 ÇR2) )2} 

muni de la norme : 

il M , u 2 3 u 2 3 u 2 1/2 

V » > /r .1 (.+Log/r .1) ^ **2 l 2 ( ( r 2 ) 

On a alors la proposition suivante : 

Proposition 1.1. Le problème (1.1) admet une solution unique u si la fonction 

1/2 
U q est donnée dans l'espace H (T) ; la fonction u ainsi 

1 2 
définie est.dans le sous-espace vectoriel fermé K de W (R ) 

défini par : K - {uewV ) î Au é'(tf'<R )) * supp (Au)c T} . 

1/2 
Le problème (1.1) définit un isomorphiscie de H (T) sur K. 
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D'autre part, si "i désigne la normale extérieure à V, la charge élec

trique q du conducteur est définie par : 

11 3u 3u 

( 1 . 2 ) q = 3n int r 3n ext r ' 

La charge électrique q vérifie alors la relation : 

(1.3) J (grad u, grad v) du = <q,v, > _ , , jVvew'fl-O 

or | r H 1 / / ( r ) x H 1 / / ( r ) 
et donc appartient à l'espace : 

H " 1 / 2 ( D = { q c H " , / 2 ( D ; <q,l> .,, - o } . 

H l / 2<r>xH 1 / 2(r) 

D'autre part, nous avons le résultat : 

L'expression : 

(1.4) ||u|| - ( \ (|U|2

+ ||H|
2) du,)' 7 2 

1 2 1 2 
est une norme sur l'espace W (JR ) quotienté par les constantes, soit W dR )/C 

et cette norme est équivalente à la norme habituelle. 

Ceci nous permet de déduire la proposition 1.2 : 

Proposition- 1«2. Le problème (1-3) admet une solution unique u dans l'espace 

1 2 -I '2 
W <IR )/C si q est dans l'espace H ' (T). En outre, si q est 

dans l'espace H Q ( F ) (\ 3 M O , cette solution est donnée par 

l'expression 

(1.5) u(x) ^ ~ } q(y) Log jji^y dy(y) + C ; V x e t R
2 : ce£R. 

De ces deux propositions, on peut déduire que la charge électrique 

q du conducteur est solution d'une équation intégrale sur T ; et le calcul de 

cette charge permettra d'obtenir le potentiel dans tout l'espace ; c'est ce 

qu'exprime le théorème suivant : 
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Théorème K l . "L'application de S ) ( r) f) H ~ 1 1 2 ( r) dans W1 © 2 ) / C définie par 

- 1 / 2 

l'expression ( 1 . 5 ) est continue de H Q (?) dans K/c (et dan? 

! H* ^(T)/C) et se prolonge de manière unique en un isonorphisr.o 
de tt~^2(T) sur K/C (et sur H ^ d O / c ) . D'autre part, cet iso-

o 

] morphisme correspond au problème variationnel coercif défini 

comme suit : 

-1/2 

Trouver q dans l'espace (f) tel que : 

U.6) ~ / / q(x)q'(y) Log . ' < dy(x)dy(y) - <q',u> ,? . 
2 ï ï r r l x y | 0 H l / - ( ï > n 1 ' V ) 

Vq'c if 1 / 2<r>. 
La forme bilinéaire du premier membre est définie pour q et q' 

— 1 / 2 
dans l'espace 3)(r) fl H (T). est continue sur l'espace 

o 

H '^ 2 (r)xH '^(T) et donc se prolonge de manière unique e:i une 

-1/2 -1/2 
forme bilinéaire continue sur l'espace H (T)*H (̂ ï« 

o o 

Enfin l'expression : 

(1.7) ||q|| « 4 - / / q(x) q(y) Log - r ~ T d Y (x) dy (y) )
 1 ' 2 

r r y | 

est une norme sur l'espace ^ ( 1 * ) équivalente à la norr̂ e ha

bituelle. 

D'autre part, des hypothèses supplémentaires de régularité sur la 

fonction U q entraînent également davantage de régularité sur u et q. 

Le théorème 1.2 est un théorème de régularité sur la frontière I". 

1 2 
Théorème 1.2_*_ ' La solution u.dans W tfR )/C du problème •. 

(1.3) L (grad u ,grad v ) dù> = <q,v]r> . / 0 ; \f\'£ W £ 0 

(R H ' " ( i W ^ r ) 

admet une trace sur la frontière r, soit Uj^ qui est dans l'es

pace H S(") si la distribution q est dans l'espace H S ' (7VVri 1 ' " (.") 
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I/application q i * u | r e S t u n * - s o m o r P k î s m e de l'espace ' ( r ) 

sur l'espace H (P)/c pour tout s réel, auto-adjoint par rapport 

2 s 

au produit scalaire de l'espace L ( T ) si H Q ( T ) est l'espace 

suivant : 

H*<r) » { q é H S ( 0 ; <q,l> - 0 } 
0 H (r)*H ( T ) 

2 

Le théorème (1.3) est un résultat de régularité dans R et de comportement à 

l'infini. On définit pour cela les espaces ^(Q0) 

l A f t 0 ) = {ueSy(flC) ; ( l + r 2 ) " l / 2 (1 + Log J?7\)~X ufcL 2(G C), 

J o h i 

(r2+l) 2 D û u e L 2 ( a C ) ; |a| = 1,2,...m} . 

Théorème 1.3. Le problème (1.1) admet une solution unique u telle que : 

u. £)t<Sl) ; u, e W 0 1 ^ 0 ) ; (m entier positif) 

Q C -1/2 
si la fonction u est dans l'espace 

O 

L'application q' >-UJ q est continue de H™"
1' 2 (r) C\ H~ 1 1 1 (T) 

dans l'espace rfn+1(fi)/C-

L'application q i — • U j g est continue de H™" 1 1 2 (T)f) H~! ' 2 ( r ) 

dans l'espace w" 1 * 1 ^ 0 )/^ 

II - DEFINITION DU PROBLEME APPROCHE. 

La formulation variationnelle du problème (1-6) va nous permettre 

d'en déduire une méthode variationnelle d'éléments finis courbes pour la réso

lution numérique. Le problème (1.6) s'écrit : 

-1/2 

Déterminer q dans l'espace K Q ( F ) tel que : 

a(q,q') = < q \ u > -,/ 2 | / 2

 ; V q'eH ~ l / 2 ( r ) ; 
° H l / z ( r ) x H

i / z ( r ) ° 
1/2 

où u^ est donné dans l'espace H (D et a(q,q') est la forme bilinéaire symé-
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-1/2 
Crique et coercive dans l'espace H Q ( T ) qui vaut : 

a(q,q*)=7J I / q ( x)q ' ( y ) Log -p^j d Y ( x ) d Y ( y ) . 

La frontière T est approchée par des arcs de courbe polynoiniaux que 

l'on note T. et on définit des sous-espaces de dimension finie de l'espace de 
h 

Hilbert H " I / 2 ( T ) qui sont notés V U . 
o n n 

Le problème approché s'écrit alors : 

Trouver un élément q de l'espace V tel que : 
n n 

(2.1) a h(q h,q h) " /r u

o h<y>
 dYh^> « * \ e V h ' 

h 

où la quantité u . est une approximation de la donnée u et a (q ,q*) est la 
on o n n n 

forme bilinéaire symétrique définie sur par : 

a h < V ^ > "h / r h / r h

 q h ( x ) q h ( y J L o 8 7 x ^ y T d Y h ( x ) d V y ) " 

L'erreur commise en remplaçant q^ par q proviendra donc, d'une part 

de l'approximation de q par une fonction q, de V, , d'autre part de l'approxi-
n n 

mation de la frontière r par 

a) Choix de l'approximation 

La courbe r étant régulière, elle admet des représentations paramé

triques régulières. Son équation peut donc s'écrire : 

2 dF 

x = F(s) ; s e [o,L] ; F application de £R dans ZR , telle que 

soit un vecteur non nul en tout point. 
• 

On peut par exemple choisir pour s l'abscisse curviligne ; 
p 

(L = L(T) est la longueur de la courbe). Si la courbe r est de classe C , F sera 

un C^-difféomorphisme de [j3,L(r)1 sur T. 
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On choisit alors n points (I ̂ < i _< n) sur la frontière r tels que 

A. - F(s-), (1 j< i < n), 

et s. - s. . • h. (on pose s = 0. s • L(r), c'est-à-dire A • A car la 
i i - l o n o n 

courbe est fermée). 

Notons tu « A ^ j A. • |F( S^) - F(s i_ j ) | . 

La fonction F étant régulière, il existe un point Ç tel que : 

Si-1 î ^ Si > 

F( S i) - F ( s i H ) - (s. - S.^) F'(Ç). 

La dérivée première F 1 est bornée ; donc : 

h i - 0(h) (1 < i < n). 

Considérons alors le système d'axes orthonormés (u^, v^) d'origine 

A^ j et de vecteur unitaire U £ colinéaire à A^ j A^. L équation paramétrique 

de l'arc de courbe A^ ^ A^ (noté T.) par rapport à ce système d'axes peut 

s'écrire : 

(2.2) u - t h- (0 < t < 1) . 
i > — — * • 

v = f. (t) = v. , A. , F(s) . 
i i i~i j 

où s est défini en fonction de t par la relation : 

(2.3) ut - A i_ ] F(s) = t h i-

La fonction F étant régulière, pour h suffisamment petit, s est 

défini de façon unique en fonction de t ; donc 

(2.4) s » g £(t) , te[0,l] 

où gj. est une bijection de [p,Q sur Cs£_j» s j l 
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Lrr.nic 2.1. Pour tout i (1 < i < n) , on a 1 es majorations : 

,m 
(2-5) ~ £ j ( t ) i c h m 0 < n < p ) V t e Q o j ] 

dt ' 

? df. ? m 
(2.6) !f.(t)|^ct/ ; jp(t) <cr i ^ f i ( t ) 1 e h ° 

d t 

2 <_ m <_ p 

V t e [ o , l ] 

Démonstrati on : La relation (2.3) s'écrit : 

t h. » ut, A ~ p ' ( g . ( t ) ) , V t e [ o , i ] . 

donc h. - (u~t. F'TgJCt))) g'(t) , V t e [ o , i ] . 

On a : |ut # F'(g^(t ) ) | _> c [ut | JF" rTg^(t))| _> c ; pour h assez 

petit car F' est non nul et l'angle de ut avec F'(s) n'est pas proche de TT/2 

pour h assez petit ; d'où 4r (g . ( t ) ) < c h. 
dt i — 

La majoration (2.5) est donc obtenue pour m • 1 ; supposons le ré

sultat démontré jusqu'à l'ordre (m-1) ; (m > 1). La dérivée d'ordre m de la 

quantité u* . A._j F (g*, (t)) est nulle ; d'autre part, elle peut s'écrire ; 

m r*Q\ dg. i jtt i 
l a (F U )(s).u.) I fe-i (t)) 1 ... (*_g(t))» - 0 
*=1 * 1 iei(A,m) d C dt m 1 

où s = g . ( t ) et I(Zfm) = {i «= (i.,...,i ) i. + ... + i = t 
i i m i m 

i, + 2 . + . . . + m i = n } 
1 i 2 m 

On obtient donc : 

m 
(F1 (s) . ( 2 _ g.(t)) = 0(h m) 

dt 
,m 

c'est-à-dire — g. ( t ) = 0 (h m ) (1 <_ m <_ p;. 
dt 
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D'autre part, le segment A^_j représente le polynôme d'interpolation 

de degré un de la courbe V entre les points d'abscisse curviligne s^_^ et s. ; 

donc d'après la théorie de l'interpolation, 

V Ai"Tp , ( s ) = ° ( h 2 ) ; V s e & i H > s.] ; 

et - f^Ts) - 0(h) ; V s e [s._} , s.]. 

Or f.(t) = vt . A ~ l(s) où s = g.(t) , t 6 [ 0 f Q ; 

donc f.(t) - 0(h 2) , Vte[o,l]. 

et f!(t) = (v* . F^Cs)) gï(t) = 0(h 2) ; d'après l'inégalité (2.5). 

Pour les dérivées d'ordre supérieur ou égal à deux, on utilise la 

majoration ( f 1 3] ) ; 

j m m t f l. dg. i. ,m i 

i - f l W ; . T |F<«(S).,-.| t ' ... i - E i < t , » 
dt SL=\ i€.I(£,m) dt 

où I(£,m) = {i = (i.,...,i ) , il + ... + i = Jt , 
i m ' I m 

i, + 2i_ + ... + m i = m } 
1 2 m 

s - g i(t). 

d'où, en utilisant les majorations (2.5) : 

^ f . ( t ) < c i |F*<*>(.).V;i h » . 

dt t=\ 

Les dérivées successives de F étant bornées, on en déduit la majo

ration (2.6). 

Lecrae 2.2. Pour tout i (!.<£<_ n ) , pour tout m ( 1 <_ m p) 

on a la majoration : 

(2.7) d m
 - 1 , . . c W r 1 

ds 
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Uénonstration : Par définition de g^, (2.4) 

. J*: . A " - * ; F ( S ) 
t = g. (s) = 

1 

d m _ d m t u\ • D m F(s) 
g ( S ) = = 

ds ds i 

_,ra .. 
a — 1 c 

d !où g. (s) < -— ; car la fonction F a des dérivées bornées. 
, m i — h. 
ds i 

> 

Soit P^ le polynôme d'interpolation de degré p de f̂  aux points 

(0 _< j j< p+1). L'approximation r.^ de r. sera alors la courbe dont l'équation 

paramétrique dans le système d'axes local (u^,vt) peut s'écrire : 

(2.8) r u = t h. ; t e[o,l] 

(_v=P.(t) ; 

j h. 
Si on note A . . , (0 < j < p) les points de coordonnées ( — ,f-(—)) 

i-J/P - - P i - P 

dans le système d'axes (ut,vt), la courbe I\ h est l'interpolée d'ordre p de J\ 

aux points A . . , (0 < j < p). 
i-j/p - -

On notera : x = F^(t) l'équation de I\ et x • F£^( c) l'équation 

-K -y 
de T., dans le svstème d'axes (u.,v.). 

L'approximation V de T sera l'arc polyncmial constitué par les ar«- ••; 
n 

de courbe T . 
in 

b) Choix des espaces V^. 

Premier cas : L'espace est l'espace des fonctions constantes sur chaque arc 

de courbe (1 _< i n) et dont l'intégrale sur est nulle. Sa dimension 

est donc n-1 et l'espace est inclus dans l'espace L^(r^). 

Deuxième cas : L'espace est l'espace des fonctions continues sur r̂ > d'in

tégrale nulle sur r, et dont la restriction à chacun des arcs T., (1 < i < n) 

h in — — 
est dans l'espace P que l'on va définir : 
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Notons P l'espace des polynômes en t (te[o,l]) de degré inférieur 

ou égal à k. A une fonction q^ définie sur on peut associer la fonction 

q^ dcfinie sur [p.lj par : q^ = q^ o et, inversement, à une fonction q^ 

définie sur [p,f] , on associe la fonction q^ définie sur P a r ~ ° *"ih 

L'espace P. est alors défini par : 

L'espace P. étant de dimension k+1 , V, est de dimension n k-l et 
k n 

de plus, V est inclus dans l'espace H* (T ). 
n n 

III - ETUDE DE L'ERREUR. 

L'erreur proviendra d'une part de l'approximation de u par une fonc

tion de V , d'autre part de l'approximation de la frontière r par P, - La fron-

n n 

tière r sera supposée au moins de classe '. 

La solution q du problème exact ( 1 - 6 ) est définie sur la frontière R , 

tandis que la solution q^ du problème approché est définie sur T^. Pour pou

voir les comparer, il faudra donc définir une approximation de q^ sur T. 

A une fonction q définie sur I\, on peut associer la fonction q dé

finie sur [p,lj par q r q o ; 

et inversement à une fonction q définie sur [p, » on associe la fonction q 

'V - 1 

définie sur I*. par : q = q o 

De même, si q^ est définie sur R \ ^ > o n 3 déjà défini q^ sur [ 0 , 1 J par : 

\ = q h » Fih e c i n v e r s e m e n t \ = % « Fîi • 

- 1 / 2 
Soit alors r. l'opérateur de V dans H (r) défini par : 

h h 

(3.1) r h \ - $ h ; V q h e V h ; (. < i < n) 

c'est-à-dire r, q. © F. = q, o F., ( 1 < i < n) 
h ^n i ih — — 
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-1 /o 
La fonction r q ainsi définie n'est pas dans l'espace H "(T) i 

n n o 

c'est pourquoi, on définit l'opérateur p, de V. dans H (r) par : 

n h o 

% dF. A dF. 
( 3 - 2 ) ^ % éT = % — » V < h * V h 0 < i < n ) . 
(Dans ce cas, / p q, (x) dv(x) • / dy. (x) = 0 car q,£-v*) • 

r n n i » *i ri f i n 
i n 

Pour obtenir des majorations de ||q-r, q, , , on utilisera 
h C 1 " U

H - 1 / 2 ( r ) 

des résultats de la théorie de l'interpolation rappelés dans la proposition 

suivante : ([2j). 

Proposi tion 3.1. Soient des espaces de Hilbert X, Y , S, T avec Y C.X, l'<T-S 

et soient des espaces intermédiaires définis par une cu'thodo 

d'interpolation de type 0. Alors nous avons 

(3-3) |!u!| [ M l < c \\u\\]

x-° | |u| |® , VueV. 

L'espace [X,YJq est par définition l'interpolé de paramètre 

0 (0 < 0 < 1) entre les espaces X et Y. (On a f x . Y Î - X 
— — *~ -1 o 

[X»Y]. = Y). D'autre part soit un opérateur linéaire A cou-

tinu de l'espace X dans l'espace S de norme a et linéaire 

continu de l'espace Y dans l'espace T de norme 8, nous avens : 

(3.4) lUuJI [ s > t ] q < c a '" 0 6° !|u|| ̂  ; P u e [ x , Y ] Q . 

Ces résultats seront utilisés pour les espaces K s ( r ) , avec s réel. 

Lemme 3.1. Soit q^ un élément de l'espace V^, on a les inégalités : 

° - 5 ) C ! I r h V 2 - \ \ 2 1 c ^ l r h q h ' 2 V C 2 > °" 

Démonstration : Elle résulte immédiatement de la définition de l'opérateur r 
h 

en utilisant le fait que F. et F étant régulières, il existe deux constantes 

x in 

Cj et c 2 telles que : 
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dF. dF dF 

Lemnie 3«2. Inégalités inveraos ; pour tout de l'espace V^» on a les majo

rations : 

(3.6) ||r q.|| < - £ r ||r. qhH , 

2 

- I JE t ̂  s £ 0 dans 1« premier cas (V H Cl* (T)) , 

- I < t < û ; t £ s j< 1 dans le deuxième cas (V^cH 1 (r)). 

De plus» dans la second cas, on a aussi les majorations : 

(3.7) (S H r . q J I 2 . > , / 2<-£r » t h q h l l t . i * V V 

- I < t < 0 I ! < I < k 

Démonstration t Dans le premier cas» la démonstration est analogue à celle 

faite par KEDELEC et PLANCHARD en dimension 3 (0<Q)-

Dans le second cas» on démontre d'abord le résultat pour t » 0 et s » 1 . 

Alors pour tout i ( t e l £ n) » les inégalités suivantes résultent 

de la définition de q* et r h 

CI h * / 2 l$hl 2 A |*h

 qhl 2 * c 2 tfhl 2 5 

1 1 h ,L 2(0»I) 1 h L ( R ^ ) W L a < 0 , l ) 

où Cj et Cj sont deux constantes positives. 

De plus» par définition de l'espace V. » la fonction q, est dans l'es-
n n 

pace Ê̂» qui est de dimension finie ; sur cet espace» il y a donc équivalence 

I 2 
entre les normes H et L ; 

d'où : | |qU| , < c \ t \ 2 

H'(0,1) -1/(0,1) 
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On a également : 

h H'(r.) h h

 L

2(r.) o d t g i ( t ) 

. u.F'(g'.(t)) 

0 1 sîW s f — 

d°"< lîTTôUf 

D'où pour tout i , (I < i < n) : 

La majoration (3.6) pour t • 0, s - I est obtenue en sommant sur tous 

les indices i. 

Pour I < m ^ k, on utilise la majoration suivante : ( [ L 3 J ) . 

oa s - g l ( t ) et J A , « > - {j - (j r-...j i a)cw
n/j 1 • . . . + I , 

j| • 2j^ + ... • m j ^ • m }. 

En utilisant le lenme (2.2), on obtient donc : 
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En sommant sur tous les indices i, on obtient le résultat pour t - 0, 

s • m. Les autres résultats s'en déduisent par dualité et interpolation. 

Lemme 3.3. Soit un élément de l'espace ; on a les inégalités : 

( 3 ' 8 ) ' P h ^ - ^ h l 2 ^ c h P + 1 K % \ 2 
• 

Démonstration : Soit q h un élément de l'espace V h ; alors, d'après les défini

tions de p. et r. : 

dF.. 

2 3 ,1 9 At M 2 d F. 

lph % - r h % i L 2 ( r ) - lml / K ^ r <-tf^ »> i r " ^ d t 

dt ( t ) 

Or 3 ^ ( t ) - <h 2 • (P'(t)) 2) l / 2 ; 

•t Jr^t) - (h 2 • (f|(t))2),/2 ; VteQo.l] . 

La fonction P^ Étant le polynôme d'interpolation d'ordre p de f\ , on 

a l'égalité : 

f£(t) - Pi<t) - *<t) tfi, i,... i 1, t] , Vte[0,Q , 

P 

OÛ 7T(t) - t (t - j) 
j-o 

et £^[p» ^ • • • • » 1 » CI représente une différence divisée. 

Donc f!(t) - P!(t) - ir'(t) f [o Â . . X... 1 #t] + ir(t) f, [0,-,. - -1, t, t] i i i p p J i w p J 

et comme la fonction f^ est régulière, il existe deux points et ^ dans l'in

tervalle [o.f] tels que : 
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En utilisant les inégalités (2.6), on en déduit : 

|f!(t) - P!(t)| - 0 ( h p + 1 ) ; V t é Q o . l ] . 

Déplus, f!(t) - 0(h 2) ; P|(t) - 0(h*) ; Vce[o,l] 

donc |(£!(t)) 2- (P!(t)) 2| < c h p + 3 , V t e [ o , l ] . . 

d F i 

On obtient donc : 

' p h q h " r h q J 2 - c h P + 1 ' r h q J 2 

L'inégalité (3.9) s'en déduit en appliquant les inégalités inverses 

à la fonction r^ qh« 

Proposition 3^2. On suppose que la frontière T est de classe C**+2 ; si q^ et 

q' sont deux éléments de l'espace V. , on a la majoration : 
h n 

(3 . .o) | . ( P h , h. P h - a h ( q h . ,;>| < c h p + 1 \ % \ ^ | q . | . 

h h 

Démonstration : Soient q, et q' dans l'espace V,- On a alors : 
— — — — — h n n 

^ ( t ) - ^ 1 ( 3 ) D T D S , 

où dans les systèmes de coordonnées locales : 

x - F . ( t ) , x h - F . h ( t ) ; y « F . ( s ) , y h - F j h < s ) . 

Il faudra donc majorer la quantité : 
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L ° 8 "TRT~ 5 X f c ri ' y e I"j ' Xh e Fih ' yh e rjh' 

O cas oû i ' j. 

Dans ce cas x - F^(t) ; y - F^(s). 

Donc la quantité |x-y| s'annule si t est égal à s. 

De plus |F.(t) - F.(s)| 2 - h 2(t-s) 2 + |f.(t) - f.(s)| 2 ; 

|F.h(t) - F. h(s)|
2 - h 2(t-s) 2 + |P.(t) - P.(s)| 2 ; 

et f.(t) - P.(t) - n(t) f. [o, J,t] ; 

p 

où ïï(t) - TT (t - J - ) ; te[o,ll . 
j-0 P 

Notons G(t) - ïï(t) f i [ p t p . I f t ] , te[0,l]. 

La fonction f^ étant de classe C p + 2 sur l'intervalle [p.l] est de classe C 1 

sur cet intervalle ; de plus en utilisant les inégalités (2,6), on a la ma

joration : 

|G'(t)| < c h p + 1 ; V t*[0,l] . 

D'autre part, on a la relation : 

P^t) - P j U ) - (f.(t) - fjCO) - (G(t) - G< 8)), 

c'est-â-dire P.(t) - P.d) - (t-s) (ij(Ç) - G'(Ç')) 

Ç, ç'e [0,l]. 

|F.h(t) - F (s)| 2 h 2 • (f ! ( 0 - G'(Ç')) 2 

donc 5 — - s 5 ; 

|F.(t) - F.(s ) r h| • (f ! ( 0 ) 

Or f ! ( 0 - 0(h 2) ; G'«') - 0 ( h p + 1 ) . 

|F.. (t) - F., (s)| ... 

On en déduit : Log | ^ ( t ) - F.".) | " 0 ( h ' 
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2 ) caa où i - i+1 (ou i-l). 

Dans ce cas, la quantité jx—y| peut s'annuler en un point. 

Considérons le système d'axes orthonormés (ut,vt) d'origine A.^j. de vecteur 

unitaire u. colinéaire à A, / À . • Les points À. . . A . . A. t ont pour coordonnées i i-l i r i-l» x î+l 

dans ce système : 

A i H - (0,0) , - (h.,0) , A i + J - <u i +,,v. + 1) 

avec la relation : 

( ui+l " V + V i + 1 " hi +l • 

L'équation de la courbe T restreinte â T.$ + « s'écrit dans ce sys

tème : 

f U • t h. , 0 < t < rf-L 
i - - n i 

L'équation de la courbe constituée par et R^ + J h sera alors : 

1 v - P^t) 

P. est le polynôme d'interpolation de degré p de f £ entre 0 et 1 e»t entre 1 

i 

On a alors les relations : 

|x-y|2 - (1-t-s) h. + su. + 1)2 • (f.(l . « ( ^ - D) " f.(O) 2 

I V y h l 2
 " <^ l" t" 8> h i + • u

i + i ) 2
 + <*i ( , * - $ i L - p i < c ) ) 2 • 

i 

De plus, étant le polynôme d'interpolation d'ordre p de f., on a 

les égalités : 
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P . 

f (t) - P.(t) - 1T (t - f i ^ M n A . M l p t ] ; 
j=0 P x P P 

f.(i..fe4îLH » - Mi..fei!L-i» - ( ^ i - . ) p + l l (s- J) 
i n. i n. n. . rt p 

f i P ' 1 + 7 ( T r — , ) - - " — • 1 + S ( ÏÏ:—'5 • 
r i i i 

r u * + i i 
Considérons la fonction définie sur l'intervalle 0, - par : 

/ P i 1 
C(t) - [ TT (t - i) f. [o, ^ i, t] ; t e [o,i] 

j o p p 

' & - 1 ~ ^ - ' > ] f i D j - i * ^ . . . . . ^ ] ; . rt p h. -J i p p h. h. J 

r ui+n 

La fonction G est continue sur l'intervalle 0, -jj ; elle est 

dérivable sur cet intervalle, sauf au point 1 ; où elle admet cependant une 

dérivée à droite et une dérivée à gauche bornées ; donc elle est lipschitzienne 

et |G(u) - G(v)| < |u-v| sup |C'(ç)| . 

Çe[u,v] 

La fonction étant de classe C p + ^ , en utilisant les majorations 

(2 - 6), on obtient : 

|G(u) - G(v)| < c h P + 1 |u-v| , Vu,ve |otrjî^| 
i -I 

[ u. 
0,—-— tel que : 

f . O + • ( J i i i - D ) - f,(t) - (i + s fe^-i ) -t) fï(ç). 
i h. i h £ i 

On en déduit les majorations : 

h* * (f'(Q - c h^V jx h - y h|
2 h* • (f!(Q • c h p + ' ) 2 

h 2 * (f!(ç)) 2 " | x - y | 2 " h\ * (f!(ç)) 2 
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Dans l'intervalle J0, *JJ~ ĵ » * a dérivée f!̂  est de lfordre de h 2 ; 

donc 

| X - Y 

Log |H _ yj* - 0 ( h p + l ) ; xer. . y e r . + , . 

3) cas où j / i, i-1, i+1. (on peut supposer i < j). 

L'équation de la courbe r s'écrit x - F(s), se[o,L(r)] ; 

donc si x est sur l'arc de courbe, I\ , 

x - F ( g . ( t ) ) ; t e [ 0 , l ] ; 

de même, y - F(gj(s)) , s e[b,f] ; y € r j 

donc x - y « F(g £(t)) - F(g j(s))-

En outre, pour tout point x de I\, on a l'égalité : 

x, - x = (P.(t) - f.(t)) vt (vt, vecteur unitaire directement 
n i î x i 

perpendiculaire à A £ _ j \ / ) ; 

y. - y * (P.(s) - f.(s)) vt (v. vecteur unitaire directement perpendiculaire 
n J J J J 

Or P.<t) - îL(t) - (Xh** 1) , V t € [ o , l ] ; 

Pj(i) - f.(s) - 0(h R f |) , V s e [ o , l ] ; 

donc Ix^ - y h|
2 - |x-y|2 + 2<P . ( t ) - f i ( t ) ) v^ . x ^ • 2(P^(s) - f^s)) v* 

• 0 ( h 2 p + 2 ) . 

En développant F en série de Taylor, on obtient : 

v*.(F(gj<s)) - F(g.(t))) = ( g j<s) - g i(t)){F
, H(g i(t)).vt + j( g j(s)- g i(t)) v*) 

où ?6fe.(t), gj(s)J. 

D'après la théorie de l'interpolation, on a la majoration : 

lF1~(it(c)).vt | < C h . 
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On en déduit donc : 

|v"t.(F(gj(s)) -F(g.(t))| < c | g j<s) - g.(t)|
2 . 

On démontre de la même façon : 

Ivj.CFCg.U)) - F(g.(t))| < c | g j(s) - g i(t)|
2 . 

On a également : 

jF(gj(s)) - F(g.(t))| < c | g j(s) - g i ( t ) |
2 . 

On peut alors en déduire : 

1 - c h * 1 < ' X h " < . * c h**' 

|x - y| 

Donc 

L o « |x - y[ - 0 ( h > ' 

Finalement, pour tout i, j ( ] _< i, j n), on a la majoration : 

T | xh I yh' « k P + i 

L 0 * | x - y [ i C h 

où dans les systèmes de coordonnées locales : 

x - F i(t), x h - F i h ( t ) ; t c [ o , l ] t 

y - FjCs), y h - F j h(s) ; sc [ o f l ] . 

On en déduit alors : 

l*(>h V P h ^ " V V ^ I ^ C h P + ' . ! , / 1 / M V ^ I I q > ) | l ^ ( t ) | | ^ ( s ) | d t ds; 

X$J"I 0 u 

et d'après la définition de : 

i- (p h v p h « - W «tfl ^ c h P + 1
 \%\ i t T . K \ 2 ( T . • 



-22-

Lemme 3.4. Le problème approché (2.1) est coercif si h est suffisamment petit. 

Il existe une constante 6 positive telle que : 

0.1D a h(q h, q h) > t ||rh q hH
2

H-l/2 ( r )

 ; V q h e V 

Démonstration : En utilisant la proposition (3.2), on obtient la minoration : 

V W ^ a ( p h v p h V -
c hP+I kÇiCP j

 ; w\e v h • 

Or la fonction p h q h est dans l'espace H Q

1 / 2 ( r ) et la forme bil 

néaire a est coercive sur cet espace ; donc en utilisant le lemme (3.3), on 

obtient : 

2 

a h ( V «h J i ( a " c h P > | q h l L 2 ( r h ) ' 

Le problème approché est donc coercif pour h assez petit. 

Théorème 3.1. Soit q la solution du problème exact (1.6) et q h la solution 

du problème approché (2.1) ; nous avons les estimations d'er

reurs suivantes : 

(3-12) ||q - r. q.|| < C l inf [ || q-r - q»|| „ + h P + , / 2 | q ; | 2 ] 

h h H " l / 2 ( r ) - q ^ e V h L h h H (T) tt 

* llu - r . u . Il . 
o h oh H l / 2 ( v ) 

Démonstration : Soit q^ dans l'espace ; on peut alors écrire : 

a h(q h - q n,q h - qfa) - % ' - »Cq. P h * h " P h «tf 

- «(q - P h q n > P h q h - P h qj) * a(p h ,J, P h q h - P h - « ^ . q„ - q»). 

La fonction q étant solution du problème exact et q^ solution du 

problème approché, en utilisant la proposition (3.2) et le lenae (3.4), on 

obtient la majoration : 



-23-

• "M, - P h , ; l l H . , / 2 ( r ) I I P h ( , h - * M i . W ( n . o »r> l , ; l i 2 ( v i v , , ; I l 2 ( v 

En utilisant alors les inégalités (3.5), (3.8), (3.9), il vient : 

" ^ > , S " ' I ' I ' ( R t ) ' " ' " t S ' ' l ' ' t V ( > ) 1 

r v n - v u B - i « ( r ) 

Il faut donc majorer la différence I (u , ,q") 0 - (u ,p, q'1) 9 | 
o h h L 2 ( R J o h h L 2 

h 
pour une fonction qjj de l'espace V^- On a : 

oh h L 2 o h h L 2 r 

h 

. , i ( u o h ( t > « h

( t ) d t * ^ " u o ( c ) Ph «h ( c> d T ^ P d t 

l«l 0 

et d'après la définition de r^ : 

C u o h ' < h \ 2 ( V - <v*h < > t 2 ( r ) - ( r h uoh - v p h «Pt2(r) 

d*°Û 5 ' ̂ <\2(Th) - < V ' h ^ h > L 2 ( r ) l 1 C K "oh " «.H B . / V ) K «h" H , / 2 ( r ; 

On en déduit, pour tout élément q£ de : 

Il r. c q h - o | _ 1 / 2 < c {H q - p ,;|| _ 1 / 2 * h p + , / 2 U : l 2 

h h h « H i / 2 ( r ) - H , / 2 < r ) h i / ( r h ) 

+ ||u - r. u . N . î . 
0 h o h

 H

1 / 2 ( r ) 
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La majoration (3.2) s'obtient alors en utilisant une inégalité tri

angulaire. 

2 
I.cmmc 3.5. Soit s, l'opérateur de projection orthogonale de L (r) sur l'espace 
- n 

r, V, • On a les inégalités suivantes : 
h h 

2 

Dans le premier cas (V^CL (T)) 

(3.13) ||q - s. q|| < C h*'* ||q|| 
N H C (D iis(r) 

si ~ I 1 t < 0 _< s < 1. 

Dans le second cas : ( V . C HV)) 
n 

l k-s h q|| < c U * " ' ||q|| + h P + > |q| , } 

H C (D H 8 ( D L (r) 

si O < t < 1 ; 0 < e < H 

||q-Shq|| i C f h 8 " 1 ||ql| • |q| 2 } 

H (r) Hs(r> L (r) 
s i - l ^ t ^ O ; 0 < s < k*l . 

Démonstration : Dans le premier cas, l'opérateur s est défini pour toute fonc-
h 

tion q de l'espace L (r) par : 

( sh q ) i * "TFT [ q ( x > d y ( x > * 

Cet opérateur laisse invariantes les constantes sur chaque arc de 

courbe T.» on en déduit donc ([l3]) : 

|q • 8 h <il î < c M o » VqeL 2 < r ) ; 
L ( r ) L z ( r ) 

|q- S q| 2 < C h||q|| .VqeH^r). 

L (r) H'(D 

En outre, s^ étant un projecteur, l'opérateur l~s^ est auto-adjoint 

dans l'espace L (T), d'où : 
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(q-.h q,«f> 2 < * - \ ^ - % * \ 2 r > 

l k-s h q | | - sup W • sup _ LJLL 
h • ' < * ^ I W B I ( 0 ^ « ' ( D L , T F L L H ' ( R , 

c'est-à-dire ||q-s q|| < C h 2 ||q|| 
H ' ( H H*(r) 

Le résultat général s'en déduit immédiatement en utilisant la propo

sition (3.1). 

Dans le deuxième cas, si q est une fonction définie sur l'intervalle 

[Ô, Q » son P -interpolé de Lagrange V. q est la fonction de l'espace p" qui 
K n K 

interpole q aux points j/k (0 <_ j <^ k). Si q est une fonction définie sur I\ , 
• 

on définit la fonction ir q par : 
n 

^ A A A 
ni_ <i = ïït_ <l î c'est-à-dire ir- q o F. • n, (q c F.) . 
n n h i h i 

Si la fonction q est définie sur T9 on définit alors rr̂  q conme la 
• 

fonction dont les restrictions à chacun des arcs T. (1 < i < n) sont TT q. 
l — — n 

On a alors : n. q • r, q£ ; 
h n » 

où q* (F i h(t)> - q(F.(t)) ; te[Ô,fj (1 < i < n) ; 

et q£ o est.dans 1 espace P^» 

cais la fonction q* n'est pas dans l'espace ; car son intégrale sur n'est 

pas nulle ; on pose alors : 

h 

La fonction q, est dans l'espace V. et, 
n n 

r h % " "h « " / d y W = (.„ q ) * . 

En outre, on a : 
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/ q*(x) dY. (x) - l /' \ q O F ( t ) dt 
r n i-i o n * « 

H D F • V, 
n ! i T T ^ M d F i 

- / v " ( x ) d Y ( x ) + l I \ q ( F i ( " r F 0 d T ^ ( c ) d t ' 

r w 0 brH 
En utilisant le lenme 3.3, on obtient : 

(3.14) I / qf(x) dy h(x)| < C { |q - ir. q| 2 + h P + 1 |q | 2 } . 

h 

k+1 
D'autre part, si la fonction q est dans l'espace H (r)» on a alors 

les majorations suivantes pour 0 _< m k+1 ( Q j j ) 

m . dg dg. 1/2 
2 — (q - < q) 2 1 C (sup ^ ~i(t) / inf -^(t)) 
d s m h L 2<I\) - tet0,l] d t te[0,l] d t 

m dg.1 Jl .m . Jn 
I I { .up ^ - ( s ) ... ̂ g ^ U ) 
1-1 j€J(l,m) si_1j«8<>si

 Q S ds 

• | 

rk*l . i dg. j | .k+1 Jk*l 

L t-i ds* L z<r.) j ' e j ( t , k + 0 t e jp .Q " dt K ' } 

où J(i,m) - {j - (j, ... j m) / j, + ... + j n - t . j , + 2j 2 • ... + m j m - «n }. 

En utilisant alorc les lemmes (2.1) et (2.2), i l vient : 

^ r ( q - < q ) 2 i C h ^ 1 " 0 ||q|| ; 

ds m h

 L

2 ( r . ) H k + ,(r.) 

en sommant alors sur tous les indices i et en util isant (3.14)» on obtient : 

(3.15) | q - (» q f | ^ < C { h k + 1 [Iqll k + , • fcP*' k l 2 > 
H L Z ( D n* V ) L z(r) 
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f l « - , 4 c < h k U l l k

 + h P + 1 l i l 2 > 
H H'(D H (r) i / ( r ) 

(5 IU « ^ qfll \ ) I / 2 < C { h k + I " m ||q|| k + 1 + h
P + I |,| , } . 

> i-i H H m (r.) HK <r) L z ( r ) 
1 < m < k+1 

Le résultat ne s'étend pas au cas où le paramètre m est négatif ; 

2 

c'est pourquoi, on utilise le projecteur de L (r) sur r^ V^. Par définition 

de s h, 

k - s h q | 2 « |q - (» h q ) * | 2 ± C ( h k + 1 ||q|| + h P + , | q | 2 } ; 
h i /<r> h i / < r ) H ( r ) iT<r> 

VqeH k + 1 ( r ) . 

De plus, nous avons ; 

<S ii<r-h«"2. > , / 2±<£ ik-^qfii2™ •<! ll<V f" sh^| 2

m f2 

i-i n Hm(r.) i«i h Hm(i\) i-i h h Hm(r.) 

d'où en utilisant les inégalités (3.7) et (3.15) 

( f llq-«hq|l2

B ) 1 / 2 £ c { h k + , - m ||q|| k + 1 + h p + I | q | 2 } . 
i=i H H m (r.) H (r) L ( D 

Le résultat général s'en déduit par dualité et interpolation en uti

lisant le fait que l'opérateur I-s h est auto-adjoint dans l'espace L
2 ( r ) . 

Théorème 3.2. Soit q la solution du problême exact (1.6), q h la solution 

du problême approché (2.1) ; si la fonction q est dans l'espace 

HS(T), on a les majorations suivantes : 

(3->6) N - ' h ^ h l l t l C { h S _ t ||q|| + h P _ t |q| 
H ( r ) H ( r ) L ( r ) 

+ h - t H / 2 ||u0-r u H . ; 
(3.16) o h oh Hi/«i ( r ) 

1 2 
- y < t < 0 ; t < l < I , dans le premier cas (V hCL (F)) ; 

- y <_ t 1 ; t <_ s <_ k+1 dans le second cas (V^CH 1 (r)). 



- 2 8 -

Démonstration : D'après le théorème (3.1) pour t = - j , on a la majoration ; 

lh " r h q H _, / 2 < C {||q-s q|| / 2 + h P + 1 / 2 | s q| 2 + ||u -r u || 

h h y ( r ) H ( r ) N L <r) H" ( r ) 

d'où avec la majoration ( 3 . 1 3 ) : 

II" " r h %W - 1 / 2 1 C { h S + 1 / 2 l«H s + h P + 1 / 2 W 2 + 'I W o h ' H 1/2 J • 

H l / (.T) H s ( r ) i / ( r ) 0 N °" H" ( H 

En outre, 

h " r h q j | t < ||q - s h ,|| + C h "
C " , / 2 ||sh q - r h q || H / 2 ; 

h h H C ( r ) h H C ( r ) H l / z ( r ) 

" Y - C - 0 * dans I e premier cas, 

- - < t je 1 , dans le second cas. 

En utilisant alors les inégalités (3.13), on obtient le résultat : 

Théorème 3.3. Soit la fonction u définie par l'expression (1.5) et la fonction 

u, suivante : 
h 

u h ( x ) " h [ V y ) L°e -f^7[ d V y ) • 
h 

Alors pour x tel que d(x,T) > 6 > 0 et h assez petit, on a : 

(3.17) |U(X) - U h ( x ) | < - j S - y {hP +' | , | ^ 

+ h s + 1 ||q|| + ||u -r Ku J| , + / h | | u - r u j | ... } . 
" • " H

s

( r ) ° h o h V ( D 0 h o h H 1 / 2 ( D 

( 3 . 1 8 ) | D A u(x) - D ° U . ( X ) | < £-j n r r { h P + 1
 i 

h - ( d ( x , r ) ) l a l + ( d ( x , r ) ) l a l + 1 i / ( r ) 

- s * ' » ' i i H S ( r ) * i w J i ^ ^ i w J i „ . « „ > • 

0 <̂  s <̂  1 dans le premier cas , 

0 < s < k+1 dans le second cas. 
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Démonstration : On calcule d'abord l'erreur encre q et p h q h dans l'espace 11
 1 (r) 

( q - P h 

- p h

 q h " H - i = s u p , Pfir : 

H ( r ) cpeH'cr) H i ( r ) 

2 

Soit alors la fonction g de l'espace L Q(T) ! 

(L*(r) = (g6L 2 ( r ) ; / g(x) dy(x) = 0 }) définie par : 

r 

<p<x) mi* J g ( y ) L o gi^=7r d Y ( y ) ; ^ x e r • 

D'après le théorème 1.2, on a la majoration : 

llgll 2 <c||<p|| , ; 
L (r) H (T)/C 

d'où : 
i a ( q - p h q h » e ) 
llq - p h qh!! _| < c sup — h M — • 

H <r) pa*u> 1 1 8 1 1 L 2 ( d 

Soit s h g la projection de g sur l'espace r^ ; alors il existe 

g^ dans l'espace telle que : s^ g • r^ g^. 

On calcule alors 

a(q - P h q h,g) = a(q - p h q h > g " g^) * a(q - ? h q h,P h . 

Le premier terme se majore par : 

c||q-p hq h l l H.,/2 ( r ) N - p h 8 h l l H - , / 2 ( r )

 ; 

et en utilisant les lemmes 3.5 et 3.3. : 

|a(q - p h q h, g " p h g h) | < C/b (10 - P h qh|| H - l / 2 ( r ) ' ^ 2 ^ ' 

Le deuxième terme s'écrit : 

( u o ' p h 6 b \ 2 ( T ) ~ ( u o h ' 8 h )

L 2 ( r . )

 + W * ^ " a ( p h V p h gh> 

" ( V r h U o h ' p h «h>T2.T,
 + V V V " â ( p h V P h gh> * 
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On majore alors en utilisant la proposition 3.2 par : 

C( Ilvi - r u H 2 + h P + 1 |q | 2 |g | 2 

o n oh L / h L Z ( r ) L (O 

h 

On en déduit donc : 

l l q - P h q h H < C { h P + 1 |,| 2 + h S + I ||q|| s 

H (r) L V ) HS(D + Il u - r. u . Il , +/h" | l u - r. u . Il }. o h o h " L 2 ( r ) M o h 0 h l ' H l / 2 ( r ) 

0 < s < 1 dans le premier cas , 

0 _< s _< k+1 dans le second cas. 

D'autre part, on a : 

%w~hX t V F i h ( t » L °g | F . '(t)-yi E r ^ H " 1 

i=l 0 1 ih ' 1 

i i l n i l F-(0-y| dF. 

/ p h v * > L°g ] x ^ r d Y ( x ) * ^ .nq h <^ h ( t ) )Los | F ^ ( 0 - y | î t ^ o d 

c ' e s t - à - d i r e 

u(y> " u h (y ) = — / (q(x) - p h q h(x)) Log | ~ | dy(x) 

. n . | F . ( t ) - y | d F 
+ I 7 l / q h ( F i h ( t ) ) L o g j F T T t F y J d T ^ ( t ) d c ' 

1*1 0 1 in 1 

On utilise alors le fait que la distance de x à T est plus grande 

que 6 fixé, donc nous avons : 

|F.(t) - y| hp+l 
L ° s P i h(t) » y| - c dTTTrT * 

D'autre part, soit X q un point de r tel que |y - x^' • d(y,T), 

comme la fonction q - p^ q^ est d'intégrale nulle sur T, on en déduit : 
| y—x 

/ (q(x) - p h q h(x)) Log dy(x) = / (q(x)-ph q h(x)) Log | y _ x ° j d Y(x) 
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donc, |u(y) - u (y) | < ,° { h P + ' |q| 2 + h S + ' ||q|| } 
h d ( y , r ) L (T) H S(T) 

+ llu - r, u , <j + /h llu - r, u , Il , } 
o h o h " L 2 ( r ) o h o h " H l / 2 ( r ) 

0 _< s _< 1 dans le premier cas, 

0 <_ s k+1 dans le second cas. 

On a également 

grad u(y) = j q(x) y ~ X

 2 dy(x) 

r |y~xl 

g r a d U h ( y ) = ^ / q h(x) d Y. h(x). 

La différence se majore de la même façon que dans le cas de u ; le 

résultat sur les dérivées d'ordre supérieur est analogue. 

Remarque 1 . On n'a pas obtenu d'estimation au voisinage de la surface r ; 

la difficulté provient du fait que le grad u subit une discontinuité à la tra

versée de la surface T, tandis que le gradient, de u^ a une discontinuité à la 

traversée de T ; donc l'erreur est très mauvaise pour un point x entre V et 
n 

Par contre, si on pose : 

U h(x) = i- / p h q h(y) Log yJ^j- d Y(y) J 

on obtient une erreur en h P + * ^ 2 + dans l'espace w'dR^ / C 

Remarque 2. 

k+1 

Si la fonction q est dans l'espace H (T), on a donc la majoration : 



-32-

lu(x) - u h ( x ) | < - ^ - F T { h p + 1 k | 2 . h k + 2 ||q|| 
n d(x,I) L Z ( r ) H (T) 

+ ||u - r , u .11 ~ +»47 II u - r . u . H 1 / n } . 
o h o h " L 2 ( r ) o h oh'' Hl/2 ( r ) 

La précision maximale est donc obtenue quand p est égal à k+l ; 

donc quand la frontière est approchée par des éléments courbes d'ordre p, 

il faudrait approcher q par des polynômes en t de degré p-I ; ceci est une 

généralisation du résultat annoncé par HESS ( [flQ) , dans le cas d'approximation 

d'ordre un par différence finie. 

IV - EXEMPLES NUMERIQUES. 

-Ils ont été traités avec des éléments droits et des éléments courbes 

d'ordre deux ; l'espace V, est constitué de fonctions constantes par morceaux 

n 
ou linéaires affines par morceaux. 

Soient (w.). . , les fonctions de base de l'espace Vt ; la méthode 
3 1 ĵ Ĵ njcl r h 

variationnelle nous conduit alors à la résolution du système linéaire : 

n-1 

l A. a . « b. , 1 £ j < n-1 ; 
i«I 1 1 J J 

où les coefficients a., et b. sont définis par : 
U J 

aij • h f f w i ( x ) w j ( y ) L o g "fî Tf d V x ; d h ( y ) ; 1 i ̂  j i n H ; 

r h r h 

bj " f u o h ( y ) w j ( y ) d h ( y ) ; 1 < i £ n" !-

Dans le cas où est l'ensemble des fonctions constantes par morceaux, 

d'intégrale nulle sur T^, le calcul des coefficients a^j se ramène au calcul 

des intégrales : 

J 1 J 1 Log 1

 ? do dt ; 
0 0 |x(o)-y(T)P 
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où |x(o)-y(t)| • |oA^_j 'A^ - r A ~ ^ A j +
 A jZ^ A£-j I P O U R éléments droits ; 

|x(o)-y(T)| = LAA.TpA. - x aT^A . + 4°0-°> V i 7 ? i - 1 / 2 - 4 T ( l - T ) X . . ^ t . . I / 2 | 

pour les éléments courbes ; (A^_|/2 e s t * e milieu du segment A £ e c A£-|/2 

A. 
le point d'intersection de la perpendiculaire i-1/2 

en A. . à A. . A. avec la frontière Y . jr • 

1-1/2 î - l i S : \ 

A " ^ Tt 
Ai-1 x-T/2 *i 

Dans le cas où est l'ensemble des fonctions affines par morceaux, 

d'intégrale nulle sur T^, le calcul des coefficients a^j se ramène au calcul 

des intégrales : 

S !o 0 T L o g .«<«>'- y(x) d 0 d T ; £' {' ° - a ) T L o 8 |»(o)'-y(x)i d o d T 

/ • r (.-o)(.-x) L o g | x ( 0 ) : y ( T ) | dadx 

où la fonction (o,t) ' — • |x(a) - y(t) | est la même que dans le cas des fonc

tions constantes par morceaux. 

Si i est égal à j, ces intégrales sont des intégrales singulières cal-

2 

culées, exactement dans le cas des éléments droite et avec une erreur en h dans 

le cas des éléments courbes d'ordre 2. Sinon, on utilise une formule d'intégra

tion d'ordre deux sur le carré [p,f] x C°* 0 • (p°ur le détail du calcul de ces 

coefficients a^j » voir Qo]). 

1er exemple. 

x 2 2 
L'ouvert Çl est l'ellipse d'équation —y + y « 1. 

R 
Le potentiel U q sur la frontière est donné par ; 

(x.y) = f • 
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Pour calculer le potentiel dans l'espace, on se ramène au cas du cercle 

de centre 0 et de rayon 1, par une transformation de JOUKOWSKI. On obtient : 

u(x,y) = - ; si (x,y)eJ2>. 

t t 2 2 2 , 9 . 2 2,1/2 . 2 2 2 . 1/2 
. 1 / V r ( ( x -y "R +1) + 4x g ) + ( x - y - R ^ 

u(x,y) - — (x-sg(x) l * i - i 1 Lj ) 

si (x,y)e^ C. 

La charge électrique q vaut alors, si (x,y) est un point de la fron

tière T : q(x,y) - <3T+ 1) — ^ • 

R 2 / V y 2 

R 

On choisit comme points A£ sur la frontière les points de coordonnées 

A. = (R cos — , s i n — ) , (1 < i < n). 
i n n — — 

Les essais numériques ont été faits avec n égal à 8 et 16. Le poten

tiel u est calculé sur l'axe des x sur l'intervalle [p,10] et : 

u(x,0) - ̂  ; x < R 

u(x,0) = ~ (x - / x 2 - R 2+l) x >_ R. 

Dans le cas où R est égal à 4, on obtient les erreurs relatives : 

1 n = 8 1 n = 16 1 

h »= min h. 1,368 0,489 
o , . 1 

I <i<n 

h = max h. 2,844 1 ,533 
1 <i<n 

'éléments droits fonctions constantes 0,15 0,045 ' 

fonctions affines 0,10 0,035 

éléments courbes fonctions constantes 0,05 0,01 

fonctions affines 0,05 0,01 
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C'est sur la frontière T que l'erreur est maximale. La figure 1 

représente les résultats obtenus dans le cas où n est égal à 8 . Les deux 

courbes sont pratiquement confondues dans le cas des éléments courbes. Cet 

exemple montre l'importance de l'approximation de la frontière r ; les élé

ments courbes avec des fonctions constantes par morceaux donnant des résultats 

meilleurs que les éléments droits, même avec des fonctions affines. 

I&v*MFC. W*«nta ^ w t k ç p ^ v f c ^ l ^ ^ 

* ^ A ^ o ) ^ *>... ..... 

/ • A 

/ • A \ 

/ 4 \ 

. / ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
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2ème exemple. 

L'ouvert 0 est le cercle de centre 0 t de rayon 1. Le potentiel U Q 

sur la frontière est donné par : 

u Q(x,y)
 c fx^ si x > 0 

à 

0 si x £ 0 

Pour calculer le potentiel dans l'espace, on utilise les coordonnées 

polaires : 

f x « p cos <JÇ 
-

, y » p sin 

Alors en développant u Q en série de Fourier, on obtient : 

t ,ns 3 . 2 cos2*f 4 cos4cf 1 ] (2k+l) 2(2k+l) 
^ P . T > = T & + P 4 P - Ï 6 + 2 7 ^ 0

( " , } { 2 (2k+5)(2k-3) " (2k+3)(2k-l) 

" 2(2k+l) / p 2 k + ! c°s(2k+l)Cp ; s i p < l . 

Si P est supérieur à 1, il suffit de remplacer p par — dans l'expres

sion précédente pour obtenir le potentiel à l'extérieur de l'ouvert. 

Les points sont les mêmes que précédemment avec n égal à 8 et 16. La méthode 

numérique calcule alors : 

A* J - J 
u ( 3 : ) " 2 7 / q ( y ) 1 x 5 8 "|x-y i

 d^(y) ï 

c'est une fonction qui tend vers 0 à l'infini et qui est égale à U q à une cons

tante près. Dans le cas du cercle, en développant u en série de Fourier, on 

voit immédiatement que cette constante est le terme constant de la série de 

Fourier, c'est-à-dire : l„ . / u Q(x,y) dy-

; r 

La méthode numérique nous donnera donc ici la valeur u - \-r en tout 
i o 

PQint de l'espace. Le potentiel u est calculé sur les deux segments suivants : 
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segment n° 1 : c'est le segment [0,10] de l'axe des x 

segment n° 2 : c'est le segment [-2, +S] de la droite x = 1. 

On obtient les erreurs relatives : 

segment n° 1 segment n° 2 

n « 8 n « 16 n = 8 n = 1 6 

h 0,7654 0,3902 0,7654 0,3902 

éléments droits fonctions constantes 0,4 0,08 0,4 0,08 

fonctions affines 0,25 0,07 0,3 0,08 

éléments courbes fonctions constantes 0,25 0,04 0,25 0,04 

fonctions affines 0,01 0,002 0,03 0,006 
— . . . i — , . i — — • . - — 
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Les figures 2 et 3 représentent les fonctions u calculées sur chacun 

des deux segments quand n est égal â 8. 

figure n° 2 : potentiel u sur l'axe x. 

<i&**ujk AKHL P c ^ t k ^ c^ tcxwt^ 

.» 

/ A \ >nbS*cr« ^J>XlK " 

.< / / À \ 

•l y / ^ ^ ^ ^ ^ 

Z £ ^ 5 £ 

figure n° 3 : potentiel sur la droite x » 1. 

»• 

«.5 

/ A \ 

/ / x \ \ 

• V f v V 

• • / / / V V . 
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En comparant les différentes méthodes, on remarque donc que les élé

ments courbes avec des fonctions affines par morceaux donnent de très bons ré

sultats avec n égal à 8, même si le pas h est grand. Cette méthode est nette

ment meilleure que les trois autres qui, dans l'exemple 2 donnent le potentiel 

avec un erreur du même ordre. Ceci correspond au résultat obtenu théoriquement. 
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