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Notations Générales

On désignera par u, v, w, ... des fonctions définies sur un ouvert

§§ du plan O X X valeurs dans IR 3 on posera

2 et a
lully o= ¢ { lugx) |2 ax3!/?
Q

et pour m entier # 0

a. ¥a,.
| i 2
lull g={ = la—ﬁ”— | axp!/?
9
al,azerN naxalaaz
ul-kaz <m 1 x2
m 2 1/2
lal ={ = |2y | dx}
B8 ., a, €N % %2
1?72 N 9x, 9x
1 2
al+a2=m

On désignera p2ar p, q, r , ... des fonctions définies sur un ouvert
2 et a valeurs dans [R2 ; si p= (p1 , p2) on posera

2 2 ,1/2
e Ilm’Q {tp, "m,g +lp, Ilm’Q}

2 2 41/2
Pla,e = Upylge * h’zlm,n}/ '



1.  FORMULATIONS DUALES.

Dans un ouvert  borné de RZ , de frontidre T lipschitzienne,

soit JY 1'opérateur aux dérivées partielles du second ordre dé&fini par

2 ] P
(1.1) Au= 1 2= 2.

a,, =
i,j=1 Bxi 1] ij
Les coefficients aij sont supposés donnés dans l'espce L_(R) et

satisfont 1'hypothé&se d'ellipticité usuelle : il existe une constante

e > 0 telle que pour presque tout x dans § , on a
2
2 2
VE=(E, ,E)eR" , I a,.(xE.E. >elg]”.
1 2 R ij 17)
1,3=1
A titre d'exemple, on traite le probléme de Dirichlet homogéne associé a

cet opérateur A : trouver u solution du probléme

{ Sbu = £ R dans Q

u=20 » Sur T

(1:2)
La donnée f sera supposée dans l'espace LZ(Q) .

En formulation primale (i.e. ... classique !) , 1'inconnue fondamentale

est la fonction u elle-méme ; en formulation duale, 1'inconnue fondamentale
. o« g . - 2
est le cogradient p de u , c'est-i-dire la fonction (3 valeurs dans [R")

de composantes P, et »p, données par

32_ + ou
[ Py 11 3%, 12 3x,
(1.3)
l a Ju a Ju
Py 21 3x, 22 3%,

Pour donner cette formulation duale simplement, nous introduisons les notations
suivantes : Soit ((Aij)) la matrice inverse de la matrice des coefficients
((aij)) s A cette matrice ((Aij)) on associe la forme bilinéaire

2

(1.4) a(p,q) = . {i§j=1 Aij P q;} dx .

Les hypothéses faites sur les coefficients aij impliquent que cette forme



bilinéaire est continue sur l'espace produit (LZ(Q))2 x (LZ(Q))2
et elle est (LZ(Q))Z-elliptique :

2 < -
¥pog e (L, (@)D" , alp,a) <lal ol o Wal o

2 2
Ja>0,vae L@, a0 >a ldl] o

On note V(Q) 1l'espace de Hilbert défini par
2 .
(1.5) V@) = {ge (L,(@)" 5 divgqe LZ(Q)} .

A une fonction £ de 1l'espace LZ(Q) , nous associons la variété affine

Vf(Q) de l'espace V(Q) :
(1.6) vi(@) = {qe V(@) , divg+ £ =0 dans R}

En particulier pour £ = 0 , VO(Q) est le sous—espace des fonctions ¢
de V(Q) & divergence nulle dans Q .
La formulation variationnelle duale du probléme (1.2) consiste &

trouver une fonction (vectorielle) p solution de

P € Vf(n)
(1.7)
vge VO(Q) , a(p,q) =0

On démontre sans difficulté le

THEOREME 1. Pour tout £ donné dans £'espace LZ(Q), Le problfeme
(1.7) admet une sofution p et une seule. En outre 84 u désigne La
solution du probleme (1.2) , La solution p est Le cogradient (- rela-
tivement d £'opératewn A ) de La fonction u , <{.e. Les relations (1.3)
sont satisgaites. =

Si 1'on connait a prioni un élément p € Vf(Q) , le probléme (1.7) se

~

linéarise en la recherche de p = p~p sclution de :

p e V(@)
vge V°(Q) , a(p,q) = - a(p,q) .

. o . . . . o .
Construisant un sous—espace Vh de dimension finie de V (Q), les méthodes

générales d'approximation interne conduisent & chercher P solution du

probléme



o
phe Vh

Vae VP, alp, » @) =~ a(p,a).

La solution "approchée" du probléme (1.7) est alors fournie par
P, =P+ P -

L'analyse mathématique de cette méthode a &té récemment donnée par
HASLINGER & HLAVAEEK [6] dans le cas ot Vﬁ est constitué des
fonctions affines par triangles et 3 divergence nulle dans Q .

Malheureusement il s'avére fort délicat en pratique de construire
un élément p dans Vf(ﬂ) : penser au cas le plus simple oi la
fonction f est constante par morceaux et aux problémes de raccord
que souléve le relévement global £ ~— ; . En vue d'éviter cette
difficulté pratique, nous donnons une variante de la formulation hybride
duale (cf.THOMAS [ 9] par exemple). La méthode numérique basée sur cette
formulation ne supposera connue que des rel&vements locaux £ ~~>p ,

autrement dit les problémes de raccord auront, &été &€ludés.

On suppose désormais pour simplifier que le domaine Q est polygonal

soit at’h une triangulation de Q :

= U T .
Tevﬁh

On introduit 1'espace ' X dé&fini par
(1.8) % ={qe @,@n? ; vre e  qe @i .

A une fonction f de l'espace LZ(Q) , on associe la variété affine
f
A
(1.9) J(f={quC ; V’l‘e“‘@h)divq+f=0 dans T} .
En particulier ¥ © est le sous-espace des fonctions q de H qui

sont 3 divergence nulle dans chaque triangle T de o8

h .
Pour toute fonction q € # et toute fonction wu € ) LZ(ST), on
Te %
note h
(1.10) b(q, W) = - L HVpeq dy
TeT Jar
oli v,, est le vecteur unitaire de la normale extérieure au triangle T .

T
Soit M 1'espace vectoriel défini par

..



aan Mene 1 LD 5 ¥ge ¥ Nv(@),ba,w) = 0) .
Te€ fch

On remarquera qu'une fonction u de 1l'espace Jis L2(8T)
Te€ th

appartient # 1l'espace Mo si et seulement si elle vérifie

YT,T' € v@h sur 3T N 3T'

ulap = #la

VYT € ’Gh u[aT =10 sur 3TN T .

On considére alors le probléme : trouver un couple (p,\) tel que
. e e T M
(1.12) Vg e ¥ 7 , a(p,q) + b(q,2) =0
vue M, bp.u) =0 .

THEOREME 2. On suppose que Le cogradient de La fonction u , solution
du probleme (1.2) , appartient a L'espace ¥.-ALons Le probLeme (1.12)
admet une sofution (p,\) et une sewle. En outre p est La solution du
probleme (1.7), donec Le cogradient de u ; de pfus A est La trhace de u
sun Les cotes des triangles T de La triangulation. ’ .

Ce résultat est une application de [ 9 ], théoréme 2.2, par exemple ®

2. METHODE DES ELEMENTS FINIS EQUILIBRE.

Soit k un entier = 0 , désormais fixé.

On choisit d'une part pour sous—espace JME de M

(2.1) My = fug e M ; vre %6 e 5, (D)}

byl ar
ol Sk(aT) est l'espace des fonctions définies sur le bord 3T du triangle

T , polyndmiales de degré < k sur chaque c6té de T . Il n'y a pas de
condition de continuité aux sommets du triangle T dans l'appartenance 3
1'espace Sk(BT) , par suite cet espace Sk(BT) n'est pas un sous—espace

1/2

de H "“(3T) , espace des traces des fonctions de HI(T).



. . o o
On choisit d'autre part pour sous-espace x‘h de j

(2.2 Hpo=lage®° VI eTy , g (e (1))

oli Pk(T) est 1'espace des restrictions au triangle T des fonctions

polyndmiales de degré < k .

Etant donné une fonction fh de 1'espace L2(Q) dont la restriction

3 tout triangle T de °G, est polyndmiale de degré < k

h
(2.3) thT e P, (T)

on sait construire une fonction ;£ de l'espace (LZ(Q))Z telle que

pour tout triangle de ﬂ%l, on a

2
Pujr ¢ Py (D)
(2.4)

div Sh + fh =0 ’ dans T

avec en outre

—

(2.5) Vo, *

T ° Ph € Sk(BT) .

Nous préciserons (au théoréme 6) le choix de fh et donnerons une

construction systématique de ;£ .

Ayant déterminé une telle fonction 5£ , on pose

£ _ - o
(2.6) ¥o=py,+ Hy
t fn
I1 est clair que JCh est une sous-variété affine de ¥

On considire alors le "probl3me approché de (1.12)". Trouver un couple

(p,. 5 A.) tel que
h h £ J%

h
(2.7) vq, € J‘; s a(p, » q) + blq , X)) =0
Y, € J%h , b(ps,uh) =0 .
THEOREME 3. Le probLeme {2.7) admet une solution (P 5 Ap) et une

seule. =



DEMONSTRATION du THEOREME 3.

Par linéarité, il suffit de vérifier que le probléme homogéne

associé o m
(o » Ap) € Ty x My
Fe)
V‘Jh € ‘/wil ’ b (Ph ’ uh) =0 .

admet pour unique solution Py = o, Ah =0 . A l'aide de 1la
(LZ(Q))Z—ellipticité de la forme bilinéaire a(p,q) , l'unicité de
p, est immédiate. Il reste 3 montrer 1ue I’ esracd

z, = {3 e./@rl; vq, € ﬂﬁ b(q, » A) = 0}

est réduit 3 {0} . Soit donc A, un élément quelconque de Z, . On a

h h
en particulier dans tout triangle T de ﬂsh :
(2.8) AhlaT e 5, (3T)
et
2 o
. N o e - .
(2.9) Yq € (Pk(T)) v(Ty , Ah Vptd dy = 0

aT

Ayant remarqué qu'une fonction q appartient 3 1l'espace

Pk(T))Z N VO(T) si et seulement si elle est le rotatiomnel d'une

fonction w de 1l'espace Pk+l(T) » la propriété (2.9) équivaut 3

dw
I's — =
Yw € Pk+l‘T) , J Ah T dy 0
3T T

ol %} désigne la dérivée tangentielle le long de 3T . Comme 1'ap-
T
plication
aw
w(\_>-a—‘r"r

est surjective de 1l'espace Pk+l(T) sur le sous—-espace si(ar) de

Sk(aT), ol

(2.10) sﬁ(ar) ={pes () ;| ¢dy=0}
3T



la propriété (2.9) se traduit par

o —
Vo e Sk(aT) s Ah ¢ dy = 0

aT
autrement dit la fonction lhlaT est orthogonale dans L2(3T) au
sous-espace SE(BT)

Or d'aprés (2.8), la projection orthogonale de sur SE(BT)

nloT

n'est autre que la fonction :

1
Mlar ™ Hesoom Ap 4Y

aT
Par conséquent les conditions (2.8) et (2.9) impliquent que la fonction

est constante, pour tout triangle T de %G, . Exprimant les

"no 8T h
conditions de raccord contenues dans 1'appartenance de la fonction Ah
d 1'espace M, on en conclut Ah = 0 , ce qui démontre le théoréme. =

I1 résulte de ce théoréme 3 , que la variété affine vi(n) définie par

(2.11) vfl(sz) = {qh € J{i 3 Y € u%h s b(qh s uh) = 0}

est non vide, en général Vﬁ(n) n'est pas le translaté par la fonction
;£ du sous-espacs Vﬁ(n) défini par

(2.12) V() = {q e 0, vu edb , blq ,w) =0 -

On considére comme "probléme approché de (1.7)" le probléme : trouver une

fonction Ph telle que

£
P, € V(@)
(2.13)
o —

th € Vh(n) ’ a(Ph ’ Qh) = 0 L4
THEOREME 4. Le probleme (2.13) admet une solution p, ot une seule.
De plus on a Les caractérisations sudlvantes

o —-—
(2.14) Vi@ = 3 N v(Q)

£ - ,
(2.15) Vi@ = (3, + ) N V(@) i .



Remarque. La propriété (2.15) justifie la terminologie de mé&thode
des éléments finis équilibre donnée par F. DE VEUBEKE et son &quipe

[31[4)1([5]) : 1la solution p satisfait "1'équation d'équilibre"

divp+£f=0 dans Q@ ,
la solution approchée Py, satisfait
div Py + fh =0 dans Q . u

DEMONSTRATION du THEOREME 4. Pour 1'unicité, il suffit de remarquer

que la variété Vi(Q) est un translaté de 1'espace V;(Q) 3 pour

1'existence, il est évident que si (ph . kh) est la solution du probléme
(2.7) , alors P, est solution de (2.13). Passons a4 la démonstration de

(2.15) : soit y un cOté commun 3 deux triangles T et T' de ’Ch .
Pour toute fonction w polynOmiale de degré <« k définie sur le coté v,

la fonction My définie par

u, =W sur le cOté v

Wy = 0 sur tout autre cSté de #Zh

appartient 3 1l'espace VM% . Si est une fonction de Vﬁ(n) elle

9
vérifie donc :

Yw € Pk(Y) ’ w(vT.thT + \)TI * thT') dY =0 .
Y
Grace au choix de 5£ satisfaisant (2.5), les traces normales vT.thT
sont polyndmiales de degré < k , d'ou

v,

" 9 gtV

L] = 1 n '
T thT, 0 , sur tout (3T) (3T'").

I1 en résulte que la distribution~sur—-Q div 9 définit un &€lément de

1'espace L2(Q) , ainsi appartient i l'espace V(R). Réciproquement

9
il est évident que toute fonction (5£ + ﬂﬁ) N V(Q) appartient i la

variété Vi(a). .
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3. MAJORATION D'ERREUR.

Nous utilisons systématiquement la technique du passage a 1'élément

fini de référence , cf. CIARLET & RAVIART [ 2 ] par exemple.

-~

Soit 0%.%. 1le plan euclidien de référence et T 1le triangle de ce

172
plan de sommets (1,0), (0,1) et (0,0). Pour tout triangle T de Géh ,
il existe une application FT affine inversible telle que
(3.1 T = FT(T) N

L'application linéaire tangente BFT est représent@e par une matrice 2 x 2

de 1'application F_ est

constante, inversible ; le jacobien J T

T
Ip = |det(aFT)| = 2 Mes(T).

A toute fonction scalaire @ définie sur le triangle T , on associe la

fonction w = {F&(G) définie sur le triangle T par

w_=w°FT .

A toute fonction scalaire {I définie sur le bord 31 , on associe la
fonction u = .5;T(ﬁ) définie sur le bord 23T par
-~ -1
we=1i(F. ) .
o T ]aT
A toute fonction § dé&finie sur le triangle T et i valeurs dans iRz ,
on associe la fonction q = Z?T(a) définie sur le triangle T par

_1 -

D'aprés ([9 ], lemme 5.1) , on a le

LEMME 1. L'application jT est un Lsomorphisme de £'espace (,}11("r~))2
sun L'espace (I-II(T))2 Zel que
(3.2) Yw € L2<T) , J w div q dx = J W div .q dX
e X
T T
et
(3.3) Yu € L2(3T) s J ‘u vr'd dy = J _ in vg gdz . u
T T

Ainsi on a



11

PN

(3.2 bis) divgq = -—-—-divSE q

propriété que 1l'on ne peut obtenir avec une transformation § ~s 9
effectude composante par composante.

On note hT le diamétre d'un triangle T de la triangulation et

(3.4) h=Max h

T e rﬁh

Nous ne considérons que des suites de triangulations <G

T

h régulidres ,
c'est-a-dire telles que pour tout triangle T € :Gh le plus petit angle
de T est minoré par un angle 6 > 0 indépendant de h ; la notation

C désigne diverses constantes indépendantes de h . Il s'avére agréable

de munir 1'espace '(Hl(T))2 de la norme

_ 2 2y 12 1/2
(3.5)  Malty o= Cllal? o+ bolaly o3
puis l'espace #H de la norme
(3.6)  MaM,. = ¢ £ Mam? "2
* H 1,T ¢

T ecth

Le lemme suivant permettra d'éluder la construction d'un opérateur

d'interpolation dans l'espace Vﬁ(Q)

LEMME 2. 12 exdiste une constante C , Andépendante de h , telle que
f
(3.7) veev®(@NK, Inf_ lgrl <C Inf Na-g My .
r, € Vﬁ(n) 0,8 q, €

La démonstration de ce lemme technique est reportée en anncxe ; c'est
essentiellement une adaptation de la méthode proposée par F. BREZZI

[1] dans un cadre abstrait. n

THEOREME 5. On suppose que La solution p du probleme (1.7) appartient

a L'espace ¥ ; so0it Py, La sofution du probleme (2.13). On suppose

YT eOﬁh> f £, dx = f £ dx .
T T

Alons AL existe une condtante \C , indépendante de h , telle que

s < - .
(3.8) p=py, “o,g c I:\fxfl p-q, Ny
9
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Remarque: De plus, on a par construction
(3.9) Ildlv(p--ph)llc),Q = Ilf--fhllo,Q . n

DEMONSTRATION du THEOREME 5: Soit «r

h oun é€lément quelconque de

Vg(Q) ; comme la fonction (ph—rh) appartient i VE(Q) sous—espace

de VO(Q), on a
a(p’ph-rh) = 0 = a(ph 4 Ph_rh)
d'ol
a(p-ry » py7r) = alp Ty 5 PT)
On en déduit la majoration classique pour les problémes variationnels

elliptiques :

. - < — a
(3.10) IIp thO,Q C Inf tp-r. Il

£ h'o,Q
r€ Vh(Q)

Dans le cas particulier oi f = f le théoréme 5 est alors umne

h H]
conséquence évidente de (3.7) et de (3.10). Pour 1'étude du cas général,
nous introduicons la '"perturbation'" &p de 1'espace (LZ(Q))Z définie

dans chaque triangle T de ﬂsh par

. N -
(3.11) (50 | = JT(}T o Mo Q’Tl)(fh—f)]T

o f est 1'application qui a une fonction g de L2(T) , telle que

-~ o~ - A

[ g(x) dx' = 0 , associe la fonction p = MN(§) solution du probléme
T
de minimisation 3 g .- e -

p* € V°(T) ; Va *p =0 sur 3T 3

' T

I 2= Imt g
P = Inf ., . - g 3 .
o,T ge Vg(T) ; Va* §=0 sur 9T 0,T
T
%

Da solution p de ce probléme se caractérise comme Etant le gradient de
la solution W - @& définie 3 une constante prés- du probléme de Neumann
- A W=g , dans T

x
W 2
s o 0 , sur 3T .,

T
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En vertu de la régularité du probléme de Neumann dans T (polygdne
convexe !) on a

A
e fl =’ (8) "l,f < Cllg Ho =

1,T T
d'oli en revenant au triangle T pour la fonction &p définie en (3.11)

Wepll |, <Chy g 0

T s T
et a fortiori puisque divp +f =0 et div 9 + fh = 0 dans T pour
f

9 e i h N

i < I -

1ﬂ6plﬁl’T C o e qd"l,T

% h
donc
(3.12) lllSpllI:K. < C Inf ¢ Illp-qhﬂl:,(- .
G € Xy

Par construction les traces normales de 6p sont nulles sur le bord 3T

de tout triangle T de 9. ; on en déduit que la fonction p + &p

h
. f )
appartient 3 la variété V h(&'2) N A . Reprenant (3.10) , on écrit

_ < )
lp Py "o,Q c {lidp "o,n + Inff Il p+ép rhllo n}
?
r€ Vh(Q)
et en appliquant le lemme 2 3 la fonction p+8p

{ PPy, "o,g < C {ll¢p Il'__,’Q + Inf '.flll p+6p-thllx}

b€ n
d'oil
(3.13) IIp-phllo"Q < ¢ { IIleIIIJC + Inf o I|lp-thllx} -
qh € J('-h

Des majorations (3.12) et (3.13) on déduit le résultat annoncé (3.8). =

Soit p une fonction de la variété Hf ; introduisant la fonction p

de 1'espace #° définie par

(3.14) P=p+p
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la majoration (3.8) obtenue par le théoréme 5 s'écrit

- < —._"‘_ ~_~ s
(315 Wpp o < C (Mppy My + Tnf =gy i)
e Hy

Nous obtiendrons une majoration de cette derniére quantité 3 1l'aide du

LEMME 3. 12 existe une constante C , 4ndépendante de h , telle que
pouwr toute gonction ; appartenant a L'espace (HkH(T))?' N VO(T) on a
(3.16) Inf , Ilp qml’T < Ch, Iplk+l,T =

q e (B (1)7 N V(D)

DEMONSTRATION du LEMME 3. Une fonction ; de (Hk+](T))2’ﬂ VO(T) est

. . ~ +2 .
le rotationnel d'une fonction w de l'espace Hk (T) ; une fonction gq

appartient 3 1l'espace (Pk(T))2 N VO(T) si et seulement si elle est le

rotationnel d'un polyndme de degré < k+I . On a donc

Inf 'H;—q|ﬂ = Inf {i;*wlz + 12 IG—WIZ }]/2
s o LT Lep (T 1,7~ 't 2,T

q € (Pk(T)) n v (T) k+1
et par les majorations standard

. ~ 12 2 12 12 k+1,~
, gn; - {|w wll,T *+ hy ‘w-wlz’T} < C hy lwlk+2,T

k+1
soit en repassant i la fonction ; la majoration (3.16). .

Pour pouvoir conclure, il nous faut préciser le choix du rel3vement

qui fournit S£ a partir de la fonction fh .

Soit R 1le relévement continu de L2(T) dans V(T) défini par
X

1
] - -~

0y
it
"y
~~
0Q)
N

(3.17)

i¥a)
N
~
)
-
"
N
~
n

1
| —
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si §=R(E) , ona

dive. §+ £§=0 dans T
X

-~ < -~ -~
gl clgl, 7

095 ’
. - L. . - L,.a..2
En outre si g€ H(T) , 2 entier =1 , ona qe (H(T)) et

~

lal, ¢ < ¢ Ul 5+ 18l 3} -

-~

A ce relévement R défini sur T , nous associons le relévement RT

défini sur un triangle T de fﬁh par
- 1
3.18) R =J. G R.F) .
Utilisant (3.2 bis) et les propriétés précédentes de R ,onasi q= RT(g)
(3.19) divgq+ £ =0 dans T
et

(3.20) { lall o < Chylgly

s T
lqlE,T < C {lgll'l,T + hTIgll,T} (2 entier = ]) .

Lorsque g est un polyndme de degré < k ,ona q= RT(g) € (Pk+1(T))2

donc Vp * Q€ Sk*l(BT) et en général (hormis le cas k = Q) vp * g ¢ Sk(aT).

En vue de satisfaire la condition (2.5 ) nous définissons sur 1l'espace

-

Pk(f) un relévement R( tel que si g = ﬁ(k)(g), on a

k)

- Ay 2 oA A
qe (P (TN ;3 va t §e s (3T)
(3.21) div §+g=0 , dans T
'Y
si ge P,_,(T) ,ona R(k)(g) = R(8)

Il est possible pour tout entier k de trouver un tel rel@vement
(cf. RAVIART [7 ]). A titre d'exemple, i(o) reléve la fonction constante
a en la fonction @ = (ﬁ] , ﬁz) donnée par

- - -~ l -~
q, &, ¥ 7 3%

- -~ - _l
3, » %) 2 3*2
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Vo« . . . + 4% +af
et 1l'opérateur R(]) reléve la fonction affine a *akX aX,

en la fonction § donnée par

~ 1 ”~ ~ -
a %, + 3(= 2a %2 )X, (X+%,)

N —

q](xl , xz) = =

~ 1 o~ ~ ~
a % + §(al 2a2)x2(xl+x2)

N —

qz(xl ) x2) = =
Pour k = 2 , les relations (3.21) ne définissent plus R(k) de fagon

-~

unique. A ce rel&vement R dans T nous associons le relévement

(k)
R(k),T dans T :

o¢-l e

(3.22) Ry, r = I1 Y o Rk T

Le relévement R associe 3 un polyndme g de degré < k une

(k),T

fonction gq telle que
2

qe (B (M7 5 vp - qe 5T

divq+g=0 , dans T .

THEOREME 6. On suppose que La sofution p du probléme (1.7) satisfait
es hypothzses de regulanits pe (HTN(@)? et divpe B l(n). Soit

£, une fonction de L,(a) dont La nestniction & tout triangle T de <6

est un polynime de degné < k tel qde

£ dx = f dx
L‘ b L
k+1-2

[
i £ fhlz,r < Ch lf[k+l,T

(3.23 et

¥Ye = 0,1 ,..., k)

A cette fonction £, 0n assocle a4 L'aide de £'optrateun R(k) T défind
par (3.21) et (3.22) La fonction S£ telle que
(3.24) T € of pth = R(k)’T(thT) .
Soit Py 2a solution du probleme (2.13) ainsdi eonstruit. On a

k+1 .
(3.25) Hp=py Il o < Ch (|P|k+1,9 + b [div p|k+1,n)
et

. k+1, ..
lldlv(p--ph)llo’Q <Ch |div p]k_”’Q . =

Remargue L'hypothése (3.23) est satisfaite lorsque fth est la

projection orthogonale dans LZ(T) de la fonction fIT sur l'espace
P (D -
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DEMONSTRATION du THEOREME 6. Nous précisons la majoration (3.15)

déduite du théoréme 5, en choisissant pour fonction p de 3t

p|T = RT(fIT) , dans tout T € th

La régularité de f = - div p implique que la restriction EWT a

un triangle T de f@h appartient 3 la variété (H k+l(T)) ) Vf(T)

et avec la régularité de p, la fonction plT = pIT - plT appartient

i l'espace (Hk+l(T)) n VO(T). En vertu du lemme 3, on a alors

hiid k+1,~ k+
Inf Wo=q i, o <cnp] < ¢ n**!
3

> k+1,T Ueliey,r * 1Pleey 2
qe (P (1))° N V(D)

D'aprés (3.20) appliqué pour 2 = k+1 3 la fonction p , on a

1=
'p|k+1,T <cC (Mk,'r *h If|k+1,T)

d’'od

qc€ (P (T)) N vo(T)

puis

Uy € ¥
D'autre part, on a dans tout triangle T de ﬂ:h

d'od

fll'p- ph <IIIRT’ f-f )llI r tIRR )(fh)lll .

(k),T
Par application de (3.20) pour ¢ =0 et 2 =1, on a

2
WR(E-£) W o S ClhIE~E, g o+ 0 [E-E ], D)

h " 0,T

d'ol avec 1'hypothése (3.23)

k+2

k2 . .
(3.27)  WRp(E-EN | o S C R [E] ) o= 0T div B[y, o

Enfin puisque 1'application R - R(k) , définie sur l'espace de dimension

1
Pk(T), s'annule sur Pk—l(T) , on a
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" - oo s ~<cle -
vg e P (T) , N(R-R, @I, 3 Clglk,T

s0it en revenant au triangle T

hk+l

vee (D, WQRERyy DI <ch gl
En particulier on obtient ainsi
k+1
I (R, R(k)’T)(fh)N g <CH |fh|k’T
d'ol avec 1'hypothése (3.23)
k+1
(3.28)  W(RpRgy DED | L <cn ([l o+ nlg] )

Des majorations (3.27) et (3.28), on déduit

- k+1,y .. .
al—phIHl’T <Cch (|aiv p]k’T + h|div p|k+1’T)
puis

(3.29)  WpB 5 <c b '(laiv ply o * b ldiv o] ) .

k+1,0

I1 reste 3 reporter les majorations (3.26) et (3.29) dans (3.15) pour

obtenir la majoration annoncée (3.25). La majoration de

Hdiv(p-ph)Ho Q est évidente. n
bl
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ANNEXE (Démonstration du lemme 2)

£

Soit q une fonction de V h(Q) N H ; nous allons montrer que
. f
toute fonction qp de K'h , on a
- < -
(4.1) Inf . IIq 2% IIO’Q Cllq qﬁ“ 1
rh € Vh(n)

ce qui prouvera le lemme 2. On obtiendra (4.1) en choisissant pour

fonction r

h
de 1'espace LZ(Q)— de la fonction 9 - La démonstration utilise la

la projection orthogonale =-au sens du produit scalaire

définition (2.11) de la variété V;(Q) et non sa caractérisation (2.15).

L'espace M), défini en (1.11) est muni de la norme hilbertienne

-1, ,2 1/2
(4.2) Hlunuh = {T f hy ly "o,aT}
h
ol
(4.3) u il = Inf fu+cl : o
0,d3T ce R 0,9T

LEMME A. (uniforme continuité de La forme bilinéaire b(q,u))

1L existe une constante C , Andépendante de h , telle que
(4.4)  vaed® ,vuedb, bla,w) <claliglull y . .
DEMONSTRATION. Soit q wune fonction de 1l'espace (HI(T))2 n vo(T)

et soit p une fonction de l'espace Lz(aT) ; oi T est un triangle
quelconque de Vﬁh . Par passage au triangle de référence T , on a en
vertu du lemme 1
HVpeq dy = i o vae-qdy
aT 3T

et la fonction § appartient a l'espace VO(E) N (Hl(f))z.

Puisque cette fonction est i divergence nulle, on a
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d'od

~

. < . - i -~ < . . -~ -
J W vpeq dy [ ”o,aT HvT q "o,BT Cliu "o,aT g ”l,T
T

La triangulation GGh étant réguliére, on obtient en revenant au

triangle T

-1/2 , ¢
M ovoed dy € ¢ hT flu "o,aT'"qlnl,T
aT
On en déduit la majoration (4.4) 3 1l'aide de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.
n
LEMME B. (unéforme compatibilits des espaces ¥, et o )
1L existe une constante B > 0 , indépendante -de h, telle que

b(q s Hy)

—h _'h it
(4.5) Vuh € d%h , S:pmﬁ "qh "o - = Blnuhhkﬁé . =

qh s
DEMONSTRATION. Montrons que dans tout triangle T de Jﬂ% , On a avec
g >0 f
L v.°q dy
3T T -1/2,» .

(4.6) vue S (3D) , Sup > g Mully o

q e VO(T) N (R, (T))2 hally

Soit donc u une fonction de Sk(BT). Puisque l'application ?-Tl est un iso-

morphisme de 1l'espace vo(T) N (Pk(T))2 sur 1l'espace Vo(f) N (Pk('f))2 tel

que
Itq "o,"f > C] lq IIO’T
on a j
¥ v,*q dy I . A uaeA AT
Sup >4 C] Sup .
ae V(D N (2 ()2 a iy r Ge v m?2 1807

D'aprés la démonstration du théoréme 3 , 1'application



i ~> _ Sup R
ge vo() n (Pk(T))z g, s

définit une norme sur l'espace quotient Sk(aT)ﬂR ; cet espace &tant

de dimension finie, 1l existe une constante B > 0 telle que

Fa -~
Sup >l s .
-~ -~ 3 - ’
gev@®n @z 1l
Or revenant au triangle T , on a avec C2 constante > 0
. -1/2 ,»
~ 2
It “o,aT 02 hT I "o,aT
soit en récapitulant les résultats
Jar“ e B c. 2o nZt2 i
ae V() n (e ()2 "9 To,T

c'est-3~dire (4.5). Par une technique analogue 3 celle développée dans

[8]1 [9] , on en déduit le lemme B . u

Nous sommes 3 présent en mesure de démontrer (4.1) donc le lemme 2.

f
Soit q vune fonction de V B nx et soit 9,
ﬂ'; . A 1'aide d'une variante du théoréme 3 , nous définissons le couple

un élément quelconque de

(rh , Th) solution du probléme

% £
(rh ’ 'rh) € JChxu%h
~ o ~ ~ _ .~
2 Q
Y =

D'aprés le théordme 4, la fonction r. est la projection orthogonale de

h

e f .
q, sur la variéte Vh :
r, € Vf s Yq, € VO r,+q, dx = .q, d
h® 'n * "9p¢ h h'%h 9p° 9 ¢ -
Q Q
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. - o . . -
La fonction (qh—rh appartient & ﬂfh » sous—espace de dimension finie

de (LZ(Q))2 ; on a par dualité

JQ (q,7rp)rqp dx

"% 0,0 7 Ehfu;}-ﬁ lay gy g

soit avec (4.7)
th—rh "o,n Sup o EEEE:;—:El
q € K‘h th "o,Q

et 4 1'aide du lemme B

D'aut:e pa.i, en choisissant dans (4.20) pour qy la fonction 9 = 97Ty,

on obtient - 2 _ _ -

Puisque la fonction q appartient 3 V(Q) N¥H , on a
b(q,7,) = 0
d'ol
2
Iq, rhllo,Q b(qh q,rh)

Il reste 3 remarquer que la fonction q = 9,74 appartient au sous-espace

#° pour déduire 3 1'aide du lemme A
2
(4.9 "thﬁ“hﬂ < C mqqg%Cmrhmaw
Des in&galités (4.8) et (4.9) nous déduisons
g~z )l << fig-q, il
h "h o,Q B h X

ce qui démontre (4.1) puisque r, appartient 3 la variété Vﬁ(Q). u
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