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I - INTRODUCTION

On étudie la convergence et la précision des solutions apnro-
chées du problime de la flexion des plaques minces par des mithodes
d'éléments finis utilisant des éléments non conformes, Ces éléments sont
1'élément triangulaire quadratique de Morley /15/, deux éléments trian-
gulaires récemment introduits par Fraeijs de Veubeke /9/, trcis familles
d'éléments triengulaires et une famille d'éléments quadrilatéraux cong-
truits en généralisant les éléments prdécédents, l'élément rectangulaire
d'Adini /1/ et 1'élément triangulaire de Zienkiewicz /3/,

Une condition nécessaire de convergence est le patch test
d'Irons /10/. Les trois premiers éléments passent le patch test pour des
polyndnes de degré £ 2 quelle que soit la position relative des mzillecs,
L'élément de Zicenkiewicz le passe uniquement si les triangles sont gind-
rés par trois familles de droites paralldles, Le rectangle d'Adini passe
le patch test pour des polyndmes de degré £ 2 quelle que soit la taille
respective des rectangles, et il passc un super patch tcst 22/, ainsi

nomé par Strang /18/, quand tous les rectangles sont Egaux,

On se penche tout particulidramant sur des conditions suifisantcs
sour qu'un &lément passe un (super) patch test, et on moatre que cus

conditions suffisantes entrainent la convergence de l'¢lément,

On obticnt les résultats de convergence guivants : soit u la solu-
tion exacte et soit Uy la solution approchée obtenue sur un maillage for-
né d'¢léments de dimension ¢ h, alors :

\!u--uh“?éch Qulg+rijul,) ,

£c h2

lu - uhl[o (| u }3 + h Iu |4) ,
pour les trois premiers &lime:nts,
“u-uhllzéch ,u\3 ’

fla.- uhill e n2 lu |3 ,



pour le triangle de Zienkiewicz et 1'élément d'Adini, et

v «u & ¢ h2 ‘ul

b7
pour 1'Glément d'Adini, lorsque tous les rectangles sont égaux.

Pour les familles d'élérents satisfaisant un super patch test,
on pourra obtenir, si les éléments finis sont continus :

I - “h,“zé < b’ lu"s+2

, et dans certains cas

l‘u - u “1 < ¢ 1S " 42

s+2 ,u‘

s+3

- &ch
o - o, Ho c

§ est un entier tel que 1 ¢ s £ r, r entier,

Si les él¢ments finis ne sont pas continus, on aura ¢

/ s
s+1 ‘
Hu -uh“oé ¢ h QUL+2+11|u‘&H) ]

Danzc ces inégalités, ¢ est une constante indépendante de h et
- \‘k (resp, | - ‘k) est l'6équivalent discret de la norme (resp, cemi

norme) sur l'espace de Sobolev Hk.

lous avons supposé que ‘les demaines approchés et exacts étaijent
identiques, ce qui est une importante restriction si on veut utiliser les
éléments de Zicnkiewicz ou d'Adini 22/, mais qui a assez peu d'importanze
dens les cutres cas, Les démonstrations pour obtenir les majoraticns
dterrcur sont £asites dans le cas de la plague encastric mais on peut mon-
trer /22/ que les résultats-sont encore valables peur d'autres conditions

. d . 0\
cux limites,



Le plan de cet article est le suivant :

Au paragraphe 1I, on introduit les notations et les équations des plaques

et on donne des majorations.générales de l'erreur,

Au paragraphe III, on donne des conditions suffisantes pour qu'un élément
passe le patch test ou un "super patch test" et les majorations de l'erreur
qui découlent de ces conditions,

Au paragrephe IV, on décrit des familles d'éléments satisfaisant les con-
ditions du paragraphe III. Ces familles comprennent en particulier 1'élé-
ment de Morley et les €éléments de Fraeljs de Veubeke,

Aux paragraphes V et VI, on décrit les éléments d'Adini et de Zienkiewicz,
qui ne satisfont pas les conditions du paragraphe III, mais qui passent
cependant le patch test,



I1 - I'CSITION DU PROSLEME ET ESTIMATIONS GENERALES DE L'ERREUR

Le problime de la flexion des plaques minces peut s'écrire de la
fagon suivante /13/, Soit S\ un domaine borné dans le plan (x,y), et scit
r11a‘frontibré de N\, S\ va représenter le plan de la plaque, On s'inti-

ressc au calcul du déplacement u dans une direction perpendiculairce au

: D
plan de la plaque ainsi qu'aux rotations - -33 et %%% autour des axes oS

et des y respectivement, sous l'action d'une force f,

On notera s une abscisse curviligne le long de F’, 7;; la dévivie
le long de la normale extérieure i M et %%: la dérivée tangcgtielle le
long de r1. On définit le produit scalaire Zf,g) par ¢
(£,8) =d[ £(x,y) gl(x,y) dx dy et la norme correspondante par :

L

L 81/2
”gno’ﬂw'(o!o)

Soit m un cntier > 0, on considere l'espace de Sobolev :
v - X 2
e = dv svefeu, Mverten L fxlen)

nuni de la norme “ - “ et de la seni norme ‘ . ‘n‘J\_ c¢éfinis par :
ily

mn, N\

| o 2 ,
S(IZ Havuo,ﬂ)”Z ,

vl
[ell o =

E o - 12 1/2
IV} m,JL= (]o(‘ =M HD V”O’-{\.) s

ol ¢ est un rulti-indice tel que = (°"1 s °‘2) , %, 20 ,

i
=4 4
(=4
|(>\/]:: ol -+ (=4 ot D = (..9_..) 1 (.._(.‘.}_.) 2 .
1 2 dx 2y
L'esnace suivant gera particulidroncnt icportant o

2 V. r 2 ' ?} o !_\
HO(J\)~—- {v:; v eut(y) , v= S5 =0 suT .
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Pour l'espace de Sobolev IICZ)(J\-), la scmi norme | > ]2 nest une norme
?

6quivalente 2 la norme e Hz,n. .

On pose :

224 %y } 324 %y . 2%, 2%y
dedy Indy gxz 3y2 ayz sz

(2.1) Zu,v> (x,y) = Du -+ Dv+ (1-0)(2 ),

ol la constante o~ désigne le coefficient de Poisson tel que 0 L o~ <K %

La forme bilinfaire a ( ., , . ) est définie par :

(2.2) a(u,v) = [ Lu,v> (x,y) dx dy .,
Jn :

Le problime de la plaque encastrée pecut 2tre formulé de la fagon

csuivante f13/ :

r~ . - 2 -
Trouver u G.Ho(fl) tel que :

(2.3) afu,v) = (£,v) pour tout v € P (11)

———

La forme bjlindaire a'( , , . ) est Hg elliptiqué puisque :

(2.4) alv,v) = O‘!Avwg + (1~ 0‘)) l pour tout v € Hé(ll) .

2,

Puisque cectte forme est aussi contlnuc sur l'espace H (J\) le probleme
(2.3) admet une solution unique u € Hy (!l) et de plus, on peut dire que
u €& H3(IL) [7 Hy (£1) si N est un polybone convexe (/11/, /12/),

On a la formule de Green suivante :
azu v )
(2,5)  a(u,v) = f Nu.v dx dy + (Au-(l-o*)-—i')-a—n- ds -f ‘D—n'(ﬂu)'v ds +
P Js r

Si lz solution u du probldime (2,3) est assez réguliérc, alors

elle est azussi solution du problims



(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2,10

(2.11)

52 u = £ dans S\

u = Ji& =0 sur rﬂ
on

La solution est ainsi indépendante du coefficient de
Poisson g~ .

Il est aussi possible d'envisager d'autres types de conditions

aux limites :
2
Soit v={v6}i(n.) ;v=Osurr'}.
Trouver u €V  tel que :
a(u,v) = (f,v) pour tout v €V,

Par la forisule de Green (2.5), le probleme précédent s'interprdte corme

un probléme de plaque simplement posée

( Dz u =.f dans .
~
u=20 sur |}
2 .
Ou - (1-0) a‘é‘”‘Osur r
o
s

Dans le cas d'une plaque rectangulaire A E C D, la condition au

limite (2.11) signific que la composante :

22 2% 3% 32y
H =+ 5 (resp, M= > T o 2) du moment fléchissant autour
* dx oy Y dy dx

dcs arétes BC ct DA (resp, AB et CD) est nulle,

D'autres types de conditions aux limites peuvent 8tre envisagées, par
cuenple, le cas d'une plaque rectangulaire posdée, ou encastrée lec leng de

daux cOtls opposés,

1.

Ious allens maintenant définir useapproxination du probldme (2,3) par Cos

nithodes d'éléments finis,



Définition 2.1 : Soit P (2,)-1'espace des polyndmes en x et y

de degré.inférieur ou égal 2 { . Soit Q (L) 1'espace des polyndmes de

degré inférieur ou égal 2 X,, par rapport & chaque variable,

On considdre une triangulation ?aldc A en éléments K de fron-
tidre OJK, triangulaires ou rectangulaires. A chaque élément K, on ascocie
un ensemble de degrés de liberté (correspondants aux déplacements et a
leurs dérivées premidres en certains‘points), et un espace de fonctions
de formevPK de dimension finie, On suppose que les fonctions de PK sont
au moins deux fois continfment différentiables -et que PK contient l'es-
pace P(2) de telle sorte qu'un Premier critére heuristique de convergence

(/21/) est satisfait,

On définit les paramdtres glométriques suivants :

h(x) = diamdtre de K , h = sup {h(x)} ,
' K € ‘%‘,’h

P(K) = sup .{diam&tres des cercles inscrits dans K‘} .

h (X

F(K

~

IN
3>
o -
(4

p
o

%)

o

On supposera toujours cans ce qui suit que l'on a

N

une coastante > 0 indépendente de K et de h,

Soit Vh un espace de dimension finic constitué de fonctions définies

sur L , continues aux deprés de liberté des éléments K de 3%1 , dont les

restrictions & chaque élément K apparticnnent 3 P, et égcles A zéro aux

K
degrés de libertd attachds 3 la frontidre TT. Un deuxicme cxritiére heuris-

tique de coavergence (/21/) nécessiterait que les fonctions de Vv, soient
contindment différentiables sur M\, Au contraire, nous allons considérer,

comie cela est souvent fait en pratique, un espace V, de fonctions non

h
nécessairement continlment différentiables sur L, Oan dit que l'on utilise

alors des éléments non-conformes ou incempatibles (/10/,/19/,/20/,/21/).

On considire la forme bilindaire suivaate :

€vy

{(1.12) .jh(uh,vh) " e ;":'n /l(uh,vh} (:‘:‘,y) dx dy , pour Uy ey, B
N -

Le problime anproché va s'éerire :

Irouver u, < Vh telle que

)

a.‘1(uh,v11) = (f,v.n) sour tout v, GV

h h



Remaraue 2,1 : Il est tris naturel de définir ainsi le problome

approch4, puisrue en praticue la matrice de rigidité du prodblime est for-

née par assemblage des difidrents éléments,

Soit :
- 2
' /; szh. 2 D?'v,I 2 D?'vh 2 \1/ .
oy by (e, J A\ 2 s G5y | opear v
CEYR YR\ dx° oo oy /
On a alors :
) 2
ah(vh,vh) > (l—cr)l\vh_“h pour tout v, € Vp o
Si l'hypothlse suivante est satisfaite :
- tespace |
|, ©st vne norme sur llcapace Vy
alovs le problime (2,13) a une solution unique u € V.

Nous allons naintesneat donner dos ectimations gindrales de llerreur
sur les centraintes (mesurde par la noine l\ 'llh) et sur les déplacenents
).

(mesurée par la norme hous donnerons une condition ndces-

[ P
saire heuristicue de couv rgcnée appelie patch test et nous montreroens {es
conditions suffisantes pour que le patch test soit satisfait, Noug montre-
rons ensuite comment ces conditioné suffisantes peuvent mener 2 des rajoc-
rations dz l'erreur, de fagon simple., On considérera ensuite diffdércats
tyses d'élémeats : 1'€lément tviangulaire quadratique de llorley (/15/)
appelé par la suite T.Q;M., deux ¢lénments triongulaires (F.V.1 ct F.V.2)
introduits par FRAELJS de VEUDEIE (/9/) et des généralisations de ces
¢lérents utilicant des polyndmes de degré plus Clevd, 1l'élément rectan-
gulaire d'Ari Adini (/1/) et 1'¢léwent triangulaire de Zienkiewicz (/2/).

On a les résultats suivants : (/18/, /20/).

Théorame 2.1 = On suppose que I'hypothdse (2.15) est satisfaite

et soit u € V. la solution du jrelleme (2.13) et u la solution du pro-

tleme (2.3). On a :



(u w)l

15) flu - up i p &€ (Vigfvhnu -V ”h 4 wsubv1 u i N ’

ou C est une constante 50 mdc_pcnd nte de h et ol

—-———e a P L s i 25 00

E, (,w) si v C o (V)
Eh(u,w) = — s avec
E (u,w)-.*-E (u.w)-H'Z (u,w) siov, ¢ c° (V) T
v
Eyuw) = % 'z: N jax ((1 0') > 5n 95
- '0\7 as
EZ(U,W) = K e ‘Ch fa] (1- 0_) Dnas o i8 »

ST
S~ 2-(Aw) w ds
L3(u,\-,) Kee, fDK bn( Du) w ds

Dimonstration : On considdre l'expression xh définiec par :

X, = 2y (u-v u -v) pour tout Vv €V..

Cn 2 : X > (-0 e -v ”2
h . h h

= (f,u} -v) - 2 (\' uy ~v} = a (u-v,u -v) + u:,u1~v) - a \u nn-w.
[

h ki

tais (f,uh—v) - ah(u,uh-—v Ké‘{ f (a u-(u -v) -<u, up -V >) dx dy,

En appliquant la formule de Green (2,5) & chaque élément X € ‘{'1_, on obtient :

(f,uh-v) - ah(u,uh-v) Ke T fak{<(l o) D “ -[\ > (u —v)

b2 (B () = (leor) 8 |
5 w)e(u -v) - (1-0 5*;-3-" oy (u )S ds,

ce qui conduit directement & l'inégalité (2.16),

aomaraue 2.,_ s Les c“p esclon.. E (u, w) ot ;,,\u w) ont un sens Touy
tout w €V, et u € H (’L) expression 133(u,w) a un sens pour tout

weEv etue h MELHN



Définition 2,2 : Dans le cas des 6lé&ments non-conformes, le

deuxidme crit2re heuristique de convergence (continuité aux interfaces
entre les éléments) secra remplacé par un critdre moins contraignent

appelé Patch Test (1;9/, /19/), Ecrit dans sa forme giobcle, le Patch Test

consiste 3 montrer que

Eﬁ(u,w) =0 pour tout u € P(2) et ve v .
Cette définition devient locale si on remplace w par les différentes fonc-

tions de base de Vh'

Nous verrons par la suite que tous les éléments mentionués plus
haut satisfont le "Patch Test", qui est en fait une condition nécesszire
de convergence, Dans certains cas, il sera possible d'obtenir des pro-

priétés de coavergence pius fine, si un "Super Patch Test' est satisfait,

Définition 2.3 : On dira qu'un élément satisfait un Super Tatch
Test si

E.l(u,w) =0 pour tout w ¢ V] et u € P(/?.) avec 2— >2 .

Pour obtenir les estimations d'erreurs, nous aurons besoin du

lerme suivant (/4/) :

Lemme 2,1 : Soit L\ un ouvert borné de Rz avec unz frontidre ~ssce

répulidre, soient k et £ deux enticrs et soit W un espace de fonctions

socisfaisant P ({ )C:L!C:HQ+1(IM) ; on considiere l'espace W runi de la

norme Il - |l 241 A Soit A : Hk+1(11) X W—R une forme bilinéaire ct
n . , 501t

continue telle que @

ACu,v) = 0 pour tout u € P(k), v e U,

A(u,v) = 0 pour tout u e,n&+1(fL), ve pd),

Alors il cxiste unn constante C = C(JL) telle que :

k+1

2.17) }A(u,v)[ £ ¢ “A“ 'u|k+1 o ‘v k+l ripour togg u €1l (), v(c W



wous allons rmointenant donner une estimation de l'erreur cormniise
sur les déplacerants et loeurs dérivies premilres, Nous utiliszerons le
résultat suivant pour le probldme biharmonique, qui est valable de&s que (L

a une frontitre suffisamment régulidre (/14/),

[ Your tout g € 0 (S\), pour X—= 0, 1, ‘le probleme suivant :

Trouver \f telle que :

, .
A"kf = 0 dans S\
1)
ﬁ &?“ -%:j— =0 sur |
4-

& une solution unique dans 1'espace H ' Q(Il) (\ Hg(fL) et on a :
| i L{)H , £cC “8“ pour X,=O, 1.

Thiorina 2.2 ¢ On suppose que l'hypothdse (2,15) est satisfaite
coit w € V, la solution du probleme (2,13) et soit u la solution du
rohlima (2.3), Oa a alors

| ECu,u, Y ,&fh)l z
D [T uh! £ C sup { inf "%ll pour' k = 3 or 4,

”) ) (89 e‘ l — e —

1200 kfen (") Lﬁ’h Yy k, N 5
L\'.'F:-

E(u,uh,\f,‘fh) = ah(u—uhftf-‘fh) + Eh(\f,u-uh),+ Eh(u,ﬁ -kfh).
$i on a de plus : VY C co(n), alors :
n )] )
(2.20) - Uhu £ ¢ sup { inf ‘ ”(%|( h .

1, n Yeri(ny g, ev, 3, J
Rivonstration @ On utilise l'argument de dualitd suivant (L2/, (i
‘ | (u=u )

(2,721) 1ﬁu - utﬂr = sup ? \ _JL"_“J ,

. el
t’.(\_ g (_ }L (.n-) }!“‘(_{L)



(2.

29’

A

avec /?/=-O ou 1 lorsque V. C co(L) et L=o lorsque V. ¢; ce (M),
Soit alors Y la solution du probleme suivant :

Azkf=g dans fL s

‘f= gx:?=0. sur | .

En utilisant la formule de Green, on peut écrire :
T - = pos 2 = - D -
(u uh,g) (u-u,, 74 ay (u uh,.\f) + Eh(h{),u uh) .

D'autre part, pour tout t?h €V, ona:

h’
ah(u-uh,‘fh) = -Eh(u,‘{h) = —Eh(u,k?h-\f) .

A partir des deux dernidres ¢égalitdés, on obtient :
(u—uh,g) = ah(u~uh,‘{~ %h) + Eh(Lf;u-uh) + Eh(u,tgh~({)~.

galités (2,21) et (2.22) et l'hypothese (2,18) entrainent les indga-

™

l.cs
litds (2,19) et (2,20),

Dans .le paragraphe suivant, nous allons donner des conditicns suf-

Sy

fisarntes pour que le Petch Test et mdme un super Patch Test soient satis-

L)

zits, es voir commont ces conditions suffiszantes peuvent mener & deos
majorations de l'erreur, Les résultats trouvés pourront ensuite s'appli-
quer a4 certaines familles d'éléments finis, mois ne s'applicueront pas,

en particulier, aux éléments d'Adini et de Zienkiewicz,



III - CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE

Nous allons faire maintenant les hypothises suivantes sur les

fléments finis K utilisés

H

1

i

A\

Pour toute fonction w appartenant 3 l'espace des fonctions de
forme P" et pour toute aréte S aupartenant 2 la frontidre JK
de l'élérent K, le vecteur ~j Dw ds ne dépend que des degrés
de liberté¢ attachés a cette aréte,

Soit r un entier 2>1, pour toute fonctions w appartenznt 2 P et
N
pour toute arite S appartenant 2 la fronti2re &K de 1'é€lément K,
-y
les quantités fs s~ D ds, pour tout entier «, avee 0K, et
. ol ~ .
fs s 1 w ds, pour tout entier « avec 1 g« ¢r, sont enti2rement

déterminées par les degrés de liberté attachés & liaréte S,

Pour toute aréte S appartenant 2 la frontidre JK de 1'dlément I,
les valeurs des fonctions de PY en au moins deux points de cette
4 .
- L ] '

aréte sont des degrés de libertés pouur 1'éléuent K,

Remarque 3,1 : Soit K un élément fini triangulaire ou quadrila-

téral pour lequel les valeurs des fonctions de PK aux sormets de 1'élénment

solent des degrdés de liberté, alors l'hypothise H est évidemment satis-

feite, et de plus, une partie de l'hypothdse 1, est aussi virifiée : en

0

effet pour toute arlte S d'extrémités A et B, on a :

js —%—‘;ﬁ ds = w(B) - w(A)

Soit Sh 1l'ensenmble de toutes les ardtes non contenues dans la frontitre [

et soit '§h l'ensemble de toutes les arétes S contenues dans r . Hous

allons montrer,

Lemze 3,1 @ Soit Vv, un espace de dinmension finie construit 2

partir d'un éliment K, eomme au parcrraphe IL, Une condition suffisante

pour que I “h soit une noime sur l'espace Vh est que 1l'élément X



(3.1)

°atio£asse soit les hypothe ses H ct H » pour un entier r >0, soit

1'hypothase H R poar un_ entier ">1

Bt s

D4monstration : On suppose qué 1l'hypothidse H est sacisfaxte,
pour t > O, Soit v € V. tel que 1RY ”h =0, On a donc v € (P(O))
chaque élément K,

D'apras 1'hypothése Hys j; 5; ds ne dépend que des degrés de
liberté attachés & 1l'ardte AB, donc prend la méme valeur pour les
2 éléments adjacents le long de AB, On en déduit la continuité de 5; le
long de l'ardte AB, Le vecteur Dv appartient donc 2 (P(O))2 sur L, Les

-p
conditions aux limites imposées au fonction de V impliquent que Dv = O

h
sur fL, Donc v est une constante sur chaque élément K,

On suppose maintenant que l'hypothése Hr est satisfaite pour

B
r > 1, L'iatégrale ‘/; v ds prend la méme valeur pour les 2 éléments
adjztents le long de AB, La fonction v est donc constante sur JL, et
cette constante est nulle d'apris les conditions aux limites imposécsiaux

fonctions de Vh'

Si les hypothises H et Hr’ r.é,o, sont satisfaites, on aboutit

2 la mBne conclusion en utilisant la continuité des fonctions de Vh en

2 points sur chaque aréte,

Lermze 3,2 @ Unc condition suffisante pour qa un élément flnl passe

le Patch Test cst que l'hypothese i, soit satisfaite, On a donc :

Eh(u,w) = 0 pour tout u € P(2) et w € Vi e

Démonstration : Pour toute aréte S € Sh » solent K et K' les
éléments de 'Sh adjacents le long de S, et scient w et w' les restrictions

. ; . P
2 X et K' d'une fonction quelcongue w € V,, Soient 2 et ==, les diri-
h on ~on

vies normales & 1'aréte S dirigles vers llextdricur de K et XK', On a ¢
) .
Oa a 2= -3——, . L'expressien Ly (a w) s'berit
on o
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i _ 2 { > p
(3.2) | Iv,h(u,w) = S?éh /; ("5‘5([)\.!) R -+ —3—- (bu), w') ds -

3\, )'\7 t) u’ DW
~L(1-O‘)D :)—:+Ds1:: )d -+

+f(1-o-> 9—" -Au)( 3’;:) ds  +

Js?
2
: - [ . D%u dw
+S€Sh) (~- (Qu) < v~ (l-o) S 58+

w

?2 v

L
(o) S B 5D ds

— .-
p'apres l'hypothise HO s J; Dw ds est &gal 2 g Duw' ds, pour

s € 5. h Si 85 € 5}“ la définition de 1l'espace Vﬁ implique, en utilisant

—>

1‘hypothbse Hy que [ Dw ds = 0, On en déduit donc 1'ézalité (3.1),

utilisant le feit que 2= jgg. .

Remarque 3.2 : D'aprés la démonstration précédente, on voit que

les conditions aux limites imposdies lors de la définition de l'ecpace Vh
jouent un rdle primordial dans l'annulation des termes de bord, En efict,
dans le cas de la plaque encastrée (probl2me 2,13), les degrés de libertd
correspondants a des valenrs da@ lz Fonction, ou de ses dérivées premitres
sont fixés fgaux 2 ziéro sur la,frcntiére‘[ﬂ . Par contre, dans le cas de
la plaque simplement posée (probleme (2,9), (2,10), (2.11)), on n'iupone
la nullité que pour les degrés de liberté correspondants aux valeurs de

ia foaction ou (et) de ses dérivées tangentielles sur F‘, (on escaie de

e
rr

satisfaire "au mieux” la condition u = 0 sur [ ). On n'aura plus cette
fois-ei l'égalité (3.1), & cause des termes de bords, Si on décompose

Eh(u,w) en :

B, (u,w) = sé:s { '}+ 522—51‘{ : } , on aura : S%Sh{ . } =0

h
pour tout u € P(2) et w € Vi, - L'expression : ;;%S { . } ne scra nulle

. . 3%y
que si u est la solution exacte du probline (on a alors fu-(l-g) “—: = 0

aﬂ)

sur F‘)-; il faut cependant remarquer que dans les majorations de l'lerrour



~
(9%
(8]
L

(3.4)

!
-
-~

]

(inégalités (2.18) et (2,19)) l'expression E, (u w) est écrite pour
1L

ion exacte,

Rermarque 3,3 : Lorsque l'inclusion vy C c°(£V est satisfaite,

1'hypothése H est trivialement vérifide ;' de méme les hyncthises HO et H

sont en parties satisfaites, en ce cui concerne les quantités :

awv 4 W
S5 ds s 8 -§-S-ds et S . w ds s

(] S S

B

pour tout entier < avec 1 £ &« £ r, On n'a plus alors qu'2 considérer
les termes de dérivées normales, qui apparaissent dans l'expression
il(u,w).

£

Lezze 3,3 @ Une condition suffisante rour qu'un 3lément fini pass

un "super Patch-Test" d'ordre r est que l'hvpothlse H soit satisiaite,

Cx a c2lors ¢

S e e 0

o8 (u,J) = 0 pour tout u € P(2+r) ct w € Vi

Désonstration : Il suffit de considirer l'expression (3,2) ¢t

¢'utilicer l'hypothlsc J et la difinition de l'espace V..

Renarque 3,4 @ Tout ce qui 2 &té dit dans la remarque 3,2 peut

encore s'z2ppliquer dans le cas du super Patch Test.

lesme 3.4 ¢ Oa suppose gue l'inclusion Vy C c°(fL) et 1'hypotalse

Hr scnt satisfaites, pour un entier r > 0, Pour tout entier o tel que
1l €

N

1, on a alors :

"y

Lo Il]‘w-whﬂ s pour tout u & Hs (), w E"“(:L)

i v ) £
uh(u,w hh) £Ch

Dimonstration ¢ Your touce svdte S E S LJ-S , cn nete TT? Lt
(%3

- 1 coalen T it (PPN N T ) . I
rer la gelee T 1lopirateur e projection dans (S sut les polynd o
da v, 2siial por

7r£ verly
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(3.5) J (WX, v - v) w ds = 0 pour tout w € p( ).
S

On peut alors écrire :

-g-; .(w-wh) ds,

2 (u,w-vw_ ) = E,(u,w-wr ) = Z f ((1-o
B n 1 R T RET, Jog

u
=~ - Du,
&

Par abus de notation, on pose : g(s) = (1-¢)
’ s

On a alors, gradce a 1l'hypothése Hr et au lemme 3,2, pour 1 £ « &L r+l :

. 2 j - 3 >,
(3.6) Eh(u’w-wh) "KeEe ?h oK (g-T\‘o(_lg) . (’5‘; (w—wh) -T(O Y (w—wh)) ds .,
Soit X = fbx\ T 1 g)(=— a (w-wh) —Wo -53—5 (w-wh)) ds .

On a : XK'—.EO pour tout g € P(xX-1) et w-vw, € HZ(K) ’

h

X; =0 pour tout g € (R et (w-wb) € p(1) .

En utilisant le passage 2 un élément de référence corme dans /4/, /7/,

18/, /23/ et le lemme 2,1, on a :
(3.7) X,| € Ch(x )) lul,., ., |w-v .
IS TZ,I\ h\Z,K

En sommant sur toutes les arédtes, on en déduit le lemme 3.4,

Lemme 3.5 : On ne suppose plus que 1'inclusion VhC co(n) soit

nécessairement satisfaite, On suppose que pour r £ 1 les hypothises

H_ et Il sont satisfaites, ou que pour v > 2, l'hypothise H_ est satisiaite

~
o —
-~
4

On a alors pour tout entier « tel que 1 { & {r+l :
o _ Nk .
(3.8) Eh(u,w w, ) ¢ C(h lu 1o(+2 At ]Llo<+3,.ﬂ_) ”w Ty ”h .
o,
pour tout u € H +3(ﬂ-), w e Hz(-f\-) et v €V, .

-

Démonstration : L'expression £, Se compose cette fois~-ci des

trois termes E, + B, *+ I, . Le terre L (u, w-w ) se majore comme dans le

leome précédent, Le ter:mz Ez(u,w-—wh) se m:x_]c-u de la mime fagon que le



(3.9)

(3,10)
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terme El(u,'.-z—:-.'h), puisqu'il contient des dérivées du mene ordre, Il reste

donc 2 considérer :
- = 2 .
Es(u,w-wh) e ‘Eh f)x( >a Bu) * (w wh) ds .

Nous allons encore utiliser l'opérateur ﬂ:ﬁ définit dans le lermme précé-

dent, et on utilisera la convention suivante :

T&'v =0 si L<o.

Nous allons considérer les 2 cas suivants :

Si r »2 , l'hypothdse .Hr permet d'écrire :

‘ . 2 o | ) - 3 5
113(L,.~7-wh) ke T‘n 31'( an(ﬁu) -Wd—z T (au)) ((w-ah)—rl(w-dh)) ds
pour 1 L o« L+l ,

Si r £1, d'apris l'hypothese H, il cexiste sur chaque ardéte deux poiats

. . . 2
c¢a lesquels la fonction W, est continue, D'atctre part puisque w & #° (),
4 : ~ - - TS . - . - ~ - . o
cna % we& C°(4L), Sur chaque arétre $, on désigne alors par wew itinter-

polée de w-uw, cn les deux points de continuité de la fonction.wh. On &,

h
grice 2 1'hypothise ur :

Pl
L, (u,w=s, ) = (
- h K € ‘gh QK an

( -0 = . -7, )= ’t/.
(D u) -2(3 Qu)) ((w \.]) (w ».])) ds ,
pour 1 £ « L r+l,

P — ‘ ' .
( ( (= Dy -1 (':3*- D))o (gpomg, = T (Gaess ) s niic ¥ 507
. ‘ a h 1 h “

Soit ¥,= 5 5 -~
DK(“ du -T0 (-———-l- Au))-(w-wh-(w—wh)) ds pour r {1

Ona Y, =0 pour tout u € P(xX+1) et w-w, € 1{2(K)

2%
Y, =0 pour tout u € B° (IK) et w-w,_ € P(1) .

h

. L4
En utilisant le passage & un d&lémant de référence, le lemme 2.1 et 1'iné-



(3.11)

(3.12)

(3.13)

. .-
\3':‘,.
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b2}
[ ad
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| ul , < o) flu 1/2 lllz ,
L°(a )
On peut écrire :
5} ¢ o @ ul,, o+ Gl O vl

En.sommant sur toutes les arétes, on en déduit le lerme 3,5.
Nous allons faire maintenant l'hypothése de consisteance suivante

Soit un entier k > 2, Pour tout cntlerlz tel que 3 & iﬂ & k+l, il existe

€ ;f(iiz (0 Vh) tel que :

un opdrateur lindaire rh

|5, vyl < e |y vlp g+ 0&m ¢l pour eoue v e ut ()

I

et pour tout X €,7fh, et ol C est une censtante indépendante de h,

Remarque 5,5 @ Une condition nécessaire praiique pour gue l'hiypo-

thase (3.13) soit satisfaite est que l'on ait l'inclusion PK<:~ P(k),
pour K € ?fh, ol k est un entier tel que k 22, cette condition est &
rapprocher du premier critire heuristique de convergence /21/ citéd précé-

demment,

Nous allons donner maintenant les résultats de convergence sui-

Théortma 3,1 : On suppose que 1l'hypothise H‘~ est satisiaite pour

un entier r » 0, que 1l'hypothese (2,34) est satisfaite pour un entier

k > 2 et que l'inclusion Vv, C C°(LL) est vérifide,

P h el

Soit s un entier quelconque tel que 1< s & inf (k-1, r+1), Oa suppose

o ,._._.~__.—»

gue 12 solution exacte u € ““‘“(IL) 2 alers :

' = 1 u ol .
A §+2, o



De plus si on 2;2 ¢ inf (k-1,r+1), alecrs :

c hs+2 l“\

(3.16) {u—uh\o IC% 42, AU

Démonctration : Nous allons utiliser les théordmes 2.1 et 2.2,

le lemme 3.4 et 1l'hypothdse de consistance (3,13),

D'apres le théordme 2.1, on a :

CRU N PNy R e 5
3.17 u-u g C(lju-r, u +  sup —m—— .
LR EVh ve v, Ty,

D'aprds 1l'hypothése (2,34), oa a, pour 3 £ 1 < k+1
-2 L
lu-r, ull <cn u , dts que u € H™ (L)

D'aprés le lemme 2.4, on a2, pour 1 ¢ o«  r+l

x>

Il = “1 , dés que u € HD<+2(IL) , pour tout

E (u,u) < C Hf lu]d+2,fL N

v E Vh . En combinant les trois dernieéres inégalités, on obtient 1'ini-

galité (3.14),

D'apros le théoreme 2.2, on 2 :

, avece

E(u,u,, 1, 9)
(3.18) ”u-uh“ £ec sup i :x P hk‘f
1,0 hfeH3(_(1_) kf“:i,n_

(3.19) E(u,uh,kf,rh&f) = ah(a~uh,kf~rhk€) + Eh(kf,u—uh) + Eh(u’% -thf) .

D'aprds l'hypothise (3,137 et l'indgalitd (3.14), on a :

LI S o T A 8 L IR ENR N KR A 17 Y wore =
TDlanris Je lemme 3.4, 1'inlgelité (3.14), et 1'hynothise (3.12),



s+1 \

ul ,

Ep(Hiu-u) <Ch \kf‘s,_n_““"“hn hé Ch s+z,_n_l Y3, n

<+1
B Iu\o<+2,,n_|"“3,_n_ ’

o
Eh(u, L?~rh‘~f) £Ch ‘UL<+2,JL “‘-{Lrhkf'”hé C
avec 1 £ o Lr+l,

En choisissant < = s dans la dernitre inégalité, on en céduit

1'inégalité (3.15).

D'aprés le théoréme 2,2, on a :

E(u,u ,Y,r . Y)
\u-uh | £C sup { i ‘:‘?“L? hk{? }
1
On gen (L) b fl

D'apr2s 1'hypothise (3.13), 1'inégalité.(3.14) ct le fait que
k>3,ona:

ah(u-uh, \‘f—rhkf)gC hz Nu—uh n h\\{l"-‘:-ﬂ. £Ch

D'aprds 1'hypoth2se 3,13, le lemme 3.4, 1'inégalité (2.14) et le

fait que k >3, on a :

e

o : 42
By(u, Yorp e & ful_ o Y-m Y <o R |

x~+2,1x_i\f14,43_ S’
avec 1L <  r+l.

D'aprds le lemme 3.4, l'indgalité 3,14 et le fait que r soit > 1,

1 s+

- { AP =1] ~ tot ‘r{ o ‘ N 4 “2 Poat v‘
uh(‘{,“ \—n)éc i ‘H“é’n- R d.n” hév res lLTll},_n. {L!S+2’—n- .

En choisissant o« = s dans 1l'avant derniere inégalité, on en

dicduit 1'indnalité (3.16).

Remarque 3.6 : Siona k =2 et (ou) r = 0, on ne peut p2s obte-




(3.20)

(3.21)

Cette majoration est en fait déja incluse dans l'inégalité (3.15),

car dans ce cas, ona : 8 = 1 = k-1 = r+l,

Théorime 3,2 ¢ On suppose que l'hypothise H_ est satisfaite pour

un eantier r » 0, que 1l'hypothise (3.13) ect sati §§_}t e pour un eatier

k >2, mais que l'inclusion V. C c°(LW) n'est pas nécessairement virifile.

Soit s un eantier quelconque tel que 1 ¢ s

~

< inf(k-1,r+1), On suppose que

la solution exacte u € Hs+3(il).‘0n a alors :

““’L,’h“hé ¢ (hs\“\s+2,n.+ n* ™ \“|s+3,_n_) ’

s+l 542
E \s+2,_(\_+ Ms+3,.m) .

u- < C (h
\ %\om

Démonstration : D'aprds 1l'hypothese (3.13), on a, pour 3 & /eé’;:—t-l

hz'—z \u\

,POUT u €& H'L(Il) .

Hu T u[l £
h 10
D'apris le lesme 3,5, on a, pour 1 & o« Lo+l
. 7 . Ve ol ' °‘+1 1 I {
Lhku,'vé) £ CKh \u\o(_m’h+h ‘u1d+3,_(\) \\W\\h s
ol +3 '
dds que u € 1 +‘(Il), pour tout w € V

h L]

En combinant ces deux dernidres indégalités avec 1l'indgalité (2.17),

on obtient 1'infgalité (3.20),

D'aprds 1l'hypothdse (3.13) et 1l'inégalité (3.14), on a :

s+l
ah(u-uh,tf-rh\{) £Ch ‘u\s+2,.$1_‘k‘“3,h.

D'apros le lemme 3,5, 1‘1n£gu11ta (3. 20) ct 1l'hypcthise (3,13),

on a @

Eh( &{, u—uh) .é ¢ (nl %{3’5\- + 1l \&?\A,J\_) \ u-uh[\ ) , denc



(3.22) E (Y, u-y) £C (n i\(l3,ﬂ+ h? |Lf‘4,ﬂ)(hslul

s+1
s+2,xL+ h 1u‘s+3,_ﬂ_) °

o +1
Bp(u, Yo Yoo 8 W lu] e m gl

avec : 1 Sdgr+1 .

En choisissant o = s dans la dernidre inégalité et en combinant
les trois dernidres inégalités avec 1'inégalité (3.18) et 1'égalité (3,19),
on obtient 1'inégalité (3.21),

Remarque 3.7 : L'indgalité (3.22) wontre qu'il n'est pas a priori

possible de gagner plus qu'un ordre h entre les majorations (3.20) et
(3.21),

Reumarque 3.8 : Les hypothdses H et H., r >0 sont en fait celles
imposées par Treceljs de Veubeke /9/ pour une famille d'éléments "stati-

quement adnissibles et fortement diffusifs',



IV - QUELQUES ELEMENTS SATISFAISANT LES HYPOTIESES H et Hf pour r 20

Nous alloas décrire quelques é&léments triangulaires ou quadrilaté-
raux, satisfaisant certaines des hypothdses du paragraphe précédent. Pour
chacun de ces éléments, décrits sur des figures, nous donnarons le ncubre

N de degrés de libertd, l'espace P, des fonctions de forme (dans certzins
\Y

b
cas on conndra les fonctions de forme, on indiquera quelles sont les huvge-
th2ses satisfaites (patch test ou "super patch-test) et l'ordre de ceaver-
gence, Pour certains de ces éléments,lle'pfobléme de l'vnicolvance, c'est-
a-dire trouver un polyndme P appartenant 2 PK et prenant dos valeurs
donndes aux degrés de liberté, n'a pas encore &té résolu ; dans ce ccs,
l'ordre de convergence est donné en supposant que ce probléeme admetie uic

solution,

ous utiliserons les notations suivantes :

o Valeur de la fonction en un point,
P Valeur de la dérivée normale-en un point,
t
)
7 B dyy
Valeur de —— ds ,
A
A
B
77 B Y B p
3 v o,
Valeurs de —- ds et s ac ,
- on . dn
A A
A
cLz,
Etant doand un triangle K de sommets Ay de coordonnées (xi , yi) N

1 €1 £3, onnote ¢ '

ki = coordenndle baryeontrique relative au scimat Ai » L L1143,

Ly = v -y . T oN.-X. d, = L (c —ch7‘c.+}(b -b 5 b b c, ¢t &

M 273 71 OO | ya 275 127273 12 71 7 i

pour 1 = 2 ou 3 <tant difinis par permutation circulaire,

=l L 2312 . . .
Xi = (bi + Ci) = lonnueur du cdté Aj A, oppesé au somnet A, 1 (1 <

2
<



A:k'= milieu du cdté A, A,
J 3 «
A = aire de 1'Glément K, et G = centre de gravité de K,

-

Etant doané une forction P définie et une fols continfirent diffc-

rentiable sur K, on pose :

- 2 . 3¢ (28] L APY:
Py IP(Ai) * on, an(Ajk) : ond, . 9n ds
i i i A,
J
oP

1L£ig 3, ol Sa est la dérivée normale au cdté Aj A1 ;

-
19

P,

ik <3 ,k#3.

-~

= P(Ajk) » P = PG , 1(]

Nous alions rappeler les définitions suivantes :

Définition 4.1 : On considire la formule de quadrature du type

interpolation utilisant k points , k >1 :

b 't
j £(x) dx ~ 2 w, f(xi)
a

i=1

Il existe un cnsemble de k points et de k poids tels que cette

coit exacte pour les polyndmes de P(2k-1) ; ces k points sont

H
2]
1
a1
o
[
o

abscisces de Gauss,

=
3
6o
(]
jo i
O
[&]

Définition 4,2 : On considedre la formule de quadrature du type

interpolation utilisant k points, dont les extrémitds de l'intervale

d'intégration, k > 2 :

b k
fa Tf(x) dx ~ iZ:l u)i f(xi)', avec x; = a , xk=—‘b .

I1 existe un ensemble de k points et de k¥ poids unique tels cue
L t Lot

cette formule soit exacte pour les polyndmes de P(2x-3) ; c2s k points



Le premier &lément dfcrit est 1'4lément T.G.M, de Morley

Q
N\

v

N= 6 s P, = P(2)

N

&

Hypotiilszes H ot HO , Vb ¢ cT.

Erreurs  flu-u | =o) , Ju- = 0(a®)
L uhl_o;n

Figure 4,1 - Elément de lMorlay
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Les fonctions de forme sont donndes par :

3 3
. JP
P(x,y) = l% kfi(x,y) P, + Z L{"i(x,y) 5-1{: , Ou

i=1
Yo = 20470 Aa- o, 1gigs
b, b, + C, C.
_\2 P - 1 i 1 vi .
\fl(x,}’) “A1+°<2 Li)z Xy YS’ avec °<i- N Ri , 1 =2 ou 3,

sz et L{3 Stant définies par permutation circulaire.,

1

Les 2 figures ci-dessus définissent le méme &lément, A partir de

-

ces 2 figures, on peut construire 2 familles d'éléments,

H

L'espace des fonctions de forme est en principe constitud ce

3 -

polyndmes de P(k) (éventuellement incomplets). Les degris de libertd sont

i) les valeurs de la fornction en k points par c¢3té, ces k peints

1
étant les abscisses de Gauss-Lobatto,

ii) les valeurs de différentes moyennes de la ddrivée ncrmale le
long de chaque cdté :
ol ‘DW

s® - ds pour les.entiers o¢ < j.

on

Pour k £ 6 on aura nicecseirement j £ k-3,

Pour k& >

> > k-2 (il reste bien slr

T
"
&
(2]
—
]
ot
1S
1
n
[

7 on peut peut-

¢
A vérifier l'unicclvance),

-ty
I
[
~—
'—4
rfy
|5
<
18]
Pt
(o
[
H
“n
1,
e
—
£
y
o]
2
)
(24
»~
(o4
o)
[p]
3
(o9



. , ; Vo ae e Nea -
To—=e 4,1 : Pour los &li=ments dfcrits ci-dessus, 1'hiypothose o
v
b

est touiours satisfaite

-
t o
(ad

se N est satisfzite aves

+ — ~ \ o i - —— e

IS0 3 e n
’.’:l---\‘..(-;).

Démoastration : On considére l'intégrale suivante :

s w ds , le long d'un cdté AB, olt o est un entier,
A .
Cette intégrale est calculée exactement, en utilisant les
abscisses de Gauss-Lebatto, si eo¢ £ k-3,
B
Les quantités s¥wds , pour o¢ < k-3, ne dépendent donc
A
que des degrds de libertés attachés 2 1l'aréte AB. Il en est de méme pour

les quantités :

o Dw
j $* -5 ds , pour € k-2 car on a :
A

fB rB
] s™ 5% ds = (s w)(B) = (5% w)(a) -Oi/ ST wds
A i A

e

B/
. * : .
Les quantités s <= dg¢ , pour o  j sont des degrés de

A

3

libertd, Le lemme en découle immédiatement,

Remarque 4.1 : Bien qu'utilisant des dérivées normales, la difi-

- b

P . £ . . ST . - .
nition de ces ¢ldéments peut étre rondue zifine si i £ k-2, car la donnée

4

dées valeurs aux k points de Gauss-Lobatto et des moyennes

0

B ' B
o OW . - . ‘ > 7
s 34 ds pour o £ j entrainert iz connaissance de s Dw ds, Cette
A A

remarque peut Ltre trés utile pour

(=3

a recherche des fonctions de {ovnc.

¥ Voir Ciarlet ct Ravievet /&7

.



Elément Fraeijs de Veubeke 1 (F V 1)

™~ 5 o]

Owl \E//

O—b

(—

N=29 P(2) C P C P(3)
Hypoth2scs H et Hy Vp qt ce

Erreurs:\‘u—ﬁh\‘ = o(h) lu—uh‘ .= o(x%)
h 0, N

Figure 4,2 - Element F V 1



ePl(x,y) = ’\1( r\l

lc

S

Les fonctions de forme sont donndes par :

=1
.2 2h )
i=l P,
i

d
b3

13

-

@i(}:’y)) i

) B, +Z(4A (1- A, )(1-2 A, )Laf\ A - 12 A A, Ay

k= 6 -i-J

od-n A[$E] L e

i

-d
1 _ ' : _2 _ _
“hedpn +sd A4 -2 e (A

(2 A 1)(,\3-1.)

2 et 3, étant définis par permutation circulaire,



= {
15 PK P(4)

"

1

Hypothises 1 et I, , V.o ¢l 2o(n)
S Al

Unisolvance ncn vérifide,

Erreurs. nu—u ‘\ = O(hz) R \u- ‘ = O(h3) .
b h “n 0,0

Figure 4,3
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71
«
—o0 } o \°
¥

N =21 PK = p(5)
Hvpothtses H et Hz . Vu d; C°(ii)
Unisolvance non vérifige

Erreurs : “u-uh“ = o(h?) R }u-uh‘ = o(r*)

h 0,0

Figure 4.4
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L'espece des fonctions de forme est en principe constitué de
- r

volvnbzes de P(k){(dventuellexzent incomplets). Les degrés de liberté scons
b A 2 :

i) les valeurs des dérivies normales en k-1 points par ¢dté, ces

k-1 points étant les abscisses de Gauss,

ii) les valeurs de la fonction en j points par c8té, j > 2, ces

j points étant les abscisses de Gauss-lobatto,

Four x £ 6 on aura nécesscirement j £ k-1 ,

Lewne 46,2 ¢ Peur les ¢lémonts dierits ci-dessug, l'hypotihic: i
est tcujcurs satisfaite et l'hypothise Hr est satisrazite cvec
r = inf { k-2, 23-4~x§ .
A D

Sy s,

Dinmenstration : Pour k > 4 on censidire 1l'intégrale j 5

R

le loag d'un cdué AB, o3 « est un enticr, Cette intégrale est calculle

exazctement en utilisant les abscisses de Gauss-Lobatto ¢ -
i)
si e £ 2j-3-k (si 2j-3-k € 0, on ne peut rien dire sur w cs),

B
Si 23-3-k >0, les quentités 5% w ds, pour « £ 2
A

i
i

3 N, 7.
3-3~lt ne dé:

[
'K

cue das degrés ce libertdés attachds 2 1l'aréte AL, Il en est Ce mime pour

- £ . RO o N & e . -~ N . - ~ Do Ta T
Pour k = 3, on viérifics aislment que l'hypotlhidse 1. est satislallc,

Y o~ o~ -
LS 1



Remarque 4.2 : La cdéfinition de ces &léments utilisant des dérivies

normales ne pourrait devenir aifine que pour j 2 k+l donc pour k > 8.

En pratique pour des valeurs de k raisonnables, la recherche des fonctions
P ’

de formes risque donc d'édtre "longue",



10 . P, = P(2)

N

=4
L

Hypothses N et Hy vﬁqt co(sy)

Unisolvance vérifiée,

Erreurs . “u-uh” = o(h) , ‘u—uhl = O(hz)
h 0,0

Figure 4.5 Element F V 2
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fk\\\\7

/

N
o 2 N
L]
N =15 P = P(4)
Hypothdses H et W . V. 4ZC°(fi)

Unisolvance non vérifiée,

Erreurs; “ufuh“ =o(h) | lu-uh! = 0(K?)

h 0,

Figure 4.6

[R8]

~d4



o

N =21 P = P(5)

Hypothises H et Hy , V, 4; co (L)

Unisolvance non vérificde,

Erreurs: “u—uh“ = o(h?) \u-uh\ = o(h3)

h 0,.n

Figure 4.7
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Une troisitme famille (figures 4.8 et 4.9) est constitude d'¢lément:
de classe C°, L'espace des fonctions de forme ast en principe l'espace

P(k), pour k >4 (éventuellement incomplet), Les degrés de liberté sont :

1) Les valeurs en k+l points par cbté,

11) Les valeurs de différentes moyennes de la dérivée normzle le
long de chaque coté :

js“ _5% ds pour les entiers é. J»

iii) Les valeurs en d'autres points, éventuellement,

Loemme 4,3 @ Pour les éléments décrits ci-dessus, 1l'hypothise .
est satisfaite pour r = j,

Démonstration :

Il suffit d'utiliser la définition ii).

Ta

ot

—~orque 4,3 @ La dffinition de ces éléments peut toujours &tre
rendue affine car il y a continuité de la fonction, donc des dérivées
tangentielles le long des cdtés,



rd
l'
'd
~~
I~
N

N ow 1K
o o

lNypothise Hj , vy Cc® (f)

Unisolvance non vérifiéde,

Erreur : Nu-u || = o) %u—uh\' = 0(x?)
" h 1,00

Fipure 4.8

1Y)
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N =21 . L P(5)

lypothese H; ’ Vh C ¢c° (R)

Unisolvance non vérifiée
' ‘ 2
Erreur Hu-u || = o(h) u- = 0(h%)
oy | uhix,_n.

3
u-u = 0(h”)
\ aly

Figure 4,9
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Nous allons donner maintenant quelques 61léments quadrilatéraux
(figures 4,10 - 4,11 ot 4,12),

L'espace des fonctions de forme PK sera défini par :
_ -—ﬂ .,1. ~ -
Po= {PiP=R,F, Peq} ,
ol FK est la transformation isoparaméttique qui ‘envoie le carré de réfé-
rence K sur le quadrilat2re K (figure 4,10) et ol § sera en principe

1'espace Q(k) (éventuellement incomplet) pour un entier k 3 2,

Les degrds de liberté sont

1) les valeurs de la fonction en k points par cdté, ces k points

étant les abscisses de Gauss-Lobatto,

1i) les valeurs de différentes moyennes de la dérivée normale le

long de chaque cdté,
X W . ,
fs = ds pour les entiers o £ -2

iii) les valeurs de la fonction ea d'autres points,

Le~me 4.4 : Pour les élémonts déerits ci-dessus, les hypothloes

H et Hr , avec r = k-2, sont satisfaites,

Démonstration : Pour k = 2, la fonction est donnée en deux points

sur chaque cdté, ces deux points étant les cxtrémités de ce cdté,

L'intégrale ‘[ g: ds ne dépend donec que des degrés de liberté attachés .

a2 ce cdté,
I1 en est de mdme, par définition pour ~f %%: ds.

Pour k >3, l'intégrale js"‘ w ds, pour les entiers o < k-3,
est czlculée exactement en utilisant les valeurs aux abscisses de
Gauss-Lobatto, donc elle ne dépend que des degrés de liberté attachés au

cOté considéré,

. ow .
Il en est de mime pour d[ s ﬂ;% ds , pour les entiers « <« k-2,
(=4
o(D'..T . \
et par définition pour Y ds , o« £ k-2,

Repavcue 4.4 1 La définition de ces éliments peut gtre rensue

a

ra

fine, car la deande des valeurs de la fonction en k points de



Gauss-Lobatto et des intégrales J[

s

of

gx ds , « < k-2, entratne la

. =< =
ccnnaissance de s Dw ds, pour o¢ Lk-2,

N=29

PP ————— .
v 2
¥

e

P = Q(2)

Hypotheses H et iy , ¥, 4: ce (L)

Unisolvance vérifige,

Erreurs: “u-uh H = o(h) , ‘u~uh\
h

Figure 4.19

= 0(h?%)
0,0

AWl 4



Lorsqué cet élément est le carré de référence [-l,+1) x {-1,+1}

on peut écrire les fonctions de la forme de la fagon suivante :

2 2
R R S At AL SIRT AL

LfG=1+(EZ+ 92)-322 ‘92 ,

g ~2glE Ll ey 2y

1

£l

les autres fonctions de forme étant obtenues en changeant E et (ou)
Den-'g (ou)-D,oubienEen?etOenE.

La valeur au centre de gravité peut &tre éliminée de fagon clas-
sique par 1la relation :
z
1
= P -4

i=1 “i

M«

P

Pe © i=1 ‘n

G

I3 ]

i

On a alers : P(2) C a C q(2).



o—0O—%

P{R) = g(3)
Hypotheses H et Moo, Vh¢ c* ()

Unisolvance non vérifide

Erreurs | ”u-uhllh = 0(h?) R ‘u-uh‘o IL' o)

Figure 4,11



< 8y(1-9) (1-5)0-)
y - + 7’

V - ELEMENT D'ADINI

Définition 5.1 : L'é6lément d'Adini /1/ se définit de la fagon
suivante :

i) La forme géométrique est un rectangle (ou un parallélograrme),

ii) Les degrés de liberté sont les valeurs de la fonction et de
ses dérivées premidres aux sommets du rectangle,
iii) L'espace PK des fonctions de forme est 1l'image par la trans-

formation isoparamétrique FK définie ci-dessous de l'espace :

{ra U fen} U e}

11 existe un polyndme P € PK unique prenant des valeurs données
pour les cegrés de liberté et les fonctions de forme s'exprimant aisément
en coordonnies lcecales E s D si on utilise la transformation isopara-

nétrique Fl_, définie pour -1 < 'E , ‘) £ +1 par :

-

- (u@zu_.,ﬁ)) o + (1-22(1-9) . + (1-Ez<1-9> . + <1+Ez<1-0> )

L a-51a-7) a+Eya-m
i 4 3 t 4 Yy

4 71 Y9

oil (xi , yi) sont les coordonnées des sormets A, 114,
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+ 7,.' >
o—> <—0 ﬂ:!.w < w |
/. Y
/ v
Y
\\\ﬂh\“ W
—7
-t *- M
4+ A
&—> s
A A A, A,
— = <«
J\Q#FCA. _60\9’..(\ Lﬁt ﬂ
valeor. Vocales  Ace deviveee gremieyes d. p

Element d'Adini

Figure 5.1



e~

Soient P, les valeurs de P € Py 2ux sommets A;, 1< 1<4, ona:

4
P(»,y) = ;

1= {(i,j);i,jga , 143, \1-j\=1ou3} et ol

Y Gay) = Y, oF » 1 &1 L4, Lfi’j (x,y) = L{?i’j o F,Zl, (i,3) €1,

:fl(z Ny = .ﬁ.li_g%f.],.p_)_ a1+ E;p _ E'Z*Z‘DZ)

f{ (£ ) = (1+ D) 1+ )% (- £)
1,2

i6 *

A e abyasmM2a-m)
LFI,A(Z/U) o7 16

les zutres fonctions de forme s'écrivant en changeant Een - E et (ou)

an - p
en .

L'espace Vh sera l'espace des fonctions dont la restriction 2

Ny

chaque élément K appartient 2 PK et qui sont continues ainsi que leurs
dérivdes pren{iéres aux sommets des rectangles. Aux sommets appartenant
2 la frontidre [ » les fonctions et leurs dérivées premidres sont nulles,
Les fonctions de Vh sont continues sur J1 et nulles sur [' . En utilisant

1la continuité des dérivées aux sommets, il est facile de montrer :

Lerme 5.1 : " . ﬂh @st une norme sur Vh .

4

Le long d'une aréte quelconque, -a-:—\ , pour v ePn , est un
polyndme de dezré £ 3. L'hypoth2se HO n'est donc pas satisfaite, Cepen-

dant, il est possible de montrer :

Lemme 5.2 : Pour toute fonction u € P(2) et pour tout w €V, >

on a Eh(u,w) = 0. L'élément d'Adini passe donc le Patch Test,
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Démonstration : On a, puisque Vv, € C° (1)

h

(5.1) Tlh(u,w) Z‘:El(u,w) 1\6 C f (1 O) 2w a )J 0

Considérons séparément les ardtes parall2les 2 l'axe des x et & l'axe des y.

On a : E, = E +Ey , avec

X
f (Q )235 Au) &= n is
Re T, Jatt-o SRWAR M 9%

E _(u,v) =, Py P

ow n as.-

. 2y o 3 :
Ly(u,'.-:) = hé—;z,’h D:{((l-o" 5‘5—5 - Qu) Sy ny ds ,pouru e H (), ve Vi

Soit -5—‘-:- la fonction continue dont la restriction & chaque élément K
appartient 3 Q (1), l'espace des polyndmes de la forme

. . 2
q =a + bx + cy + dxy, et qui prend les mémes valeurs que -3%':- aux sormets

des é&léments, On pose :

OV S::
(5.,2) z, 5% " . Ona

Ix

2
; ~ 9 u .
Ex(u,w) =% 6"6’1 fQK (1-07) -S—-E - Bu) z, o ds-,

1 S

Nous allons montrer que :

(5.3) f zp 0 ds = 0 pour tout w € V, et pour tout K €T .
3K x ‘

Sur 1'Slément de référence K, toute fonction w s'éderit :

- 2 3 N
w=P(E)+ Hh e (E)+ pTe,(E)+ p el , ot
P.oct by (resp. P, et P3) cont des polyndmas de degré € 1 (resp ¢ 3)

<

On a :

Y]
w*q‘_,,"’

o - L L2 9%
Zh(l, ?) = Zh(~l, 9) = -A"; (—a-g +

(pP1)

D'autre part on a :



+1
‘ _ Ay A -
fali z, N, ds > \/:1 (z.h(l,p) - 8h(-1,9)) dp .
On en ddduit 1'dgalité.(5.3).

Lorsque tous les rectangles sont égaux, on peut montrer le résul-

tat suivant /22/,

Lenme 5,3 : Si tous les rectangles sont égaux, on a ¢

(5.4) Eh(u,w) = 0 pour tout u €P(3) et w €V, .

L'élément d'Adini passe alors un Super Patch-Test,

On a les résultats de convergence suivants

Théorime 5.1 : On suppose que la solution exacte u appartient &

H3(!\). Soit uy la solution du probléme approché, on a :

~
w
-
wun
s
t.
]
o4
—
jo
et
o]
-
[
3]

. . 2 .
(5.6) ool e n™ioly o

Cn suppose maintcnant que u appartient 2 Ha(Il) ct que les rec-

tangles sont dégaux, on a alors :

(5.7) “u-uh“h & e n? lu‘4,JL .

Remarque 5.1 : Des essais numériques effectués avec des rectangles

égaux permettent de vérifier la majoration (5,7). Ces mémes essais dennent

d'autre part une majoration en O(hé) pour ]u-uhl .
Yo,



VI - ELEMENT DE ZIENRIEVUICZ

Définition §6,1 : L'élément triangulaire de Zienkiewicz [2/ seo

définit de la fagon suivante (figure 6.1)

1) Les degrés de liberté sont les valeurs des fonctions et de

leurs dérivées premi2res aux sommets des éléments.

e Valeur de P

4 Valeurs des dérivées premiéres de P

Figure 6.1 - Element de Zienkiewicz



ii) L'espace PK des fonctions de forme est l'espace des polyndres P
de P(3) satisfaisant la relation :

3

O p .l 2 .

i=1 1 18 44,1¢3 PPy 0 oW
j#k

(6.1) P(G) =

W Jr=

P1=P(Ai) , 14143

-— —
Dij=l)P-AjAk(Aj) , 1<3,k<€3,j#k
Il existe un polyndme de PK unique prenant des valeurs doanées aux dearis
de liberts, et on a :
3

(6.2) P(x,y) = é()\ics-z,\i) 2 A0 A ¢

DI

1R 7 A AR A A oy
Jtk -

PR - . - A
On a itinciusion F{2) C PY C7(3) .
~

L'espace Vh sera l'espaces des fonctions continues pour les degrés

de liberté des éléments, dont la restriction a chaque élément appartient
»

o PK , et nulles pour les degrés de literté attachés 2 la fromtidre. On 2 :

vy C c°(f). En utilisant la continuité aux degrés de libertés, on
peut montrer /23/.

Lerme 6.1 : " . Ilh est unc norme pour l'espace V

h L]

Le long d'une aréte quelconque,

P
TTE , pour v € PK , est un
polyndne de degré £ 2, L'hypothise H

0 n'est donc pas satisfaite. Cepen-
dant,’ on ‘peut montrer :

Lemne 6.2 : Cn suppose que les cdtés des triangles sont paral-

l2les 2 3 direcciorns doandes. Oa a clcrs @

Eﬁ(u,w) =E(u,w) = 0 pour tout u € P(2) et w €V, .



- 53 -

Démonstraticn : Considérons la figure 6,2, On pose :

—_

— —_ A?’A.
la, 5] =a, a4

3 4‘ = IA1 Agl= e 15 " K y et

Aij = nilieu du segment Ai Aj » pour toute aréte Ai A

J ]
— —
m, = A Ay, v 5,, et 08 = aire des triangles,

’

Pour toutes fonctions u € P(2), w €-Vh et pour tcute ardte Ai A,
on peut écrire, puisque les dérivées de w apparticnnent 2 P(2) :

A, .
J Bzu S dw azu
(6.3) fA (Au - (1-0) Tz‘) Sa ds = Ai Aj (Au - (1-g) <

i S _ Bs

)
ij

1 Qw(A ‘ _2 DW )+1 azl(A ))

6 9n

w

oﬁ-é?; est la dérivée normale 3 1l'aréte Ai Aj .

Les dérivées premieéres de w étant continues aux sommets des

éléments, on a :

' 2 |
, ) = :). :E; 2 y 2ou ou
(6°4) EI(U \-, € cz’ L C bK 3((1'0) 5 = L\u) 'B‘"n' 2 (L) » pour

"L . IJ

tout u € P(2), w e Vh, et ol 8y est une abscisse curviligne le long de L,

ffi— est la dérivée normale 3 L extérieure 2 1'élément K, au milieu de

l'aréte L et L (L) est la longueur de l'aréte L, pour tout L CIK, K € ?al.

Soit P €P. , ot K est le triangle A} A, A, . La dérivée normale A l'aréte
A2 A3 au point A23 est donnée par :

or _. a, 1 231 1 _3 _3 1.5 Ll
(6.5) -;—5—-3-(-2-1’14- 7 -8DP12-8DP13 = DP,; SDP31+‘4DP23 LY

: 1 .
+x (5 (py, - ) + 5 (DR, - D2,,))



/
A

A\l V

As

7h

Figure 6,2 - Un assemblage d'€léments dont les ardtes sont

paralleles a trois directions doanées



Dans 1'égalité (6.4) nous ne considdérerons que les arébes paral-

ldles 2 A2A3 et les fonctions w ézales & zdro pour tous les degrés dc

liberté, szuf cecux qui sont attachés au sommet Al. On obtient :

Aa,w) =& a (Q1 )92“ b )(9"1 (A >+9‘"2 (A,,) + = 20 (8y,) +
Ejtwud =5 a (Mg =75 - 8w Mg on Mo TSR
“a
4 6
ML LW P T e L/ S

. . . i
oll s, est une abscisse curviligne dans la direction A2 A3 et v,

£1 £5 , sont les valeurs de w dans les triangles notcs (:) sur la

figure 6.2 . En utilisant la formule (6,5), on oLtient :

1
dw L3 1, 1 _ 1
S (Ay3) = 5 (-3 P - g DRy -5 DP,)
2 n
oN s o 3 1 a3, 1.,
5o ) T G B g PRty DPy) v (P TG PRy
.P.L([\ ):-'2_ lp -.g.Dp +‘1‘DP ).,.f_a.(:‘.p +J_‘D}.’ )
3 Mg AT T e s T e Ty 2T e ’
-a:.'ﬁ (A ) =_;!_ (_.}:.p —'];'D" _-]_‘D’) )
on 56 ) 2 178 ""15 T8 Ptie ’
5 m
A IS X 3 1 23 1.,
Sa 7 T Gy mgDPe FE D) R g h -y
6 P
AN a .1 3 1 a 3 1
5o (45) (7 - g DPyy + 5 D0yy) + 5 (G2 5 DPy)

En sormant toutes ces égalités, on obtient D (u,w) = 0

Cette é£galité est aussi vraie pour les deux autres directions, ce

qui termine la démonstration du Patch Test,

On peut montrer /22/ les résultats de convergence suivants

Théortme 6.1 : On suppose gue la solution exacte u appartient &

3 . . N <
H (L) et soit u. la solution du problime approché, On suppose cue




les trian~les sont générés par trois familles de droites navalltles,

On a :

N T L LW

u-u, I QLo h? ol

3

3, n .

“+ ~ pst une constante indépendante de h,
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