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OPERATEURS A INDICE 

par 

P. BOLLEY et J. CAMUS 

Il s'agit d'un exposé de synthèse sur les opérateurs à, indice* 

Certains résultats établis ici seront en particulier utilisés pour 

l'étude d'pne classe de systèmes différentiels elliptiques dégénérés. 

INTRODUCTION. 

Les opérateurs à indice sont utilisés dans de nombreuses théories. 

Citons à titre d'exemples : les équations intégrales (plôj,.-.), les problè

mes elliptiques ( [ 3 ] , [ 4 ] , [15j et la bibliographie de Pi 5},. 3, la 

K-théorie ([2],...) 

Les opérateurs à indice sont étudiés dans de nombreux ouvrages. 

Citons à titre d'exemple ; [s], [6], [s] , Fil], J J 4 ] , [17], ... 

Définition : Soient E st F deux espaces vectoriels sur un corps K et u un 

opérateur linéaire de E dans F. Gn dit qye u est ur. opérateur à indice de 

E dans F si Ker u est de dimension finie et si Im u est de codimension finie 

dans F. L'indice de u est le nombre X(u) * dim Ker u - codim Im ü. 

Remarque : Etant donnés deux espaces vectoriels E et F, il se peut qu'il n'y 

ait aucun opérateur à indice de E dans F : c'est le cas par exemple si E est 

de dimension finie et F est de dimension infinie. Dans [s\, on donne une 

condition suffisante pour qu'il existe au moins un opérateur à indice de E 

dans F. 
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I. PROPRIETES ALGEBRIQUES DES OPERATEURS A INDICE-

Tous les espaces vectoriels dans ce paragraphe ont pour corps de 

base un corps K quelconque. 

Théorème 1.1. 

Soient E^ et , pour i e1,2 deux espaces vectoriels. Soient u^ 

pour i°1,2, un opérateur linéaire de E^ dans à indice. Alors, l'opérateur 

u^ x u^ est un opérateur linéaire et à indice de E^ x E^ dans F^ x F 2 , 

dont l'indice est donné par xCu>j x ~ x ^ u ^ * ^ ^ u 2 ^ * 

Démonstration : l'opérateur u^ x u^ est défini sur E^ x E^ par : 

(u 1 x u 2) Cx^ , x 2) « (u^Cx^J, u 2(x 2)î pour tout Cx^ , x 2) appartenant 

à E^ x E 2 - La démonstration du théorème 1.1. est évidente. 

Théorème 1.2. 

Soient E,F et G des espaces vectoriels. Soient u un opérateur 

linéaire de E dans F et v un opérateur linéaire de F dans G. Alors, les 

deux propositions suivantes sont équivalentes : 

1) deux des trois opérateurs u,v, v o u sont à indice de E dans F, de F 

dans G, de E dans G respectivement ; 

2) les trois opérateurs u,v, v °u sont à indice de E dans F, de F dans G, 

de E dans G respectivement. 

Dans ce cas, X(vou) = X(u) + X(v). 

Démonstration : 

( 1 ) On suppose que u est un opérateur à indice de E dans F et v un opéra

teur à indice de F dans G. 

Soient M et N deux sous-espaces vectoriels de E tels que Ker (vo u) * 

Ker u ® M et E » Ker u ® Y\ ® N. Comme u(M) C Ker v et que la restric

tion de u à M est injéctive, dim M « dim u(fl) £ dim Ker v et donc 

dim M < + »'. Comme dim Ker u < + 00, on en déduit que dim Ker Cv ou)<+°°. 
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Soient P et Q deux sous-espaces vectoriels de G tels que 

ïm v » Im (v o u) ,@ P et G = Im (v o u) © P © Q avec dim Q < + » . 

Soit un sous-espace vectoriel de F tel que F = Im u F^ avec 

dim F^ < + ». Soit v' l'application canonique assçciée à v de F^ 

dans Im v /Im (v*u) ; cette application v' est surjective.. Comme 

dim F^ < + », e t que Im v / Im (v ou) est isomorphe à P, on en déduit 

que dim P < + oo. Comme dim Q < + », 0 n .en déduit que dim P ® Q < + » 

et par suite que Codim Im (v ou) < + o°. 

Ainsi, vo u est un opérateur à indice de E. dans G. 

( ii ) On suppose que u est un opérateur à indice de E dans F et v o u un 

opérateur à indice de E dans G. 

On conserve les notations de Ci). On considère l'opérateur p 

de Ker v dans Ker v' défini par p (u(x) + ) = pour x appartenant 

à E et appartenant à F^. p est surjective et Ker p « Ker v ft Im u * 

u(M). Comme dim Ker (v 0 u) < + », 0 n en déduit que dim M < + » et comme 

codim Im u < + », on en déduit que dim Ker v' _< dim F^ < + », Par suite, 

dim Ker p + dim Im p < + oo et donc dim Ker v < + ». 

De plus, dim (G/Im(vou)) * dim P S > Q < + «/'donc dim 0 < + 0 0 • 

Par suite, codim Im (v) < + ». 

Ainsi v est un opérateur à indice de F dans G. 

(iii) On suppose que v est un opérateur à indice de F dans G et v ou un opé

rateur à indice de E dans G. 

On a toujours Ker u C Ker v ou, donc Ker u < + oo. Comme 

dim (G/Im (vou)) < + 00, dim (Im v / Im (v o u) ) < + ». De plus, puisque 

ptKer v) « Ker v 1 et que dim Kerv<+ », on an déduit que dim Ker v'< + »• 

Par suite, dim Ker v 1 + dim Im v r < + » et donc dim F^ « codim Im u < + » . 

Ainsi, u est un opérateur à indice de E dans F. 
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(iv) On démontre maintenant la formule des indices : 

X(vou) •» dim Ker (Vou) -codim Im (vou) 

° dim Ker u + dim M - dim P - dim Q. 

• dim Ker u + dim M - dim P - codim Im v. 
Or 

dim Ker v a dim Ker p '*• dim Ker v' 

» dim u(M) • dim Ker V 

= dim -W + dim Ker v* 

d'où dim P - dim - dim Ker v p « codim Im u - dirri Ker v + dim fi 

Donc, x(v °u) » dim Ker u - codim Im u• + dim Ker v - codim Im v 

« x(v) • xCu)• 

Théorème 1 .3. 

Soient E et F deux espaces vectoriels et u un opérateur linéaire 

de E dans "F-. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

D u est un opérateur à indice de E dans F 

2) u est inversible modulo les opérateurs de rang fini. 

Démonstration : 

2 •»> ̂  : Q n suppose qu'il existe un opérateur linéaire v^ de F dans E 

et un opérateur linéaire v^ de F dans E tels que l'opérateur 1^ - o u soit 

un opérateur de rang fini de E dans E et Ip - u o soit un opérateur de 

rang fini de F dans F CI^ désigne l'opérateur identité de E dans E). 

On a Ker u c Ker (v^ ou) C Im (I^ - v^ ou) qui est de dimension 

finie, donc dim Ker u < • «. On a : Im u ^ Im tu ° v^) « ïm ((~Ip + u °v 2) + 

I - ) D Ker (u o v 0 - Ir-Î qui est de codimèhsion finie dans F car u o v 0 - 1,-r z r 2 r 

est de rang fini et Im Cu © v 2 - Ip) est isomorphe à F/Ker (u ov^ - Ip), 

donc codim Im u < + to. 

Ainsi, u est un opérateur à indice de E dans F, 
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1 > 2 : On suppose que u est un opérateur à indice de E dans F. On 

va construire un opérateur linéaire v de F dans E tel que Ip - v o u et 

Ip - u o v soient des opérateurs de rang fini de E dans E et de F dans F 

respectivement et tel que, de plus, u o v o u a u e t v o u o v = v . 

Soit R un sous-espace vectoriel de E tel que E = Ker u + R. La 

-1 

restriction Up de u à R est un isomorphisme de R sur Im u et on note Up 

l'opérateur inverse de u n de Im u sur R. Soit p un projecteur de F sur Im u. 
K 

Alors, l'opérateur v = Up op répond à la question. En effet : ImCI^-vou) » 

Ker u qui est de dimension finie et Im (Ip - u ov) = Ker p qui est de dimen

sion finie car codim Im u < + °°. 

De plus, comme u est nul sur Ker u, on en déduit que u ov o u - u 

et comme v est nul sur Ker p, on en déduit que v ou o v = v. 

Remarque 1.1 : L'opérateur v ainsi construit est un opérateur à indice de F 

dans E et X(v) s -X(u). Ceci résulte de la construction même de v mais ceci 

résulte aussi du théorème 1,2 et du théorème 1.4 suivant : 

Théorème 1,4. 

Soient E et F deux espaces vectoriels et u un opérateur linéaire 

et à indice de E dans F et v un opérateur de rang fini de E dans F. Alors, 

u+v est un opérateur à indice de E dans F et X(u+v) * X(u). 

Démonstration : 

1er cas. Soient E » F et v un opérateur de rang fini. On va montrer que I ^ + v 

est un opérateur à indice de E dans E et que xt-C^+v) = 0» L'opérateur Ip+ v 

opère de Im v dans Im v, on peut donc considérer I^+ v en tant qu'opérateur 

de E/Im v dans E/Im v ; cet opérateur sera noté (I+v) p . 

Im v 

Soit *f l'application canonique de E sur E/Im v. Il est clair que : 

y o (I £+v) » (I+v) ' o Cf. 
D'une part, {f est un opérateur à indice de E sur 

Im v 
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E/Im v d'indice XC^) 13 dim (Im y). D'autre part, (I+v) ^ est un opérateur 

Im v 
à indice de E/Im v sur E/Im v d'indice xKI+v)-,^ . v « 0 : c'est en effet 

E/Im v 

un isomorphisme. Par suite, d'après le théorème 1.2, ^^ + v e s' t u n opérateur 

à indice de E dans E et d'indice x Ç I p

+ v ) - 0. 

Remarque 1,2 : Ce cas particulier complète la remarque 1.1. 

2ème Cas : On se place dans le cas général du théorème 1.4. L'opérateur u 

étant un opérateur à indice de E dans F, le théorème 1.3 affirme qu'il existe 

un opérateur w de F dans E tel que u ° w - Ip soit de rang fini et tel que, 

de plus, d'après la remarque 1.1 (cf. remarque 1.2) w soit un opérateur à 

indice de F dans E d'indice xCw) =-X(u). Alors, (u+v) o w - I p = u ° w - I p 

+ v o w est aussi de rang fini, donc d'après le 1er cas, (u+v) o w est un 

opérateur à indice de F dans F et d'indice xi (u+v) o w) = 0. -D'-après le 

théorème 1.2, u+v est un opérateur à indice de E dans F et d'indice X(u+v) 

3 - x(w) i.e. : d'indice xCu+v) = xtu). 

Théorème 1.5. 

Soient E et F deux espaces vectoriels, E et F les duals algébri

ques de E et F respectivement- Soient u un opérateur linéaire de E dans F et 

u l'opérateur linéaire de F dans E transposé algébrique de u. Alors, les 

trois propositions suivantes sont équivalentes : 

1) u est un opérateur.rà indice de E dans F. 

2) u' est un çpérateur à indice de F dans E , 

3) Ker u et,Ker u sont de dimensions finies. 

Dans ce cas, X(u) =» .-x(u*3 dim Ker u - dim. Ker u*. 

Démonstration : Il existe des isomorphismes canoniques de (Ker u) sur E /Im u 

^ x* 

et de Ker u sur (F/Im u) . D'autre part, si G est un espace vectoriel de 

dimension finie, alors dim G'* = dim G < + «>. Ceci suffit pour établir le 

théorème 1.5. 
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Théorème 1.6. 

Soient E un espace vectoriel et u un opérateur linéaire de E dans E. 

1) La suite (Ker u n) ^ est soit strictement croissante, soit strictement 
n >_o 

croissante jusqu'à un rang fini n=v à partir duquel elle est constante. 

2) La suite (Im u n) ^ est soit strictement décroissante, soit strictement 
n . ^ 0 

décroissante jusqu'à un rang fini n=u à partir duquel elle est constante. 

3) Si les deux suites (Ker u n3 ^ et (Im u n) w finissent par rester cons-
n>p n>p 

tantes à partir des rangs v et y respectivement, alors v=*y. Si de plus, 

dim (Ker u V) < + °o, alors pour tout n >̂ o, u n est un opérateur à indice de 

E dans E d'indice X(u P) = 0. 

Démonstration : 

1) et 2) : On a (u P)~ 1 (Ker u q) <= Ker u P + q et u P(Im u q) = Im u P + q . D'autre 

part, comme u n permute avec u, son noyau et son image sont stables par u. 

D'où Ker u n + 1 * u ^ (Ker u n) O Ker u° et I un*^ = u(Im u n) C Im u P ; ainsi 
m 

les suites (Ker u P) ^ et (Im u R) ^ sont croissante et décroissante 
n >.o n >_ o 

respectivement. Si on a : Ker u n = Ker u n + ^ on a (u P) ^ (Ker u n + ^ ) 28 

a (u P) ^ (Ker u n) c'est-à-dire Ker u R + P « Ker u

n + p + 1 c'est-à-dire, la suite 

(Ker u I 1 ) n > Q

 e s"t stationnaire à partir du rang n- On voit de même que si 

Im u n = Im u n + ^ , la suite d m u n) ^ est stationnaire à partir du rang n. 
n >o 

3) Avec les notations données dans le théorème 1.6, on aura prouvé y £ v si 
x, n ^ n+1 , -j. n , T n+1 . T n+1 , T n+2 on prouve que Ker u « Ker u et Im u / Im u impliquent Im u /Im u 

r . . T n+2 , T n+3 . . % . v n+1 v n+2 . 
(donc aussi Im u / Im u puisque l'on a aussi Ker u 3 Ker u et 

ainsi la suite (Im u n) . serait strictement décroissante). Si on a Im u n + ^ = 
n >_o 

Im u n ^, soit u Px un élément de Im u n , alors u^^x appartient à Im u n ^ * 

Im u n + ^ et est donc de la forme u n + ^ y , donc y n +^(x-uy) «o, c'est-à-dire, 

. u n+1 n n, s , j_ v ,. n n+1 . . 
puisque Ker u « Ker u , u (x-uyj 3 o , c'est-a-dire u x = u x appartient 

à Im u n ; on aurait donc Im u n =Im u n + ^ ce qui contredit notre hypothèse. 
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On prouve de la même façon que Im u 1 1 » Im u n + / J et Ker u n / Ker u n + ^ impli

quent Ker u n + ^ / Ker u n + 2 d'où y >_ v. Ainsi, v c y. 

Pour simplifier, posons E^ = Ker u V et F^ = Im u V . Alors E est 

somme directe de E et F , de plus :u induit un endomorphisme nilpotent 
00 00 

dans E et un isomorphisme dans F . En effet, tout d'abord E H F « {o} 
00 00 00 00 

car si x appartient à cette intersection, on a : x u Vy et u Vx = o d'où 

u ^ V y ao et même u Vy a o c a r Ker u v = Ker u ^ V c'est-à-dire x=o. Soit u l'opé

rateur de E/E dans E/E obtenu par passage au quotient de u ; u est bijec-
00 00 

tif, car d'une part, il est injéctif, puisque Ker u v = Ker u v + \ d'autre 

part, il est surjectif, puisque sinon, si l'on applique le raisonnement fait 

précédemment (début de 33 à u pour lequel l'entier correspondant à vest o, 

la suite Im u 7 1 serait strictement décroissante, donc la suite de leurs 

images réciproques un('E) + E serait strictement décroissante, donc la 
00 

suite des Im u n ne pourrait pas être stationnaire à partir d'un rang v. 

Ainsi, u est un isomorphisme de E/E sur E/E : en particulier u (E/E ) « 
^ 00 OO ^ 00 

58 E/E ce qui s'écrit Im u V + E * E, c'est-à-dire, E © F « E„ De plus, 
00 ^ 00 OO 00 ^ 

dire que u est un isomorphisme signifie alors que u induit un isomorphisme 

sur F . D'autre part, comme u V est nul sur E , la restriction de u à E est 
oo oo oo 

bien nilpotente. 

Enfin, on démontre que si de plus dim (Ker u V) (» dim E ) < + 0 0 

alors la dimension du noyau de u est égale à la codimension de son image. 

Il suffit de le vérifier séparément; pour les restrictions de u à E w et F^. 

Or, dans l'espace de dimension finie E le résultat résulte de ce qui 

précède, d'autre part u induisant un isomorphisme de F^ la codimension de 

l'image et le noyau de la restriction de u à F^ sont tous les deux nuls. 

On fait le même raisonnement pour u n avec n quelconque >/0 ; puisque u D 

vérifie des propriétés analogues à u (ou bien l'on applique le théorème 1.2). 
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II. PROPRIETES TOPQLOGIQUES DES OPERATEURS A INDICE. 

Pour simplifier, tous les espaces vectoriels topologiques intro

duits dans ce paragraphe ont pour corps de base fR ou Œ. 

Théorème 2.1. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet, u un opérateur linéaire 

continu de E dans F tel que Im u admette un supplémentaire [algébrique) 

-fermé dans F. Alors Im u est fermée dans F. 

Démonstration : Soit G un supplémentaire (algébrique) fermé de Im u dans F, 

c'est-à-dire F = Im u ® G. L'opérateur u + Iç de E x G dans F défini par 

(u + Ig) (x,y) = u(x) + y est un opérateur linéaire, continu, surjectif 

de l'espace de Fréchet E x G dans l'espace de Fréchet F : c'est donc une 

application ouverte. Or, le complémentaire de Im u dans F est l'ouvert 

(u + Iç) {E x (G - {o})}. Par suite, Im u est fermée dans F. De plus, la 

somme directe algébrique Im u © G est une somme directe topologique. 

Théorème 2.2. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet, u un opérateur linéaire 

continu de E dans F. Si u est à indice de E dans F, alors Im u est fermée 

dans F» 

Démonstration : C'est un simple corollaire du théorème 3.1 puisque Im u 

est de codimension finie. 

Théorème 2 . 3 . 

Soient E et F deux espaces de Fréchet, E' et F' leurs duals topo

logiques respectifs. Soient u un opérateur linéaire et continu de E dans F, 

u' l'opérateur transposé topologique de u de F'.dans E' 0 Alors, les deux 

propriétés suivantes sont équivalentes : 
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1) u est un opérateur à indice de E dans F. 

2) Im u est fermée dans F, Ker u et Ker u' sont de dimensions finies. 

Dans ce cas, u' est un opérateur à indice de F'- dans E* et Xtu) » X(u') = 

= dim Ker u - dim Ker u f . 

Démonstration : 

1 ===» 2 : soit u un opérateur à indice de E dans F : Ker u est de 

dimension finie et Im u est fermée dans F (Im u est fortement et faible

ment fermée dans F). D'autre part, Ker u' est l'orthogonal de Im u dans 

F'. Comme Im u est faiblement fermée dans F et est de codimension finie 

dans F ; on a donc dim Ker u' 3 codim Im u < + 00. 

2 > i : soit u un opérateur de E dans F tel que Im u soit fermée 

dans F, tel que Ker u et Ker u' soient de dimensions finies. L'adhérence 

faible de Im u dans F est l'orthogonal de Ker u' dans F. Or Im u étant 

fermée dans F, on en déduit que Im u est l'orthogonal, de Ker u' dans F ; 

on a donc, codim Im u r: dim Ker u' < + ». 

De ce qui précède, on déduit que X(u) « dim Ker u - dim Ker u'. 

D'autre part, l'adhérence faible de Im u' dans E' est l'orthogonal de Keru 

dans E'. Or Im u étant fermée (fortement et faiblement) dans F, Im u 1 est 

fermée (fortement et faiblement) dans E' (et c'est équivalent). Par suite, 

Im u' est l'orthogonal de Ker u dans E' \ donc codim: Im u' = dim K e r u < + « . 

Ainsi, si u est un opérateur à indice de E dans F, u' est un 

opérateur à indice de F' dans E ? et X(u) -3 -XCu') = dim Ker u - dim Ker u'. 

Remarque 2.1 : Si u' est un opérateur à indice de F' dans E', on ne peut pas 

affirmer de façon générale que u est un opérateur à indice de E dans F. Ce 

sera vrai si et seulement si Im u' est fermée (fortement ou faiblement) dans 

E'. Cette condition supplémentaire étant automatiquement vérifiée si F' et E' 

sont des espaces de Fréchet d'après le théorème 2„1. 
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Théorème 2.4. (Riesz) 

Soit E un espace de Fréchet et u un opérateur compact de E dans E. 

Alors, 1^ + u est un opérateur à indice de E dans E d'indice XCI^+u) =» 0. 

Démonstration : soit V un voisinage de 0 tel que u(V) soit relativement 

compact dans E» Soit W = Ker (I E+u) . On a : W » (I £ + u-uî CW]=-u'(W) CL 

-u(V) ainsi W est relativement compact, donc précompact. Par conséquent, 

Ker (I^+u) admet un voisinage de • précompact, il est donc de dimension 

finie. L'opérateur transposé u' est un opérateur compact de E' dans E' muni 

de la topologie forte. Comme u)' 3 I £, + u' la démonstration précé

dente appliquée à E' et à u' montre que Ker u)' est de dimension finie. 

On montre maintenant que Im [1^+ u) est fermée dans E, Considérons un sup

plémentaire topologique fermé F de Ker fI F+ u) dans E : ce supplémentaire 

existe car Ker (I^+ u) est de dimension finie. Considérant la restriction 

de u à cet espace F, on doit démontrer que (I^ + u) F. est fermé dans E, I^+ u 

étant maintenant injectif sur F. Soit V un. voisinage de 0 convexe et ouvert 

dans F tel que u(V) soit relativement compact dans E. Soit P yt>0
 3 inf 

{p ; p > o, x 6 p V } la jauge de V ; p^ est finie et est continue. Soit 

(x ] ^ une suite de F telle que (I + u) x converge vers y dans E : on n n >_ o E n to 

veut montrer qu'il existe x dans F tel que y = (1^+ u)x. Si sup pv/Cx ) 
L n v n — 

alors (u(x )) ^ est contenu dans l'ensemble relativement compact fi u(V) ; 
n n >_o 

il existe donc une sous-suite (u(x ,)) , > q qui converge vers z dans E et 

donc (x .) , converge vers x = y-z dans F et on a y « (1,-+ u ;x. Sinon, n' n' _> o to J J E 

si sup p (x ) = + c o, il existe une sous-suite (x .) . telle que n v n , n' n' >_o M 

x n 

lim p w(x . ) = + « > et donc (I + u) (—;—rvO tend vers 0 dans E» Le raisonne-
n' V n' E P y ^ n ^ 

ment précédent montre qu'il existe x appartenant à F tel que lim CxVp^Cx^,)) °x, 

donc puisque p^ est continue, on a Py(x) s 1. Or, (I^+ u)x co, c'est-à-dire, 

x»o, ce qui contredit le fait que Py(x) = 1. 
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Ainsi, I £ + u est un opérateur à indice de E dans E. Il reste à 

montrer que X(Ip + u) = 0. D'après le théorème 1.6, il suffit de démontrer 

que la suite (Ker (I +u) n) ^ et la suite (Im (I +u) n) sont station-
E n>_o E n>_o 

naires à partir d'un certain rang. On démontre tout d'abord ce résultat 

lorsque E est un espace de Banach, puis on en déduira le cas général où E 

est un espace de Fréchet : 

1er cas : E est un espace de Banach. On procède par l'absurde : si la suite 

(Ker (I +u) n) ^ était strictement croissante, on pourrait trouver une E n :> o h 

suite (yn)' Q telle que y n appartienne à Ker d E + u )
n , ||ynll '¿-1 * (|| .|| étant 

la norme de E) et telle que la distance de y à Ker (I +u) n soit au moins 
n E 

égale à 1/2. On aurait alors pour m > n, u(y ) - u(y ) ' « y -x où 

x = '(Ig* u) y^- u(y n) qui appartient à Ker (1^+ u ) m par suite j|y(y^l - uCym3j| 

>•.•=• . O r , la suite (u(y )) - est relativement compacte : elle doit donc 
~ 2 ^n n >_o K 

admettre une valeur d'adhérence, ce qui contredit l'inégalité précédente» 

Ainsi, la suite (Ker (Iv* û) n) ^ est stationnaire à partir d'un certain 
E n >_o K 

rang. Appliquant le même raisonnement à (Ig+u)' = ^E'*** u* d a n s avec u' 

compact de E' dans E', on voit que la suite (Ker ((I_-Hj}')n est station-
E n >_o 

naire à partir d'un certain rang. Or ((I £+u)' }
n = ((I E+u)

n)' donc 1'adhé

rence de Im ( (Ip+u)^1) dans E est l'orthogonal de Ker ( (I^+u) ' ) n dans E. 

dais ( I p + u ) n I p + u

n où u^ est un opérateur compact de E dans E ; si 

bien que Im u ) n est fermée dans E et la suite (Im (1,-.+ u) n) est E E n >_o 

aussi stationnaire à partir d'un certain rang. 

2ème Cas : E est un espace de Fréchet. Soient V un voisinage de 0 et A une 

partie convexe équilibrée et compacte de E tels que u(V) C.A. Soit E^ l'es

pace vectoriel engendré par A et muni de la semi-norme jauge de A : 

p.(x) * Inf X ; en fait, p A est une norme sur E A car A est bornée. De 
A A>o,x£ÀA A A 

plus, c'est une norme d'espace de Banach sur E^ : pour montrer cela, on 
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commence par remarquer que, puisque A est fermée dans E> A est exactement la 

boule unité fermée de , ensuite, puisque A est compacte, que l'injection 

canonique <-f : E. > E est compacte, donc continue, et enfin, que si (x ) 
A n n 

est une suite de Cauchy dans E„ , alors (x ) est convergente dans E A . En 
A n p A 

effet, par homothétie, on peut toujours se ramener au cas où ê A pour 

tout n, et A étant compacte dans l'espace de Fréchet E, on peut donc extraire 

une sous-suite (x_ ). convergente vers x C A dans E ; par ailleurs, pour 

tout e > o, il existe k € fN tel que si K et k' > k , alors p A ( x n - x n J < e 
o — o A n k n k ~~ 

i.e. : x n, 6 x n, + B n(o,e), où B„(o,e) désigne la boule fermée de centre 0 
n k n k ' T t 

et de rayon e dans E^ j comme B^(o,1) - A est fermée dans E, il en résulte 

que x n + B„(o,e) est fermé dans E et donc si l'on fait tendre k vers + 00 , 
Mk' T 

on obtient que, pour tout k' > k , x x n B„(o,e) i.e. : p-Cx-x^ ) < e , 
— o n^i f ^A n^ f — 

ce qui prouve que (x R )^ est convergente dans E A vers x ; il en est donc de 
k " 

même de toute la suite (x ) . 
n n 

Soit maintenant u l'application de E dans E A induite par u. Il 
O A 

résulte de ce qui précède que l'opérateur u ° *f, induit par u, est compacte 

de l'espace de Banach E^ dans lui-même. Par suite, le raisonnement fait 

lorsque E est un espace de Banach (cf. 1er cas) montre que la suite 

(Ker (1,- + u o *f)n) ^ est stationnaire à partir d'un certain rang. E A o n _> o ^ to 

Comme Ker (I + u ) R 53 Ker (I- + u <> ̂ ' ) n , on a donc démontré que la suite 
E E A ° 

(Ker (I + u) ) ^ est stationnaire à partir d'un certain rang. On termine 
E n >_ o • • 

ensuite comme lorsque E est un espace de Banach (cf. 1er cas). 

Ce qui termine la démonstration du théorème 2.4. 

Corollaire 2,1 (alternative de Riesz-Fredholm) : 

Soient E un espace de Fréchet et u un opérateur compact de E dans 

E. Pour X appartenant à (£ - {o} les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) u-XI^ est un isomorphisme de E sur E 
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2) u-XI^ est surjéctif de E sur E. 

3) u-XI £ est injectif de E dans E. 

Démonstration : le théorème 2.4 assure que dim Ker (u-XI^J 3 codim Im (u-XI^); 

ce qui, joint au théorème d'isomorphisme de Banach, démontre le corollaire 2.1. 

Remarque 2.2 : lon en déduit que tout X non nul du spectre de u, c'ést-à-dire 

tel que u-XI^ ne soit pas inversible dans l'ensemble des opérateurs linéaires 

continus de E dans E, est une valeur propre de u, c'est-à-dire tel que 

Ker (u-XIc) / {o}. 

Corollaire 2.2. 

Soient E un espace de Fréchet et u un opérateur compact de E dans 

E. Alors le spectre de u est fini ou est fermé de 0 et des points d'une 

suite qui converge vers 0. 

Démonstration : 1er cas : on suppose que* E est un espace de Banach. Par 

définition, le spectre a(u) de u est l'image réciproque par l'application 

X,——> u-XI E de l'ensemble des éléments non inversibles de l'espace des 

applications linéaires continues de E dans E. E étant un espace de Banach, 

il est facile de voir que cet ensemble est fermé : il en est donc de même 

de a lu)» De plus, si |x| > ||u|[ [norme de l'espace des applications linéaires 

continues de E dans E), u-XI^ est inversible : donc X n'appartient pas à 

a(u). Ainsi a(u) est fermé et borné : il est donc compact-

Soit X non nul appartenant à a(u) : on va montrer que X est un 

n /-\ n 

point isolé de a(u). Soit E. » U Ker (u-XI ) et F « N Im (u-XI.-) 
A n>p b A n>p b 

(en fait, d'après le théorème 2.4 » il existe v tel que E^ » Ker (u-XI E)
V 

et F^ = Im (u-XI^) V). On vérifie que E est somme directe (topologique} des 

deux sous-espaces vectoriels E^ et F^ qui sont fermés et stables par u. 
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Soiçnt u^ et u 2 les opérateurs induits par u * sur et F^ respectivement. 

On a dr(u') = cKu^} U a(u 2). Or a(uy) est réduit à {A} : en effet, A appar

tient évidemment à atu^) et si y / A, alors (u 1 ~ yl £) est injectif sur E^ : 

pour montrer cela, soit x appartenant à Ker (u-AI E)
V tel que (u^-yI E)x

ao, 

v-1 v-1 
donc 0 a Cu^-ylp) (u-AIp) x = "(A~y) (u-AI^) x et de proche en proche, 

on en déduit que x°o. D'autre part, °^u2^ e s ^ compact [d'après ce qui pré

cède) et ne contient pas A : en effet, si A appartient à oiu^), il existe 

x non nul tel que x appartienne à Im (u-AI_) V ët (u-AI_)x=o, donc (u-AT) Vx=o 
t t t 

c'est-à-dire, x appartient à E^ f\ F^ a Ceci prouve donc que A est isolé dans 

a(u). 

Ce qui termine la démonstration du corollaire 2.2 dans le cas où 

E est un espace de Banach. 

2ème Cas : E est un espace de Fréchet. On utilise les notations de la démons

tration du théorème 2.4 (cf. 2ème cas). Togt d'abord, on remarque que 

a(u) - {o} « °^U

D

 o ( f î ' ~ to}. En effet, si A ^ o appartient à a(u), alors X 

appartient à a(u ° *f ) et inversement, car Ker (u-Al_) = Ker (u o Y - AT )„ 
o E o E^ 

Deux cas peuvent alors se produire : ou bien 0 fè a(u) et alors E est de 

dimension finie et donc a(u) est fini, ou bien 0 € a(u) et alors, d'après 

l'égalité a(u) - {o} = a(u Q o *f3 - {o} et du 1er cas, on déduit que a(u) 

est ou bien fini, ou bien fermé de 0 et d'une suite de points tendant vers 0. 

Corollaire 2.3. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet et u un opérateur linéaire 

continu et à indice de E dans F. Alors, pour tout opérateur compact v de E 

dans F, u+v est un opérateur à indice de E dans F,, d'indice X(u+v) « X(u). 

Démonstration : soit u un opérateur linéaire continu et à indice de E dans F. 

D'après le théorème 1.3, il existe w linéaire de F dans E tel que Ip- u o w 
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soit un opérateur de rang fini de F dans F et I F~ w<>u soit un opérateur de 

rang fini de E dans E, De plus, w est un opérateur à;indice de F dans E, 

d'indice x(w) = -X(u). Il est facile de voir que l'on peut choisir w continu 

de F dans E. dès que u est continu de E dans F. Par suite, (u+v) o w: « I p - ( I p -

(u+v) °w). .Dr, Ip -(u+v) ow a *p ~ u ° w - v ow'.est un opérateur compact de 

F dans F, donc d'après le théorème 2.4, (u+v) ©w, est un opérateur à indice 

de F dans F et d'indice X((u+v) °w) =* 0. Enfin, d'après le théorème 1.2, on 

en déduit que u+v est un opérateur à indice de E dans F d'indice X(u+v) » 

-X(w) = X(u). 

Corollaire 2.4. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet et u un opérateur linéaire 

continu de E dans F. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

1) u est un opérateur à indice de E dans F . 

2) u est inversible modulo les opérateurs compacts. 

Démonstration : 

1 > 2 : ceci résulte du théorème 1.3 puisqu'un opérateur de rang 

fini est compact. 

2 = ^ > i : o n suppose qu'il existe un opérateur linéaire continu v^ de 

F dans E et un opérateur v^ linéaire continu de F dans E tels que I p - v^ ° u 

soit un opérateur compact de E dans E et Ip - u © v^ soit un opérateur 

compact de F dans F. 

On a : Ker u c Ker (v^ o u) e Ker d p - (Ip - v^ o u)). Or, l'opé

rateur 1^ - (Ip - v^ o u ) est un opérateur à indice, d'après le théorème 2.4 

donc dim Ker u < + ». 

On a : Im u D Im (u °... v^) = Im (Ip - (Ip - u o v 2) ). Or, l'opéra

teur Ip- ( Ip-u © v^)) est un opérateur à indice d'après le théorème 2.4, donc 

codim Im u < + °°. 

Ainsi, u est un opérateur à indice de E dans F. 
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Corollaire 2.5» 
-" 

Soient E et F deux espaces de Fréçhet et u un opérateur linéaire 

et continu de E dans F. Alors, les deux propositions suivantes sont équiva

lentes : 

1) u est un operateur à indice de E dans F d'indice nul, 

2) il existe un opérateur ccmpact v de E dans F tel que u+v soit 

un isomorphisme de E sur F. 

Démonstration : 

2 > i . s'ii existe un opérateur compact v de E dans F tel que u*v 

soit un isomorphisme de E sur F, alors d'après le corollaire 2.3, u^u+v-v 

est un opérateur à indice de E dans F d'indice nul. 

1 = = > 2 : soit u un opérateur linéaire continu et à indice de E dans 

F d'indice nul donc dim Ker u « codim Im u < + ». Soient E^ un supplémen

taire topologique de Ker u dans E, E = Ker u @ E^ , et tel que F « F ^ © I m u . 

Ker u et ayant même dimension finie, il est possible de construire un 

isomorphisme v^ algébrique, donc topologique de Ker u sur F^. Soit v l'opé

rateur de rang fini, donc compact de E dans F défini par v(x) - v^(x) si x 

appartient à Ker u et v(x) - 0 si x appartient à E^. L'opérateur u+v est 

alors surjectif de E sur F, comme il est d'indice nul de E sur F, c'est un 

isomorphisme de E sur F. 

Théorème 2.5. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet dont un au moins est un 

espace de Banach. Pour tout entier n de Z, l'ensemble des opérateurs liné

aires continus à indice de E dans F, d'indice n est un ouvert de l'ensemble 

des opérateurs linéaires ccntinus de E dans F muni de la topologie de la 

convergence uniforme sur les parties bornées de E. 



I-18 

Démonstration : 

1er Cas : On suppose que F est un espace de Banach« Soit u un opérateur 

linéaire continu à indice de E dans F. D'après le théorème 1.3, il existe 

un opérateur v linéaire à indice de F dans E, d'indice X(v) ~ -XCu)• et tel 

que Ip- u ov soit de rang fini rie F dans F» II est facile de voir que v 

peut être choisi continu rie F dans E, ïl existe un voisinage ouvert de 0 

dans l'espace des opérateur? linéaires et continus de F dans F tel que pour 

tout w appartenant à ce voisinage., I P+ w soit un isomorphisme de • F-sur F. 

Comme l'application w — — > w ^ v est linéaire-et continue -de l'espace des 

applications, linéaires et continues de E dans F dans l'espace des applica

tions linéaires et continues-de F dans F, on déduit qu'il existe un voisi

nage ouvert W de 0 dans 1 5 espace des applications linéaires et continues 

de E dans F tel que pour tout w appartenant à W, l'opérateur Ip+ w ° v soit 

un isomorphisme de F sur F. Cr Cu+w) v « I.- + w ° v - CI,-"* u ° v)« Donc, 
i ' r 

d'après le corollaire 2.3, l'opérateur (u-*w) «v est un opérateur à indice 

de E dans F d'indice nul. D'après le théorème 1.2, en déduit que u+w est un 

opérateur à indice de F dans F , d'indice XCu+wl « -Xîv) •= XCu). 

Ainsi, l'ensemble des opérateurs linéaires continus et à indice 

de E dans F, d'indice r est un ouvert da l'ensemble dea opérateurs linéaires 

continus de E dans F. 

2ème Cas : On suppose que E est un espace de Banach, Soit u un opérateur 

linéaire continu à indice de E dans F. D'après le théorème 1.3, il existe 

un opérateur v linéaire à indice de F dans E, d'indice >;Cv} ~ -Xtu), tel 

que Ip- v .^u soit de rang fini do E da,,^ E, De plue 5 v peut être choisi 

continu de F dans E. ïl existe un voisinage ouvert de 0 dans l'espace des 

opérateurs linéaires continus de E dans E tel que pnur tout w appartenant 

à ce voisinage, Ip* w soit un isomorphisme de E sur E* Comme l'application 
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w > v ° w est linéaire et continue de l'espace des opérateurs linéaires 

continus de E dans F dans l'espace des opérateurs linéaires continus de E 

dans E, on déduit qu'il existe un voisinage W de 0 dans l'espace des appli

cations linéaires et continues de E dans F tel que pour tout w appartenant 

à W, l'opérateur 1^ + v o w soit un isomorphisme de E sur E» On termine 

comme dans le 1er cas. 

Corollaire 2.6. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet, dont un au moins est un 

espace de Banach. Alors, l'ensemble des opérateurs linéaires continus et 

à indice de E dans F est un ouvert de l'espace des opérateurs linéaires 

continus de E dans F muni de la topologie de la convergence uniforme sur 

les parties bornées de E. 

Démonstration : Ceci résulte immédiatement du théorème 2.5. 

Corollaire 2.7. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet, dont un au moins est un 

espace de Banach. Alors, l'application indice X est continue de l'ensemble 

des opérateurs linéaires continus et à indice de E dans F, muni de la topo

logie de la convergence uniforme sur les parties bornées de E, dans "7L 

Démonstration : Ceci résulte immédiatement du théorème 2.5. 

Corollaire 2.8. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet, dont un au moins est un 

espace de Banach. Alors, pour tout entier n de 2, l'ensemble des opérateurs 

linéaires continus et à indice de E dans F d'indice n est réunion de compo

santes connexes de l'ensemble des opérateurs linéaires continus à indice de 

E dans F. 

Démonstration : Ceci résulte immédiatement du corollaire 2.7. 
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Corollaire 2 .9. 

Soient E et F deux espaces de Fréchet dont un est un espace de 

Banach et tels que le groupe des isomorphismes de E soit connexe par arcs. 

Alors, les composantes connexes de l'ensemble des opérateurs linéaires con

tinus et à indice de E dans F sont exactement les ensembles des opérateurs 

linéaires continus et à indice de E dans F, d'indice n pour n décrivant TL 

Démonstration : On montre tout d'abord que si U q et u^ sont deux opérateurs 

linéaires continus et à indice de E dans F d'indice n, ayant même image M, 

il existe un arc (u^ ; o £ t £ 1 } joignant U q à u^ , dans l'ensemble des 

opérateurs linéaires continus et à indice de E dans F. Soient les décompo

sitions en sommes directes topologiques de E, E = Ker U Q ® G q et E * Ker u^ 

G„ . Comme dim Ker u = XCu ) + codim Im u s XCu.) + codim Im u. « dim 
1 0 0 o 1 1 

Ker u^ , il existe un isomorphisme h de Ker U q sur Ker u^ . Comme u^/G. est 
-1 

un isomorphisme de G ^ sur M, i=o,1, u = (u^/G^) o fu^/G^) e s"t un isomor

phisme de G q sur G^. Cet isomorphisme et h donnent un isomorphisme g de E 

sur E caractérisé par g/Ker u c h et g/G = u. Soit {g^. ; o < t < l } un arc 
o o t - -

joignant g à I £ dans le groupe des isomorphismes de E sur E. Alors, 
a u. o g est un opérateur à indice de E dans F, d'indice n et v « u 

L I "C 0 0 

et v 1 = 

On montre maintenant que si u est un opérateur linéaire et continu 

à indice de E dans F d'indice n et si M est un sous-espace fermé de Im u de 

codimension finie dans F, il existe v dans la même composante connexe de 

l'ensemble des opérateurs linéaires continus et à indice de E dans F que u 

et tel que Im v * M. Soit p un projecteur continu de F sur M et soit V;»p °u 

Si q « Ip-p, tq ° u est un opérateur de rang fini pour tout t de [p,l] et 

Uj. - v + tq o u est un arc joignant U q

 a v à u^ = u dans l'ensemble des 

opérateurs linéaires continus à indice de E dans F. 
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On en déduit facilement le corollaire 2.9 (puisque si u^ et 

sont deux opérateurs linéaires continus et aMndice de E dans F, d'indice 

n, M = Im u^ A Im ést; un sous-espace fermé de Im u^ et de Im u^ et de 

codimension finie dans F 

Remarque 2.3 : 

- si E est un espace dé: Banach, alors le groupe des isomorphismes est 

connexe par arcs si et seulement s'il est connexe. 

- si E est un espace de Hilbert, alors le groupe des isomorphismes de 

E est connexe (cf. [l2]* J3 3] ) - Il en est de même lorsque E = C q (cf. [Y], 

[16]) , E = £ p (cf. [l6]), E = C([o,l],), E = L P((o,D) (cf. \j] ), 

Par contre, pour E = C © T ce n'est pas vrai (cf3 [6]) ; en fait, 
o 

l'ensemble des opérateurs linéaires continus à indice de E dans E d'indice n 

n'est pas connexe (cf« [l3]). 

Remarque 2 . 4 : Certains résultats donnés ici peuvent être étendus à des 

espaces plus généraux que des espaces de Fréchet, (cf. jjo] par exemple). 
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III. UNE APPLICATION A L'INTERPOLATION. 

On se limitera à l'interpolation entre espaces de Banach. On 

rappelle tout d'abord quelques définitions et propriétés élémentaires de 

l'interpolation. (Pour plus de détails, on renvoie par exemple à [8'], [15]). 

Définition 3.1. 

On appelle couple compatible d'espaces de Banach, la donnée de : 

1) un couple d'espaces de Banach A^ et A^ 

2) un espace localement convexe séparé 

3) deux applications injectives et continues.. de A^ dans pour i«1,2. 

Ce couple compatible sera noté (A^ , A 2 ) . 

On peut alors considérer A^ et A 2 comme des sous-espaces de 

Après identification, on peut définir A^ f] A 2 et A^ + A 2- On a alors : 

Proposition 3.1. 

(\ A 2 muni de la norme ||a||A ^ A « || a||A + ||a||A est un espace 

de Banach et A + A 9 muni de la norme ||a|L . = Inf (|| aJL + || aJL ) 
1 1 A1 A 2 a 1 e A 1

 1 A1 2 A 2 
est un espace de Banach. a 2 ^ A 2 

aaa>| + a 2 

Le diagramme suivant est commutatif : 

et chaque flèche représente une injection continue. 

Définition 3.2. 

Soit (A y J,A 2) un couple compatible d'espaces de Banach. On dit qu'un 

espace de Banach A est un espace intermédiaire pour le couple ( A ^ A ^ s'il 
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existe des applications injectives continues de A^ f) A^ dans A et de A 
dans A^ + A^ -

c'est-à-dire, si l'on a les inclusions algébriques et topologiques suivantes : 

A 1 A A d A <Z.f\^ + A 2 . 

Par exemple, A^ et A^ sont des espaces intermédiaires. 

Définition 3.3. 

Un foncteur d'interpolation sur les espaces de Banach est une 

application 4> qui à tout couple compatible (A^A,^) fait correspondre un 

espace de Banach <)>CA^,A2) tel que : 

1) <(>[A^,A2) est un espace intermédiaire pour le couple (A^,A2) ; 

2) Si (B,j,B2) est un autre couple compatible, si II est un opérateur 

linéaire continu de A^ + A 2 dans B^ + B 2 tel que la restriction de II à A^ 

soit linéaire continue de A^ dans B^ pour 1=1,2, alors la restriction de 

II à (J>(Ay|,A2) est linéaire continue de «frCA^A^ dans <(> CB^ ,B 2 ) . 

Par exemple, $ n et <f>+ définis par 4>
ntA>| , A 2) 3 A^O A 2 et 

4*4.CA^ , A 2) tt A^ + A 2 sont deux foncteurs d'interpolation. 

Soit fA^Ag) un couple compatible et H un sous-espace vectoriel 
de A^ (] A 2 , fermé dans A^ et fermé dans A 2» Par suite, les espaces A^/N , 

A 2/N et A^/N + m u n i s d e s normes habituelles sont des espaces de Banach 

(notons que A^/N + A 2/N peut s'écrire aussi (A^+ A 21/N) et le couple (A^/N , 

A 2/N) est un couple compatible. Soit II l'application canonique de A^ + A 2 

sur A V N + A0/I\l. La restriction de II à A, est linéaire et continue de A. 1 2 i i 
dans A ^ N pour i=1,2. Par suite, pour tout foncteur d'interpolation <j> , la 

restriction de II à <j>(A„j , A 2) est linéaire continue de <f>(Â  , A 2) dans 

«MA^/N , A 2/N). Comme n est linéaire continue et surjective de « K A ^ A ^ sur 

<f>(Ay|,A2]/N, c'est que ((^A^A^/N s'injecte dans •(A^/N , A 2/N). 
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La proposition,suivante donne une condition (restrictive mais 

vérifiée dans les applications) qui est suffisante pour que ces deux espaces 

coïncident : 

Proposition 3.2. 

Soient (A^A^) un couple compatible et N un sous-espace vectoriel 

de dimension finie de A ^ A A ^ . Alors, pour tout foncteur d'interpolation <J> 

les espaces (J>(A^,A2)/N et ̂ (A^/N , A^/N) s'identifient algébriquement et 

topologiquement. 

Démonstration : L'espace $(A^,A 2)/N est muni de sa norme quotient qui en 

fait un espace de Banach (N est fermé dans ^(A^A^))-

Soient (z„,. e.„z ) une base de N et z',...,z' des éléments de 
i n : 1 n 

Ajj A A^ (où A^ est le dual tcpologique de A.̂  pour 1=1,2) tels que 

K Z I ' 2j >GAJj A A£î x ( A , + A 2 ) "
 5ij p o U r n* P 0 U r 1 appartenant 

à (A > |+A 2)/N, on pose : 
n 

R A - a - ̂  z. < Z J , a > ( A , n A , ) x C A i + v 

où a est un représentant quelconque d-i la classe a (il est facile de^véri

fier que le deuxième membre nn dépend que de la classe a et non du repré

sentant a). L'cpplicatioh R envoie A ^ / N + À 9 / N dans A^* A 2 de façon linéaire 

et continue et la restriction de R à A . / N envoie A./N dans A. de façon 
î i i * 

linéaire et continue pour 1=1,2. Par suite, pour tout foncteur d'interpo

lation <t>, la restriction de R à è (AVN, A^/N) est linéaire continue de 

<f> (A^/N , A 2/N) dans $ ( A ^ , A 2 ) . De plus, Tï est une application linéaire et 

continue de 4(A^,A^) dans 6 (A^,A^)/N, Donc, ri o R ast' une application liné

aire continue de <}>(A^/N, A 2/N) dans <f>(A,j,A9VN et qui coïncide avec l'iden

tité. En conséquence, les espaces cf>(A /N, A /N) et <f>(A„,A.,)/N sont identiques 

algébriquement jt comme l'application identique de ^ ( A ^ / N , A 2/N) sur ̂ (A^,A 2)/N 

est continue, ces deux espaces s'identifient aussi topologiquement. 
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Remarque 3,1. 

Soit !\T un sous-espace vectoriel de AJj A de dimension finie. Si 

l'on note {A. ; N'} l'ensemble orthogonal {a e A, ; < z', a > , . a o, z'élM'} 
i 

qui est un sous-espace fermé de A^ , alors pour tout foncteur d'interpolation 

<|>, les espaces {<J>(A/JJA2) ; N'} et $l{f\^ ; N'}, {A 2 ; N'}) s'identifient algé

briquement et topologiquement. En effet, soient (zjj,..., z^) une base de N' 

B t Z 1 Z n des éléments de tels que < z' , V lAjj.A-JxCA,, rt A ^ " 6 i J 

pour i,j*1,...,n. Soit N le sous-espace engendré par z^,...,z . Pour 1*1,2, 

on a les décompositions en somme directe topologique : A^ = N © {A^ ; N'} et 

les isomorphismes entre {f\^ ; N'} et A^/N si bien que ${if\± ; N'}, (A^N')) 

s'identifie à <|>(Â /I\i, A^/N) et on a la décomposition en somme directe topo

logique <J)(A1,A2) • N. ©{({)( A 1,A 23 ; l\S'} et 1 ' isomorphisme entre {^(A^A^ ; N'} 

et <f>CAyJ,A2)/N si bien que ( « H A ^ A ^ ; N'} s'identifie à 4>CA^, A 2)/N- La propo

sition 3.2 permet alors de conclure. 

On aura besoin de la proposition suivante : 

Proposition 3.3. 

Soient E^ et E 2 deux espaces de Banach, tels que : 

1) E 2 s'injecte continueront dans E^avec E 2 dense dans E^ ; 

2) est un sous-espace fermé de E± , pour i K1,2 ; 

3) A 2 = A 1 O E 2 . 

Alors, si A^ est de codimension finie dans E^ ou si A 2 est de 

codimension finie dans E 2 , ces deux codimensions sont égales. 

Démonstration : soit j l'injection continue de dans E^. On lui associe 

une application j linéaire et continue de ̂ 2 / A 2 dans E^/A^ par j(x 2+A 2)
 c 

j(x 2) +A^ pour x 2 dans E 2 - D'après l'hypothèse 3, il est facile de voir que 

j est une injection de E 2 / A 2 dans E^/A^. D'autre part, d'après l'hypothèse 1, 

il est facile de voir que j[E 2/A 2) est dense dans E^/A^. 
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Supposons que A^ soit de codimension finie dans donc dim E^/A^ » 

codim^ A^ < + ». Comme j est injective et que jCE^/A^) est dense dans E^/A^ 

(donc égal à E^/A^) c'est que j est un isomorphisme de E 2 / A 2

 S u r E 1 ^ A 1 " P a r 

suite, codim^ A^ = dim E^/A^ ~ dim E 2/A 9 = codim^ A^. 

Supposons que A^ soit de codimension finie dans E^> donc dim E^/A^ s 

codim E A 2 < + «>. Comme j ^ / A ^ est dense dans. E^/A^ , on en déduit l'éga

lité jCE^/A^) c E^/A^ . Et comme précédemment, on en déduit que dim E^/A^ » 

dim E 2/A 2. 

Remarque 3.2. 

Les hypothèses faites sont beaucoup trop fortes. Par exemple, si 

E^ et E 2 sont des espaces vectoriels topolo^iques, A^ et A 2 des sous-espaces 

de E^ et E 2 vérifiant 1 et 2, alors si A^ est de codimension finie dans E^ 

alors codim^ A^ - codim^ A 2. Si de plus, A^ et A 2 vérifient 2, alors si A 2 

est de codimension finie dans E. , cod?lmr. âgale ccdim' A ' (1'hypothèse 

2 assure que E 2 / A 2 et E^/A^ sent sépares). 

Proposition 3.4. 

Soient CA 1,A 2Î
 e"t (B^,B2) deux couples compatibles et u une appli

cation linéaire continue de A„+A_ dand B,+B« telle que la restriction u- de 

u à A^ soit linéaire continue de A^ dans 3. pour 1=1,2. On suppose que : 

1) Ker u^ « Ker u 2 ; 

2) B^ est dense dans B 2 et l'injection de B^ dans B 2 est continue ; 

3) Im u^ c Im u 2 H B^ est fermée dans B^ et ïm u 2 est fermée dans B 2 ; 

4) u^ ou u 2 est un opérateur à indice. 

Alors, u^ et.u 2 sont des opérateurs à indice de A^ dans B^ et A 9 

dans B 2 respectivement, d'indice X(u,j) « ^ u 2 ^ e t P9- u r t o u t foncteur d'inter

polation <J>, la restriction <}>(u) de u à <J)(A^,A?) est un opérateur à indice de 

*(A 1,A 2) dans (j)(Br,B2) d'indice X(<|>(u)) » X C u ^ « X C u ^ . 
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Démonstration : les hypothèses 2,3 et 4 permettent d'appliquer la proposi

tion 3.3 au cas présent ce qui donne que codim n Im u. » codirru Im u 0 < +
 0 0 . 

D/| » t > 2 l 

Avec l'hypothèse 1, on en déduit que u^ et sont des opérateurs è indice 

et de même indice. 

Soit IM̂  un supplémentaire topologique (de dimension finie) de 

Im u 1 dans B 1 , c'est-à-dire » I m u ^ ^ . Or, Im u 2 © est un sous-

espace fermé de B^ et est dense dans B^ d'après les hypothèses 2 et 3, donc, 

Im u 2 ® « B 2 , cette somme directe étant aussi topologique. 

Soit IM « Ker u^ = Ker u 2 . Soit ïï l'opérateur linéaire continu de A^+A^N 

dans B 1 + B 2 / N 1 = B 2

/ N 1 i n d u i t P a r u e t d é f i n i P a r : u(x+N) = u(x) • N 1 . La restric

tion 7k de "u à A V N est un isomorphisme de A V N sur B V N ^ pour i=1,2 (c'est le 

composé de 1'isomorphisme de A./N sur Im u. et de Imu. sur B./N ). Par suite, 

- ' A1 A 2 
pour tout la restriction <j>(u) de u à (<j> -j^ , -̂ -) est un isomorphisme de 

(frfA^N, A 2/N) sur ̂ { B ^ N , B 2/NÎ. D'après la proposition 3.2, puisque N et ^ 

sont de dimensions finies dans A>] f) A 2 et B^ fl B 2 respectivement, il s'en 

suit que (|>(ïï) est un isomorphisme de ̂ ( A ^ A ^ / N sur ̂ CB^B^/IS^. 

ûe là, on en déduit que Ker 4>{u) = N où <j>(u) est la restriction 

de u à (J>(A>],A2). En effet, pour x dans fyl/K^,^^) tel que u(x) « 0, alors 

u(x+N) = donc x appartient à N car u est injective sur ̂ (A^,A 2)/N. Donc, 

Ker <j)(u) C-Ker u. Evidemment, Ker u, qui est contenu dans A^H donc dans 

<{>(A^,A2)), est contenu dans Ker <|>(u). 

Enfin, on déduit de 1 'isomorphisme <}>(u) que Im <(>(u) est isomorphe 
• ( B r B 2 ) 

à - (puisque cf>(A^,A2)/N est isomorphe à Im <{>(u) donc, que la codimen

sion de Im <j>(u) dans (j>(B^,B2) est égale à la dimension de . 

Par suite, <(>(u) est un opérateur à indice et X(<f>(u)) B X(u^) s 

X(u 2). 
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