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RACINES DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES
par

Pierre LENGYEL

Soit f une application de classe c” d'un ouvert  de R" dans € 3 sup-

posans qu'en chaque point x de , la série de Taylor de f est la puissance q1eme

d'une série formelle. Alors, avec ces seules hypothéses, f n'admet pas toujours

- . ieme ©
(méme localement) une racine g de classe C . Par exemple, dans Eﬂ, G.Glaeser
donne un exemple d'application de [R dans R, strictement positive en dehors de
l'origine et plate a 1l'origine, n'admettant pas de racine carrée de classe C2 au

voisinage de 0. Un autre exemple est fourni par la fonction de deux variables
1

réelles : y2 +e x2 . Visiblement, les conditions formelles sont satisfaites en
5 5 -4
tout point de IR™ et pourtant y™ +e x2 n'est pas,au voisinage de 1l'origine, le

carré d'une fonction de classe C1 (d*aprés le théoréme des fonctions implicites
ordinaire). On a cependant le résultat suivant di & G. Glaeser (D] ou [?]]

si f est une application de classe C2 de © dans R+. 2-plate sur 1l'ensemble de
ses zeéros, alors sa racine carrée est de classe C1 sur Q.

Dans le § 2, nous considérons des fonctions positives, de classe Cp
dans 1'ouvert Q, p-plate sur 1l'ensemble de leurs zéros ; nous donnons des condi-
tions suffisantes pour que f admette une racine avec une certaine classe de
différentiabilité. Les conditions envisagées sont des conditions de régularite,
liées & 1'inégalité de tojasiewicz (ceci est développé dans le § 1). Dans le § 3,
nous considérons une application f de @ dans €, de classe Cm et plate en aucun
point de . Modulc certaines inégalités analogues & celles utilisées par HOrmander
[3], et 1l'existence d'une racine qiéme Formelle en chague point de @, nous

. . ieme o0
montrons que f admet localement une racine g de classe C .



§ 1. INEGALITES DE +0JASIEWICZ.

Nous allons établir tout d'abord des résultats dont nous nous servirons

. . PP n . ;
par la suite. Le point générique x de[R  aura pour coordonnées x S X relati-

PR

vement & une base orthonormée [81,....en] 3 Hrl q désignera 1l'espace des polyn8mes
F

~

homogénes sur R" de degré g & coefficients réels ; si A est une partie deTRn, on

pose Pl = sup |POO| et Pl = sup |P(X].
A

X € A x| <1

Enfin, si A est une demi-droite issue de l'origine de R" et si 0 < © 5_% s, on

notera ‘@A 0 le cdne plein ensemble des x de la boule unité de R" tels gue l'angle

de 0Ox et A soit majoré par ©O.

Lemme 1.1.

Il existe une constante C > 0, telle que, pour tout polyndme P de Hn q°

’

tout A et tout O , > c.eq.||P|| .

Iel
qu,e

Preuve :

L'image de 1'ensemble T = {x ean 3 xinio, i=1,.04,Nn 3 x1 L Xn-i1}

par 1'application linéaire UO définie par : UO[B1] = ey ;Ue[ei] =cos O e,+sin® H

1

si i >2 est contenue dans ‘@Dx 0" Soit DA une transformation linéaire orthogo-
1‘

nale del’Rn appliquant le demi-axe Ox, sur A ; OA transforme %; en QQA 0 et

1
>C|Poa0

Dx1,0

A O”F o U@” ot C est une constante > 0. Comme

P o0, = e

alors ||P||%A Oz“Po 0, oU A

pour tout P et tout A,

, 11 suffit donc d’'établir le résultat suivant
(1} il existe une constante C > 0 telle que pour tout P et tout O,

IP o ugllzc. o

Pl

Si x' = (X,,«..,%x_J), tout polyndme P s'écrit sous la forme P(x) = I P.(x']xq-i
2 n i=o 1 1

ol Pi(x'] est un polyndme homogéne de degré i en x'.

- . g-i G g g-i
Si Q{x) =P o Ue(x] _iEo Qi(x ) Xq Rlx) =i§0 sin” 0 Pi(x ) [x1 +cos O(x2+...+xn))

g-Jj

) (cos e(x2 et xn))‘]_1 et ainsi

7 x
1

1]
I ™0
nean
(9]

sin@ P, (x") a
i=o 1 j=1 4



C
0

J sinte P, (x") [cos Olx, + avet X ]]J-l. On en déduit 1l'existence
i i 2 n

i G

= q-

Qj[x'] = q-

* : -1y

d’une constante C' >0 telle que sin’ @"Pj” E_HOJH +C' L sin © ”Pi"'
i=0

Puis, par récurrence sur j, l'existence d'une constante C” >0 telle

. : J
que sin? GHPj” <c"r z ”Qi”. En particulier :

i=o

i ™0

q ”
sind 0 IP,l < e c

”Qj”’ d'ol le résultat.
j=o J

]

Lemme 1.2.

Soit € une fonection numérique, définie et de classe cP sur 1'intervalle

[p,1]. Posons, pour tout g=o,...,p , M_ = SUP I“?[q)(t)l. Alors :
9 tefo.1]
n <2 (e By I"I1_% [sup (M 1 M ]P
q— q o P P ]

Preuve : Ce résultat est démontré dans Dﬂ.

Soit f une fonction numérique, définie et de classe Cp sur un ouvert Q
n sz ieme . ) s cps s P
defR . La dérivée (g de f en un point x de Q s'identifie a un élément de Hn

et avec cette identification, A désignant une partie dean,

(q) (q} (q)

e 9 6ol = sup |£9x) (W], £ % xa]l= sup [£ 9 (x).(hT)]. Sip >0 et xeq,
A heA bl <2
soit QQX le cBne de sommet x, translaté de -1'homothétique p. f; du céne %3 .
AO,p A,0 A,©
Enfin, pour toute partie B de @, soit |+ = sup |£' x)].
x€B
Lemme 1.3.

Avec les notations précédentes, il existe une constante C > o, ne dépen-
dant que de n et p telle que pour tout entier g, o<qg<p, tout x€ Q et tout f de

classe CP dans 9 : q q

(q) C P T ot (p) P
I+ Y o) <= I¢] : Lsup = Il o L ]]
oY X oP X 6"

A.@,p A.O,D A;e:p



X
Siy e(e, , posons pour t € LD.'I:I. (f’(t) = F{(1-t) x +ty).
A,0,p y
('f;q)(t) = F(q] {((1-t) x +ty) . (y-x]q ; d'ol (‘Oéq][o) = f(q](x) [y-x]q et ainsi
sup |9 V@] = 1+ Y00l 0T s sup [K8d] < || ;
y l@ y X
y A,© t.y
' A,0,p
sup |(-P(p][t)|| i”{-‘(p]” “ . pP ; d'aprés les inégalités précédentes et (1.2)
tyy oy A
A,0,p
appliqué a (F on a :
y a
(q) 2 5.9, "D (p) P
1+ P00 . eT <2 % By | P [sup(p!“f‘” 1+ ]:]
e — q %X X X
A'O A:e;p A,@,p A,e,p

et 1'on conclut en appliquant (1.1).

Soit %(Q) 1'anneau des fonctions numériques f, définies et de classe
c” dans Q, Vk(f] 1'ensemble des points de k-platitude de f, c’est-a-dire 1l'ensem-
ble des points ol f et ses k premigres dérivées s'annulent, Vm[f] 1'ensemble des
points de platitude de f, c'est-a-dire 1'ensemble des points ol f et toutes ses

dérivées s'annulent.

Proposition 1.4.

ST f est dans %(QJ, les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Toute fonction g & %[Q), plate sur VD[-F) est divisible par f dans %(m.

2) Pour tout compact KC Q, 1l existe des constantes C >0, a >0 telles que pour
tout x € K, |1°(x]'| > Cd (x,VO[-F]]a (Z.e. T vérifie une inégalité de fojastewicz
par rapport 4 l'ensemble de ses zéros).

3) V_(f) = 8; en outre, la condition suivante est satisfaite : (3') Pour tout
compact KC Q, 1l existe des constantes C>o0, a>1 et pour tout x € K -V, (F)
une boule B(x,px] avec p_ > Cd [x,VO(F]]a tels que pour tout x' € B(x,px]
|#1x)] 25 |#1x")].

4) V_(f) = g ; en outre, la condition sutvante est satisfaite : (4') Pour tout



compact K¢ Q, il existe des constantes C,,C,,Cy>0 et a;20,0,>1,a3>0
X a1
et pour tout x € K-VO(F] un cone 8 avec O > C, d(x,VD[f]] ,
az ijexlpx
P, 2 G, d[x,VO(f]] tels que :
X 03
pour tout x' & %Z , ]Fx)] > C, | (x| dix,V (£)) 7 .
Ax’ex'px

1 <= 2, cf. Eﬂ. chap. V, proposition 4.3.
2 == 3. Des inégalités |f(x')| <|f(x)| + |f(x) - Fflx")| <|[F(x)| + Ad{x,x') od
A est une constante > o dépendant de K, il vient si

o, = 7 dOGV (AN 1 [FIx1] < 2]f0x) ],

En outre, la condition 2 implique que Vw(F] = @B, ce qui n'est pas trivial, malgré

les apparences ; cf. [5], appendice.

3 === 4, évident.

=====> 2., La condition (2) étant de nature locale, il suffit de démontrer 1'iné-
galité (2) au voisinage d'un point X de Q. Comme V_(f) = 4, il existe un voisi-

nage compact K de X5 dans £, un réel 81 > o et un entier g tels gue pour tout

x € K, ”F(q](xJ||3_B1. Si 1'on pose p=q+1, il existe une constante B8, > o telle
X
que pour tout x € K, ”F[D]” « <B, . les A Lo étant les cOnes associés par
x*Vx"Px
) &S '
1'hypothése (4') au Ax,ex,px
compact K.

On a, d'aprés 1'hypothése {(4')

o U.2

3 A,V (F)) Lo > C.odix,V (£)) 2 .
e} X — 2 a}

o
eyl dix,V (£)) © < |[f0a), o > ¢

1
Ax,ex,px

La condition (2) résulte alors de (1.3) appliqué au cbne

’

ng 0,0 °F des cing inégalités précédentes.
X’ 7x

Nous utiliserons au paragraphe suivant des inégalités analogues & celles

de (4'). On dira qu’une fonction numérigue f de classe Cp dans un ouvert @ deIRn



vérifie une "condition de fojasiewicz faible” s'il existe trois constantes

o, >0, 0. >1, as > o pour lesquelles elle vérifie la condition : L(a,l , az , a3]

Il existe trois constantes [31 >q, C2 >a, CB >0 telles que pour tout x & Q\VO(F]
: a

X o
1l existe un cdne % avee @ > C, d(x,V_(f)) 1, p_ > C, dlx,V _(f)) 2 tels

A o x = 1 o] X 2 0

x"Ox'Px

que pour tout x' de o

A e ] 2 ey Jexd | dov_ e O,

e]
A ,0 ,p
X X X

D'aprés la proposition précédente, la fonction f vérifie une inégalité
de ¥ojasiewicz par rapport & l’ensemble de ses zéros, si et seulement si

V (f) = 4 et f vérifie une "condition de 4ojasiewicz faible”.

§ 2. RACINES D'UNE FONCTION DE CLASSE Cp, p-PLATE SUR L'ENSEMBLE DE SES ZEROS.

Théoréme 2.1.

. . .. P
Soilt f une fonetion positive de classe C dans un ouvert Q de Rr", p-plate
sur l'ensemble non vide VD(FJ de ses zéros ; on suppose qu'il existe trois cons-—

tantes o, >0, a ).

1 >1, o

5 320 pour lesquelles f vérifie la condition L[a1 s 0y Og

Alors, pour tout o & ]o,’l[, t* est de classe CK et k-plate sur VO(-F] N
N p

o l-[ "‘1”"2""‘3:l a]

Nous utiliserons les deux lemmes suivants :
Lemme 2.2.

Si E,F,G sont trois espaces de Banach, f une application de classe ol

., . , . . . . p .

au voisinage d'un point x € E dans F, g une application de classe C~ au voi
stnage de f(x) dans G, alors g .f est une application de classe cP au votsinage
de x dans G et l'on a pour o < q <p

”[goﬂiq) g(k]

g m, (q) mq
Gal < 1 fletro] L IR e N E €51 X
T k= My*eoatm =k m! m!...m! 11 q !
k=1 . 1 q L 4
m, 2m2+...+qmq=q



Preuve :

~

Des développements limités & 1l'ordre p de f et g respectivement en x

et f(x), on en déduit pour o < g < p

é% (gt Px) [h...h] -

q (i,) i (i) i
L VRt € 1$9) [11—,1-‘ Tt g R0 K)]
k=1 K! 11 ces 1k g i N
1iljiq
d'ot (g OF][q](x) [h1,...,hq] =
g (i)
KE/I k! i1+...+ik=q 1.ij_<_|( . g .F[X]] f (X][ha}l-o-;ha,\! ]JO..
1ilJiq 1ia‘%<...<a‘%_§q 11
a:#ag pour (u,i];(v.j]
et aussi :
(g)
lge® @) thy,neundl <
q (1q) (i)
1 ! (k}
- Z+i y -—_‘j — g 0ol e Gl ot GOl Ingl---ngl
k=1 17Tk SEPRRE
1iijiq
(14 (1)
Mais de 1'égalité ) S N [ S N E 1
vt =g 4 b !
121,24
’ m1 (Q] m
) A RS I S Y I
My*esetmy =K ™ @) TnrL . me
m1+2m2+...+qmq=q d

On déduit le résultat.

Lemme 2.3.
St f est une application de classe P au voisinage d'un point x d'un

[0

espace de Banach dansIR; » alors pour tout o & ]0,1[, % est de classe cP

au voisinage de x et L'on a pour o < q < p



|a(a—1]...(a—q+m +1]| m, , m (g) m
e (601 #00] I ER I

(g)
g ool <—3—— )

m
F(x)9? Mg*es«*My =4 m1l...mq!(1!]1...(q!)

Preuve :

I1 suffit d'appliquer 2.2 3 g : x —> .

Preuve de 2.1.

Soit x_ € Vo[ﬂ, U un voisinage de x_ dans @, I"Ip = sup ”Fp(y]" et des

yeu

entiers o <g<k<p. Il existe une constante C’l >0 ne dépendant que de n et p

(1.3 et les hypothéses de 2.1) telle gue pour tout x € U\VD[F]

qu[x]H
gq
1“-k' k
C,(f({x])) k ! fix) [k]
1 Ry sup ( - é )
a,g+a, (- a k+a
di,v (£ chc, dixov ey 23 Brr 0Py
0 2 73 0
I1 existe donc une constante C2 >0 ne dépendant que de n et p telle que :
1-3 4 r
8| k k
[£700) < €, (£(x)) .M dix,V_(£))
al r = (inf (p-k, p-o k-a])ﬂ— (a, g *+ a,(1 -3y,
' 2 3 Kk 1 3 Kk
En appliquant (2.3) a (F = f‘a, il existe une constante 1’33 > o telle que :
(g) U-—E % s
1e 6ol <oy trtx) MY dix, V(R
= p o}
ol s = (in-F (p-k, p-o,k - ag) - (a,k + o (k-1]]) 3
’ 2 1 3

3 K

Si l'onprendsioeta-%io.

a}_% s D'kia,l k+a (k-1) et p- a, k= ag > o k + aq (k-1}, ou encore

p+a
q<[ka]etk<[:in+‘( . : ] [ 1
- - 0, +to,+a
172 73 0t+0t+1 a,tosteg

([:x:[ désigne la partie entiére de xJ,

‘fq(x] tend vers O lorsque x tend vers x_.

I1 suffit alers d'appliguer le lemme d'Hestenes (cf. [5], p. 80), pour

déduire le résultat.



Corollaire 2.4.

Sott f une application de classe C” d'un owvert Q de R" dans IR+, plate
sur l'ensemble non vide de ses zéros Vo[f], vérifiant une condition de fojasiewicz

faible t(a,l,az,aa) s alors, pour tout ¢ & ]o,1 [, % est de classe C° sur Q.

Corollaire 2.5.

Soit f une application de classe P (resp. C7) d'un ouvert 9 de R dans
FR+, p-plate (resp. plate) sur l'ensemble non vide de ses zéros, au voisinage
desquels elle est monotone ; alors, pour tout a € ]o,’l [, % est de classe C[pa]
(resp. c).

Preuve :

I1 suffit de prendre a; =ay =0 o, = 1.

Corcllaire 2.6.

Soit f une application de classe cP d'un owvert o de R" dans R p-plate
sur l'ensemble non vide de ses zéros V (). On suppose qu'tll existe deux constantes
A>p, B>0 telles que pour tout x & Q \VDH‘) et tout x' € Blx, pr , ol
P, 2 A dix,V_(£1) ), flx] > B flx').

(pa]

Alors, pour tout o E v]o,’l [, £ ¢st de classe C

On peut aussi démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.7.

Pour tout entier p, tout fermé X de R" et tout owvert @ le contenant,
11 existe une application positive f de classe c? sur g, vérifiant une condition

de fojastewicz faible #(0,1,0) et telle que \/D[F] = Vp(f] = X.

Exemple 2.8.

Soit (f 1'application de classe c” dans (R & valeurs dans R+ définie par :



_1D~

1

A A
Yix) = e 1ox pour |x| < 1 et o pour |x| > 1. Posons "en[x] = —lﬁ- Y2n(n+1)x-(2n+1))
2
nulle en dehors de I = [L , 1} (n>1) et de classe C” dans fR. Posons
n n+1 n -
Pix) = Z L{7n(><], définie, positive sur (R, plate en les points % , n > 1,
n>1
(k) 1 k (k) (k)
Sur In . P {x) = — (2n(n+1)) ¢ (2n{n+1) -(2n+1)) et donc ¢ (x) tend

2

[+ =]
vers o lorsque x tend vers o. Ainsi, Y est de classe C , plate en ses zéros et

vérifie une condition de £ojasiewicz faible #(o0,1,0) tout en n’étant pas monotone

a 1l'origine.

§ 3. RACINES D'UNE FONCTION C PLATE EN AUCUN POINT.

Soit f une application de classe CoO d'un ouvert Q de (‘Rn dans €, plate

en aucun point et vérifiant une inégalité de 4ojasiewicz par rapport & 1l'ensemble

non vide VO de ses zeéros : Pour tout compact KCQ, il existe deux constantes C >0

et a>0 telles que ¥ x € K : |[f(x)]| >¢C d(x.VG)a.

On suppose que f posséde en tout point er0 une racine pleme formelle,

c'est-a-dire un jet Yi(x) = (‘fk[x])|K|>O tel que :

k= P k
[ I 4 0 %} ) DKF(XJ—)IE—!.

|k|>o k|>o

Les fermés emboités VK = { xeQ IF et ses k premieres dérivées s'annulent en x 1},

vérifient alors : ¥V x > 1, v et Vw = 4. Soit Wr=

— V(r-’l]p= rp-1 V[r-'l]p B Vrp'

On suppose en outre gue pour tout entier r > 1, il existe des constantes a_ >0,

o
C.>o0, telles que Vx €W ”F[rp)[x)” > C, d(x,Vrp) . (H) (On convient que d(x,d)=0).
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Théoréme 3.1.

Avec les hypothéses précédentes, f posséde au voisinage de tout point

. 1éme o
de Q une racine p de classe C .

Nous aurons besoin des lemmes suivants
Lemme 3.2.
Sott @q le sous—espace vectoriel de u:[x1,...,xn] formé des polyndmes

de degré < g, @ espace de Banach de dimension finie pour la norme :

(k) K k!

11l existe deux constantes C,>0, C,>0 pour lesquelles, Y f eEPq ,» Vg eqi :

oy el lel, < 1ol L, < colel, Tel, -

Preuve : La seconde inégalité est évidente ; pour la premiére, on raisonne par
1'absurde ; en utilisant la compacité des boules unités de ﬂ?q et 5z~, on exhibe
1’632 et g € gz‘verlflant : “f"q = "g"r =1 et ”f'g"q+r = 0.

eme

Soit Gp le groupe des racines p18 de 1'unité. Nous utilisons dans la

preuve de 3.1, la démonstration du lemme suivant

Lemme 3.3.

Sotent E un espace métrique , F une T algébre normée , f une application

d'un voisinage Q d'un point x. €&, dans F, vérifiant F[xD) #o0o , et

1im 1 ||sf(x) - fly)| = O.
x>y sé€G
X,y €8 P

Alors, il existe une application continue g d'un voisinage de X4 dans F telle

que gp = P,
Preuve : Soit d = inf |s-t| et u = —9—-”F(x )]|. I1 existe n>o0 tel que
_— d+3 )
s#t
s,t €6

P



Yx €B(x ,n}, xeQ et I |Isf(x) - f[xO]H iup. Il existe donc une application
o ser

u de B(xo,n] dans GD telle que Y x eB(xo,n] lutx) fix) - -F(><0]|| < yu et u(xO] = 1.

Montrons que g =u . f est continue dans B[xo,n).

Soit o<e <y et xéB(xO,n). Il existe n' >0 tel gue pour dix,y) <n' et

dlx ,yJ<mn, 1 Hsf’(y] - F(x)” < P et donc, il existe se€G_ tel que
0 - ) er - P
|sfly) - g(x)| <e. Comme dix_,y) <n et dlx,x ) <n, lgtx) - gty)|| <2u. or, si

s#uly), leto - g > dlf] - e > EL £ )=2u 5 d’ob le résultat.

Le lemme qui suit, fondamental pour la suite, utilise essentiellement

le théoréme du prolongement de Whitney (cf. [5], chap. IV, p. 68-73).

_Lemme 3.4.

Sotent X2Y deux compacts de R", f une fonetion de Whitney de classe c”
sur Y, g un jet sur X-Y, € une application de X dans Y telle que ||x - ©(x)|| =d(x,Y).
On suppose :

(3.4.1). Il existe, pour tout entier meW, un module de continuité w tel que
¥xeX-Y et Y|k| <m
g, )= I £, (€0 iLfoi]-,z—kl <w(|x-8 ) ||><—*€[x)l|m—!k

| <m

(3.4.2). Il existe, pour tout entier meWMN, des constantes a >0, C >0 et un module

de continuité w tels que:Vx€X-Y, ¥ x' €B (x,CdO,YIMIAX-Y et ¥ k, |k| <m :

(x

[ESE30 I m-|k| |
-k ! ?

g, (x) - MZ g, (x") | <w Qx=x"]) [x=x"]
<m

2>k

Alors, f et g définissent sur X une fonction de Whitney de classe c”.

Preuve. 1°) Soit h le jet défini par ¥ sur Y et g sur X-Y. Supposons, tout d’abord

gue f est nul : - Soit x€X-Y et x'€ X-Y ; ou bien ||x-><'” iC(x.Y]a et alors,
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-k

d'aprés (3.4.2) : |hk[x) - ) hk[x ) L ::i T I <o (x-x" [Ix -x'”m-lkli
|2]<m '
2>k 1

o
- L]
ou bien [|x - x'|| > Cd(x,Y)%, c'est-a-dire d[x.Y]_i(H}EZ—ﬂJ . Il existe deux

constantes C1 > o, C2 > o ne dépendant gque de m et un entier p tels que :

d(x,Y)p_IKIiC1 Hx—x'”m_'kl et d(x',Y]p-lkl_iC2 ”x-x'”m_lkl.
x-x" bk - k]
Alors, comme |h (x] - | IE h (x') (S | < 0, (d0x, Y1) dix, )P IR
2f<m ’
2>k + w,(d(x",Y)) atx,v1P 1Kl
(d'aprés (3.4.1) et 1'hypothése f=o0), il existe un modulo de continuité wg ne
dépendant que de m tel que V|K|_im :
-k
( - ’] ' ' -k
h (x) - IJLIEm hy (") T | 2wy Ulxx? [ [x=x||" I,
25K
- Soit xeX-VetyeY; |h (x) - ) h, (v) (x -3 |=|gk(x]|_<_
2|<m
2>k
w(dix,Y)) d(x,v]m'l"'iw[||x-ylh Ix - y|™ el ot
(y-x)* "x-y"lll-lk| m-k
[h, (y) - ) he (x) = | < ) lg, (x)| == < w, (| x-y] )] x-y]
k 2|<m Tk T IE <m L -k ! 1
2>k 2>k

Ainsi, si f est nul, h est une fonction de Whitney de classe c” sur X.

2°) Etude du cas général. D'aprés le théoréme de Whitney, il existe une fonction

o v kK v n
de classe C , f au voisinage de Y telle que f = (D F]IKI>O. Le champ h-f est nul
sur Y et donc d'aprés ce qui précede, c'est une fonction de Whitney sur X. Ainsi,

Ly Ly
h=(h - f) + f est une fonction de Whitney de classe c” sur X.

Preuve de 3.1.

La démonstration consiste & prouver que VY x e\Q). il existe un voisinage
sur lequel on a une détermination du jet ¢ qui est une fonction de Whitney de

classe C . On montre d'abord (3.6) qu'il existe une détermination continue de T
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au voisinage d'un point x ewr , dans wr ;3 puis (3.7 et 3.8) gue pour cette déter-
mination, Y est une fonction de Whitney de classe C”. A 1'aide du lemme de prolon-

gement (3.4), on montre (3.9} qu'il existe dans un voisinage de x dans V une

(r-2)p
détermination de ¢ qui est une fonction de Whitney de classe Cm ; et ainsi, de
proche en proche, on parvient & exhiber un voisinage de x dans V0 sur lequel %

o0
admet une détermination de classe C .

k

3.5 Vxe VO , VielN, soit fl(x] = Z D f(x] —T le polyndme homogéne de

PR : .eme - .
degré i associé au i terme de la série de Taylor de f en x, et par analogie :

Yiy = 7 P (x)

[k]=1

Soit j €W, v €V_

. o . i)
On a : ( (x] —F[ ](y] +f(J+1)[y] iﬁﬁl%—'+ can f(l](y] £K3¥%"- +
(développement de Taylor de F[J)).
(1] k-2 L
. i3 - (y) (x- y] - K (x-y) X7 s iy
Soit f (x,y) EEE (X, 00a,X) |k|§i D fy} icp T+ oar ot i>3
| 2]=]
k>4
0 sii<j
i,] (x-y) 74 ¥
et par analogie : Y ix,y) = Y

0 si i< j
5 J i,J
On vérifie que :f ‘](x y]—: q) ! 1(x yl ... ({) P p(x,y] (3.5.1)
+1 =1
J .
17 Jp J

Seit i > j et |2|=j. I1 existe une constante C > o telle que

IWQW) z ? ()(xy) _iC”?jU]— 5 Z ij(xym(35w

k-2 !

Kzﬂ
(ot ||.] est 1a norme de 5?5 (3.2)). De méme pour f,.

Ainsi, 1e&s quantités qui apparaissent dans 3.4.1 et 3.4.2 seront maniées

sous forme de polyndmes homogenes en utilisant (3.2) et les inégalités (3.5)
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L'étude étant locale, on suppose V0 compact. On convient de noter

A,B,C,...,qa,B,Y,... des constantes > o dépendant éventuellement de f et de ses

dérivées ou de parametres entiers, mais indépendantes du point générique de Wr.
Pour tout x €W_ ., (¥7(x))7 = #P(x) et d'apres (3.2),

1
1Y ool < ale™Pool® < B

, i . g 2
FPIG) = pg TP T g ] ¢ 100, 9 P, (3.5.3)
l2|=rp+j
L, <r+j

1

On en déduit par récurrence que, ¥ j>o0, il existe C et o telles que :
T+] C ) N
”‘P [X]” < Wﬂ (3.5.4) (d'apres (H}).

-yl ™™

| ¢ i'j(x,y]” <C
I Tonl®

Pour tout x,yé,VO , ¥ iet j<i, (3.5.5)

o0 C et o sont des constantes ne dépendant que de i. /

3.8 | Il existe une détermination continue de § au voisinage de tout point de W s

plus précisément, st Vrp #d, 11 existe une constante C et, Yx & Wr s une détermina-
o
tion continue de Y sur U, =B[x,Cd(x.Vrp] 10 W telles que :

d
vyeu LT ST < 55 19Tl

Preuve.

|.

‘1 L . : __d
On utilise ici la preuve de (3.3). Si Vrp #8, soit x€W , u=or3 ”?r(x]
I1 existe une constante C > o telle que uP >C ”frp(x]”. On a

T flsfTa0 -7l < e [#7P0 - FPw] < e, [l
s er _

ol C1 et C2 sont des constantes > 0O.

On vérifie, d'aprés (H) qu'il existe une constante C telle que

o
r

s T - (€r(y]” < uP des que [x-y| <cd (x,v_) .
SEG P

P D'ol résulte la continuité d'une détermination de ? T.(3.3). On montre

par récurrence la continuité d’'une détermination de Y sur U,- (3.5.3, 3.5.4, 3.5.5)./
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Par abus de notations, sur U, , ¢ désignera une détermination continue

du champ V.

3.7 | Avec les notations de 3.6, st Vrp #d, Ym >r, 1l existe des constantes C,o

et un module de continuité w tels que :
o s
¥xeW , vye [BooC v )M AN U et v 5 <m

lgdoo - T 4P ool <o dxyh lIx-y™

o<1l<m

Pour des commodités de notations, on introduit la propriété suivante

Soit x € wr ; un point y € UX vérifie une propriété Pix) si v éB(x,Cd[x.Vrp]a]

oU C et a sont deux constantes indépendantes de y et x, ne dépendant éventuelle-

ment gue de paramétres entiers.

Preuve : On raisonne par récurrence sur l'entier j et "on restreint & chaque
nouvelle étape la propriété Pix) que y vérifiait a 1'étape précédente”. Comme
il n'y a que m+1 étapes, on trouve en définitive la propriété P(x) que doit

vérifier vy.

A l'ordre j=o ; soit m' = (m+1) p.
. p i, .o i,o i,o i,,o0 i,o
) ({l’o(x,y)] = ) Lf 1 PP ] f (x,y) + | }; '(P ! LEP
i<m' p i <m'p i<m'p 1k =Mp
iq+.. +1 >m'p

(d'aprés 3.5.1).

D'apreés (3.5.5), il existe des constantes C,a ne dépendant que de m pour

m'p+1 "x-y”m'+1 ]
+ — .

; P
lesquelles ¥Yye€ U , [ I 9y < c E|x-y[|
d[x,Vrp)a

i<m'p

: P '
si y vérifie P(x), on a e 7 @0,y || < C x-y|™ et alors,
i<m'p

m+1

d'apres (3.2) m+1 ”x—y"

1D oyl <c Elx-y" TRy 1“]
1r<m rp
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Enfin, si y vérifie gjfx], (on a restreint deux fois le voisinage de x)
“i En] C(j"oix,y]H f_molm["x-y"] ”x-y"m ol 9o m est un module de conti-

nuité ne dépendant gque de m.

A 1'ordre j=r-1, les ordres inférieurs étant supposés vérifiés.

Soit m' = (m+1) p+r -1

D'aprés (3.2) et (3.5.1),

11 I Pon) - ] ) ¢
m

i,.]3 i,3
1Pl s

'n i,|+...+i =i m'p+1-(r-1)p
cllx-vli

i<m'p i<

p
Jyreerd =le=1)p

Soit A = {liyseeend) |13l =te-1ps iy 2k 5 F3u § =k} k=o,...,r-1.

u
r-1
I A - Dj|=(r4]p]
k=0

i, 1,3 i,k i,,3 iLj
i 1 1.. ‘-Pp p=p z Le1 . 1 1“_({,[3 p+u(x.y).

[i]<m'p i, <m |j]=tr-1)p-k
(jl eA j 2k

T [l<n (o)
ot flutx,y)|| < C ulbl

dix,v_ 1%

rp

Si donc y vérifie 5)[x] {on restreint une nouvelle fois le voisinage de x]

i,,01 i,
I 9" L 9P < xy)

|i]<m'p

m'-(r-1)

Enfin, si y vérifie % (x), (on a restreint un certain nombre de fois le voisinage

de x) | 2 ({i’r_1[x,y]|| < w
i<m

]m—[r-1) ol w est un module de

(x=ll3 1%yl m

r-1,m

continuité ne dépendant que de r-1 et m.

- A 1'ordre j=r, les ordres inférieurs étant supposés vérifiés.

Soit m' = (m+1) p+r.

On a :



P . P
[t - = Y& Ty || <c @f"’[x) -z PGy o+
i<m’ i<m'p
11.]1 1 ;j . i,r
s W PP s gt ]
ll <m'p ik_<_m'
j| =rp

On en déduit comme précédemment par découpage et application de 1'hypo-
these de récurrence : || (Y TtxP - 1o kfl'r(x,y))p“ <C "x-y"m T siy vérifie
i<m'

P (x).

Pour chaque y, il existe un s € Gp tel gque :

@ TGy < o ey ™!

¢ ) - s

z
i<m
et en particulier, si y vérifie P(x). (On restreint encore une fois le voisinage
de x) ”qru]-s((qym < CV]x-y|. si s#1

160 -s QT > a [9Ta] - S5 19T > c dix,V, )%

Ainsi, si y vérifie P(x), s=1 et on a :

¢ - 2 @8Tounl < dix-vl) ey ™
1<m

- A 1l'ordre r+j, les ordres inférieurs étant supposés vérifiés Y m.

Soit m' = (m+1) p+r+j.

On multiplie ¢ - T (fl’r+3[x,y) par p(‘(r[x]]p_1 et par
i<m'p

3.5.3, on peut faire apparaitre :

Frp+j[x) - pX fi’rp+j[x,y]. quantité majorée en norme par
i<m'p
C"x_y"m’+1-(rp+33. On fait "un développement limité” & l'ordre m' des
3 1,3 m'-J
*a=- 1 ¢ k[><.y] +u, (xy) ot flu, GGy < eyl | x-y k
i<m’ Ik Ik

-

(On utilise 1'hypothése de récurrence & 1'ordre m' pour des jk §_r+j-1).
Puis, & 1l'aide d'un découpage analogue & celui de 1'étape j=r-1, on

montre (y vérifiant P (x)) que :
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It TP @™ - 1 p(eTxPT @B T G| <ot x-y) Jx-y)™ TR,
i<m’

Enfin, si y vérifie F(x)

14760 - 2 e o0y <o
<

-(r+j)
PTO P Lt L
1 m

3.8 | Avec les notations de (3.6) et (3.7), Y4 est un champ de Whitney de classe

o0
C sur U .
X

Preuve :

Soit m fixé. D'aprés (3.7), i1l existe deux constantes C,a et un module

de continuité w tels que :

[¢3 .
Vyeu ,YzeBly td v )NAU LY [i <m:

Tedo - = @8 w2l <o Qy-z) Jy-2™
i<m
Soit, p = inf Cd (y, Vv )% > o.
yé.U)< P
Pour |ly-Z|| < p et |j| <m:
Ty - = ¢332l < wty-2) [ly-2| ™.

i<m

Ainsi, ? est un champ de Whitney de classe Cm sur Ux et ceci Y m > 0. /

On a donc montré qu’il existe une détermination de ? , fonction de
Whitney de classe c” au voisinage de tout x € WF . D'oli la possibilité d'un
raisonnement par récurrence. Comme on 1l'a déja remarqué, c'est 1'application du

lemme de prolongement (3.4) gui permet de passer d'un wr a un wr_

4 L'étape

suivante permet de vérifier (3.4).

3.8 | Avec les notations précédentes, il existe une détermination de classe C™

de P sur un voisinage de U, dans Vip-2)p
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Preuve : ar ozr
Soit V>< =B(x,Cd(x.Ver 1N wr-’l avec C telle que U>< =B(x,Cd(x.Vrp] n wr.

Soit € une application de V>< dans U>< satisfaisant a

Iy - €l = aty.u) = dty.y ),

(r-1)p
En procédant comme dans (3.7), nous obtenons le résultat suivant :
Pour tout m>r -1, il existe une constante C telle que

s
Vyev ., ||i<zm ¢y, B < Cd(y,vr_”p]m I et

g™ TP - ¢ 2 2" Ny, €uymP < P d(y,V(r_1]p](m+1_(r_1]]p
i<m

Jusgu'ici, une détermination de (( n'a pas été choisie "en dehors” de Ux'
Nous allons voir que sur une "bande” entourant U)< , 11 existe une seule détermina-

tion de Le prolongeant celle de U)< et satisfaisant a (3.4).

a
_ r-1 _ _ . . .
Soit qo— I: b :I+1 et q1—q0+[r 1). Pour tout erx , 1l exlsteser tel que:

_ P q
ls¢™ "v- = 7Ty, ol < e dtyav 00 O
i<q1 0 r-1)p
B - . q#1-(r-1)
Onammfls 7Ty - 1 @Yy, € <c, d(y,v(r_ﬂpl1 ).
i<qg

-
Un raisonnement élémentaire utilisant 1'inégalité précédente et (H)

} <A (A_ étant un réel indépendant

prouve qu'un tel s est unique si d(y,V
9 9

(r-1)p
de yJ.
I1 existe donc une "bande entourant UX" et une détermination de ? unigue

prolongeant celle sur Ux telle que pour tout y de cette bande, ‘P(y) désignant la

détermination de ('P en y :

-1 i,r-1 +1-(r-1) d
”(Pr (y) _i <Zq ?1 Ty, € | < C‘I d[y’v(r—’llp)q ’ iCOd[y'V[I‘"‘]D] ’
-

Par le méme raiscnnement et en utilisant la m@me méthode gue dans (3.7])

derniére étape, on exhibe une suite décroissante de réels (/-\q]q > q et une suite
-
de réels (B ) telles gque :
a Qiq/l



quﬁ1. Vyevxetd(wv J <A ,¥Y]3<qg:

(r-1)p q

. -,- +1"
Il ¢y _i<zq @Iy, €y <8, d[y,V[r_,I]p)q J,

Ainsi, sur un volsinage U; de Ux dané \Y la condition (3.4.1)

(r-2)p ’

est satisfaite.

Nous allons montrer que (3.4.2) est vérifiée, en restreignant U;

Il existe (3.8) C,o et Yy & U; \ Ux une détermination C de Qf notée s.‘f sur

o
B(y,Cd [y,V[r_q]p] 1N W, -

Nous allons montrer que s.(? coincide avec LP (détermination de kP sur

U; AN Ux) pour dl(y,V } assez petit. On aura ainsi trouvé un voisinage U; D Ux

(r-1)p
convenable.

, a
Soit z € B(y.Cd[y,V[r_q)p) 1IN Wr_1

ls* - = PTG @) <57 - 1 @ T ey -

1249, i<q,
” 5 kei.l‘-’l[z,y] -y (fi’r-1[2,cé(y]]ll .
izaq, i<a,
Iz 92" €uyn - @ ¢80T G € @)
iiq1 iza,

Y
< wlz-y[) |z-y]

q,+1-(r-1] q,+1-(r-1)
1
v 16wl R A1) ]

C et w ne dépendant gue de a-
g

Une telle expression sera majorée par CO d [Z'V(r-1]p] ° pour y assez
prés de V(r—1]p' D'aprés ce qui précede s.‘f dans un nouveau voisinage U; de
Ux dans V[r—2)p coincide avec Lf .

Les conditions (3.4) sont ainsi satisfaites et LP est bien de classe

c” sur U". /
X
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3.10 CONCLUSION

Par récurrence, tout point x é—,V[3 possede un voisinage U dans V0 sur
lequel il existe une détermination C* de ¢. D'apreés le théoreme de Whitney [[5]),
. . . o n k N5
il existe une fonction g de classe C sur R telle que D'g = LPk sur U. g - f

étant plate sur U, f vérifiant une inégalité de tojasiewicz par rapport & V0 s

P_
& 7 f est prolongeable en une application h de classe c” sur un voisinage de x

dans Q. ([5]). D'od le résultat, puisque gp = (1 +h)f sur ce voisinage.




[1]

(3]

[5]
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