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VARIETES DE CODIMENSION 2 DANS P

L. SZPIRO

Soit X &— PE une immersion fermée ou k est un corps. Une telle
variété X est définie par un idéal gradué a de k[xo,...,Xﬁl = R, cet idéal

a est unique si on le prend de plus tel que prof(R/a) > O.

Nous parlerons toujours de cet a (sauf mention du contraire).

Définition. Une variété projective X, plongée dans PE est dite arithmétique-

ment de Cohen-Macaulay, si elle est définie par un idéal a de k[ko...Xg] = R,

tel que R/a soit un anneau de Cohen-Macaulay.

Si maintenant nous considérons X, de codimension 2 dans\Pﬁ,

arithmétiquenent de Cohen-Macaulay, alors a est un idéal de dimension pro-

jective un sur R qui posséde une résolution libre (car il est gradué), telle

que la suite

Rn—I b

(%) 0 —> R" — R — R/a — 0

solt exacte, de plus n est égal au nombre minimal de générateurs de a.

Nous nous proposons de donner la démonstration du théoréme suivant qui nous
a été commmniqué dans le cas ol k = € et X non singuliére, par R. Hartshorne.

Les méthodes qu'il utilisait sont analytiques, contrairement d celles qu'on

va voir.

n
k

ment de Cohen-Macaulay, alors si X est localement intersection complete et si

Théoréme. Soit X & P,  une variété algébrique de codimension 2, arithmétique-

n » 6, X est globalement intersection compléte, i.e 1'idéal gradué qui la dé-

finit dans k[XO,...,Xn] est engendré par 2 éléments.

Carollaire. Sous les hypotheéses de théoréme, si de plus X est non singuliére

Pic(X) = Z.
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En effet, il suffit pour montrer cela, de montrer que l'anneau
local du sommet du cbne de X dans PE est factoriel. Or d'aprés [@], une in-
tersection compléte locale qui est factorielle en codimension 4 est fac-

torielle.

Notons que c'est en montrant ce corollaire que Hartshorne montrait le théo-
réme (pour k = 6 et X non singuliére).

Rappelons d'abord, pour prouver le théoréme, la proposition suivante (1]

Proposition I. Soient R un anneau noethérien, a un idéal de R de dimension

projective I et qui posséde une résolution libre

0 — g1 £, g a 0

alors si codimR R/a est égale a4 deux, a est engendré par les déterminants

d'ordre (n-1) de Y .

Soit S = k[xij]

i=T...m-I

j=I...m

en envoyant Xij sur le coefficient correspondant de la matrice ¥ , on a donc
un morphisme d'anneau

S——f—-»R = k[X ...X_
O n-

Nous supposerons m > 2 pour montrer le théoréme (i.e il nous faut montrer que

n g 5.

Lemme I. Pour gque X soit localement intersection compléte dansfPE, 1l faut

et il suffit que 1'idéal engendré par les déterminants d'ordre (m-2) de

soit primaire pour 1'idéal (Xo""’Xn) de R.

En effet, a est engendré par 2 éléments sur

U =8Pec R - {(X_ ...X )} [1]
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Donc si p e u, la résolution (*-)!D 0 ——+-R;PI ——»»Rgl——» ap — 0 de a
n'est pas minimale, celle-ci étant O Rp > Rp ap » 0, de par

les propriétés des résolutions minimales (*)p peut s'écrire

_ ¢ _
O—-—+Rm2+R —E»Rm2+R2——->a — 0
P ¢ P P P

de telle facon que "/Rm-2 so0it un isomorphisme. c.q.f.d.
thrpp P q

Corollaire. Le morphisme S/Kerf — R déduit de f est fini et donc

dim R = n+I = dim S/Kerf.

En effet, 1'idéal engendré par les f(Xij) est primaire pour

(XO...Xn) d'apres le lemme I.

Définitign. Nous noterons ZTS 1'idéal de S engendré par les mineurs d'ordre

m—1 m

S de la matrice ¢ : S — S, dont les coefficients sont les (Xij).

Lemme 2 [2 :is est un idéal premier de S, dim,R{dS = (m-s+D)(m-38), et le

lieu singulier de R/ est défini par 1'idéal US—I et RAf_ est un anneau

de Cohen-Macaulay.

D'aprés le lemme I
dim S/Kerf+ﬂ&k2 = 0.

(m=m+2+1) (n-m+2)

D'autre part, codimS S/I;gm_2

=6

codimS S/Kerf = m(m-I) - (n+I)
Appliquons la formule des codimensions d'intersections
codim R/Kerf +t¥r2 < codim R/Kerf + codlmR/']m_2

donc
m(m-I) g 6 + m{m-I) - (n+I)

i.e ngb c.q.f.d.
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Remarque T. Il existe danslP3,lPu,lP5 des variétés de codimension 2, locale-
rent intersection complétes, arithmétiquement de Cohen-Macaulay et non dé-

finies (idéalement) par 2 équations.

- DanslP3 La cubique gauche définie par les 3 équations (et pas moins)

2
- X ¥2 - XI
- X, Xy - X &
- X X3 - X

est localement intersectimconpléte d'aprés le lemme I, car la matrice $ qui

lui correspond est

Xo XI
%
X2 X3

On peut vérifier que cette cubique gauche (d'ailleurs définie par le plonge-
ment de Véronese de Pt dans Pg) n'est pas définie par 2 équations (idéale-

ment), car aucun des Xi n'est inversible

_ Dans P° Le plongement de Segré de X = PI x P° dans P° définit X cornme

arithmétiquement de Cohen-Macaulay, la matrice Y qui lui correspond est

11 %1
X?I X22
X3I X32
dans 1'anneau h[Xiﬂ]i:I,Z
j=I1,2,3

ses équations sont XII X22 - X21 XI2

I X32 - X31 X12

X1 X32 = X371 L9

X est non singuliére (donc localement intersection compléte) et Dic(X) = Z x

X

~y

L.
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Remarque 2. Pour qu'une matrice : g1

— R™ définisse wn idéal de di-
mension projective I a la maniére de la proposition I, il faut et il suffit
que

codimg RA]m_I(‘F) = 2.

- dans P (suite de la remarque I)

R = kEXO...XLJ

Considérons la matrice

Xo X2
Y= X X
X, X,
Soit § = k[Xi:1i.1 5
3=1,2,3

Considérons comme précédemment le morphisme f : § — R
codim dim S/Kerf = dimR = dim S-I
Kerf est engendré par un élément gradué F de S ; or on a la relation
Xgp = Xp, € Kerf,
donc F = X;; - X7, par des arguments de degré.

La suite

) 0 S S S S/;'I2 —

étant exacte d'apreés la remarque 2.

Pour montrer que la matrice ¥ définit, par ses déterminants d'ordre 2 une
variété de codimension 2 X dans Pu, 1l nous suffit de prouver que

(%) @ S/Kerf est exacte, en effet S/Kerf est régulier, S/Kerf ¢ R est
fini et donc plat.

Montrer que (%) g S/Kerf est exacte, est équivalent a montrer que

F = (X,;-X;,) est régulier dans S/’Jz. Or ’Jz est premier (lemme 2) et

F ¢ 52, on a donc montré que
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- X est de codimension 2 dans Pq
- son idéal est défini par 3 équations

- X est localement intersection compléte (par le lemme I).

Remarque 3. On peut traduire le théoréme dans le cas local, il est tout aussi
vrai : R régulier local, dim R » 6 a un idéal de R tel que R/a soit Cohen
Macaulay, oadimR R/a = 2 et R/a est localement intersection compléte sur

Spec R -(point fermé), alors a est engendré par 2 éléments.
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