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VARIETES DE CODIMENSION 2 DANS f1 

L. SZPIRÛ 

Soit X c — • f£ une djnmersion fermée où k est un corps. Une telle 

variété X est définie par un idéal gradué a de k[Xo,...,X"] = R, cet idéal 

a est unique si on le prend de plus tel que prof (R/a) > 0. 

Nous parlerons toujours de cet a (sauf mention du contraire). 

Définition. Une variété projective X, plongée dans est dite arithmstique-

ment de Cohen-Macaulay, si elle est définie par un idéal a de k[Xo...xJ = R, 

tel que R/a soit un anneau de Cohen-Macaulay. 

Si maintenant nous considérons X, de codimension 2 dans lp£, 

arithmétiquement de Cohen-Macaulay, alors a est un idéal de dimension pro­

jective un sur R qui possède une résolution libre (car il est gradué), telle 

que la suite 

(*) 0 — • R n - 1 R n — • R — • R/a — • 0 

soit exacte, de plus n est égal au nombre minimal de générateurs de a. 

Nous nous proposons de donner la démonstration du théorème suivant qui nous 

a été communiqué dans le cas où k = (C et X non singulière, par R. Hartshorne. 

Les méthodes qu'il utilisait sont analytiques, contrairement à celles qu Ton 

va voir. 

Théorème. Soit X c — • une variété algébrique de codimension 2, arithmétique­

ment de Cohen-Macaulay, alors si X est localement intersection complète et si 

n > 6, X est globalement intersection complète, i.e l'idéal gradué qui la dé­

finit dans krX Q,»..,Xj est engendré par 2 éléments. 

Corollaire. Sous les hypothèses de théorème, si de plus X est non singulière 

Pic(X) = Z. 
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En effet, il suffit pour- montrer cela, de montrer que l'anneau 

local du sommet du cône de X dans est factoriel. Or d T après [3] , une in­

tersection complète locale qui est factorielle en codimension 4 est fac­

toriel le. 

Notons que c'est en montrant ce corollaire que Hartshorne montrait le théo­

rème (pour k = 6 et X non singulière). 

Rappelons d!abord, pour prouver le théorème, la proposition suivante [ij 

Proposition I. Soient R un anneau noethérien, a un idéal de R de dljnension 

projective I et qui possède une résolution libre 

0 — R1*"1 ± + R m — a — o 

alors si codinip, R/a est égale à deux, a est engendré par les déterminants 

qTordre (n-I) de <f . 

Soit S = k[x..] . T T u rjJi=I...m-I 

j=T...m 

en envoyant X̂ .. sur le coefficient correspondant de la matrice HJ

 5 on a donc 

un morphisme d'anneau 

S f ) R = kfx . . .X 1 

^ o n J 

Nous supposerons m > 2 pour montrer le théorème (i.e il nous faut montrer que 

n ^ 5). 

Lemme I. Pour que X soit localement intersection complète dans fPJ\ il faut 

et il suffit que l'idéal engendré par les déterminants d'ordre (m-2) de 

soit primaire pour l'idéal (X ,...,X ) de R. 

En effet, a est engendré par 2 éléments sur 

U =$Pec R - {(X ...X )} [il 
o n u J 
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Donc si p e u, la résolution (K-k 0 —>- R m 1 — • R m — • a — • 0 de a 

P P P P P 
o 

n'est pas minimale, celle-ci étant 0 — • R — • R — • a — • 0, de par 
p p p 5 ^ 

les propriétés des résolutions minimales (*) peut s'écrire 

0 • R m~ 2 + R ÏEU. R1»-2 + R 2 — > a — , 0 
p p p p p 

de telle façon que ̂ / R ™ ^ soit un isomorphisms• c.q.f .d. 

Corollaire. Le morphisme S/Kerf — • R déduit de f est fini et donc 

dim R = n+I = dim S/Kerf. 

En effet, 1 T idéal engendré par les f (X̂ _. ) est primaire pour 

(X ...X ) d'après le lemme I. 
o n r 

Définition. Nous noterons $ l f idéal de S engendré par les mineurs d'ordre 

S de la matrice d> : S m 1 — > S m, dont les coefficients sont les (X..). 

Lemme 2 [2] est un idéal premier de S, dim R/>js = (m-s+I) (m-s), et le 

lieu singulier de R/fl est défini par 1 T idéal \j T et RÂ/ est un anneau 

de Cohen-Macaulay. 

DTaprès le lemme I 

dim S/Kerf+3 2

 = 0 # 

DTautre part, codirrig S/j 2 = (m-m+2+I) (rn-m+2) 

= 6 

coding S/Kerf = m(m-I) - (n+I) 

Appliquons la formule des codimsnsions d'intersections 

codim R/Kerf + ^ _ 2 ^
 c o d l j n R/Kerf + codim R/3 m_ 2 

donc 

m(m-I ) 4 6 + m(m-I ) - (n+I ) 

i.e n < 5 c.q.f.d. 
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3 Lj. 5 ^ 

Remarque I. Il existe dans IP , IP , IP des variétés de codimension 2, locale­

ment intersection complètes3 arithmétiquement de Cohen-Macaulay et non dé­

finies (idéalement) par 2 équations. 

3 
- Dans IP La cubique gauche définie par les 3 équations (et pas moins) 

2 

o „ 2 I 

— X X 0 — X-r- X~ 
o o 1 2 

" X I X 3 " X 2 

est localement intersecticn complète dT après le lemme I, car la matrice *f qui 

lui correspond est 

f X X T \ o I 

X I X 2 

, X 2 X 3 

On peut vérifier que cette cubique gauche (d!ailleurs définie par1 le plonge-

1 3 

ment de Veronese de (P dans IP ) n'est pas définie par 2 équations (idéale­

ment) , car aucun des X. n fest inversible 

5 / 1 2 5 

- Dans P Le plongement de Segré de X = P x IP dans P définit X comme 

arithmétiquement de Cohen-Macaulay, la matrice <f qui lui correspond est 

X I I XI2 

y y 
21 22 

V V 

l A3I 32 

dans l'anneau hPx..1 . T _ L xy i=I,2 
j=I,2,3 

ses équations sont X ^ - X^ X^ 

XII X32 " X3I XI2 

X2I X32 " X3I X22 

X est non singulière (donc localement intersection complète) et Dic(X) - 1 x 2 . 
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Remarque 2. Pour qu'une matrice *f : R m ^ — > R m définisse un idéal de di­

mension projective I à la manière de la proposition I, il faut et il suffit 

que 

codimR RAJ^jC Y ) = 2. 

Lj. 

- dans P (suite de la remarque I) 

R = kfx . ..Xhl 

Considérons la matrice 

V- X I X 3 

; x 2 \ 

Soit S = k[X. .1 • T 0 L i3Ji=I,2 

j=I,2,3 

Considérons comme précédemment le morphisme f : S — • R 

codim dim S/Kerf = dimR = dim S-I 

Kerf est engendré par un élément gradué F de S ; or on a la relation 

X3I " XI2 € K e r f ' 

donc F = Xgj - Xj2 par des arguments de degré. 

La suite 

2 ( X i i } 3 
(#) 0 — • SZ S J — y S — • S/3 2 — > 

étant exacte d'après la remarque 2. 

Pour montrer que la matrice *p définit, par ses déterminants d'ordre 2 une 

variété de codunension 2 X dans P , il nous suffit de prouver que 

(*) a S/Kerf est exacte, en effet S/Kerf est régulier, S/Kerf c—• R est 

fini et donc plat. 

Montrer que (*) H S/Kerf est exacte, est équivalent à montrer que 
S 

F = (X3j-Xj2^ est régulier dans S/^. Or rJ 2

 e s _ t premier (lemme 2) et 

F ^ o n a donc montré que 
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M-

- X est de codimension 2 dans IP 

- son idéal est défini par 3 équations 

- X est localement intersection complète (par le lemme I). 

Remarque 3. On peut traduire le théorème dans le cas local, il est tout aussi 

vrai : R régulier local, dim R > 6 a un idéal de R tel que R/a soit Cohen 

Macaulay, oodirn^ R/a = 2 et R/a est localement intersection complète sur 

Spec R - (point fermé), alors a est engendré par 2 éléments. 
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