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A PROPOS DE LA GENERALISATION D'UN RESULTAT 

DE THEORIE ERGODIQUE A DES ESPACES UNIFORMEMENT CONVEXES 

PAR 

Monsieur G. BRAY 

INTRODUCTION, -

En théorie argodique, nous avons le résultat suivant [3J . 

Soit T une contraction unitaire sur un espace de Hilbert, si j.^. 

suite {T n} converge faiblement vers une projection P alors pour toute 

n£(N 1 n K i 
suite croissante d'entiers {k } la moyenne arithmétique— Z. T 1 x 

n n£N N L S I 

converge fortement vers P (x). 

M. Sucheston m'a demandé d'étudier la généralisation de ce résul

tat au cas d'une contraction opérant sur un espace uniformément convexe. 

Ces résultats sont généralisés dans deux cas : 

1» A une isométrie inversible sur un espace E uniformément r 

dont le dual E**est strictement convexe, l'application de dualité J de F 

dans E * étant faiblement continue. Nous avons remarqué qu'il était poss 

dans ce aas de définir le J - adjoint d'un opérateur T (E), cette n. 

présentant des analogies avec la notion d'adjoint dans les espaces de H: 

bert. Cette notion est déjà implicitement contenue dans les travaux c1? 

livant C [il] , [12] ). 

2. Cas d'une contraction normale sur un espace de Hilbert. 

Depuis que cette étude a été commencée, de nombreux résultat? 

dans cette direction ont été obtenus, en particulier par Lee Kenneth 

pl3] et Mustafa AKcoglu et Louis Sucheston |_14] . Il semble cependant qt 

question posée par le Professeur Louis Sucheston reste ouverte. 

Le paragraphe IV donne une réponse affirmative à une question 

posée par le Professeur S. KaKutani au Congrès de théorie ergodique de 

Paimpol de 1971. 

^ Laboratoire de Probabilités - Equipe associée du CNRS n° 250 - Rennes -
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I - NOTION D'OPERATEUR J - ADJOINT 

DANS UN ESPACE UNIFORMEMENT CONVEXE 

1 - Résultats préliminaires : 

1.1 On pourra trouver les définitions et résultats exposés dans ce 

paragraphe principalement dans j_3j [2] et |l] 

Définition 1 : Un espace de Banach est strictement convexe si 

||x • y | | - ||x|| + ||y|| : + y = X x X é (R 

Corollaire 1 : Un espace ae Banach E réel est strictement convexe si cL" 

seulement si tout x T € E atteint sa norme en au plus un point de la boulr i 

unité de E. 

Définition 2 : Un espace de Banach E est uniformément convexe si 

V e > 0 3 ê Ce) > 0 tel que : 

V x, y e E : ||xj| = ||y|| = 1 

| |x - y| | > e — r - » | |x + y| | ^ 2 (1 - 6>e)J 

Définition 3 : Un espace de Banach E est uniformément lisse si 

V e > 0 3 6 (e) > 0 tel que si ||x|| = ||y|| = 1 

||x - y|| < 6 (e) | | x • y|| (1 + e ) > ||x|| • | M I 

Propriété 1 : Le dual d'un espace de Banach uniformément convexe Cresp, 

uniformément lisse) est uniformément lisse (resp. unfr inément convexe). 

Propriété 2 s Un espace de Banach E uniformément convexe est réflexif r 

st ri eteme nt con ve xe. 

Propriété 3 ; Une suite x d'éléments d'un espaceE uniformément 
n n£M 

convexe convergeant faiblement vers x converge fortemeibt vers x si et 
o o 

seulement si lim ||x || = ||x || . 
n ~->œ n 0 
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1.2 Applications de dualité : 

R + désigne l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls, E est 

un espace de Banach, E * son dual,ei x e E et x*" £ E * (x*,x) désigne la 

dualité entre E et E. 

Définition 4 : Soit ^> une application continue de R* dans R + strictement 

cooissante telle que v̂> (0) = • et limvp(r) = «> . 

Une application J de E dans E est dite application de dua

lité (associée à ) si et saelement si 

V u é E '(J(u),u) = - | | J u| | ||u| | 

||J (u)|| - ^1 ||u|| ) 

Propriétés : a) Pour tout espace de Banach E il existe une application de 

dualité de E dans E (non nécessairement univoque) associée à . 

b) Si E * est strictement convexe, il existe exactement une 

application de dualité J pour toute fonction ip vérifiant les conditions c 

la définition 4, 

c3 Si E est refitxif et strictement convexe alors l'applica

tion de dualité correspondant à chaque v^est continue de E dans la topolc-

gie faible E*. 

Définition 5 : Une application de dualité J sera dite faiblement continur-

si elle est continue de E muni de sa topologie faible dans E ^ m u n i de s:-

topologie faible. 

Définition 6 : Dans un espace de Banach X x sera dit orthogonal à y si at 

seulement si : 

V k € C | | x + Ky j | ̂  | 1 x | | (Nous noterons x J»—> y) 

Cettei notion n'est pas symétrique en généfal. 

Propriétés : x est orthogonal à y si et seulement si 

il existe x £ X* tel que ( x * , x) = | |x*| | | |x| | 

et (x*\ y) = 0 

(cf. 7 Th. 2.1 et J 5) 
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Corollaire : Si E est un espace de Banach et E *" strictement convexe nlcrt-, 

x * b y si et roulement si 

(Jx,y) = 0 

Si x\ ->y on dira aussi que x est J - orthogonal à y. 

2 ~ Motion d'opérateur J - adjoint dans un espace uniformément convexe. 

Soit E un espace uniformément convexe, son dual E*'étant strie-

tement convexe. Soit J l'application de dualité de E dans E associée à 

une fonction ^ possédant les propriétés de la définition 4, 

Définition 2.1 : Soit T un opérateur deJo(E) j si J ^ H j appartient à 

. *" 1 t 
Jb (E] on dira que J 7 J est l'opérateur J - adjoint de T [noté T). 

Définition 2 . 2 : Soit T£o£(E) admettant un opérateur J - adjoint : 

-1 t 
T = J T J 

a) T sera dit J - normal < .) T T = T T 

b) T sera dit J - autcàdjcint<*=£j = T 

c) T sera dit J - unitaire ̂ = ^ 1 T = T T = I 

Proposition 2.1 : Si T est une isométrie de E sur E alors T est J - unitaire, 

-1 #~ 

Démonstration : En effet, J T x est l'unique forme linéaire de E telle 

que 

(J T - 1 x . T _ 1 x ) = | | J r1*!! M T ^ X I I = M J T ^ X M H -.|| 

et I I J T ^ x M = ^1 ) = f ( ||x|| ) 

or (*T J x , T _ 1 x ) = (J x, x) = vp( ) ||x|| 

et ||*T Jx|| < | |Jx| | = S»(||x|| ) 

or ||x|| ||Jx||= (Jx,x) = ( V J , x î l ) _< | I^T Jx| | | |x| | _<| |Jx| | | | x ! l 

d'où |1*1 Jx|| = ||Jx| |= ^>C ||x|| ) 

3t en vertu de l'unicité de la forme linéaire J T * x : 

V x G E J T ^ x = t T J x 

d'où T 1 = J 1 t T J i. e. T est J - unitaire. 



- 159 -

Remarque : Citte proposition met en évidence le fait qu'il existe des opé

rateurs ayant un J - adjoint ; 

Dans Q l2 ] , F . E . Sullivan et H . B . Cohen ont introduit dans un 

espace de Banach la notion de ̂ ~ projection dont nous rappelons la défi

nition. 

Définition 2 . 3 : Soit une fonction continue strictement croissante de R + 

dans R + , une projection P d'un espace de Banach E dans lui même est une 

projection si 

y ( | | x | | ) =3 r C | j P x | | ) +T(||(I-P) (x)||) V x £ E 

Définition 2 . 4 ; Dans un espace de Banach E , un sous espace X sera dit 

J - orthogonal au sous espace Y (ce que l'on notera X —' î> Y) si et seule

ment si : 

V x e X V y 6 Y x -i—> y 

X et Y seront dits orthogonaux si et seulement si X -*—>Y 

et Y - u — > X . 

Proposition 2 . 2 : Soit E un espace uniformément convexe dont le dual E }' 

est strictement convexe, alors une projection P de E est une à* - p r o j e c t i o n 

(avecî^Cr) = r \p(r) V r £ R + j si et seulement si P et I-P) sont J - auto-

adjoints. 

Démonstration : Soit P une projection de E telle que P et (I - P) soient 

J - autoadjoints alors : 

Ux,x) = (Jx,Px) * (Jx,(I-P)x) = ( tPJx,Px) + ( t(I-P)Jx, (I-P)x) 

= (JPx,Px) • (J(I-P)x, (I-P)x) 

d'où ||x|| ( | |x| | ) = | |Px| | (| |Px| | ) + | |(I-P)x| | | |(I-P) (xj| 

donc P est une < 3 ^ - projection avec telle que 

^ ( r ) = r vp ( r ) \t r £ R 
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Réciproquement, soit P une projection avec 5^comme précédemment alors 

V z £ E ||z|| (j| 2||, . | | p z | | 4>(||Pz||) . | | ( > P ) z|| vp C| | C I - P J z j j : 

considérant z = Px + K (I-P) y x,y £ E, k £ (E 

On en déduit que 

|jPx • k (I-P) yj |y(||Px+k(I-P) y|| ) _> ||Px||y (||Px||} 

\p étant croissante ceci équivaot 

| JPx + k (I- P) y| | >• | j Px j | 

d'où V u è P (E) V v e (I - P) (E) et U £ I 

l l u + H l > I N I 

Soit P (E) —'—» (I - P) (E). De la même façon, en considérant z = (I-P)x 

on aurait (I - P) (E) . 1 — > P (E). 

P (E) et (I - P) (E) étant J - orthogonaux 

V x et y t E (J Px, ( I - P) y) s Q 

soit (J Px, y) - C tP J Px, y) = 0 d'où J Px = t PJPx V x € E 

de même en considérant (I - P) E -»—*P (E) 

V x et y £ E (J (I - P ) * , \ Py) = 0 

d'où (J (I - P) x, (I - P) y ) = CJ (I - P) (x), y) 

soit V x e E t ( I - P) J (I - P) x = J (I - P) x 

or P est une projection 

(Jx,x) = (JPx,Px) + (J(I-P)x, (I-P)x) 

= ( tPJPx,x) + ( t(I-P) J (I-P) x, x) 

d'où en vertu de l'unicité de Jx 

Jx = t P J P x + t (I-P) (1-P) x 

et compte tenu de ce qui précède J x = JPx + J (I - P) x V x € E 

En remarquant que (I - P) E — P (E) peut également s'écrire 

V x € E V J (I - P) x = 0 

comme t P J x = t P J (Px + (I-P) x ) = t P J P x + t P J (I-P) x 

soit t P J x = t P J x = t P J P x = J P x 
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ce qui achève la démonstration du fait que , si P est une projection, 

«lors P et (I - P) sont J - autoadjoints. 

Corollaire 2.2 : a) Pour toute projection P et tout x £ E, on a 

J x = J P + J (I - P) x 

b) Pour toute famille finie de 5*-- projections (P l<i<n) 

telle que 
n 
U P =P ' 

i=l i 

P. A P. = 0 V i Gt V J avec i / j 
i J 

et pour toute suite de nombres complexes {a^ | 1 1 <^ i _< n} 

n n 
j ( I a. P, ( x ) ) = I J (a. P. ( x ) ) 

i=l 1 " i=l 1 1 

gémonstration : 

Le a) résulte de la démonstration qui en est donnée dans la pro

position 2.2. 
n 

b) Soit y = .1. a. P. (x) J i=l i i 
n 

P l [ y ) = a l P l ( x ) e t C I " P l J ( y ) = i=2 a i P i M 

compte tenu de a). 
n 

J y = J (a^P .Cx ) ) + J (.2 a. p. (x)) J 1 1 1=2 i i 
n 

comme ?2 (I-P.) y * a 0 P Q (x) et (I-P-) (I-P„) y = £ a. P. (x) 1 ^ 2 2 2 j . 1=3 l l 

on en déduit de proche en proche 
n 

J y = E J (a. P.) (x)J 
i=l i l 

Or, d'après un résultat de Browder, E étant uniformément convexe et E*stric-

tement convexe 

V t C. C 3 s w(t) € t tel que J (tw) = s^ (t) J (w) 

en effet J (tw) est l'unique forme linéaire telle que 

(J(tw),tw) = | |j(tw) | | |tw| | et ||J (tw)|| = <f (||tw||) 

or (s J (w), tw) = st | | J (w) | | | |w | | | J (w) | | 53 <f ( | |w| | ) 

donc si t = 0 prenons s (t) = 0 
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. . , ^ ^ , 0 ,.. J (tw) It 1 
et si t * 0 et w / 0 s [t ) = s = — 

w J (w)| t 

d'où (s J (w),tw) = j |J (tw)|| j j tw|| 

et err vertu de l'unicité J (tw) = s (t) J (w) 
w 

avec s (0) = 0 
w 

. (t) , - i i i i M L L M a t s ( t ) = 0 - v t 6 ( E 
^ l | w | | ) t 

Si on considère \p Q telle que v p o (r) = r V r 
alors s (t) = t V w f 0 

w ' 

et dans ce cas 

J ( j , a. P l („)) - 5 ± J P. (x) 

Si on place dans L P avec vp (t) = r1"3""1 V r t |R+ 

alors s (t) = 1*1 si t / 0 
t 

De même V t £ C 3 s' (t) £ E tel que 

V w é E * J " 1 (tw] = s' (t) J * 1 (w) 

a v e c s . et) • ^ ( 1 H 1 ) Jli 

W Y C||w||) t 

Théorème 2.1 : 

Soit dans ^ ( E ) j une algèbre booléenne complète de 

projections, <oL l'algèbre faiblement fermée engendrée par ! P . Supposons 

de plus que s' (t) est comme dans les exemples ci dessus une fonction 

indépendante de w, (notée s' (t)), continue de £ dans C et telle que s'(0) = n 

Alors T (x) = / s [i^ (w)] A (dw) (x) 

Tout opérateur de G. est J - normal. Si de plus on suppose 

^ = Lp q alors la J - adjonction est involutive. 
Démonstration : 

Il résulte du théorème A. 5 page 358 de [l] que Q. est aussi 

l'algèbre uniformément fermée engendrée p a r e t que G est isomprphe à 

l'algèbre 6 (ft) des fonctions continues sur l'espace de représentation H 

de ^ hyperstonien. 
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cet iscmcrphisme étant donné par 

C (fl) 3 h >> j h (w) a (dw) 

où A (.) est une mesure sur q telle que pour tout sous ensemble ouvert et 

fermée g de q a ia ) € 3^. Nous désignerons par (B l'algèbre booléenne dus 

ouverts et fermés de Q . Soit T € G. alors il existe i(/ y € C (ft) telle qu.3 

T x = / 4, T (w) A (dw) (x) 
JQ T 

La notion d'intégrale utilisée étant celle de Dunford et [è] p. 3 4 0 

On remarque que t T x' = îçftj * A f d w ) ( x , ) 

en effet (Tx,x') =(x, tT x') = J V (w) (Atdwî x,x') 

= / ^ (w) ( x / A(dw) (x 1)} 
a 

Soit une suite de fonctions g avec 
P n 

g^ (w) = ? , a. (l n î (w) 0, £ <B et a. € Œ & n i=i î 0. i î 
n i n n 

n 

telle que lim g^ (w) = ^ (w) sauf sur un ensemble de A mesura 
n —^oo 

nulle donc rare. 

D 
t * n t 

Alors / g n (w) 1 A (dw) (x') * £ a 1 A ( 1 Q ) (x') 
n"" n i 

n 
t • 1 t 

converge fortement vers Tx, d'où il résulte que J (/ g (w) A (dw) fv'* 
il n 

converge faiblement vers J Tx' lorsque n tend vers l'infini. 
P P 

Or J " 1 ( Zn
 a. t A (l n ) (x')) = s» (a. ) j f 1 *A (r ) (x1 

4 , 1 u. i*"i i u. 
in=l n i ^n n i 

n n 
Compte tenu du fait que les projections sont des 5 ^ - projections 

P n 

j " 1 (/ g (w) t A(dw) (x')) « £ . s' (a. ) t A ( l n ) (J^x') J n n i = 1 i 0. 
" n n i 

n 

qui converge faiblement vers J * ^ T x' lorsque n tend vers l'infini. 

g n (w) convergeant vers i); (w) sauf sur un ensemble de A mesure nulle, 

s 1 étant continue s fg^ (wfj converge vers s jjMw)J lorsque n tend vers 

l'infini sauf sur un ensemble de A mesure nulle et 
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P 
ln t -1 

s 1 (a. ) A ( l n ) (J x'3 converge fortement vers 
n n i 

n 

/ s (w)] t A (dw) (J^x») 
Q 

d'où J " 1 l J x 1 - / s (w)] t A (dw) ( j ' V ) 

Q 

Posant J x - x' 

T x = J ~ 1 1 T J x = / s (j/ (w)] t A (dw) (x) 

et T T (x) = T f (x) = j i (w) s U (w)J t A (dw) (x) 

donc T est J normal. 

On remarque que 

T » / s 2 (w)] t A (dw) 

et l'opération de J - adjonction est involutive si et seulement si 

s (w)] = ^ (w) 

Remarques : 

1. On retrouve ici l'analogie avec la notion d'adjoint telle 

qu'on la trouve dans les espaces de Hilbert. 

2. Etant donné un opérateur T £c£(E) il serait intéressant de 

répondre aux questions suivantes : 

a) Peut - on caractériser la classe des T é <£> (E) telle au_ 

T € X(E) et T T = T T où tout du moins est - il possible de donner des 

conditions suffisantes pour qu'il en soit ainsi ? 

b'J Si T <£*ê(E) est J - normal la sous algèbre faiblement 

fermée de X fE) engendrée par T et T est - elle engendrée par une algèbre 

booléenne complète de 3*̂ - projections ? 
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3. Quelques exemples. 

Soit (S,E,jj) un espace de probabilité. Considérons les espaces 

L P (S,E,y) et L°° (S,Z,y) que nous noterons respectivement L P et L°° . Soit 

L) une isométrie de L sur L et g £ L 

a) L'opérateur de L p dans L P défini par T^f = g U f pour tout 

f de L p est tel que 

T^f = U ~ X ((J^gjf) et T*e£lLp) 

Si de plus V h 6 L œ V v 6 L p i f 1 (hv) = U ~ 1 (h) u " 1 ( v) 

et si U ^ (g J *(g)) = g J ^(g) l'opérateur est J -normal. 

Démonstration : 

T 1 f = J""1 t T 1 f or t T 1 J f = tU(g J f) 

d'où T 1 f = J ~ 1 t U (g J f) 

or U est une isométrie de l p sur L P donc est J - unitaire 

d'où T f = U _ 1 J - 1 (g J f) 

or dans L p si on prend J f = |f| P * sgn f alors 

J _ 1 (gjf) = (J - 1g} f 

T1 f = U " 1 (f J _ 1Cg)) 

T 1 T 1 f = U _ 1 (g J _ 1 (g) f ) et J1 l'1 f = g J "
1 (g) f 

et compte tenu des hypothèses faites = 

b) L'opérateur 1^ de L' dans L défini par 

V U L p T 2 f = U " 1 (g U f ) est J - normal 

et T 2 f = U " 1 U - 1 ( g ) U f) 

Le calcul est analogue au calcul précédent. On trouve 
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1 1 ~ Un résultat de théorie ergodique. -

Théorème 1 : 

Soit E un espace de Banach dont 1g dual E est strictement con

vexe, l'application de dualité de E dans E * étant faiblement continue. 

Soit T une iscmétrie inversible sur E telle que la suite { î n } K(i converge 

faiblement vers un opérateur de projection P sur E lorsque n tend vers l'in

fini. Alors, pour toute suite croissante d'entiers fk.l . , k.£ INI ; et 

^ n k. 
pour tout x de E — .E. T x converge fcttement vers P (x). 

n i= 1 

Démonstration : 

Il est facile de voir qu'il suffit de se restreindre à 

x £ E q = { x| Px = 0 }. En effet des égalités 

( T n + 1 x, y) = (T n Tx,y) » (T T ny,y) = (T nx, tTy) 

1J résulte, en faisant tendre n vers l'infini et compte tenu 

des hypothèses, que 

T P x = P T x = P x 

ce qui implique P x = x ^ T x = x 

et n k 

n _ k i T \(a - P X ) 
V T X N 1=1 o ^ r -
L Px = avec x - Px £ E . 

i=i o 
n n 

Soit x t E , montrons que 

k. k. k. k, 
n _ î n T i n T i n i 

C J (i--i — ] - i=zi — ~ ] "N i-i M y (Il -ï—2S_II î 
n n n n 

tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. 

k k k k. 
n T 1 n T 1 n 1 t j n T 1 x 

(JI.Z, ), .1. ) = - ( T J ( — — ) , x ) 
1 = 1

 n

 1 = 1

 n

 1 = 1 n 1 = 1 n 
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Or, d'après la proposition 2.1, T est J - unitaire d'où 

l T "l J . J T " " ' 

l'expression précédente est donc égale à 

n i n T 1 K 
i=l n U l i=l n ' ' x J 

lorsque n tend vers l'infini si on fait d'abord tendre i vers l'infini 

j étant fixé. 

T 1 ^ x ^ 0 ( ^ désigne la convergence faible) 

1 n K i " K 1 
et — £ n T x >0, comme J est faiblemefet continue 

n i= 1 7 

n K.-k. 

i J 
(j(.E I *_) , X ) > 0 

1= l n 

et la moyenne arithnitique de ces quantités tend aussi vers zéro. 

La fonction ̂ > qui défjnit l'application de dualité J étant conti

nue strictement croissante, il en est de même de la fonction 

T (r) = r U> (r) V r 6 (R qui admet une fonction réciproque 
_ - l 

continue telle que 3"' (0) = •. 

k. 
.m i 

•n vient de démontrer que lim ( I I ̂  — |.|) = 0 
1 1 i=1 n 1 1 

n —yœ 

Il en résulte que 

n k^ 

l i m || * T 1 * | | = 0 

ce qui achève la démonstration du théorème. 
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III - Cas d'un opérateur normal : 

Théorème : 

Soit T une contraction normale sur un espace de Hilbert ^ 

telle que la, suite ^ n ^ n t n \ | converge faiblement vers un opérateur de pro

jection P. Alors pour toute suite croissante d'entéers {k } _ft et pour 

tout x e E, la suite 

k k k 
T x + T x + , . . + T n x 

n 

converge fortement vers P x V x £ 

Démonstration : 

Soit Q, la W * - algèbre engendrée par T. <2L est isomorphe à l'es

pace des fonctions continues C (ty) sur le spectre T*! de £Lqui est hyperst:-

nion. Scit s € C O^j) l'image d'un opérateur S de 6Lpar l'iscmcrphisme 

Gelfand et soit A la mesure spectrale sur 7*1, on a 

Il S || - | | f S | | 
J 1 s 

La suite {T n} convergeant faiblement vers P, alors P £ ( J 

et P (x) = L 1« (ni) A (dm) (x) où 0 est un souë ensemble ouvert et fermé JT7i 0 

d e ^ . 

L'hypothèse se traduit par : 

V x , y € $ lim / [ f n (m) - 1 (m)] < A (dm) x,y > = 0 

T étant une contraction \<fj (m) | _< 1. 

Posons : 

^ = {m | m éffl et |y>T (m) | = 1 

07^ 2 « (m | m g 77), et |f T (m) | < 1 

n 
V m e ^ lim ^ p T (m) = 0 

n 
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L'ensemble T ) ^ peut Être remplacé par un ,i «semble ouvert et 

fermé TT^Z, qui diffère de Tf^ par un ensemble rare donc de mesure 

< A (dm) x,y > nulle peur tout x et tout y de Alors, d'après le théo

rème du convergence dominée de Lebesgue 

lim / , vp" (w) < A (dm) (x),y > = Q \/ x et y (- | ? 

n —>co ^ 

D'où en désignant par " i ^ l'ensemble ouvert et fermé complé

mentaire de c!u^ diffère de par un ensemble rare donc de mesure 

< A (dm) x,y > nulle pour tout x et tout y. 

lim / [ y " (m) - 1 Q (m)] < A (dm) x, y > = 0 
n —^co TQ^ 

(Dans cette formule, on peut d'ailleurs remplacer 17£ par ^l^i • 

Démontrons maintenant que V x 6 E ou E = { x I x £ "3£px = G } 
0 0 ' 

1 E . T p x 2 n k k 
P=l . . 1 E T y __ 

lim - = lim —^~ < , T x , L, T x > = o 
2 p=i n=l 

n oo n n — n p 

n K n K i n r K K 
< Z T p x, £, T P x > = ~ Z. Z < T q T p x , x > 

p 2 p=l p=l R 2 p=l q=l 

-j n n k _ " K q 

= Z. Z n / Y P v Cm) tm) < A (dm) x, x > 2 p=l q=l '7Tî ' T 'I n u 

Etudions d'abord : 

n n ^ —. ^ 
" T p=l q=l - ^ 2 P C m ) q ( m ) < A ( d m ) ( X ) ' X * 

k _ k 

or, d'après ce qui précède m é ̂  I S^j^ ^ *f ^rnH < ^ 
K k 
p - q 

et lim <f (m) ̂  (m) = o 

k — > œ 

q 
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k .k 
d'où lim / 7 ^ 2 P ( m ) ^ t m J < A C d m ) x ' x > 

k —> «• 
q 

Maintenant faisons tendra n vers l'infini 

i n fi n . ^ ~k 1 
- L i - z i f T

 P ( m ) ^ <mî < A(dn) x, x > 
n p=l |n q= 1 j ç 1T 1 T J 

Le crochet est la moyenne arithmétique de quantités qui tendent vers zéro 

dont il tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. L'expression qui est-

une moyenne arithmétique de quantités qui tendent vers zéro tend vers zerc. 

Etudions maintenant 

Tl Si U Si J t ^ T P M Ï ~ Î P ( M ) < A ( D M ) * • > < > ] 

Désignons par la restriction de à 

L'expression s'écrit alors : 

k -k 
î n i n , ï p q 1 
-= - * f T (m) < A (dm) x , x > 
n q=l L n p=l J 'fi 'T J 

Faisons tendre n vers l'infini et remarquons cjue d'après l'hypothèse 

k -k 
P q 

lim fui (m) < A (dm x, x > = 0 x £ E 
«• i o 

P —> 00 

et comme pour l'intégrale étendue à * a limite est nulle ce qui achève 

la démonstration du théorème. 

Remarque : 

Ce résultat s'étend sans aucune difficulté au cas d'un operateur 

J - normal appartenant à la sous - algèbre de <^>(X) (où x est uniformément 

convexe) faiblement fermée engendrée par une famille booléenne de - pro

jection. Mais ceci présente peu d'intérêt tant qu'on ne sait pas répondre 

à la question 2b du Ch. I. 
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IV - Un théorème d'existence ; 

La démonstration qui su-t est basée sur un lemme de S. Kakutani 

[is] et est très voisine de la démonstration de son théorème . 

Lemme : 

Soient E un espace uniformément convexe et {x } une suite K n n€(N 

d'éléments de E telle que pour tout n M x

n I I Ji ̂  e^ converge faible

ment vers zéro. Alors, il existe une sous suite {x } , 1 < m, < m„ 
m nflM 1 2 n 

extraite de x telle que : 
n 

x + x 
m 0 1 m_ 2n-l 2n 

_< Qrv\ pour n N 
2 

3 1 

où Max (— , 1 - ô (—) < 1 est une constante indépendante de la suite 

donnée. 
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6 est le module d'uniforme convexité défini par la condition : 

V e > 0 3 H e ) > 0 I l x " y| I 2. e ' m a x ( I i x I I * I I VI I 3 

il x 2 y H i ( 1 ~ & U ) ) m a x c I l x l I*11y| 13 

Théorème : 

Soient E un espace uniformément convexe séparable, une suit:. 

de contractions de E telle que pour tout x é E T

n

 x converge faiblement 

vers zéro. Alors, il existe une sous suite croissante d'entiers n. telle 
i 

1 P n i 

que les moyennes de Césaro — T x convergent fortement vers zéro 

pour tout x <c E. 

Démonstration : 

Soit S = {x. } . .,A une suite totale dans E avec | ! x. I I = 1 

Il suffit de prouver que le théorème est vrai pour tout x^ £ S. 

Soit la suite 

T~ x., ... , T x. , ... avec Ilï x.II < 1 (V n) 

z 1 n i n 1 — 
Alors, il existe une sous suite {m 1} _ d'entâers telle que 

p peM, p j> i 
1 < m^ < m^ <...< m* ... et qui vérifie : 

1 2 p 

T 1 x + T 1 x 
(V p€0M) m 2 p-l m 2 p < q 

P > 1 2 

où & e été défini dans le lemme. 

Pour tout x = A x 1 + (1 - A) x 2 , A e [p, l] considérons la 

suite 

T l y + T l x T 1 x + T i x 
3 4 2p-l 2p 

2 » . • • • , 2 * 

alors il existe une sous suite croissante d'entiers { m } m extraite 
P p € '«M 

1 
de la suite { m } r t, Q telle que 

p p e N , p _> 3 
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T 0 x + T ? + T ? + T o x 
rn2 m nr 
4k+l 4k+2 4 k + 3 4(k+l) 

< 0 M k € IN 
4 ~ 

T -i x + T i x 

M - m2p-l m2p 
avec M = sup - - - -

PéN 2 

où ^ e s t indépendant ue la suite donnée donc de x. 

si A - 1 x = x^ et fi = 8^ d'après la première partie 

À = • x = x 2 et M = 1 

Par conséquent, l'inégalité ci dessus nous donne pour 

T o x, + T 2 X-. + T 2 x. + T 2 x. 

4p+l 4p+2 4 l p 1 o 
x s x e E ^ ^ 

4 

T x_ + T x^ + T 9 x + T « x 
m 2 2 m 2 z m 2 2 m 2 2 

Sp+1 4p+2 4p+3 4(p+l) 
x = x _< @" 

4 

pour x = x^ avec i > 2, ces sommes de 4 termes sont évidemment majorées 

par 1. 

Poursuivons le raisonnement par récurrence. Supposons que à 

l'étape n nous ayons trouvé une suite ^ m p ^ telle que les blues 

dyadiques de longueur 2 n 

T n x + T n x + ... + T n 

n • m k 2 n+l m K 2" , 2 (k 1l)2
n 

x = k € IN 
k 2 n 

soient majorés p a r © " n + * P pour x = x p = 1,2, n 
P 

et par 1 pour x = x^ p > n 

Considérons alors une suite de tels blocs dyadiques obtenue 

en supprimant la premier de ces blocs (k > 0) et avec 
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n+1 

X = i=l A* X i X 1 £ (R, X + X + ...fX n = 1, 0 <_ X 1 i = 1,2, . ..,r» 

T n

 X + T

n x + ... + T n 

m n

 m n m n 
J x n s K 2 + 1 K 2 n+l (k+l)2 n l 

k 2 n j k j> 1 

Par application du lemme, il existe une sous suite d'entiers { k.} . n 

i i é- ,N) 
telle que 

n n 
X k + X k 

< 9-11 avec PI = Sup | | x " | | 
2 K6M 

Posons alors : 

n+1 n n+1 n n+1 n n+1 
m l = \ o 2 n

+ 1 ' ' m

2 n
 = m ( k o + l ) 2

n ' m

2 n + 1

 = m

K l 2 n + l 1 ~~ 

n n+1 n n+1 n 
( K 1 + 1 ) 2 i 2 n

+ l K.2 n

+3 (i +2)2
n ( k . + 2 ) 2 n 

1 1 

l'inégalité ci dessus s'écrit : 
T . x + T . x + ... + T , x 

n+1 n+1 , n+1 . 
n+j k 2 k 2 + 2 Ik+lJ 2 ^ ex™ 

X = < £7 11 
k -L 

Posons X p = 1 pour p 6 {1,2,... n} alors x = x^ *t d'après 

l'hypothèse de récurrence (1 = 8 " n + 1 ^ , donc pour x = x p G-{l,2, . .,n} 
P 

n+1 
le bloc dyadique correspondant noté x , est tel que 

p, K 

T - x + T . X + . . . + T n x 
m n + 1 , P m n + 1 , P m n + 1 , p 

n +l K 2 0 * 1 * ! k 2 n + 1 + 2 t k + l ^ " * 1 , ^ n + 2 - P 

x ^ < C7 
p, k >, — H

 2n+l 

Si p : n + 1 en a x = x R + 2
 e t * e b l c c dyacjique est majoré par 

Pour p > n + 1, les blocs dyadiques sont majorés par 1, ce qui achève c.-; 

raisonnement par récurrrenca. 
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Construisons alors la sous suite {T } en posant 

1 , 1 1 ^ p 
1 2 1 3 2 2 p 1 2 ç * l ^ 2 p 

et montrons que pour tout x^ £ S les moyennes de Césaro 

1 p 

— .1. T x. convergent fortement vers zéro. 
P j-l n. x 

Soit p tel que r 2 q < p (r+1) 2 q r et q € M 

alors : 

T x . + T X. + ...T x_, T x. + ... + T x. 

n. i r\n i n i n i n q , i 
| i t E < — i LZl + 

I P " P 

- I I T x . + T x. + ... + T x. | | 
p K-l "I n K 2 q l n K 2 q + 1 1 n ( K + l ) 2

q - l 1 

+ -î ||T x 1 + ... + T x. || 
P 1 1 n r 2 q + 1 n p i 

d'où en remarquant que le second terme de cette somme est une somme de x q ^ 

avec k = 1,2,... (r-1) 

on a si q > i 

1 1 i,k 1 ' — 

d*où 

T x . + T x. + . . . + . T x. r • i 
n. i ru i n i (q+l-i) 

1 2

 < (2 q-l)+(r-l)6- 4 2 q 

P ~" P 

Faisons tendre r vers l'infini alors p — > «> et 

T x. + ... + T x. 

l l m j u i < i£ e - " * 1 " 1 < e ^ 1 " 1 

— p — 
p — y » p 

Mais, comme q est arbitraire et que 1 on a 

I , T x. + ..-.+ T x. 
n. i n i 

- î * - . 0 
p 

pour tout S CG qui achève la démonstration. 
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