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SUR LA CONSTRUCTION DE MESURES ALEATOIRES 

PRESQUE SUREMENT ABSOLUMENT CONTINUES 

PAR RAPPORT A UNE MESURE DONNEE 

par 

Michel METIVIER 

(Université de RENNES) 

Le but de cet article est, en utilisant des procédés d'interpo

lation analogues à ceux utilisés dans [5], QQ * et QQ* de construire 

une mesure aléatoire sur [ 0 , 1 ] , à partir d'une famille C>̂  » } de 

variables aléatoires, indexées par les dyadiques, à valeurs dans 

JQ#1 2 x ( o , 1 3# indépendantes et de lois respectives ^ . Les 

schémas d'interpolation sont décrits au début des deux paragraphes 

2 et 3. 

Dans f 3 ] les lois ŷ  sont identiques à une mfime Ici y , quel

conque sur {p#lj x [Oêî] #l'article de Dub iOs et Freedman étant une 

étude détaillée de l'application qui à y fait correspondre la mesure 

aléatoire construite par un procédé d'interpolation analogue à celui 

rappelé au début du S 2 ci-dess0u3.il est prouvé en particulier que la 

mesure aléatoire obtenue, sauf dans le cas trivial où elle est presque 

sûrement égale à la mesure de Lebesgue, est presque sûrement strictement 

singulière (i. e. : sa fonction de répartition n'est dérivable en aucun 

http://ci-dess0u3.il
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point. Cf. J 3 ~) p 1fJ7). Nous ~iontri,ns que, si y varie par contre de 

façon convenable en fonction dec , la mesuro aléatoire construite 

suivant 1G schéma de Dub ins et F r ^ d m a n est presque sûi^ement absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesguo et clans u n ^ ^ donné, (p > 1). 

C'est l'objet du 5 2 et des théorèmes 2 et 3. 

Ces derniers résultats généralisent ceux dn Kraft ( |j5 j ) qui 

considère une suite de mesures y^ de la forme y - (x) y' où 

est la masse de Dirac concentrée en — et v\ une loi de probabilité 

sur [o,f]# centrée e n | , et où l ' e s p a c e ^ 2 est seul envisagé. 

Le $ 3 montre comment, en étendant convenablement la construc

tion précédente, on peut construire la mesure aléatoire do telle sorta 

qu'elle soit presque sûrement absolument continue par rapport à une 

probabilité a quelconque donnée à priori sur [p,^], et de moyenne a. 

Ces résultats sont (sauf dans le cas de mesures à densités 

dans JL, ) conséquences presque triviales de théorèmes de convergence do 

martingales h valeurs vectorielles que, pour la commodité, nous résumons 

dans le paragraphe 1. 

Ce travail tire son origine de discussions avec Charles 

H. Kraft à qui j'exprime mon amitié. 

1 - NOTATIONS ET RAPPELS. 

Soient ^ et ^ ' deux espaces vectoriels tels que ^JJ ' puisse 

Être considéré comme le dual de ^/J pour une topologie localement 

convexe convenable sur On note < x x' > la valeur en x £ \y/ de la 

forme linéaire x f £: ^ ' . Dans les applications suivantes on aura soit : 

- ^fj : espace de Banach flj3 (a) des fonctions réelles p.-integra-

bles par rapport à une mesure a sur {p,\\ et ^fjf 9 son dual, soit 



- \\̂  ? espace ffli> des mesures bornées sur [û,l], \Jf 9 étant 

alors l'espace des fonctions continues sur tant muni de 

la topologie faible a{^â & }. 

•n note, d'une façon générale, (Cf. [ 2 ] chapitre IV) 

a ( ^ , S^fJ 9 ) (resp. o[^ff'ê ^Jfl) la topologie définie sur y} (resp. sur 

^JJ 9 ) par la convergence simple sur tyf 9 (resp. sur ^J/) des formes 

linéaires x'^\^?< x, x' > sur ty/9 (resp. x'*\j*< x, x' > sur 

Si (Jî, SÀ • p ) est un espace probabilisé, si (J^ ) est une 

suite croissante de sous tribus de JA, et si (f ) est une suite d'appli

cation sde ft dans W » on dit que (f ) est une martingale faible si les 

propriétés suivantes (M^ ), (M 9) et (Mg) sont vraies : (Cf. [7]) 

(Fl^) Pour tout n, tout x ' f V 9 * l a variable aléatoire 

O ) / N ^ 7 < f (u>)# x
f > est 0* -mesurable, 

n n 

(PL) Pour tout n et tout F Ê 3 ^ * l'intégrale faible (Cf. [ 5 1 ) : 
z n J 

f d P existe 

F n f 

(i. e. : la forme linéaire x9 S^T? < f , x' > d P est définie pour tout 
x' et s'identifie à un élément de ) • 

(M-) Pour tout n < m et tout Fér $ 
J n 

f f d P • f d P. 
J F

 N J F

 M 

Si tyf est un espace de Banach on dit que (f ) est une martingale 

forte si les propriétés (M'^î et W9 ^) suivantes sont vraies, ainsi que 

CM 3) : 

(M' ) Pour tout n f est fortement J * -mesurable (i. e. limite 
1 n n 

presque sûre de fonctions étagées J^-mesurables) $ 

(M' 2) Pour tout n et tout F £ l'intégrale forte (au sens de 

Bochner : Cf. fi] ) 

f d P existe 

h n 
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NÛUS utiliserons les deux résultats suivants extraits de \j ~] 

Théorème G - 1 Cf. [ 7 ] P 160 

Soit (f , $ ) une martingale faible9 à valeurs dans W . Orz 
n n 

suppose qu'il existe une partie convexe faiblement compacte Q de ̂ J] 

telle que f (co) é~ Q pour tout co£ fi. 

On supposé en outre que ^J] 9 admet un ensemble dênorribrable 

partout dense pour la topologie de la convergence uniforme sur Q. 

Alorsj il existe f j a m Z é u r s dans Q, telle que presque 

sûrement "^(w) converge vers f(a>) pour Za topologie » 

outrej pour tout n et tout F & 0* ̂  on a : 

f f 
f d P = f d P 
n 0 0 

Théorème 0 - 2 Cf. [ ï] (Chap. 5 et th. 4) 

•J 

Soit Cf n ,
 rJA

n) vctie martingale forte à valeurs dans un espace 

de Banach ^JJ, de dual ^fj 9. On suppose qu'il existe une famille($ de 

parties convexes faiblement compactes de 9 telles que 

Ve > o , 3 fi^ CL fi et n^ telc que P (fi\fie) £ e s et 

Vu) 6. fi , V n > n f (a>) € Q e e n e 

1°/ St de plus, pour tout x 1 £ 

» 

sup | | f | | d P < °° 
n J 

<st si ^ ' admet un ensemble dênorribrable partout dense pour la topologie 

de la convergence tmiforme sur les parties deQ s alors : il existe 

f à valeurs dans ^fj , telle que 
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presque sûrement lim ||f(ca) - f - 0 
n — > « 

2 ° / Si la famille (||fn||) est equi-intêgrableê alors f est fortement 

intégràble et pour tout n et tout F é (ji on a 

f f d P • f f d P. 
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2 . MESURES ALEATOIRES P. S. ABSOLUMENT CONTINUES PAR RAPPORT A LA MESURE 

DE LEBESGUE 

2 * 1 Procédé d'interpolation 

Soit A un intervalle [a,b] (resp. [a,b[) de [p,l], on notera T^ 

l'application affine croissante unique de [o,f] (resp. [o,l[j sur [a,b] 

(resp. [a, b[). Si B est une partie quelconque de [o,l], on notera, pour 

simplifier, J A(B) l'indicateur de l'ensemble T^(B). 

Soit D l'ensemble des nombres dyadiques de [o,l], le nombre -~ 
2 n 

étant noté (n,i) pour simplifier. 

Soit alors une famille quelconque & = (x .,y .) de points de 
^ H n, i "*n, i K 

] o , l [ x To^lJ. On va associer à cette famille une suite f (u> . ) de fonctions u n i 

définies par récurrence sur Jo,l] de la façon suivante : 

f (o),o) = 1 

f„(u>,o) = — Jl ,l]o,x] + - - J-r , 1 ]x ,l] y Q 

1 x J o , 1 r o J 1 - x J o , 1 J o J 0 / 
0 J 0 F ^ u y j 

et si la fonction f est définjepar : / 

2 n - 1 / j 

V"'-5 • l %x\ . ~T 1 f - ^ 

i=o n,i x

0

 1 

° n P O S e

 2 n , , « « = - > 

i=o n,i n,i n,i n,i 

On notera ^ t o ) l a mesure ayant f^tu),.) pour densité par rapport à la mesure 

de Lebesgue sur [o,l]. On voit immédiatement que la suite des fonctions de 

répartition F^fo),.} des v^Cu),.) est obtenue à partir de 
w = (x . ,y , ) f n par le procédé décrit dans [J par L.E. Dubins et 

n,i n,i i n, i j £ u 

D.A. Freedman (cf. également figure 1 ci-dessus). 
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2.2, Théorèmes de Convergence 

Mous avons alors, en notant A la mesure de Lebesgue sur [o,l] et 

1 

en identifiant chaque fonction f de IL (A) à la mesure de densité f par 

rapport à X : 

Proposition 1 

Si les (X .,Y , ) r . sont des variables aléatoires indë-
n,i n,i l n , i J C D 

pendantes, à valeurs dansJo,l} x [p,l], de lois \x et telles que 
n, i 

(H): V(n.i) E (Y A* .] - X 
n, 1 n, i n, i 

la suite (v ) de mesures aléatoires obtenue par le procédé ci-dessus, est 
n 

une martingale forte à valeurs dans le sous-espace L (o , 1 ) de l'espace de 

Banach TH* des mesures bornées sur [o#l]* relativement à la suite de tribus f(F^)* 

où ( 1 ) 

<lf = €{f.:i<n} - {(X .,Y J : p<n , i < 2 P - l h 
n i — p,i p,i r— — 

Les mêmes conclusions sont vraies si on suppose seulement que pour tout n<m 

et tout 1<2 m-1, X . est conditionnellement indépendant de (fe , sachant X 
— m,j ni m,j 

(H) restant vraie. 

Démonstration 

En vertu de l'indépendance des (X . ,Y . ) , l'espérance condion-
n, i n, i 

nelle E(f A (F ) s'exprime au moyen des (X . ,Y . ),p<n, par 
n+ 1 1 n r p,i p,i 

2 n-1 

( 2 . 2 . 1 ) E t f ^ l ^ ) - l V i f ( * J A ] o . x ] ( t ) + ^ J A Cdx.dy) 
i s o J n,i n,i 

l'hypothèse ECY . |x .) s X . implique alors immédiatement 
J K n,i' n,i n,i K 

2 R - 1 

( 2 . 2 . 2 ) E ( f n + | t J | ^ n ï - I a . I A (t) - f n ( t ) . 
i-o n,i 

Pour toute borélienne bornée sur £o,l], pour tout B £ <fê>n 

L < f n + 1 ^
 > d P = j B

 Pidj) \ f n . 1 ( t ' u J cit. 
; n J n J 

CîtftXj^ : i € I) désigne la tribu engendrée par les variables aléatoires X ^ i ç l . 
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L'évidente mesurabilité de (t,oi) ^—• f (t,u) justifie l'application du 

théorème de Fubini : 
r 

• n en déduit d'abord la -mesurabihtéde u> I f (t,a)) f(t)dt = <f (w, 

n j n n * 

pour toute borélienne bornée sur Q 3 * ^ * e ^ c e c ^ implique la mesurabilité 

-f̂ orte de co^-*- f ta,.) C L (X), d'après un théorème classique de Pettis. 

LJ'OÙ la propriété M^. Ensuite : 

L <f + 1**£> dP - f # t ) d t f f (t,o>) P(du>ï 

n 
et d'après ( 2 . 2 . 2 ) , la propriété (M ) en résulte : 

f <f ,,<f > dP = f <£(t)dt f f (t,03) P(duj) = / <f , f > dP. 

n n n 

La propriété (MZ,) résulte immédiatement de ce quo pour tout co 

||vn(w)|| = H f ^ u ) ^ = 1 

et du critère classique d* intégrabilité Bochffer des fonctions fortement 

mesurables-

La dernière affirmation du théorème résulte de ce qu'avec ces 

hypothèses élargies on peut encore écrire ( 2 . 2 . 1 ) et en déduire ( 2 . 2 . 2 ) . 

Théorème 1 

A)ec les hypothèses de la proposition 13 la suite de mesures v ( w î 

converge presque sûrement faiblement vers une loi de probabilité v f u O , 

faiblement intêgrable, la probabilité aléatoire v ayant pour moyenne X 

(mesure de Lebesgue sur [ 0 , 1 ] ) . 

Démonstration 

La proposition 1 permet d'appliquer le théorème ( o - 2 ) qui donne 

immédiatement le théorème 1 , si on l'applique à la martingale faible 

(v , ), à valeurs dans l'espace OTb des mesures bornées sur [o, 11 . On prend 
n n 

pour V l'espace des fonctions continues sur [o,l] et pour 0 l'ensemble 
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des mesures bornées de norme < _ 1 . O n obtient a i n s i v (u ). C o m m e pour t o u t u> 

en dehors d'un ensemble de probabilité nulle e t pour toute. Kft ^ o n a 

<v(u>),*£ > - lim < v > , 
n 

n 

v(o)) est positive et de norme 1 pour presque tout o>. 

Enfin, la propriété de martingale implique s 

A = J v (o))P(do))« v (wî P(da))» v (w)P(da)) (au sens de l'intégrale 
' ^ ' faible) 

Théorème 2 

1°) & i t p, 1<p<« . Si 

sup || -F (u)}|| P(dc) <*> 
n J

 n P 

mesure v(a>) admet presque sûrement une densité f (Û>) e L P ( A ) ^ par rapport 

à À j et la suite (f (œîî converge presque sûrement vers f(u>) dans |UPCX ). 

2°) Si 

sup E U f (a),t) l o g + f (a),t) dt) <+«>. 
I n n 

n J 

£a mesure v(a>) admet presque sûrement une densité f C 1 par rapport à A, 

et Za suite (f^taO) converge presque sûrement vers f (a)) dana L • 

Démonstration 

1°) L'hypothèse implique que, pour tout e, il existe & tel que P(ft\Œj<e 

et S U D f (o))| <+°°. Comme st séparable et réflexif, donc a s u s 
u> €. Q 

boules faiblement relativement compactes, le théorème o.2 donne immédiatement 

la conclusion souhaitée. (On utilise en fait ici un théorème plus classique 

de Scalora sur les martingales à valeurs dans un espace réflexif cf. [9j ). 

2°) On applique également le théorème o.2 ci-dessus en prenant p o u r V 

l'espace de Banach IL (A), de dual L (A), et pour a l'ensemble des parties 

1 0 0 

équi-intégrables de L . IL admet un ensemble dênorribrable partout d e n s e pour 

la topologie d e la convergence uniforme s u r les p a r t i e s : de G (topologie d o 

Piackey T (L ,L^3. Nous avons donc seulbment à montrer q u e ve , "3 FI

C > 

(2) On note log +x = max(0,log x ) . 
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tel que P (fi \ Œ ) < e et (f (OJ, . ) î _ est équi-intégrablo. 
e — n n € lîy 

u > e » e 

Posons $ (o>) = I f (u>,t) log + f (w,tîdt 

n J n n 
Comme pour toutt (f (.*tî log + f (.,t)) m i est une sous-martingale positive, 

> n n n € BM 

il en est de même de * • La condition du théorème exprime alors que 

sup E (4> ) <+<*> 
n 

d'où la convergence de la sous martingale positive ($ ) vers une limite p.s. 
n 

finie. Si on pose 

F = {(D:$ (U)) < p} 
n,p n — 

on a donc 

Ve "3 D P[lim inf F ] > 1 - e 
e n n ' P e 

Il existe donc n tel que 
o 

n>n = > P ( P | F î > 1-e 
— o ^ n,p 

n>n H e 
Comme l'ensemble 

{f (w, .):n>n , œ e A F } 
n — c J n,p^ 

n > n e 
— o 

est uniformément intégrable, d'après un critère classique, donc relativement 

compact pour c C L ^ L ^ ) , nous avons obtenu ce que nous voulions. 

2.3. Conditions suffisantes de convergence dans des cas particuliers 

îvlour retrouvons et étendons au cas de L^ ( p > 1 ) une condition 

énoncée dans [s} pour p=2. 

Théorème 3 

On considère la famille (X . ,Y . ), .. n de variables aléatoires 
n, i n, i in, îJ C D 

indépendantes à valeurs dans J0,lQx [p,l] et la suite de mesures 

aléatoires associées. 

On suppose que les mesures y . sont de la forme 
n, i 

n,i ot . n , i 

où £ est la mesure de Dirac concentrée au point a . et . une mesure 
a . r n,i n,i 
n, i 

sur [û,l]. 
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b = sup ( r^(^) p ] v [ ^ 4 ^ 1 ) 
n i<2 n-1 L \ , i J 1 1 a k , i J 

Alors, si 

l b n <•«> y 
n 

La suite (v ) de mesures aléatoires associeeà (X . ,Y . ) f ., _ n a ses n n, i n, i (n, i) ̂  D 

densités (f ) par rappc^t à la mesure de LebesgueX^ qui convergent dans L p 

vers la densité d'une loi de probabilité vtwj^ presque sûrement. 

Démonstration 

CommB (inégalité de Jensen) on a, pour p M 

E(|X|) < ( E | X | P ) 1 / P 

on a 

E [ [J|fCt.w)| pdt) 1 / p] < [E ( j|f(t,u>)Pdt)] 1 / P 

La condition du théorème 2, 1°) est donc satisfaite si 
» 

(2.3.1.) sup |f n(t,u>)|
p dt P(du)) < oo. 

n J 

Pour tout t€[û,lj et tout n, il existe un entier unique i(t,n) compris 

entre 0 et 2 n-1 tel que t ̂  A Posons 
H n, i 

fi si i(t,n) impair 

[o si i(t,n) pair 
On a 

n
 k-1 K,i(t.kr ^"ak,i(t,k)-l 

ComptQ tenu de l'indépendance des (Y^ ̂ ) il résulte facilement de la con

dition E b <+« que 

n n H 

sup sup E| -F ( t ) | P <+°°. 
o<t<1 n n 

••où la relation (2.3.1). 

(3) xvy » max(x,y). 
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2.4. Questions de support 

Soit ftfio I3 partie de ̂ c o n s t i t u é e par les probabilités sur [Q,l]. 

C'est une partie compacte pour la topologie aCWl, ̂ ?). 

L'application w^-*- v (u; ) des tnéorèmes 1 et 2 est à valeurs dans 

et faiblement mesurable (i.e : l'image réciproque d'un borélien de fff\^ muni 

de la topologie a [Mb, £ ) est un élément do : ceci résulte de ce que V est 

limite simpla d'une suite de fonctions étagées sur 3 0 . On peut donc parler 

'Xi ?rJ 1 1 

de la probabilité P sur les boréliens 0* de , image de P par v. Comme 

est métrisable c'est une mesure borélienno régulière, ou encore une mesure de 

Radon. On peut donc parler de son support au sens topologique usuel. 

Nous nous contentons de donner une condition suffisante pour que 

le support de P soit tout entier. 

Théorème 4 

Les variables aléatoires (X^ ^ Y ^ J étant indépendantes, et les 

mesures u . étant de la forme 
n, i 4 

n, i a . ^ n, i 
n, i 

on suppose que 

(i) le support de ^ est [o,l] 

(ti) les extrémités des intervalles (A .) e .. _ _ forment un ensemble 
n,i l n , U € u 

A dense dans [û,l] ("ê ci a lieu £rc particulier lorsque a^ ̂  = a € ] o , l [ j . 

Démonstration 

9n peut évidemment prendre pour [ÏÏ,\J<,P) l'espace [b#l]^, muni de 

la tribu produit des tribus boréliennes de [o,l], avec 

P = ® w 
( n , i ) € D n , X 
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fi est alors un compact et P est une mesure de Radon sur fi dont le 

support, d'après (i) est fi tout entier. 

Le théorème 4 résulte alors complètement du lemme suivant : 

Lemme ; 

v est une surjection continue de fi, muni de la topologie produit, 

sur W ^ m u n i de a (/fl,1, ̂  ). 

Démonstration du lemme 

Comme dans 2 . 2 ci-dessus nous notons F (a>) la fonction de répar-
n K 

tition de la mesure v (o)), Si t est l'extrémité droite a'un intervalle A 
n n, i 

le schéma d'interpolation décrit en 2 . 1 est tel que pour tout m^n on a 

F (u,t) = F (o),t). Pour tout u> et tout t € A la suite (F (u,t)) converge, 
m n m m 

Soit G(u),t) sa limite (définie sur A ) . Si pour tout S £ [o,l] on pose 

F (o), s] = lim G (w, t J 
U s 
t/s 

il est facile de voir que^en tout point de continuité s de F( , . ) , on a 

lim F (u),s) = F(o),s) (ceci utilise la densité de A dans [ 0 , 1 ] ) . 
m 

m 

F(u),.) est donc la fonction de répartition de V ( O J ) , limite faible de v^tco). 

Montrons alors que eo>*-*v(aO est continue. Soit (u> ) une suite 
P 

dans fi, convergeant vers u>. On a, comme conséquence immédiate des définitions, 

pour tout m, 
lim F (to , t) « F (a),t) pour tout t € A 

m p m 

D'où l'on déduit 

lim G(w , t) = G(w,t) pour tout t € A , 

étant donné que G(u>p,t) • ^ ^ p ' t } pour un m assez grand, dépendant unique

ment de t, et non de p). 

Comme F(u> est la régularisée à droite de G(o) et F(u),.) la 
P P 

régularisée à droite de G(u),.), d'après ce qui précède, on en déduit aisément 
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que, pour tout point de continuité s de F(u>,.) on a 

F (u), s) s lim F (u) , s). 

p 

Ceci exprime la continuité de v(o>), pour les topologius 

voulues. 
Que u > — v ( u > ) soit une surjection résulte de la remarque suivante : 

si F(.) est la fonction de répartition d'une loi de probabilité quelconque 

aur [p,ll, il est possible de choisir la famille u> • (Y. ), .. n de telle u J i#n l n , i j e u 

sorte que pour tout t e A on ait F (oï,t) s F(t) pour m assez grand ; on a 

donc pour un tel u : F(t) » G(u>,t) pour tout t e A , et par suite 

F(t) s G(o>,t) = F(o),t) pour tout t e A , F(.) étant par définition continue 

à droite. Ceci achève de prouver le lemme, et le théorème. 
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3. EXTENSIONS DES RESULTATS PRECEDENTS. 

Dans ce paragraphe, nous étendons les résultats précédents à 

des masures aléatoires admettant pour valeur moyenne une loi de probabi

lité donnée a su r ^ û ' l ^ e t donnons ensuite des conditions suffisantes 

pour que la mesure aléatoire de moyenne a, ainsi construite, ait presque 

sûrement sa densité dans L p(o0. 

3.1. Probabilité aléatoire de moyenne donnée. 

Théorème 5. 

Soit ., Y , ) f . w n une famille de variables aléatoires 
n,i n #i ln #iJ 6 D 

à valeurs dans 3o,l] x (p#l3j de lois y AJ telle que pour tout entier m 
n* i 

et tout entier J ± 2 m-1, Y^ j est conditionnellement indépendante^ sachant 

Xm.j ' * U t**11* (Xn,i' Yn.i3Cn.i) é D . n < m' °" fa, U 

tribu engendrée par (X^ ^ < n , et par la tribu des boréliens sur 

(p # l ] . On pose : 

h ( X n J - ElY | x n ± ) n,i n,i n#i n,i 

On considère une famille (g n ±1 d'applications de Si x {p,fT 

dans JCMJJ telles que g n soit mesurable pour ̂ n (̂'Sj et on définit 

par récurrence la suite (f J de fonctions aléatoires, à trajectoires 

étagées sur [b,l] : 

f (w,t) » 1 
o 

la formule de récurrence étant : 

2 n-1 

n . n,i A . 
i»o n,i 
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— > W » " 1 * ̂
 1 an,i fhV^L J A A 3û.g n j i(X n j i)] • 

1 - Y n 1(wî 
+ T : F r f x ~ ^ ^ \ . ] g n , i ( x n , i 3 ' 11 

n,i n,i 

Si, a étant une probabilité sur [0,1].» Ie8 fonctions g n ont pu 

être choisies de telle sorte que 

<*(A , 9 ) 

« 1 Â A ' h t X n , l ' P " S -n,i 

la suite v

n£^ de mesures de densité fn(u),.) par rapport à a est une suite 

de lois de probabilité, crrc^rg^arct presque sûrement dans (pour la 

topologie oUfflC vers une loi de probabilité \>[u)j la mesure aléatoire 

v ayant alors pour moyenne a. 

Démonstration. 

En reprenant, mot pour mot, le début de la démonstration de l a 

proposition 1, on voit que pour tout t e ^ O . f ] , la suite (f n(t)l est une 

martingale réelle par rapport aux tribus ( ̂  désignant la tribu 

engendrée par (X ., Y m < n ) . 

nt1 n,i — 

Si en considère la suite t v

n ) » on voit, également comme dans la 

démonstration de la proposition 1, que c'est une martingale forte à 

valeurs dans 

La condition (H) entraîne par récurrence sur n, que pour presque 

tout on a : 

l|v(«)|| « 1, 

car* d'une part Iv^fo))! » ||ot|| a 1 trivialement et d'autre part 

||v^ + 1 C<D) || » ||vn(u))!| en vertu de : 



J n+1 n,i n,i 

n,i 

TY ,(U)) a(A , 1-Y . (wî a(A .) - a(A , 
n,i n»1 , 21 n,l n,i n + 1 , 2 i 

|h(X .(u>)) a(A .) + 1-h(X . (a))) a(A J u n, i n, i n, i n, i 

soit : 

(3.1.1) f x„(to.t) a(dt) » a . a(A ,) 
J n+1 n,i n,i 

n,i 

Le théorème (5) découle donc alors immédiatement du théorème 0.1, 

exactement comme le théorème 1. 

La condition (H) du théorème ci-dessus est évidemment un peu 

obscure. Nous donnons deux cas dans lesquels elle est vérifiée. 

Proposition 2. 

L'hypothèse (H) du théorème 5 est vérifiée en particulier d a n s 

les deux cas suivants ; 

1er cas : 

a « A (mesure de Lebesgue) 

g n(w,x) * h(x) (indépendant de w). 

2ème cas : 

Les u . sont de la forme e K) u' , où e est la mesure 
n,i a ^ . n,i a ^ . 

n, i n,i 

de Dirac en a , et y' . une loi de probabilité sur (p,l1, les (Y .) 
n,i n,i n,i 

étant indépendantes. 

On prend g(w,x) » x st la suite (A J étant indépendante de G O , 

on suppose que 

h(X .) * h . • rfrn^ ' 

n,i n,i <*(A ) 
n,i 

(On donnera une valeur quelconque à h si o(A^ 4) » 0). 
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Démonstration. 

Lzt vérification de la propriété (H) est triviale dans chacun 

des deux cas ci-dussus. 

3.2. Probabilités aléatoires à densités dans L p(oQ. 

Théorème 6. 

Soit (X ., Y .) et tv ) corme dans le théorème 5^ toutes les 
n,i n,i n * 

hypothèses de ce théorème étant supposées réalisées. Notons || | p la 

nome dans tL p(a) avec p 1 . 

1°) Si pour un p, 1 < p < • , on a : 

sup J | f n ( w ) | p p(dw) < • 

la mesure v(u>) admet presque sûrement une densité f (o>) ç d_ p(oO, par 

rapport à et la suite (f (a>)l converge presque sûrement vers f(u>) 

dans tL p(a) • 

2°) Si 

sup E C f (œ,tî L o g + f foi,t) a(dt)ï < + 0 0 

n j n n 
1 

la mesure v(a>) admet presque sûrement une densité f 6 IL (a) , par rapport 

à a, e t la suite (f (a>J) converge presque sûrement vers fCuO dans IL f a ) . 

Démonstration. On peut reprendre, mot pour mot, la démonstration du 

théorème 2. 

On peut, comme en 2.3, donner une condition suffisante 

simple pour que v(u)) admette presque sûrement une densité dansL PCot). 
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Théorème 7. 

On suppose qu'on est dans le 2ème cas de la proposition 2. 

Posonsj pour p > 1 

' 1<2"-1 ([1_£ ' sfen '] v [1'E ' ̂ feïT ,P]) 
Alors, si 

Z b < • « 
n n 

les fonctions (fn(w,.) convergent dans M? in) presque sûrement vers une 

fonction f(u>, .î qui est la densité de la probabilité aléatoire v(u>). 

Démonstration. 

On reprend la démonstration du théorème 3 en remplaçant dt par 

a(dt) et ^ par h(k,i). 

3.3. Interprétation géométrique du procédé de construction de v dans la 

2ème cas de la proposition 2. 

On suppose donc que les X . sont presque sûrement constantes. 
n , i 

On désigne par la fonction de répartition de v

nt<*>) et par 

F(a>), celle de v(u>). 

Si G désigne la fonction de répartition de a, on a : 

F (a>) - G. 
o 

La formule de récurrence, et la formule (3.1.1) montrent que si 

» ! " W • F n . 1 l V 

"2 ' W • 
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a ( An*1 21] 

La formule de récurrence et la condition h . a — r r — ^ — 
n,i a(A .) 

n, i 

montrent également que si on pose A A 9 . = , £'] le graphe de la 

fonction F . dans l'intervalle A . 9 . se déduit du graphe de la 
n + i n^ i,<tx 

Y . 
fonction F par la transformation affine tt,y)~-> (t.F(Ç } + (y-F C Ç . ) 1 

n i n i n # i j n i 

Le graphe des (F^) s'obtient donc par récurrence de la façon 

suivante : si dans l'intervalle A^ i , le graphe de F n joint les points 

B 1 ( Ç 1 , u ) et B 2 ^ 2 , n 2 ' ( c f " f i g ' 2 3 ' o n c o n s i d è r G l e point B" image 

de (a . , Y J par l'application T. x Tr -i delo,ll x {p,ll 
n » i n, i ^ iji ̂  f n 2 J 

sur A x (n* . n 9 J . (cf. 2.1. pour la définition de T.). 

Si on pose V = T. (a J et B' = (Ç',F (Ç')). On voit que : 
A n,i n 

a) dans A n + 1 2 i le graphe de F n + 1 s'obtient à partir du graphe de 

F^, par l'unique application du type (t,y) r S t a — > (t,a + by) conservant 

B 1 et appliquant B' sur B'', si o.{[\^^ ^) j o et reste identique au 

graphe de F (segment horizontal) si a(A A 9.) * 0. (figure 3 ) . 

b) dans A ^ + 1 2iï\ le graphe de F ^ + 1 s'obtient à partir du graphe 

de F n par l'unique application du type (t,y)'~*-> (t,a • by) conservant 

B 2 et appliquant B' sur B', si 2i+1^ ^ °' e t r e s t G identique au 

graphe de F (segment h^—^.ontal) si a(A A n . . ) » 0. y- \ n n + 1,2:1+1 
^ g r a p h e de F R + 1 y graphe de F p + 1 

n 2 — i i \T ^ i /i w\2" 

j B ^ > ^ - g r a p h e d e F n |j 

/ / î ^ Il • ^-graphe de F n 

D J0L 1 n-i , u Y il . 1 

1 B / | I '1 B 1 B " | 

o ^ «• € 2 f 3 r2 
Figure 2 Figure 3 
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En particulier, lorsque la mesure a est diffuse, le graphe d o 

(F î s'obtient en joignant les sommets 3 , B A ... B - des rectangles 
n ° n,o n,1 n,2 * 

construits par récurrence à partir de [p,l] x [p»\\ par le procédé d£ 

[ 5 ] , au moyen d'une courbe qui se déduit du graphe de G par une affinité 

convenable dans chaque intervalle. 

/ / B 4 . 3 

Graphe de f I 

L-^*~ Graphe F 4 

B4.0 " 1 ' 
Figure 4. 

Il est clair, par ailleurs que, si l'ensemble A des extrémités 

dos intervalles (A J est dense dans fp.ll (ce qui a lieu en particulier 
n, i 

si a . s a é J c M T p o u r tout (n,i)J, on ne change pas la limite faible 
n, i 

des mesures définies par les fonctions (F ) si on remplace leurs graphes 

par ceux de fonctions croissantes quelconques joignant les points 

B ... B _n • On a donc immédiatement le théorème suivant, cemme 
n,o n,2 n 

conséquence de cette remarque et des théorèmes 5 et 6. 

Théorème 8. 

Soit (Y J une famille de variable^ aléatoires 
n 9 1 tn.13 6 D 

indépendantes et soit (a R ^ e Q une famille d'éléments de~\o ,l[^telle 

que l'ensemble A des extrémités des intervalles A n ̂  construits par le 

procédé de récurrence ci-dessus soit dense dans \à.l\* 

http://fp.ll
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(Ceci a lieu en particulier si FI^ i = a èjO,lQ. Soit a une loi de pro

babilités, diffuse^ sur (p̂ jQ- On suppose que 

a(A ) 
E(Y J = h(n,i) = " V . 

n,i alA ) 

n 

Alors la suite (v^tw)) de probabilités dont les fonctions de 

distributions, linéaires par intervalles, sont définies par le procédé 

dfinterpolation en 2.1. ci-dessus, converge faiblement presque sûrement 

vers une probabilité aléatoire viu), l'application a) ^-N^v(a)) ayant pour 

valeur moyenne la probabilité a. 

En outre, si pour p > î, on pose : 

b" ' i<35i ( f " E ' ra-''] v f " E 1 ' ' J ] 
Za condition E b < + « implique que v(a>) admet presque sûrement une 

n>o 

densité dans LL p(a). 

Remarque, 

Nous nous sommes attachés à montrer les relations existant entre 

nos résultats et les résultats précédents de [3] et Qf| . Malheureusement, 

nous n'avons pas réussi à en faire autant pour les intéressants résultats 

de [4]. 

Il faut noter également que notre étude très partielle du support 

de la mesure P (théorème 4 en 2.4) est loin d'être assez complète pour être 

considérée comme l'analogue dans le cas étudié par nous de l'étude com

plète faite par Dubins et Freedman dans la situation considérée par eux. 
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