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INTEGRALE DE DANIELL A VALEURS
DANS UN GROUPE

par J. PELLAUMAIL, Maftre-Assistant a 1'I.N.S.A.

1 - Introduction

La construction d'une Intégrale par la méthode du prolongement de
Daniell est blen connue. Le but essenviel du travaii exposé ici est de prouver
le théoréme indiqué en 4.5., théoréme généralisant le prolongement de Daniell

au cas ol |'intégrale considérée est & vaieurs dans un groupe topologique abélien.
Rappelons,d'abord, quelques résultats antérieurs :

Dans [16] , SION a donné des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'une mesure a valeurs dans un groupe topologique abé&lien et définie sur

une algébre se prolonge a la fribu engendrée. Les résultats essentiels concernant

le cas ol la mesure est & valeurs dans un espace vectoriel topologique sont
indiqués dans [1], [6], [7], [81, [9], [10], [11] et [13].

Dans L12] , KLUVANEK a montré que la méthode de Daniell se généralise
au cas ol les fonctions prennent leurs valeurs dans un espace vectoriel topolo-

atque (voir aussi [17] ).

La méthode que nous utilisons généralise celle utilisée par KLUVANEK
qui a repris |'algorithme lebesguien indiqué dans [14] . Par contre, mis & part
le lemme élémentaire indiqué en 3.1.C., cette méthode est techniquement assez
différente de celle de SION qui a repris la méthcde de CARATHEODORY (cf [4] ).

Ceci nous semble plus naturel et montre mieux ccmment s'effectue le prolongement.

Le théoréme de prolongement énoncé en 4.5. montre que les résultats
de [12] » prouvés si E est un espace de Banach, restent valables si E est un
groupe topologique abélien complet : notons que |'extension des résultats de [12]
au cas ol E est un espace vectoriel topologique localement convexe peut s'effec-
tuer directement en considérant séparément chaque famille de semi-normes ; par
contre |'extension au cas ol E est un groupe nécessitait une réétude complate

du probléme.

La proposition 2.5. concerne le cas ol E est un espace vectoriel loca-
lement convexe, proposition qui donne quelques exemples d'application du théoréme
4.5,



2 - Espace de Daniell généralisé :

2.1. Définition

On appellera espace de Daniell généralisé la donnée :

- d'un ensemble @

- d'un ensembleéi)de fonctions réelles définies sur 9 tel que,
si f et g appartiennent écii, alors (f A g) et (f - g) appar-
tlennent 3 J? .

d'un groupe topologique abélien E séparé et compiet

d'une application I de &£ dans E telle que :
(1) si f et g appartiennent 3 df’, I (f-g) =1 (f) -1 (g
(i1) si (f ) est une sulite d'éléments deczg telle que
fn+ O ,-alors, lim ., I (fn) =0

n > w

2.2. Définition

On dira qu'un espace de Daniell généralisé (Q ,oZ?, E, 1) est saturable
s'l| satisfait & la condition suivante :

sl-(un) n >0 est une suite d'éléments positifs decle'felle que

-

I u g Ug alors lim. T (u) =20
n>o n-+w n

(le théoréme 4.5. justifiera |'utlilisation de cet adjectif "saturable",

2.3. Remarque

Les définitions 1 et 2 qui précddent générallsent trés exactement les
définlitions énoncées au paragraphe 2-2 de [12] : notons que la définition
de "saturable" énoncée au paragraphe 2-2 de [12] sous-entend, évidemment,
que la série considérée est faiblement convérgenfe vers un point de E comme
le montre -le .lemme 2-5 de [12] |




2.4. Cas ol E est un espace vectoriel localement convexe :

Les résultats de la proposition ci-dessous sont connus : toutefols,
Il nous a semblé intéressant de les rappeler, en différenciant :

~ d'une part la condition (ii) (I est une application "continue")
qul découle de |'hypothése "bornée'" quand les fonctions consi=~

dérées sont des fonctions continues & support compact.

- d'autre part, la condition (iii) qui, elle aussi, est étroltement
liée @ |'hypothése "bornée" et qui est plus faible que la condition
(v) fréquemment utilisée (cf. par exemple, la condition 3
du théoréme 6 p. 160 de [10] .

L'intérét de cette proposition est évidemment de donner des condi-
tions suffisantes pour que les définitions 2-1 ou 2-2 solent satisfaltes.

2.5. Proposition

Soit @ un ensemble. Soi+zz?un ensemble de fonctions réelles définies
sur @ tel que, si f et g appartiennent 3 &f , alors (f Ag) et (f + X g)
appartiennent ééé). Solt E un espace vectoriel localement convexe et séparé.
Soit 1 une application linéaire deoz?dans E.

On désignera par topologie initiale la topologie donnée sur E,
par E' le dual de E et par topologie faible la topologie o (E, E').
On considére les conditions sulvantes :
(i1) st (f) est une suite d'éléments dect? telle que f_+ 0, alors tim. I(f )=0

n -»o

(111) si (un)n 50 est une sulte d'éléments positifs deéf? telle que

Vd

¥ u gu_, alors fime T (u) =0
n>o °© n > o n

(1v) pour tout &lément positif de oZ? » T () est borné dans E (cf. définition
de I (f) en 3.2.)

(v) si (fn) est une suite croissante d'éléments decif dominée par g é&lément de
DZ? , alors 1 (fn) converge vers un élément de E.
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Solt E€ le complété de E pour la topologie initlale.

Rappelons que ( Q ,QZ? , Ef T ) est un espace de Daniell généralisé
(resp. saturable) si la condition (ii) est satisfalte (resp. si les conditions
(i1) et (111) sont satisfaites).

On dégigne:%;pas (il)f?, (ilife (iv)é , (vﬂf (resp. (Iifgr,

(Iii)9 , (iv;SA, (v) ) les conditions (ii), (iil), (iv), (v) ol la topo-

logie cansidérée est la topologie initiale (resp. la topologie o (E, E').).

’

On a alors :

T & <3 €

<2
(ViI<==>(v) == (111) == (iil) <= (iv) <= (iv)

De plus, si I @2?) est contenu dans une partie faiblement séquen-

tiellement compléte de E, alors (iv) ==>(v)

Enfin, si Q est un espace topologique, si$£>es+ ['ensemble des fonc-
tions réelles continues & support compact et si, pour tout compact K, 1l existe

un élément f de<i? tel que
. (é) e

1K < f, alors (iv) == (i)

PREUVE

1°) (v;9;==>(v) d'aprés le théoréme d'Orlicz-Banach : dans [15]
p. 282, ce théoréme est prouvé si E est un espace de Banach mais
le résultat reste exact si E est localement convexe puisque,
dans ce cas, la topologie de E peut &tre définie par une
famitle de semi-normes (cf. Eﬂ ).

' ©

2°) On a, évidemment, (v) ==>(iii) = (1il)

G .

3°)  (iv)y = (iiD)

En effet, sol+t (un) une suite d'éléments positifs deC>26D

n> o
telle que Iou su . Soit x' un élément de E'. On pose
n>=~o
= i ' = i ¢ x!
v, = u sl <x , 1 (un)> >0 et v Osu<x , T (un><0
W= u sl <x', I (un)> <0 etw =0sl <x', I (un)>30
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Onau =v_ +w.D'aprés (iv)SA, la série de terme général <<x',I (Vni>
(resp. <%',I (wni>> est majorée et donc convergente. La série de terme

général 1 (un) est donc faiblement de Cauchy.

4°) (non (iv)~ ) =>(non (1ii)" ).
En effet, supposons qu'il existe un élément ¢ de&i+ tel que I
ne solt pas faiblement borné. Soit un élément x' de E' tel que <x', T (f)>
ne soit pas borné.
On va construire,par récurrence, une suite (fn) d'éléments de &f+
telle que, pour tout n, fn+1 < fn\< ‘f,{<x'v, 1 (fn)> | > net <x', L (fn)>
non borné. On pose fo = f, Supposons fh.déferminée. Puisque <x', | (fn) > n'est
pas borné, i1 existe un-é&lément 9, de%éz?+ tel que 9, < fn et
|<x', I (gn)> | >n+ | <x', I (fn)> | ce qui implique l(x',I (fn~gn)>l > n.

Soit fn+1 -9, ou ﬁ;- g, en sorte que <>U,'i (fn+l)> ne s0it pas borné

13

(si <x', ]’. (fn- gn)> et <x", i (gn)> étaient bornés, 1l en serait de méme
de <lx', i (fn)>‘). Cecl achéve la construction de la suite (fn)par récurrence.
On pose u, = fh - fn+1 : pour t:9+ n, onau e éﬂ+ et
(x', I (un)> |5 n ce qui contredit (111),
59) (iv)y’&s (iv) puisque les parties bornées pour la topologie

falble et pour la topologie initiale sont les mémes.

6°) T (;f?) contenu dans une partie faiblement séquentiellement

&

En effet, soit (f )
nn

~compléte de E et (iv) implique (v).

. -, ”» + 3 ”
> o une suite d'éléments de cj? dominée par g

<l

élément de<¥? . Onpose f =0etu =Ff-f ..0na L u_ £ g. D'aprés (iv)
o] n n n-1 hn>o N

et le 3°) ci-dessus, la série de terme général T (un) est faiblement de Cauchy.
Puisque 1 (ét?) est contenu dans une partie faiblement séquentiel lement compléte

de E, cette série converge faiblement vers un point de E.



7°) Montrons la derni&re propriété de la proposition.

Soit (fn) une suite d'éléments de &6)+elle que f_+ 0.
Soit K le support de f1 (donc K contient le support de chaque
fonction fn). D'aprés le lemme de Dini, la suite (fn) converge

uniformément vers O,

Soit V un voisinage équillibré de O dans E (voisinage pour la
topologie initiale). Soit g un éilément de&ﬁ tel que 1K <g.
D'aprés (iv) ™ , il existe A>o tel que I (dC A V ce qui
fmplique T (e. g0 C V sl ¢ = L/& . Or, 1l existe p tel que

n > p implique fge.l, ¢ €. 9cequil Implique L (f)eV
@P K n
ce qui prouve (ii) .
3 - Construction analogue & celle de |'intégrale supérieure

-

3.1. Structure sur E.

Soit E un groupe topologique abélien

a) on désignera par E |'ensemble des parties de E qul contiennent 0.

-

b) étant donnée une suite (Un) d'éléments de E, on pose :

n>o

(- U) = ensemble des éléments u de E tels que u x avec x &lément de U.

U1 + U2 = ensemble des éléments u de E tels que u Uy + u,

avec uy (resp. u,) &lément de Uy (resp. Uy)

I U_ = ensemble des éléments u de E tels que u = |im., u
n>o " n -+
avec pour tout n, u élément de L Uk
kgn

c) lemme : pour tout voisinage V de O dans E, 1l existe une suite (Un)

de voisinages de 0 dans E telle que : r U jcv
n>o

n o

PREUVE : solt V un voisinage de 0 dans E ; E est régulier (au sens topologique)
donc il existe un voisinage fermé UO de 0 dans E tel que UOCIV (cf. Bﬂ).
Ensuite, pour tout n > o, il existe un voisinage Un de 0 dans E tel
que (U +U)CU _ ., d'ol le résultat.




3.2 Lemme

Soit ( Q ,f, E, I) un espace de Daniell généralisé. On pose :

N
5Zi = ensemblie des fonctions f définies sur ¢ , & valeurs dans R " et telles
que il existe une suite (fn) d'éléments de & avec fn + f.

N\

I = fonction & valeurs dans E et définie surot par :

I (f) = ensemble des x tels que x = L (g) avec |g]| < f et g &lément dei.

-
Soit (u ) une suite d'éldments deotp; alors on a :
nn>o
a) L (u] * uy) C—(l (uy) + I (u2))
bYI ¢ £ uw)C ¢ I (u)
h>o " nas>o "
c) 51 |'espace de Daniell considéré est saturable et s'il existe un é&lément
h dea‘LD tel que L u, € h , alors, pour tout voisinage V de O dans E,
n >o N
Il existe un entier n tel que T ( I uk) Cv.
k>n '
d) Si l'espace depaniell considéré est saturable, si g est un &lément defef

si (fn) est une suite d'éléments decl telle aue fn + f (resp. fn + f)
et pour tfout n, Ifnl < g, alors, pour tout voisinage V de O dans E, il
existe un entier n tel que I (f - fCy (resp. I (f - fC V).

PREUVE

Vo)
a) Soit f €ol tel que )fl < Uyt

+
On sait qu'il existe (un1) et (unz) sultes d'éléments de :Lp/

telles que un1+ uy et un2+ u, (on peut supposer T un2 positifs).

1

n +un2)e+gn=f_/\(un1+u

n
1 )

2 .
+

+
On pose f f A (u

onaf + . g * £, f_ et g, appartiennent 3 d% .



Pour tout voisinage V de O dans E, il existe un entier n tel
que I (f' - f)EVetI(f -g)eV cequl implique I G - (f - gn)> € 2V,

"
-
>
c

| " - - 1!
On pose : f " , f n fn f

n

1
9 n

I
©
>
c
-
©
"
©
'
©

. - t o At ) b (£Y aaM e
On a donc : fn g (f a9 h) + (f n g n) avec

n

van- gvnl < un1 ot lf"n.- gnnl <u )

~ ~

donc I (f -9) €I w)+Iy donc I e Twp+Luys2v

Ceci étant vrai pour tout voisinage V de O dans E, on a :

I(f) € (I (u)+ L (uy) (c.q.f:d.)

b) SOercfavec ] ¢ 2 u

n>o +
On sait que, pour tout n, Il existe une suite (u? ) d'éléments de £
k >o '
k _ K v et
felle que u n + U On pose v, = z U puis f n - f A v,
l1gkgn
" - - .
et f n f A Voo
+ . _
On a : f'n et f”n appartiennent a éﬁ , f’n + f et f"n + f
Par conséquent, pour fout voisinage V deVO dans E, 11 existe un
entier n tel que [ (ff-iéF'n);é‘V\QT I 4‘f"6);€ v
———')——-:—————— . )
maisT (f' -y e ( & I {u D) (d'aprés le a) )
n n e Uk
K'>0Q, * -
+ - °
donc I (F) =T (F -fre{ & TL(u))+2V
k >0 —_—
Ceci é&tant vrai pour tout V, ona L (f) € ( ¢ | (Uk)> (c.q.f.d.)

k >o



c) On décompose la démonstration en deux étapes

1°/ On va prouver que, pour tout voisinage V de O dans E, il existe un entier

n fel que, quel que soit k, on ait:

~ n+ kK
I( T ui>C’V°
I =n
pour cela, on raisonne par !'absurde : on suppose qu'il existe un voisinage

V de O dans E et une suite a (n) croissante d'entiers telle que, pour tout n,

_Latn + 1)
r ( I ui)ﬂi Vv

i =aln)+1

Soit W un voisinage de O dans E tel que 2 W C V. Pour tout entier n, Il existe
un élément hn deczg tel que

h aln + 1)
lnl$ 5 uieTI(hn) €V

I = al(n)+1

+
donc, il existe 9, &lément de ‘;8 tel que 1 (gn) £ W et 9,< |hn|

(on prend g _ = hn+ oug, = hn_)' On 3 alors :

T g <h et I(.gn)fw
>

n
n o]

ce qui contredit le fait que |'espace de Daniell considéré est supposé

prolongeable.

2°/ Soit V un voisinage de O dans E. Soit (Vn) n s> o une suite de voisinages

de O dans E telle que

¢z V)V
>

n>o
D'aprés le 1°/, pour tout n, il existe un entier a (n) tel que a (n + 1) > a(n)
N atn + 1)
ot I< D u) TV
i = aln)+1
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On a donc :
- - aln + 1)
I(z un> =I<z ( £ ui)>
n>afl) no i =aln) +1
- aln + 1)
C( : I (o v, ) ) (cf b))
n>o i =al(n) + 1
C.( Do )Cv
n>o
on a donc trouvé un entier a (1) tel que i ( z ur>C_ v c.q.f.d
n>a (1)
d) on pose u, = fn - fn -1 (resp. u, = fn -1 fn)
+
Pour tout n, u appartient éti? et z u £9 donc (d'aprés
n>o
le ¢) ci-dessus) il existe un entier n tel que

i ( £ ul)Cv c.q.f.d
. i
i >n

4 - Prolongement

4.1. Soit (D ,;Z?, E, I) un espace de Daniell généralisé.

On désigne par Q |'ensemble des fonctions réelles définies sur @ . On définit
;Z? et I comme indiqué au lemme 3.2. Enfin, 3 tout voisinage V de O dans E,

on associe V défini par :

f appartient @ V si et seulement si f appartient & Q et s'il existe un &lément
gdel tel que |f]l sg et I () CV

4.2, Topologie sur {'ensemble des fonctions

Quand V parcourt i'ensemble des voisinages de O dans E, la famille des ensembles
V constitue, dans €, une base de filtre de 1'élément neutre et ce filtre définit,

sur Q , une topologie compatible avec la structure de groupe de Q .



..ll_

PREUVE :

On vérifie immédiatement que les axiomes (cf. {2] ) d'une base de

flltre de |'élément neutre sont satisfalts en utilisant le lemme 3.2.

4.3, Dans la sulte des démonstrations, nous utiliserons souvent le

résultat élémentaire suivant ;

Si a, b, c et d sont des fonctions réelles, on a :

j[a Aab) = (c Ad)| s ]Ja-c]+ |b-d]

[(evb) = (cvd)] s ]a-c]+ |b-d]

4.4. Prolongement de T :

Désignons par;t)l'adhérence deczf pour la topologie définie ci-dessus
(on dira qu'une fonction est Intégrable sf elle appartient é&é&. St on munit
;g de la topologie Induite par celle définie ci-dessus, |'application T est une
représentation continue de<§8 dans E. Par conségpenf, el le admet un prolongement
unique qui soit une représentation continue deéﬁ dans E. On désignera par I (f)
I'image, par ce prolongement, de la fonction intégrable f. Autrement dit,
un élément f de 6 aest une fonction intégrable si; et seulement si, pour tout
voisinage V de O dans E, i1 existe un élément g def tel que (f - g) appartienne

AV et, dans ce cas, I (f - g) appartient a V.

PREUVE :

La continuité de la fonction I découle de ce que, si f appartient
avet é;fg, alors [ (f) appartient 3 V. Pcur la suite, cf. Eﬂ .

4.5. Théoréme de prolongement

Soit (Q ,éi? » E, I) un espace de Daniell généralisé (cf. 2.1.).
Cet espace est saturable (cf. 2.2.) si, et seulement si, il peut étre plongé
dans un espace de Daniell généralisé qui satisfait au théoréme de convergence
dominée, c'est-a-dire s'l| existe un espace de Daniell généralisé ( Q,:i?, E, D

tel qUe‘ée(:éﬁ?, la restrictionde I a cZ? coTncide avec 1 et, si (fn)n > 5
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P d
est une suite d'éléments de éi? qui converge simplement vers f et si, pour
tout n, Ifnls h avec h élément de of , alors f appartient 3L et

1) = tim. L (fn)
>0

PREUVE :

1°/ L'hypothése saturable est .évidemment nécessaire.

Réciproquement, nous allons prouver que |'espace ( Q,oZ?, E, I) construit en
4.4, satisfailt au théoréme de convergence dominée si |'espace Initlal est

saturabie.

2°/ Si f et g appartiennent 5‘25, on vérifie Immédiatement que
(f - g) et (f Ag) (cf. 4.3,) appartiennent 3 L et que I (f - g) =T (£)-I (g).

3°/ On va d'abord prouver le théroéme de convergence dominée dans

le cas ol (f_) est une sulfe de fonctions positives. Plus précisément, soit
h un &lément positif de , soit (f )

n“n>o

converge simplement vers f et telle que, pour tout n, O < fns h ; on se

une suite d'éléments de ,‘gqui

propose de prouver que, pour tout voisinage V de O dans E, Il existe un entier
-\

A

p ef un &lément w def tels que |f - f| g wet I (wCV.

En effet, soit (wn)n> o une suite de voisinages de O dans E telle que
r'd

6 (nglown)c;v

o~

Solent de I e"r\'l'eofavec |lh = dlst et L (+)C W . De méme, V n, soit
+ T~
hneof et u € af tels que |hn - fn| gu, et I (un)CWn.

On pose u = I U (ueL). On pose 9, = dn hn (gné of+)
n>o

puis g' = lim. Inf. 9, et g" = lLim. sup. 9,
n>o n>o

ona: |f -g]| = [(anh) - (o Ad] < |fn - hnl + |h - d} (cf 4.3.)

n

donc, par passage a la limite, If - g'l <+ Sup. u, < Tt +u

n>o
et de méme, |f -g"j]st+u
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! n =
On pose g n, k Inf. 9; et g n, k Sup. 9;

ng b ogn+k ns<l gn+k

~

Inf. 9, et g"_ = Sup. g, , ona,pour n fixé et k
I>n i >n

"t 1"
et g n,k+ g

Si on pose g‘n

tendant vers I'infini, g' v+ g'
n, k

n n

+
g'n K et g"n K sont des éléments de éf7 dominés par d : donc (cf. lemme 3.2.d)
b4 ?
. . t = A - !
YV n, il existe un entier a (n) tel que, si on pose v n g n,a(n) g n
| | S | . | .
et v a9 a9 n,a(n)’ on a

t T ] 1" - "
vnef e+]_(vn)C.Wn , vne£ e+I(vn)Cwn

Onposev' = £ v' et wv"'= 1 V"
n n
n>o n>o

On pose s' = Sup. g' et s" = Inf. g"

n ken k,a(k) n ke k,a(k)
puis s' = Sup. s' et s" = Inf. s"

n
n>o n>o

On a s'n+ st et s"n + s et toutes ces fonctions sont dominées

par d, donc, d'aprés le lemme 3.2.d, il existe un entier p tel que

T ) - ] - " - 11
I (s 5 p) C.WO et T (s b sty C WO

. ' - ! - ' -
On a : E n+1 9 n+1I I(S n \/g'n+1,a(n+1)) (g'r'\lg'n+l)’
1 - ] ] - !
Clsto=a w19 7 9" s (el (etaau30)
On en déduit : |s'n - g'nl < ] E ) v',  ce qui Implique, par passage
)

& la limite, |s' -g'| & v'

P 1 - "
On prouveralit, de méme, |s N9 nl A et |s" - g"| ¢ V"
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On a donc :

£ -glsff-9' ]+ |f-0") (puisque @' s g, < 9"))
Slf"g'l + Ig'-s'| + Is'"s'p[ + Is'p-g'p|
f_ 1 " . 1" " _ 1" " - 1]
R R P L B UL
< w= |s'=-5s"| =+ |s" - s + 2 (u+ 1+ v+
b p P

Mals w apparfienf‘éaZ?tef T (wy CV ce qui achdve la démonstration du 3°).

4°/ |1 ne reste plus qu'a démontrer le théordme de convergence
dominée dans le cas général. Soit (fp) une suite d'éléments de‘if'convergeanf
simplement vers f et dominée par h élément deli+ . La suite (f+n) (resp. (fnn))

converge simplement vers # (resp. £7) et est dominde par h : on peut donc lui

appliquer le 3°/ et on a :

1t

£ ot £ appartiennent 3 213 et T (£) = lim. I (f+n) ef I () = Ftim, I-(f-n)

On en déduit (cf. 1°/ ) : f appartient a & et T (f) = lim. T (f) .
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